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Resumen

En el marco de la mecanica clasica analitica, se estudian las soluciones completas de la ecuacién
de Hamilton-Jacobi, mostrandose que cualesquier dos soluciones completas de dicha ecuacién (para una
hamiltoniana dada, en un sistema de coordenadas especifico), estdn relacionadas por medio de una trans-
formacion candnica independiente del tiempo. Se muestra también que esta relacién estd asociada con el
proceso de hallar envolventes para familias de superficies.
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Introduccion

A lo largo de la historia se han desarrollado distintas formulaciones dentro de la mecédnica clasica para
describir la evolucién de sistemas que estan bajo la influencia de fuerzas. Cada una de ellas representa un
avance en el desarrollo de la fisica, ya que la diversidad de formalismos implica que podemos optar por el
que represente mayor utilidad, o ayude a simplificar la descripcion de algun sistema en particular. Desde
las leyes de Newton publicadas en el siglo XVII que constituyen las bases en la teoria clasica, han surgido
teorias cada vez més sofisticadas y expresadas con un lenguaje mateméatico de mayor complejidad. Como
ejemplo tenemos la mecédnica lagrangiana, la cual es de gran utilidad si el sistema estd sujeto a ligaduras
ya que reduce el numero de coordenadas para las cuales tenemos que resolver y facilita la obtencion de
leyes de conservacion. Un formulaciéon equivalente a la lagrangiana es la hamiltoniana, que a pesar de
no reducir de gran manera la complejidad en las ecuaciones, es una teoria mas formal matematicamente
y puede representar un enlace con otras dreas de la fisica. Ademads el conjunto de transformaciones que
dejan invariante a las ecuaciones de Hamilton es muy amplio, a partir de esto surge la teoria de Hamilton-
Jacobi, la idea de ésta es realizar una transformacion al Hamiltoniano tal que las nuevas coordenadas sean
constates de movimiento, reduciendo todo el problema a resolver una sola ecuacién diferencial parcial.

A la par de los avances en mecénica clasica, la teoria de las ecuaciones diferenciales ha ido evolucionan-
do, una de las muchas razones ha surgido de la necesidad de resolver las ecuaciones que nos proporcionan
los formalismos en fisica, la mayoria de ellas, ecuaciones diferenciales. En este trabajo se tratard de rela-
cionar estos dos aspectos, particularmente la teoria de Hamilton-Jacobi con el método de la envolvente.
Este método genera nuevas soluciones de una ecuacion diferencial parcial de primer orden, a partir de
una ya conocida. Euler nombraba solucién completa de una ecuacién diferencial de orden n a aquella que
contiene n funciones arbitrarias, refiriéndose a que ésta contenia todas las soluciones particulares. Afos
después Lagrange notd que una solucién que contiene tantas constantes arbitrarias como variables en
una ecuacién, podia generar no solo soluciones particulares sino que, variando estos parametros se puede
llegar a una solucién completa tal como la habia definido Euler. En este trabajo utilizaremos la definicién
de Lagrange y a las soluciones referidas por Euler denominaremos soluciones generales. En la mayoria
de los casos en los cuales es conveniente utilizar la ecuacién de Hamilton-Jacobi para la resolucion de
un problema, obtenemos una solucién completa, al aplicarle el método de la envolvente obtenemos otras
soluciones completas, particulares y generales. Lagrange describié esto en un sentido geométrico para
una ecuacién diferencial del tipo F(x,y, z,p, ¢) de la siguiente forma, una solucién completa define una
familia biparamétrica de soluciones, una solucién general corresponde a la envolvente de una subfamilia
de un parametro contenida en una solucién completa, mientras que una solucién singular determina la
envolvente de toda la familia biparamétrica de soluciones. En el primer capitulo se abordan los dos princi-
pales formalismos en mecédnica analitica, el lagrangiano y hamiltoniano, se da una breve descripcién para
cada uno, sin profundizar en sus aspectos mas formales, se verd también las ecuaciones de invariancia
para las ecuaciones de Lagrange. El segundo capitulo es muy importante ya que aborda la teoria de las
transformaciones candnicas, la cual es utilizada en los capitulos posteriores y es fundamental para llegar a
nuestro objetivo planteado. En el cuarto capitulo nos enfocamos en la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, se da
una aplicacion de ella, y la forma de resolucién general para sistemas conservativos. El siguiente capitulo
trata del tema de envolventes, aunque este puede ser abordado desde un punto de vista matematico muy
formal, en este trabajo lo describiremos a partir de conceptos béasicos de calculo diferencial y geometria
analitica. En el dltimo capitulo se vinculara la teoria de Hamilton-Jacobi con el método de la envolvente.

Los resultados de este trabajo pueden verse en eel articulo complete solutions of the Hamilton-Jacobi
equation and the envelope method [7].
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Capitulo 1

Conceptos Basicos de Mecanica
Clasica

En mecéanica analitica existen diferentes metodologias para obtener las ecuaciones que rigen el movi-
miento de un sistema. Las principales formulaciones son la lagrangiana y hamiltoniana; a diferencia del
enfoque newtoniano, las ecuaciones de evolucién temporal se obtienen a partir del conocimiento de una
funcion escalar que depende de la energia potencial U y cinética T', no del conocimiento explicito de cada
una de las fuerzas que actian sobre el sistema, esto es posible a partir de la eleccién de un conjunto de
coordenadas generalizado, es decir un conjunto de cantidades independientes entre si, que describen la
configuracion del sistema en todo momento, y el cual nos permite eliminar el problema de las fuerzas de
ligadura. Otra diferencia importante es que tanto en el formalismo lagrangiano como el hamiltoniano,
puede ser mas facil identificar las cantidades conservadas o simetrias de un sistema, a partir de ciertos
tipos de transformaciones que se veran mas adelante.

1.1. Formalismo lagrangiano

La base de este formalismo es el encontrar una funciéon denominada lagrangiano escrita en términos de
la energia potencial U y cinética T, denotado por L, que estd definida para sistemas sujetos a fuerzas
derivadas de un potencial como,

L=T-U. (1.1)
Consideremos un sistema de N particulas en el espacio con vectores de posicién {ry,rs,..,ry}, algunas
coordenadas de estos vectores estan sujetas a constricciones, estas son condiciones que restringen el mo-
vimiento de elementos del sistema y pueden depender del tiempo, suponemos que existen k restricciones.
Si pueden escribirse de la siguiente forma,

fl (rlar27 "7rN7t) = 07
0

f2 (r17r27 ..,I‘N,t) =Y,
(1.2)

fk (rlar27 "5rN7t) = 07

implicard que solo necesitamos s = 3N — k coordenadas para describir el sistema, llamamos a estas s
cantidades, grados de libertad, y los denotamos por q1, qo, ..., ¢s siendo ¢, ga, ..., §s sus respectivas velo-
cidades. Las coordenadas pueden ser distintas variables fisicas, no deben tener necesariamente unidades
de longitud. Dado que sélo s coordenadas son independientes, podemos escribir a la energia cinética y
potencial en funcién de las coordenadas g1, ¢o, .., s, por lo tanto el lagrangiano también es funcién de
éstas y por supuesto de sus velocidades.

Para obtener las ecuaciones de movimiento nos basamos en el principio de Hamilton, que nos dice
que dado un sistema caracterizado por una funcién L (g,q,t) que a los instantes t; y to tienen como
coordenadas q' y q2 respectivamente !, el movimiento del sistema entre esos dos puntos es de tal manera

1q® denota el vector de posicién en el espacio formado por las q1, g2, ...qs al tiempo ;.



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE MECANICA CLASICA
1.2. INVARIANCIA BAJO UNA TRANSFORMACION DE COORDENADAS

que la siguiente integral alcance un valor estacionario

to

t1

donde a S se le denomina accion de Hamilton, realizando la variacién llegamos a las ecuaciones de
movimiento conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange.

dor oL
dtdg; 0q;

i=1,2,..,s. (1.4)

Son un conjunto de s ecuaciones ordinarias y de segundo orden, una para cada grado de libertad. Por lo
tanto la solucién general contendrd 2s constantes de integracion. Una manera de resolverlas es encontrar
integrales de movimiento, esto es, funciones que permanecen constantes durante el intervalo de tiempo
que nos interesa estudiar, éstas relacionan coordenadas y velocidades generalizadas, es facil ver que si
se conocen una o mas de estas relaciones el nimero de ecuaciones de movimiento del sistema puede
reducirse, es mads, el tener 2s funciones de este tipo

9(q,4,t) = (J=1,2,.,2s), (1.5)

es equivalente a resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange, puesto que del sistema de ecuaciones anterior
podemos obtener

qi = Gi (Oll,OéQ,...,O[Qs,t) (16)

4 = fi (a1, ag,..., 04, t) b

que son las soluciones a la Ec.1.4. Es comin que la obtencién de integrales de movimiento no sea un
proceso trivial, se vera més adelante que para otros formalismos existen métodos definidos que nos ayudan
a obtenerlas.

1.2. Invariancia bajo una transformacion de coordenadas

Si reemplazamos las coordenadas g; en la Ec. 1.4 por otro sistema ¢; = ¢;(g,t) la igualdad se preser-
vara debido a la invariancia de las ecuaciones de Lagrange bajo una transformacién de coordenadas, es
decir las ecuaciones se satisfardn para el lagrangiano i(q~, q, t) que posee el mismo valor que L. Existen
transformaciones para las cuales las ecuaciones explicitas de movimiento en cada sistema de coordenadas
son las mismas, esto se cumple claramente cuando tenemos ambos lagrangianos L y L relacionados de la
siguiente forma

L(G,G,t) = L(§.G,t) - (1.8)

Si dos lagrangianos proporcionan exactamente las mismas ecuaciones de movimiento, entonces éstos
difieren entre si por la derivada respecto al tiempo de una funcién de la forma ¢ (g, t)

= : d¢
ya que al sustituir L en las ecuaciones de Lagrange, el término ‘fl—‘f no influye y preservamos las ecua-

ciones solamente para L, obteniendo asi las mismas ecuaciones para ambos lagrangianos. Los siguientes
lagrangianos también conducen a las mismas ecuaciones de movimiento, con ¢ constante.

" [~/:L+C,
. i/:cL,
] I~J=L—|—f(t).




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE MECANICA CLASICA
1.3. FORMALISMO HAMILTONIANO

1.3. Formalismo Hamiltoniano

El formalismo hamiltoniano tiene un enfoque similar al lagrangiano, ya que podemos obtener a partir
de una funcién llamada hamiltoniano las ecuaciones que describen el movimiento de un sistema, aunque
a diferencia del lagrangiano este nos arroja un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, al efectuar esta reduccién de orden las ecuaciones de movimiento pueden ser més faciles de resol-
ver, aunque la complejidad de la solucién no siempre es menor. La principal ventaja de la formulacién
hamiltoniana es que induce a una interpretacion mas formal de la estructura de la mecénica y representa
un enlace entre distintas dreas de la fisica.

La transformacién de la formulacién lagrangiana a la hamiltoniana puede verse matematicamente
como un cambio de variable de (g;, ¢;,t) a (¢;,pi,t), donde los p; son s cantidades que se definen por

_ 9L(g;,4;,t)

;= ’ . =12, 1.10
p 9, s (1.10)

llamadas momentos generalizados, que junto con las coordenadas generalizadas se les da el nombre de
variables canénicas. El conjunto de todos los valores posibles para p; y ¢; constituyen el espacio fase del
sistema, y cada punto de este espacio determina un estado posible. Como los momentos son derivadas
parciales de L, realizamos el cambio de variables mediante una transformacion de Legendre, donde las
coordenadas ¢ y el tiempo actiian como coordenadas pasivas, ya que no sufren cambios por la transfor-

macion
H(p,q,t sz% ~L, (1.11)

diferenciando ambos lados de la ecuacién anterior tenemos

OH OH
dH = Z {8])1 api+ 5 in] + ot (1.12)
. oL, aL ., ] oL
=> [qidpi + piddi = 5 dds = aqui} - St (1.13)

Aplicando la definicién de los momentos generalizados e igualando coeficientes, llegamos a las siguientes

ecuaciones
37H ) oOH ) OH - OL

6]91 - q'l? an - pl? 8t - 8t7
El conjunto de las 2s primeras ecuaciones constituyen las ecuaciones de movimiento de Hamilton. La
primera mitad de ellas proporcionan a ¢ en términos de p;, ¢; y t, la segunda hace lo mismo para p. No
hay que olvidar que el Hamiltoniano solo depende de las variables canénicas, entonces para obtenerlo
a partir de la Ec.1.11 debemos escribir a las velocidades generalizadas en funcién de las coordenadas y
momentos. Esto lo hacemos a partir de la definicién de momento

pi = 87
q;

i=1,2..,s. (1.14)

=g(g.4t), =125 (1.15)

de donde podemos obtener las s relaciones entre los momentos generalizados, las coordenadas y veloci-
dades.

Si un sistema puede describirse mediante las ecuaciones de Lagrange, para el cual el lagrangiano no
depende explicitamente del tiempo, implicard que si existe el Hamiltoniano para éste sistema, tampoco
dependeré de t, es decir serd una constante de movimiento. Ademés si su energia cinética estd expresada
como una funcién homogénea cuadratica de las velocidades, se tiene

H=T+U, (1.16)

que es igual a la energia total del sistema, a los sistemas que cumplen estas condiciones se les denomina
sistemas naturales. La evolucién de cualquier cantidad fisica f relacionada con el movimiento del sistema
puede escribirse en términos de las variables candnicas ya que éstas determinan el desarrollo del sistema
en el tiempo, es decir,

f=Fflapit), (1.17)




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE MECANICA CLASICA
1.3. FORMALISMO HAMILTONIANO

esta cantidad fisica puede variar en el tiempo, entonces a partir de la ecuacién anterior tenemos
3f 3f
+ —Dpi| + o 1.18

utilizando las ecuaciones de Hamilton y sustituyendo en Ec. 1.18

dif [0 0H 0f 0H]  0f
dt _Z [a%‘ dpi O 3%} * ot

(1.19)

Si consideramos otra funciéon g que al igual que f depende de las coordenadas candnicas, definimos el
Parénteis de Poisson entre estas funciones como,

UEDY {af Og _ o7 8g} : (1.20)

0q; Op;  Op; Og;

entonces podemos escribir la derivada total con respecto al tiempo de la funcién f en términos del
paréntesis entre esta y H

df of
1.21
=+ (121)
de la ecuacién anterior vemos que si f es una constante de movimiento
of
, =0, 1.22
U H)+ (122

podemos ver la ecuacién anterior como una condicién necesaria y suficiente para que f sea una constante
de movimiento.
Los paréntesis de Poisson cumplen las siguientes propiedades

[f,c] = ¢ = cte, (1.23)
[f:9] = [ f, (1.24)
[f +h,gl =, 9]+ [P 9], (1.25)
[fh.g] = flh. 9]+ [f. 9], (1.26)
[f:Th gl + [hs g, F1] + [9, [f, R]] = O (1.27)

La ultima llamada propiedad de Jacobi. Podemos ver la evolucién del Hamltoniano en el tiempo a partir

de los Paréntesis de Poisson,

dH OH

H H + — 1.28
— = H A+ — (1.28)
utilizando las propiedades de los paréntesis llegamos un resultado muy importante, si H no depende
explicitamente del tiempo, entonces es una constante de movimiento.

Los paréntesis de Poisson fundamentales son los que involucran a las variables canénicas :

[gi, ;] =0 (1.29)
[pi,pj] =0 (1.30)
(g5, pi] = 6i; (1.31)

donde §;; es la delta de Kronecker. ?

2La funcién delta esta definida como




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE MECANICA CLASICA
1.4. ESPACIO FASE

1.4. Espacio Fase

Sabemos que el estado de un sistema mecéanico con s grados de libertad queda determinado por las s
coordenadas generalizadas y momentos, el conjunto de variables candénicas se pueden considerar como
las componentes de un vector & de 2s componentes, este vector se encuentra en un espacio llamado
espacio fase. Un punto en él especifica un posible estado del sistema, si son conocidas las p; y ¢; para un
tiempo %, éstas representan las condiciones iniciales y junto con las ecuaciones de Hamilton determinan
la trayectoria del sistema en el espacio fase.







Capitulo 2

Transformaciones Canonicas

Hemos visto que la eleccién de coordenadas generalizadas es arbitraria, en tanto describan completamente
el sistema en estudio. Eso hace preguntarnos si existe algiin sistema de coordenadas para el cual el proceso
de solucion de las ecuaciones de movimiento sea matematicamente mas simple, aunque no necesariamente
aporte informacién nueva. Al igual que en el formalismo lagrangiano, en mecénica hamiltoniana el cambio
en el sistema de coordenadas debe preservar las ecuaciones de movimiento, pero en este caso el cambio
debe involucrar a los momentos y coordenadas candnicos. Las transformaciones canénicas son un tipo de
transformacién dejan invariantes las ecuaciones de Hamilton. Sean (g;, p;) coordenadas que describen el
movimiento de un sistema mecédnico con un hamiltoniano H, y un nuevo sistema (g;, p;) tal que existe la
siguiente relacién simultdnea entre momentos y coordenadas

Qi = QI (Q7'7p’r'7 t) )
z o 2.1
Pi = Di (qrapT7t)7 ( )
tal que
9(4,p)
— Z£0. 2.2
d(q,p) 7 (22)

A diferencia de las transformaciones en el lagrangiano, realizar un cambio de coordenadas para el hamil-
toniano tal que preserve las ecuaciones de movimiento involucra un mayor cuidado en la eleccién de las
nuevas coordenadas. Decimos que las Ecs. 2.1 representan una transformacion canénica si se cumple que

> pidg; — Hdt + Hdt - pidg; = dF, (2.3)

donde F' es una funcién llamada funcién generatriz de la transformacién, ya que una vez conocida que-
dan determinadas explicitamente las ecuaciones de transformacién para las cuales son invariantes las
ecuaciones de Hamilton. M&s explicitamente, si tenemos un sistema de coordenadas para el cual

OH oH
a_ — .i, a._ - — .’L'a 24
oy 4 4, p (2.4)

si se trata de una transformacién candnica, podemos escribir

oH _ . 0
op; 9q;

= —pi, (2.5)

donde H es el hamiltoniano para las nuevas coordenadas y no necesariamente preserva la forma del hamil-
toniano original. Existe una gran variedad de transformaciones candnicas, alguna de ellas nos permiten
ver que la diferencia entre una coordenada y su momento conjugado es solo cuestion de nomenclatura.
Vemos que F' depende de 2s + 1 variables independientes que mezclan ambos conjuntos de coordenadas,
la eleccion de éstas depende del tipo de transformacién que se requiera. Las relaciones de transformacién
que genera I’ se pueden obtener de forma explicita a partir de la Ec. 2.3. Para ver ésto consideremos que



CAPITULO 2. TRANSFORMACIONES CANONICAS

H Funcién generatriz ‘ Derivadas parciales de F H

F:Fl(%qat) %:pa%:f)
F = Fy(q,p:t) Ge=p, G2=q

= Fy(p, 5, 1) Sy =4, G =D
F = Fy(p,p, 1) G =a, 52 =

Tabla 2.1: Transformaciones para las funciones generatrices béasicas.

las antiguas coordenadas ¢; y las nuevas ¢ son independientes, denotamos a este tipo de funcién generatriz
como F1, diferencidndola tenemos

dFy = (%Z? dg; + 881;1 dqy-> %dt (2.6)

i
comparando con la Ec. 2.3 llegamos a las ecuaciones de transformacion

8F1 ~‘:_@ ff:H—F%,

_oh 2.
pi=p P 90 (2.7)

si F' depende de otras coordenadas las relaciones entre ambos sistemas seran distintas, la tabla 2.1 muestra
algunos de los principales tipos de funciones generatrices, la relaciéon entre los hamiltonianos H y H es
la misma para todas las funciones descritas en ella, ésta es,

H=H+=— 2.8

T (2.8)
Un resultado importante es que los Paréntesis de Poisson son invariantes bajo transformaciones canénicas,
es decir no dependen del conjunto particular de variables candnicas que se elijan para representar una
funcioén.

of 99 9Of 9y
= - —_— = ~ ~ 2.
-0y =3 | 5555 ~ 2] = 9o (2:9)
También se puede ver que si se cumple,
[qi7ﬁj]q7p = 07 (210)
[di7§j]q7p = 07 (211)
(G2 Pilyp = 0iss (2.12)

la transformacién que nos lleva del sistema (g, p) al (g,p) es candnica.

Las transformaciones candnicas no son propias de un sistema en especifico, es decir si es aplicable a
un problema con dos grados de libertad, esta misma puede ser empleada para cualquier otro sistema con
el mismo numero de grados de libertad. También cumplen las siguientes propiedades.

I. Si realizamos dos transformaciones candnicas sucesivas, es equivalente a realizar una sola transfor-
macién candnica.

11. La transformacién identidad es candnica.
1. Se cumple la asociatividad.

1v. La inversa de una transformacién candnica también es candnica.




CAPITULO 2. TRANSFORMACIONES CANONICAS
2.1. TRANSFORMACIONES CANONICAS INFINITESIMALES

2.1. Transformaciones candnicas infinitesimales
Es facil comprobar que la funcion F; = Z q;D; genera la transformacion identidad. Si consideramos

i
una transformacion que difiere de la identidad de manera infinitesimal, tal que

4G =i +1 (i, qn)
£ 2.13
Di :ql+§l (Qia",qn)7 ( )

con &; y n; infinitesimales, entonces la funcién generatriz correspondiente serd.

de la ecuacién anterior y del hecho que p y p difieren infinitesimalmente, podemos escribir explicitamente

la transformacién
G (¢,p,t) - _ 9G (g,p,t)

G = qi + —2 ;= D , 2.15
G=a+ pi=p o4, (2.15)
de la Ec. 2.13 vemos que
oG oG

;= — = — 2.16
"= o5, < 9q; (2.16)

si G = Hdt tenemos las siguientes ecuaciones
¢ = qi + ¢idt,  p; =p; + pidt, (2.17)

podemos concluir que el hamiltoniano genera la evolucién temporal de las coordenadas en un intervalo
dt.







Capitulo 3

Teoria de Hamilton-Jacobi

La teoria de Hamilton-Jacobi representa una formulacién alternativa a la mecéanica lagrangiana y
hamiltoniana, este enfoque resulta muy provechoso para ciertos problemas mecénicos. Hemos visto que
un sistema caracterizado por un hamiltoniano descrito mediante un sistema de coordenadas generalizadas
puede ser sometido a una transformacién de coordenadas la cual preserva las ecuaciones de movimiento
para el nuevo hamiltoniano H, entonces es natural pensar que si encontramos una transformacién canénica
apropiada, podemos obtener un Hamiltoniano més simple para el cual las ecuaciones de movimiento sean
mas faciles de resolver. Una manera de lograr esto es encontrar una transformacion en donde las nuevas
coordenadas sean cantidades constantes, condicién que se cumple si H es igual a cero, ya que las ecuaciones
de movimiento seran,

OH . OH

=¢q; =0, — = —p; =0, 3.1
p; 4 9q; P (3:1)

al tener las ecuaciones de transformacion entre (¢q,p) y (¢, p) podemos escribir a las primeras en términos
de 2s constantes y el tiempo, que es precisamente la solucién a las ecuaciones de Hamilton. Si en vez
de buscar la ley de transformacién entre sistemas de coordenadas que nos lleve a un hamiltoniano nulo,
buscamos una funcién S que genere dicha transformacion, y que dependiendo de la forma del hamiltoniano
serd la eleccion de las variables independientes, del capitulo anterior sabemos que la relacién entre el
hamiltoniano H y la funcién generatriz esta dada por la Ec. 2.8

a5 as

entonces el problema de resolver las ecuaciones de movimiento de un sistema se reduce a resolver la
ecuacion diferencial parcial de primer orden de (s + 1) variables independientes dada en Ec. 3.2 conocida
como ecuacién de Hamilton-Jacobi, donde S es llamada funcién principal de Hamilton. Para los casos que
pueda resolverse mediante el método de separacién de variables obtendremos una soluciéon completa, que
es aquella que contiene tantos parametros independientes como variables aparecen en la ecuacién. Una
solucién completa de la ecuacion de Hamilton-Jacobi contiene s 4+ 1 constantes, pero como en ella solo
aparecen derivadas de S, una de estas constantes es aditiva, si la omitimos no afectara y S seguira siendo
una solucién.

Una solucién completa de la Ec. 3.2 puede verse como,

S:S(q17q25"aqs>a17a27"a87t)7 (33)

donde las derivadas parciales de S nos dan las transformaciones entre el conjunto (p,q) al («, ), es
conveniente en algunos casos ver a (; como las nuevas coordenadas y «; sus momentos conjugados, es
decir S es del tipo F5 segun la nomenclatura de la Tabla 2.1. Las ecuaciones de transformacién pueden
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obtenerse de las siguientes ecuaciones,

95 (¢, a,t)
_ ) 4
Di o (3.4)
_05(g 1)
B = T (3.5)

Es importante aclarar que existen diferentes tipos de soluciones para la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi,
la forma mas general de solucién es la que depende de una funcién arbitraria, aunque en este caso la
solucion completa es de mayor utilidad, ya que podemos verla como una funcién generatriz que asocia
dos sistemas de coordenadas. Como se menciond, para algunos sistemas es posible utilizar el método de
separacién de variables para resolver la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, la funcionalidad de éste depende
del sistema en estudio y de la eleccién de las coordenadas generalizadas.

Se dice que una coordenada g en la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi es separable si S se puede escribir
como la suma de dos partes, una que depende sélo de la coordenada g y otra que sea independiente de
ésta, si podemos hacer esto con cada una de las variables entonces se dice que la ecuacién es completamente
separable. Entonces podemos escribir la solucién como

S:ZSZ (Ql,alvaasvt)3 (36)

la ecuacion de Hamilton-Jacobi queda escrita como las suma de términos que dependen de distintas
variables entre si, por lo tanto se resuelve mediante la integracién de las ecuaciones diferenciales ordinarias
que resultan de la separaciéon de variables.

3.1. Ecuacién de Hamilton-Jacobi para sistemas conservativos

Como se mencioné en la seccién anterior, para algunos sistemas es posible separar a S en términos que
dependen de una sola variable. Si consideramos ahora sistemas conservativos el hamiltoniano no depende
explicitamente del tiempo, es decir es un una funcién constante, a partir de esto podemos escribir S como

S(qaavt) = —ast + W(qla g2, .5 qs, 1, 2, .., as)v (37)

entonces la Ec. 3.2 se reduce a la siguiente expresion

oW
H i — | = as, 3.8
(q 8q) o (3.8)

donde a5 es en algunos casos la energia total del sistema. La Ec. 3.8 se le denomina ecuacién de Hamilton-
Jacobi independiente del tiempo y a la funcién W como funcion caracteristica, depende de las coordenadas
q y de s constantes no aditivas «;, donde s son los grados de libertad del sistema. La funcién W puede
verse también como una funcién generatriz que no depende del tiempo, se ve de la ecuacién anterior que
W nos lleva a un nuevo sistema de coordenadas donde el valor del Hamiltoniano es el mismo que en el
sistema original, y que ademds este puede tomarse como uno de los nuevos momentos generalizados, esta
transformacién nos lleva también a un sistema donde las variables candnicas tienen valores constantes.
Las ecuaciones de transformacién son

—B; = e (i=1,2,..,s —1), (3.9)
ow
R (3.10)
ow .
pi = o (i=1,2,..,5). (3.11)
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3.2. Ejemplo de la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una
particula libre

Para obtener la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi primero escribimos el hamiltoniano, este ejemplo esta
descrito mediante el sistema de coordenadas cartesianas,

1
H=—(p>+p>+p? 3.12
5 (p3 + i +p2), (3.12)

dado que es un sistema conservativo, podemos utilizar la Ec. 3.8 ya que se cumple la condicién de que el
hamiltoniano no dependa del tiempo,

1 [(owN\>  [ow\? (oW’
— || = —_— —_— =F 1
(5 (5) +(3) ]+ 629
entonces proponemos una solucion de la forma
W=f(x)+g)+h(z), (3.14)
sustituyendo W en la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi tenemos
1 | /df\? [dg\® [dh\?
_— - - - = 1
2m [(d:c) * (dy) + dz E, (3.15)

como cada término del lado izquierdo esta en funcién de una sola variable distinta a las demés, podemos
igualarlos individualmente a una constante.

af \ 2 df \? df \*
() e () (2

Obtenemos la forma explicita de E al integrar cada una de las ecuaciones anteriores,
W = a1x + asy + azz. (3.17)

Podemos expresar a E que en este caso es la energia total del sistema en funcién de las 3 constantes
independientes.
a% + a% + a§

2m

E= (3.18)

Ahora sustituimos en las ecuaciones de transformacién para ver de qué manera estdn relacionadas las
antiguas coordenadas del espacio fase (x,y, 2, pz, Dy, D-) con las nuevas (o, ag, as, B1, B2, B3).

ot

pr=ar fr=a——, (3.19)
m
ot

pr=az fr=y— —, (3.20)
m
ast

p3=a3 f[B3=z— 73, (3-21)
m

estas ecuaciones también nos dan la solucién al problema, ya que nos permiten conocer como evolucionan
las coordenadas respecto al tiempo en funcién de sus coordenadas y momentos iniciales.
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Capitulo 4

Envolventes

4.1. Envolvente de una familia de curvas

Una familia uniparamétrica de curvas (C;),.; donde (Z C R), es un conjunto de curvas en el plano
cuyas ecuaciones vienen dadas implicitamente por

f(x,y,t) =0, (4.1)

la cual para cada valor del parametro describe una curva distinta. Un ejemplo son las circunferencias
de radio unidad cuyo centro se ubica sobre el eje x, éstas pueden ser representadas por la ecuacién
(x —t)? + 9% = 1, cuyo pardmetro ¢t determina la distancia del centro de cada circunferencia al origen.

La envolvente de una familia de curvas C;, es una curva £ que en cada uno de sus puntos es tangente
a un elemento de la familia. Para la familia de circunferencias de radio unidad centrados en eje x, es
facil darse cuenta de que una curva que satisface el requerimiento de ser tangente en cada punto a las
circunferencias son las rectas y = 1, y y = —1. Siendo cada una de ellas envolvente para C¢. Una definicién
alternativa y quizas menos geométrica es ver a la envolvente como el limite de la interseccién de curvas
cercanas, es decir curvas que difieren una cantidad dt. Fijémonos de nuevo en el ejemplo ya citado en este
parrafo donde un par de circunferencias adyacentes se interceptan entre si en dos puntos, al disminuir
la diferencia entre ellas tienden a coincidir en y = =£1, conforme variamos el pardmetro, estos puntos
limites de interseccién describen las rectas que habiamos encontrado antes. Para encontrar formalmente
la envolvente de una familia de curvas descrita por una ecuacién f(x,y,t) = 0, donde f debe poseer
derivadas continuas y en los puntos de contacto al menos una derivada es distinta de cero, debe resolverse
el siguiente sistema.

f(z,y,t) =0, (4.2)
of (z,y,t)
=0, (4.3)

despejamos t de la Ec. 4.3 y sustituimos en Ec. 4.2 obteniendo asi una ecuacién independiente del pardme-
tro, que es la ecuacién de la envolvente. Para que la familia de curvas f (x,y,t) posea una envolvente ésta
debe ser dos veces diferenciable para un conjunto de valores de x, y y t, ademas debe cumplirse que,

of of

ox oy 2
wr o #£0, % #£0. (4.4)
dxdt  Oyot

Ahora que tenemos las condiciones matemaéticas para encontrar la envolvente, aplicaremos éstas y las
compararemos con los resultados obtenidos de forma intuitiva.
Debemos ser cuidadosos con los resultados obtenidos del sistema de ecuaciones ya que no sélo nos puede
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CAPITULO 4. ENVOLVENTES
4.1. ENVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE CURVAS

A

- ... >

y=-1

v

Figura 4.1: Gréfica de la familia de circunferencias para distintos valores del pardmetro y de su envolvente.

dar la ecuacién de la envolvente sino también otras curvas y puntos singulares.

flay,t) = (@—0)"+y° =1, (4.5)
W:ﬂx—t):Oﬁy:il, (4.6)

la envolvente son las rectas en y = +1 que coinciden con lo obtenido anteriormente. En la imagen 4.1 se
observan algunos elementos de la familia de circunferencias y las rectas que forman su envolvente.

Envolvente de una familia de superficies

Hemos hablado del concepto de envolvente para una familia de curvas, veamos ahora que éste puede
extenderse para superficies en el espacio tridimensional.

El conjunto de puntos en R3 que satisfacen la ecuacién z = f(x,y) donde f : A — R es una funcién
continua, es una superficie simple. Como en el caso de curvas, podemos definir una familia de superficies
M las cuales estan dadas por,

F(z,y,2,5) =0, (4.7)

con parametro s, es decir, para cada valor de s la funcién representa una superficie distinta. De la misma
forma que en el caso de curvas, la envolvente de una familia de superficies uniparamétrica es una superficie
S que es tangente en cada unos de sus puntos a algin elemento de M. Fijemos nuestra atencién a dos
superficies, una determinada por el pardmetro s y la otra por s 4+ ds cuyas ecuaciones vienen dadas
respectivamente por Ecs. 4.7 y 4.8

F(z,y,z,s+ds)=0 (4.8)

la curva en la cual estas superficies se intersecaran estd dada por estas dos ecuaciones, aunque también
podemos verla como la interseccién entre Ecs. 4.7 y 4.9

1
d*[F(Jf,y,Z,S—FdS)—F(l‘,y,Z,S)] =0 (49)
s
a medida que la diferencia entre los parametros de las superficies tiende a cero, la interseccién tiende a
una posicién limite dada por las ecuaciones
oF
F(x,y,2,8)=0, — =0 4.10
(2,9, %5) - (410)
para un valor fijo s = sy las ecuaciones anteriores representan una curva sobre la superficie de la familia
que corresponde a este valor del parametro. Para distintos valores del pardametro se traza una curva
diferente, la unién de todas ellas es la envolvente de M,.
Si la familia de superficies depende de dos pardmetros ¢ y s, la envolvente se obtiene eliminando éstos
en F(x,y,z,s,t), por medio del siguiente sistema

OF OF

F t,s) =0, — =0 — =
(x7y”z7 ’S) ) at ) 88

0. (4.11)
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Figura 4.2: Superficie solucién de una ecuacion diferencial parcial.

4.2. Envolventes y ecuaciones diferenciales de primer orden

Al haber estudiado el concepto de envolvente de curvas y superficies, también dado algunos ejemplos de
ellas, veamos ahora como se relacionan con el tema de las ecuaciones diferenciales, mas especificamente con
las ecuaciones parciales de primer orden, que son fundamentales en todas ramas de la fisica, ecuaciones
de este tipo aparecen en Optica geométrica, calculo variacional, mecénica clasica, etc. Es por esto la
importancia de su estudio.

Una EDP de primer orden para un funciéon u definida en una region D de R™ es una relacion de la forma

F(21, %2, oy Ty Uy Ugyy Uy ooy Uy, ) =0 (4.12)

donde uz, cuyo subindice denota derivacion, es la derivada de u respecto a z;. En F' no aparece mis que
la primera derivada de u respecto a cualquiera de sus variables, aunque estas derivadas pueden aparecer
a potencias mayores que uno. Ejemplos de estas ecuaciones son;

0 B,
a—? + ua—z =0 (4.13)
|Vul? =0 (4.14)

la primera llamada ecuacién de Burgers utilizada en mecénica de fluidos donde u (x,t) es la velocidad
de un fluido, la segunda es la conocida ecuacién iconal cuya solucién nos proporciona informacién acerca
de los rayos de luz en un sistema 6ptico. Una solucién a la Ec.4.12 es una funcién u (x1, xa, .., ,) que
puede ser considerada como una superficie n-dimensional en un espacio R"*! de variables (21, 2, .., Tn, t)
llamada superficie integral. Nos centraremos por el momento en ecuaciones diferenciales donde n = 2, del
tipo

F(z,y,2,p,q) =0 (4.15)
donde p y ¢ son las derivadas de z en x y y respectivamente, en este caso podemos visualizar la superficie
ya que ésta se encuentra en R3, y D es una regién en el plano, como se muestra en la Fig. 4.2. Expresiones
distintas son validas como soluciones a la ecuacién anterior, entre ellas estan;

I. la llamada solucién completa que consiste en una ecuacién que posee el mismo ntimero de pardmetros
que variables independientes en la ecuacién diferencial, f (z,y, z,a,b) = 0.

11. La solucién general, es la que depende de una funcién arbitraria, por ejemplo si tenemos una ecuacién
parcial tal que la derivada con respecto a una variable es cero, entonces la solucion es cualquier funcién
dependiente de las demds variables.

Para ilustrar este tipo de soluciones se puede comprobar que la ecuacién z = xzy, + Yz, + 2,2, admite la
solucién completa z = ax + by + ab, y como ya se meciond, z = f(x) es una solucién general a z, = 0.
Consideremos de nuevo la expresién de la familia de esferas de radio a centradas sobre el eje z, dada
por 22 + y? + 22 = a2, si derivamos esta ecuacién respecto a cada una de las variables independientes
tendremos 3 ecuaciones de las cuales podemos eliminar el valor del parametro, y obtener la siguiente

yp —axq =0 (4.16)

que es una ecuacion diferencial de primer orden, por lo tanto se puede asociar a la familia de esferas una
ecuacion diferencial, que por construccién satisface. Se puede verificar que la ecuacion de conos circulares
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rectos con eje en z también satisface la ecuacion diferencial, de la misma manera puede verse que cualquier
superficie de revolucién que puede escribirse como

z=f(2*+y?) (4.17)

satisface la Ec.4.16. Haciendo una generalizacion de este resultado, si tenemos una relacién del tipo

f(x,y,z,a,b) =0 (418)
derivamos respecto a T y a y,

of  of
ZJ A 4.1
5s P, = O (4.19)
af of
ZJ A 4.2
9y " 9as 0 (4.20)

de estas ecuaciones podemos escribir @ y b en términos de las variables y sus derivadas, para después
sustituir en la Ec. 4.18 obteniendo una ecuacién de la forma,

F(z,y,2,p,q) =0 (4.21)

a partir de este resultado podemos afirmar que un sistema de superficies dado por la Ec.4.18 puede ser
identificado con una ecuacién diferencial de primer orden! Lo inverso también se cumple, es decir una
ecuacién diferencial parcial como la Ec. 4.21 tiene soluciones de la forma de Ec. 4.18. El proceso inverso de
buscar una superficie biparamétrica tal que cumpla con la ecuacion diferencial es equivalente a calcular
alguna solucién completa.

De la misma forma que en el caso de superficies, si f(x,y,t) = 0 representa una familia uniparamétrica
de curvas (Cy),cr es posible encontrar una ecuacién diferencial F'(z,y,y") = 0 que no depende del
pardmetro ¢ tal que se satisfaga para cada una de las curvas. Si (Ct),.r posee una envolvente es claro
ver que ésta también satisfard la ecuacién diferencial, ya que en cada punto de la envolvente hay un
miembro de la familia de soluciones tangente a ella, es decir tienen la misma pendiente vy, esto implica
que la envolvente satisface la relacién y' = F(z,y), por lo tanto representa una solucién, que es llamada
comunmente solucién singular.

Como ejemplo tenemos a la familia de curvas f(z,y,t) = y — x —t? = 0, para encontrar una ecuacién
diferencial que la represente eliminamos ¢t mediante la siguiente ecuacion

i _of of

= = =t 4.22
dr Ox 8yy 0, - Y ’ (4.22)

sustituyendo t en f(x,y,t) = 0 llegamos a la ecuacién F(x,y’) = y — 2y’ — y'?, la envolvente de f es
Yy = %’”27 que como podemos comprobar es también una solucién a la ecuacién diferencial. Una superficie
integral z = f (z,y), posee en cada punto un plano tangente definido por p y ¢ de tal manera que
satisfagan la ecuacién diferencial. La Ec. 4.21 no especifica de forma univoca los valores para un punto
sobre la superficie, ya que en cada punto (x,y) describe una familia de soluciones para p y ¢, considerando
todos los pares (p, q) tenemos una familia de planos tangentes en el punto (z,y, 2).

Si tenemos una solucién completa, esta representa una familia de superficies integrales, para distintos
valores del parametro tenemos diferentes superficies, si éstas poseen una superficie envolvente S, dicha
envolvente al ser tangente a las superficies integrales, en cada punto comparte planos tangentes con éstas,
es decir posee p y ¢ tales que F (z,y,p,q,S) = 0, por lo tanto es una solucién distinta a la ecuacién
diferencial. Esto nos dice que si tenemos una solucién, podemos hallar otras a partir de la construccion
de envolventes. Se puede pensar que la solucién general es un concepto mas amplio, en el sentido que
ésta nos proporciona toda las demds soluciones, esto no necesariamente es asi ya que a partir de la
solucién completa podemos llegar a una general, ademds que una solucién general no nos genera todas las
soluciones al variar la funcién arbitraria de la que depende. Veamos cémo podemos obtener una solucién
general a partir una completa. Primero consideremos un subsistema de la FEc. 4.18.

z=f(z,y,a,w(a)) =0 (4.23)

1Pueden ser descritas por ecuaciones diferenciales de orden superior derivando més de una vez cada variable.
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que continue siendo solucion a la ecuacion diferencial, es més, cualquier eleccion de éste continua siéndolo
dada la arbitrariedad de los parametros, la envolvente de este subsistema se obtiene eliminando a, ésta
vendra expresada en términos de una funcién la arbitraria w, pero w depende implicitamente de z y
Yy, esto es lo que definimos como una solucién general, entonces por medio del método de envolventes
podemos obtener una soluciéon general a partir de una completa.

Otra forma de encontrar soluciones distintas a partir de una soluciéon completa es fijar el parémtro a
en la Ec.4.18, y obtener la envolvente, existe una envolvente para cada valor de a, si variamos ahora b,
ese conjunto de envolventes tendra su propia envolvente, ésta representa una solucién llamada solucién
singular y se obtiene analiticamente eliminando los parametros a y b del conjunto de ecuaciones

Z:f(xayvavb)a Ozfa(xayvaab)v Osz(xay,avb)' (424)

Lagrange describié todo esto dédndole un sentido geométrico, la solucién completa define una familia
biparamétrica de soluciones, mientras una solucién general corresponde a la totalidad de envolventes de
una subfamilia de un pardmetro contenida en una solucién completa. Finalmente la solucién singular
describe la envolvente de la familia de dos pardmetros contenida en la solucién completa.

Ejemplos

De la seccion anterior sabemos que a partir de una solucién completa podemos obtener otro tipo de
soluciones mediante el método de la envolvente. Apliquemos esto a un par de ejemplos, el primero para
una ecuaciéon diferencial ordinaria y el segundo para una ecuacion parcial.

Utilizaremos los resultados obtenidos anteriormente para encontrar una nueva solucién a la siguiente
ecuacién diferencial ordinaria,

d
9%
X

y (2-y*)=43-y), (4.25)

se puede verificar que una solucion a la ecuacion anterior viene dada por la siguiente expresién
—(r—cP—32—-3=0 4.26
f (LU,y,C) - (LL' C) Y y =Y ( N )

que representa una familia de curvas de parametro ¢, como hemos visto la envolvente de esta familia nos
dard una nueva solucién independiente de ¢, aplicamos las Ecs. 4.3 y 4.2 para obtenerla.

o _

o 2(x—¢)=0, = z=c (4.27)

sustituyendo en la Ec.4.26 obtenemos dos posibles resultados para la ecuacién de la envolvente, y = 3
vy y = 0, pero observando la Fig. 4.3 nos damos cuenta que podemos descartar el segundo, ya que sobre
la recta y = 0, se encuentran los puntos singulares de f, como se habia mencionado anteriormente las
Ecs. 4.3 y 4.2 en algunos casos no solo nos dan la ecuacién de la envolvente. Por lo tanto y = 3 también
es una solucién a la Ec. 4.25, como se puede ver facilmente.

Figura 4.3: Gréfica de la familia de curvas dadas por la Ec.4.26 y su envolvente la recta y = 3.
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(

Figura 4.4: Gréfica de la familia de esferas y de su envolvente.

La ecuacién diferencial parcial 22 (1 +p? + q2) = 1 admite la siguiente solucién completa

(z—a)’+@y—b)+22=1 (4.28)

que es una familia de esferas de radio uno cuyos centros se encuentra en el plano z = 0, si obtenemos
la envolvente de una subfamila de Ec.4.28 con b = 0, ésta satisfara la ecuacién diferencial. Derivando e
igualando a cero para eliminar el pardmetro llegamos a la ecuacién de la envolvente.

v 422 =1 (4.29)

que es la ecuacién de un cilindro cuyo eje se encuentra sobre el eje x, éste se muestra en la Fig. 4.4.
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Capitulo 5

Aplicacién del método de la
envolvente a la teoria de
Hamilton-Jacobi

Hemos visto que la ecuacién de Hamilton-Jacobi es una ecuacion diferencial parcial no lineal debido
a que el hamiltoniano viene descrito cominmente por funciones cuadréticas en los momentos!, y que su
solucién es equivalente a la solucién de las ecuaciones de movimiento. Esta representa una gran ventaja
cuando podemos resolverla mediante separacion de variables, método que nos proporciona una solucion
completa ya que por cada integraciéon en una variable obtenemos una constante arbitraria. Una solucién
de este tipo puede verse como la funcién generadora de tipo F» de una transformacién candénica que nos
lleva del antiguo sistema a uno donde los nuevos coordenadas y momentos son constantes.

Sean F'y F funciones generatrices tales que

—Q;dP; — p;dg; + (H — K) dt = dF, (51)
pidg; + QidP; + (K - H) dt = dF. (5.2)

Es decir, F genera la transformacién (Q;, P;) — (gi, p;) mientras que F transforma (¢iypi) — (QZ, PZ)
Las variables independientes de F son (P;,§;), siguiendo la nomenclatura de la tabla 2.1 es una funcién
tipo F3, del mismo modo F es tipo Fh ya que sus variables independientes son (qi,f’i). Si sumamos

ambas ecuaciones llegamos a la siguiente expresion
0:dP, — Q:dP; + (K - K) dt = dG. (5.3)

La ecuacién anterior dice que si hacemos el par de transformaciones sucesivamente es equivalente a
realizar una sola transformacién (Q;, P;) — (Qi, Pi) cuya funcién generatriz es G (R P), la suma de las
funciones generatrices, haciendo una transformacién de Legendre la funcidon generatriz puede expresarse
mediante cualesquiera de las demds variables.

Sean S7 y So soluciones completas a la ecuacion de Hamilton-Jacobi, donde a; y ; son las constantes
independientes para cada solucion,

S1 = S1(q1, 2, -, qs; 01, 2, .., a3 ) (5.4)

S2 = 82 (q1, G2, -+ €53 V15 V20 - Vs 1) (5.5)
las cuales generan las siguientes transformaciones

q; :q(aiaﬁiat)a Di :p(aiaﬁiat)v (56)

1 Es conveniente expresar la ecuacién de Hamilton-Jacobi como funcién F», aunque puede depender de variables diferentes,
otro tipo de funcién generatriz no es utilizada comunmente.
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CAPITULO 5. APLICACION DEL METODO DE LA ENVOLVENTE A LA TEORIA
DE HAMILTON-JACOBI

dado que ambas son candnicas entonces existe para cada una la transformacién inversa, por lo tanto de
la Ec. 5.6 se puede realizar el siguiente despeje

az:a((haplat)v Bzzﬁ((haplat) (58)

Si transformamos (o, 8) — (¢,p) y después (¢g,p) — (7, 0) sabemos de la Ec. 5.8 que existe una transfor-
macién tal que

(67 :a(%,éi,t), ,Bl :B(%,(Si,t). (59)
Esta relaciona las constantes de cada solucién completa, si derivamos respecto al tiempo las ecuaciones

anteriores, las derivadas son cero ya que tanto las «; como f; son valores constantes, por lo tanto la
transformacién no depende del tiempo.

Las relaciones de transformacién anteriores son independientes del tiempo, por lo tanto pueden ser gene-
radas a partir de una funcién FT de 2s variables que no depende de ¢ [8]. Si denotamos a (a,~y) como los
momentos, F' (a,v) es del tipo Fy, pero puede ser expresada por cualesquiera de las demds variables.

Como hemos visto, tener una soluciéon completa de la Ec. 4.15 nos proporciona otras soluciones gene-
rales y completas variando los parametros mediante el método de la envolvente. Esto puede ser aplicado
a la ecuacion de Hamilton-Jacobi ya que es una ecuacién diferencial de primer orden no lineal, utilizando
el hecho de que cada solucién puede verse como una superficie denominada superficie integral, entonces
obtener envolventes de esta superficie equivale a encontrar nuevas soluciones. Si sumamos a la Ec. 5.4 una
funcién arbitraria A que depende de «; y de s nuevas constantes ~;,

S ((Iuai,%',t) = Sl ((Ih 42, .-, 4s; 01, 2, .., Og; t) + A (0417 a2, .., Xs;71, 72, "7’78) . (511)

ésta sigue siendo una solucién a la ecuacién de Hamilton-Jacobi ya que

9(S1 +A) d(S1+A) S, 0A S, 0A
ST L H (g 2 ) =22 o g (g 22 22 12
o (q’ og o o T\ " Tagt) (5.12)
= % + H (¢q,p,t) =0, (5.13)

utilizando que la funcién A es independiente de ¢; y t. Obtenemos la envolvente de la Ec. 5.11 derivando
respecto a cada uno de los parametros «; e igualando a cero,

as
8041' a

del sistema de ecuaciones anterior podemos escribir el conjunto de (a7, .., as) en términos de las ¢; y v;
para luego sustituirlo en S y obtener una nueva funcién S*

S* :Sl (Qia§a(Q777t);t)+A(O‘ (%770)7), (515)
S =51 (1,42, - Gni V1 Y20 -, Vi t) + A (V15725 0 Ys) - (5.16)

0, (5.14)

Al ser S* envolvente de S también es solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, dependiente de los s
pardmetros . Asi cada vez que apliquemos este método nos generard nuevas soluciones completas. Para
cada funcién A obtendremos soluciones distintas de la misma ecuacién.

Partiendo de manera inversa, sean dos soluciones a la ecuacién de Hamilton-Jacobi
S1(q1,q25 -y sy 01,y s) Yy S2(q1,q2, -, G5, V1, -+, Vs), €stas son funciones generatrices que dependen de
las antiguas coordenadas y los nuevos momentos, de la Ec.2.3 se sabe que para que F (¢, Q) sea una
funcién generatriz se debe de cumplir lo siguiente

dF = " pidg; — Hdt + Hdt -y P,dQ;, (5.17)

queremos escribir F' en términos de las coordenadas originales y los nuevos momentos, es decir, ver como
es la Ec.5.11 si F es del tipo F5 tal como S7 y S, para esto realizamos una transformacion de Legendre,
Fy(q,P) = F + Q;P;, introduciendo esta expresién en la Ec. 5.17 llegamos a la siguiente

dFy = pidg — Hdt + Hdt + ) Q;dP,, (5.18)
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Las Ecs. 5.4 y 5.5 son funciones generatrices tipo F5, ya que tienen la misma dependencia, por lo tanto
podemos escribir para cada una,

dS1 = pidg; — Hdt + Biday;, (5.19)
dSz = pidg; — Hdt + 6;d, (5.20)

restamos Sy — S7 y denotamos el resultado por S”
dS" = 6;dvy; — Bidov;, (5.21)

vemos que S” («, ) es la funcién generatriz que nos lleva de las coordenadas (o, 8) a (d,7). A partir de
esto podemos escribir

S? = Sl (qla q2, -5 qn; 1,02, .., Og; t) + SN (ala ag,..,Xg; 71,72, "778) . (522)

Comparando la ecuacién anterior con la Ec.5.11, vemos que para este caso A es la funcién generatriz
S”. Hasta aqui hemos visto que cualesquiera dos soluciones completas de la ecuacién de Hamilton-Jacobi
para un sistema en particular descrito mediante las coordenadas (g;,p;) estédn relacionadas por una
transformacién candnica independiente del tiempo, si a; y 7; son independientes la resta S; — S; nos
proporciona la funcién generatriz de esta transformacion. Visto de otra manera, si no se puede escribir «;
en términos de 7;, entonces obtenemos la solucién Sy partir de S a través del método de la envolvente,
donde la funcién arbitraria de valores constante en la Ec.5.11 es la funcién generatriz que relaciona
ambos sistemas (a, ) — (7,6). En algunos casos la resta entre soluciones no nos proporciona la funcién
generatriz de esa transformacién, por lo tanto no podemos obtener una a partir de la otra de forma
directa aplicando el método de la envolvente, en este caso realizamos una transformacién de Legendre a
alguna de las soluciones para escribirla mediante otras variables y asi la resta entre ellas nos proporcione
una funcién que involucra solo coordenadas independientes entre si.

Apliquemos los resultados anteriores a un par de ejemplos. Es facil comprobar que una solucién
completa a la ecuacion de Hamilton-Jacobi para una particula libre en dos dimensiones expresada en el
sistema de coordenadas cartesiano es

m

S1= o [@+m)” + ()] (5.23)

Se puede comprobar que la siguiente expresién también satisface dicha ecuacion
2 2

oy + a5 t,

o (5.24)

Sy = a1x + gy —
por lo anterior, estas soluciones deben de estar relacionadas por una transformacién canodnica, para ver
cémo es esta relacién utilizamos la Ec. 5.22

a2+a2 m
2 @+ 7)  + (y+ )P (5.25)

S// — _
aTF oy - —o %

derivamos la ecuacién anterior respecto a z y y e igualando cada una de estas derivadas a cero dado que
S" solo depende de (a;,~;), podemos despejar y obtener las siguientes expresiones

t t
rT=—o0p—7, Y= —02—7. (5.26)
m m

Sustituimos en la Ec.5.25 y obtenemos la funcién generatriz que relaciona el sistema (5;, ;) con (d;,7;)
S// = —Q171 — (27Y2. (527)

Ahora mediante el método de la envolvente obtendremos una solucién a partir de otra, utilizando la
Ec.5.11 donde A es la funcién S” .

o2 + o
S1 = a1x + asy — ﬁt + a1y1 + asvs, (5.28)

99
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para obtener la envolvente utilizamos la Ec.5.14, despejamos las a; y sustituimos en S5 llegando asi a
otra solucién completa,

a = M (5.29)
g = M (5.30)
S = % [(:E )+ (W +72)7 (5.31)

como las coordenadas «; y ; son independientes obtuvimos S solo sumando S7 con la funcién generatriz
y utilizando el método de la envolvente, esto no siempre es posible, ya que la resta o suma de dos soluciones
a la ecuacion de Hamilton-Jacobi en algunos casos no nos proporciona una funcién generatriz entre ambos
sistemas de coordenadas, como lo veremos en el siguiente ejemplo.

En el siguiente ejemplo trabajaremos con la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una particula libre en
dos dimensiones en coordenadas polares, ésta es,

2S\> 1 /aS\?*| os
(25) L (28] 652)

si utilizamos el método de separacién de variables obtenemos la siguiente solucién completa

L2
S = / \/2mE — —ydr+ L0 — Et, (5.33)

al ser dos grados de libertad debe haber dos constantes en S (1,6, L, E), las cuales son E y L.

En el capitulo 3 encontramos una solucién completa a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para una
particula libre con dos grados de libertad en coordenadas cartesianas, dada por la Ec.5.24 . Si transfor-
mamos Sy a coordenadas polares, es decir reemplazamos las coordenadas x = cosf y y = rsin 6, llegamos
a la siguiente expresion

1

2m

2 2
So = aircosf + asrsinf — Mt, (5.34)
2m
veamos que al realizar este cambio de coordenadas S es una solucién a la Ec. 5.32,
OS\' _ 2o 0 a2 sin?
5, | =aicos 0 + 20103 cos O sin § + a5 sin” 6, (5.35)
r
28\’ 2 2 2 2 ; 2 2 . 2
0 — T oacos 0 — 2r°ay e cos Bsin 0 + r-as sin” 6, (5.36)
oS a? + a3
1t 5.37
ot 2m (5.:37)

sustituyendo los resultados anteriores en la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi en coordenadas polares

1 1
5 (a% cos? 0 + 21 v cos O sin O + o sin® 9) + - ( 202 cos? 0 — 2r? oy iy cos O sin O 4 a2 sin® 9)
m r

a%—i—a%_a%—ka% a%—l—a%_o
2m 2m 2m '

Lo anterior demuestra que Sy al igual que S es una de la infinidad de soluciones completas a la Ec. 5.32.
Sabemos que éstas deben de estar relacionadas mediante una transformacién candnica y que si sus cons-
tantes son independientes entre si, la funcién generatriz es la resta de S; y S2. Este ejemplo es muy
ilustrativo para demostrar que si esa condicién no se cumple, no es posible encontrar la funcién genera-
triz directamente de la resta de soluciones.

72 2 2
Sllzsl—SQ:/\/QWE—ﬁdT+L9—Et—a1TCOSQ—0127‘811194—%t. (5.38)
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Queremos escribir la ecuacién anterior en términos de (aq, e, L, E), para esto utilizamos el hecho de que
S" debe ser independiente de (r,8,t)

aS//
00

" L2
95 = —aysinf —ascosf + 4/ 2mE — — =0, (5.40)
or r2

28"  ai+aj3
o 2m

= airsinf — asrcosf + L =0, (5.39)

—E=0, (5.41)

al tratar de resolver el sistema anterior para (r,0,t) resulta que las ecuaciones no son independientes, y
de la 1ltima ecuacién vemos que F = azfno‘g , por lo tanto la funcién generatriz no puede depender de la
combinacién de constantes que aparecen en Sy y Ss, ya que éstas no son independientes entre si. Este es un
ejemplo de que la resta de soluciones a la ecuacion de Hamilton no siempre nos proporciona directamente
la funcién generatriz de la transformacion candnica, sino que depende de la relaciéon que haya entre
sus pardmetros. La solucién Ec.5.34, es la funcién generatriz que relaciona los sistemas (r, 0, p,, pp) =
(71,72, @1, a2) donde las ~; son las coordenadas y «; sus respectivos momentos, para obtener S” en
términos de parametros independientes realizamos una transformacién de Legendre a S7 para expresarla
en términos de las coordenadas en lugar de los momentos,

dS1 = prdr + pedf + y1dar + yadas, (5.42)
dSy —d(y1a1) — d (y22) = prdr + pedf + y1dag + yodas — d(y101) — d (2as), (5.43)
d (51 — o1 — azy2) = prdr + pedf — ardy; — aadys. (5.44)

Lo anterior nos dice que para cambiar las variables en S; debemos realizar la siguiente transformacion,
S = Sl — Y101 — Y02, (545)

Para escribir S explicitamente en términos de (r, 6,1, 7y2) utilizamos las relaciones que a continuacién se
presentan

71:%:7‘005‘0—%, (5.46)
ng%zrsinH—%, (5.47)
sustituyendo el valor de S
S = aircosf + asrsinf — %t — 101 — Yaua, (5.48)
= %t, (5.49)

entonces 57 en funcién de la nuevas variables se escribe de la siguiente forma

_m _ 2 - 2
S = 57 ((rcos@ Y1)" 4 (rsinf —2) ) (5.50)

Ahora podemos expresar S” de tal forma que todos los pardmetros que aparecen el ella son independientes.

L2
S =Sy S = / \/2mE - Zdr+ 16— Bt - % ((rcose )2+ (rsing — 72)2) . (5.51)

Con esta funcién generatriz podemos realizar el mismo procedimiento del ejemplo anterior, es decir,
obtener S aplicando el método de la envolvente a la resta entre S” y S o viceversa , en muchos casos,
como en éste, el sistema de ecuaciones que obtenemos para obtener la envolvente es complicado, por esa
razén solo mostramos cémo encontrar S” de tal manera que sea una funcién generatriz.

Y=






Capitulo 6

Conclusiones

Como se ha visto la ecuacién de Hamilton-Jacobi representa una poderosa formulacién dentro de la
mecanica clédsica, ésta retine conceptos fundamentales como la teoria de las transformaciones canénicas, la
formulacién hamiltoniana, etc. y nos brinda una alternativa para obtener las ecuaciones de movimiento de
un sistema mecanico, ademas de servir como un enlace a la mecanica ondulatoria. El uso de esta ecuacién
resulta conveniente cuando conocemos una o més integrales de movimiento y en algunos casos el método
mas apropiado para hacerlo es el de separacion de variables, el cual nos proporciona una solucién completa,
que es aquella que posee tantos parametros independientes como variables aparecen en la ecuacion, la
busqueda de esta solucion es equivalente a buscar una funcién generatriz de una transformacién candénica
que nos lleve del hamiltoniano del sistema en estudio a un hamiltoniano nulo, y como consecuencia las
nuevas coordenadas son cantidades constantes.

En la formulacién de Hamilton-Jacobi y en mecanica analitica en general, la teoria de las ecuaciones
diferenciales es de suma importancia, ya que nos proporcionan métodos de soluciéon de las ecuaciones de
movimiento, entre ellos esta el método de la envolvente, que si bien no se utiliza para resolver una ecuacion
diferencial parcial, si nos sirve para hallar soluciones a partir de una ya conocida. Este consiste en ver
una solucién a una ecuacién diferencial F’ (xl, T2, ey Ty Uy Ugsy uwzuz) = 0, como una superficie en un
espacio de n+ 1 dimensiones, denominada superficie integral. Como sabemos estas soluciones pueden ser
de distintos tipos, en este trabajo nos enfocamos a expresiones de la forma f (z,y,z2,a,b) donde a y b
son parametros independientes, es decir soluciones completas, que pueden ser vistas como una familia de
superficies M, p, una propiedad importante de éstas es que en algunos casos poseen envolventes, es decir
superficies S que en cada uno de sus puntos son tangentes a algiin miembro de la familia M, 3, y por lo
tanto también satisface la ecuacion diferencial. La manera de encontrar la envolvente de una familia de
curvas dada por f(z,y,z,a) = 0 es resolviendo el siguiente sistema

of

fz,y,z,a) =0, D (6.1)
Siempre es posible obtener diferentes soluciones completas que no son equivalentes entre si, es decir no
pueden obtenerse mediante un cambio en los parametros de alguna solucién conocida, eso nos indica que
existe una infinidad de soluciones completas para una ecuacién diferencial, y una manera de obtenerlas
es aplicar sucesivamente el método de la envolvente. La ecuacién de Hamilton-Jacobi es una ecuacién
diferencial parcial de primer orden de tipo F (z,y,z,p,q), y cualquier ecuacién de esta forma posee
soluciones completas, nuestro principal interés en este trabajo fue el de establecer una conexén entre
estas soluciones, ya que sin importar el método que se utilice para obtenerlas, estas deben de estar
relacionadas entre si. Como se ha mencionado, el método de la envolvente genera nuevas soluciones, si
tenemos una solucién a la ecuacién de Hamiton-Jacobi S (g, o, t) podemos encontrar una que depende
de nuevos paramétros, sumandole a S una funcién arbitraria A que depende de los s antiguos parametros
y de s nuevos ;, luego encontrando la envolvente de ésta con respecto a «;.

Sl = S(qiaai7t) + A (ai77i) (62)

Esta envolvente representa una nueva solucién que depende solamente de los nuevos parametros y las
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coordenadas ¢;
S* = S1(qi,vi) + A7) (6.3)

Lo anterior nos dice cémo generar una solucién de una ya conocida. Ahora partimos de tener dos soluciones
S1(qiy i) y Sa(gi, i), sin importar cémo fueron obtenidas, vimos que existe una funcién

S" =S5 (v,a) = S1 (o, B) (6.4)

que es la funcién generatriz que nos da la relacién entre («;, 5;) = (74, 9;), es decir, las dos soluciones
estan relacionadas mediante una transformacién canoénica, de la ecuacién anterior podemos escribir

S2 (v,a) = 8" + 51 (@, B) (6.5)

comparando con la Ec. 6.2 vemos que al tener dos soluciones S; y S la manera de obtener Sy a partir
de S7 es mediante el método de la envolvente, donde A es la funcién generatriz que relaciona ambos
sistemas de coordenadas, es decir la resta entre S; y Ss, suponiendo que «;,7; sean independientes, si
no es asi debemos realizar una transformacién de Legendre a alguna de las soluciones de manera que no
podamos escribir los pardmetros de una solucién como una combinacién de los pardmetros de la segunda.
Pudimos ver ésto en el ejemplo de la ecuaciéon de Hamilton en coordenadas polares, ya que la resta directa
entre S7 y Sz no es una una funcién generatriz, esto es debido a que los momentos canénicos de ambas
soluciones no eran independientes, a diferencia del primer ejemplo, donde si encontramos una solucién a
partir de otra mediante el método de la envolvente. Independientemente de la relacién que existe entre
los pardametros de cada solucion, éstas siempre estan relacionadas mediante una transfromacion canénica,
la manera de obtener una a partir de otra no siempre es directa, ya que en algunos casos tenemos que
transformar una de ellas para expresarla en términos de otros parametros, aun asi podemos decir que
la infinidad de soluciones de la ecuacién de Hamilton-Jacobi pueden ser obtenidas entre si, aunque el
procedimiento puede implicar primero una transfomacién de Legendre.
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