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Resumen

Se estudian las propiedades matematicas de espinores en seis dimiensiones. Se escribe el sector
de Yukawa del Modelo Estandar en seis dimensiones y se deriva la lagrangiana efectiva que resulta
de asumir que las dos dimensiones extras estan compactificadas.
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Introduccion

Se sabe que teorias fundamentales a la escala de Planck, tales como teorias de cuerdas, requie-
ren de mas de cuatro dimensiones para ser formuladas de manera consistente. Estas formulaciones
no son teorias de campo, pero a mucho mas bajas energias los efectos de dimensiones extras se
pueden parametrizar en forma independiente del modelo por medio de una teoria de campo efec-
tiva gobernada por un grupo de Poincaré extendido. Aunque a la escala de Planck, estas teorias
carecen de interés fenomenolégico, en la tltima década se ha argumentado que dimensiones extras
relativamente grandes podrian manifestarse a la escala de TeVs [1]. De acuerdo con este enfoque,
el espacio tridimensional ordinario estd embebido en un espacio-tiempo de dimensiéon mas alta, el
cual es conocido con el nombre de bulto. Si las dimensiones extras son suficientemente pequenas,
los campos de norma y de materia del modelo estdndar (ME) se propagaréan por las dimensiones
extras, incidiendo de esta manera sobre observables que estaran bajo el escrutinio del gran colisio-
nador de hadrones (LHC, por sus siglas en inglés). Por consistencia con los experimentos actuales,
se supone que las dimensiones extras estdn apropiadamente compactificadas en una subvariedad
N™ de tamaifio suficientemente pequenio. Como resultado de la compactificacién de esta subvarie-
dad, los campos que inicialmente son gobernados por el grupo de Poincaré extendido 1SO(1,m),
son desarrollados en serie de Fourier con respecto a las coordendadas de las subvariedad A, cu-
yos coeficientes son campos que forman representaciones del grupo de Lorentz estdndar SO(1,3),
conocidos con el nombre de excitaciones de Kaluza-Klein o simplemente campos de KK, asi que
la teorfa efectiva resultante es invariante bajo el grupo de Poincaré estdndar 1.5S0(1,3). Por otra
parte, la teorfa original es gobernada por el grupo de norma SU(N, M™), pero después de la
compactificacién, los campos de KK forman representaciones del grupo SU(N, M*). El hecho im-
portante a destacar en este punto, lo cual ha sido discutido en una serie reciente de articulos [2-7],
es que el paso de la teoria original, gobernada por los grupos ISO(1,m) y SU(N, M™), a la teoria
efectiva que contiene los modos de KK, la cual estd definida por los grupos estdndar 1SO(1,3) y
SU(N, M%), es altamente no trivial por las causas que comentaremos brevemente a continuacién.

Un aspecto notable de este tipo de teorias es que los modos de KK asociados con la serie de
Fourier de los campos de norma son también campos de norma, solo que masivos, pues como se
establecié claramente en la referencia [2], los modos de KK asociados a un campo de norma del
grupo SU (N, M™) son también campos de norma que se transforman en la representaciéon adjunta
del grupo esténdar SU(N, M?*), lo cual significa que el mecanismo de Higgs opera en el proceso
de compactificacién. Sin embargo, dicho mecanismo no puede operar, en este caso, en la forma
estdndar, esto es, mediante el rompimiento espontdneo de una simetria global (Teorema de Golds-
tone), ya que el paso de la teorfa de norma gobernada por el grupo SU (N, M™) a la teoria efectiva
caracterizada por el grupo de norma SU(N, M*) no involucra un rompimimiento espontaneo del
grupo de norma. En efecto, los grupos SU(N, M™) y SU(N, M*) tienen el mismo ntimero de
generadores y s6lo difieren en la dimensién de la variedad soporte. Dado que M™ contiene a M?,
SU(N, M%) es un subgrupo de SU (N, M™) en este sentido y no porque uno tenga mas generadores
que el otro [4]. En realidad, el mecanismo de Higgs opera por compactificacion, esto es, por un
rompimiento explicito del grupo de Poincaré IS5O(1,m) al grupo de Poincaré estandar I.50(1, 3),
lo cual ocurre cuando las coordenadas extras son integradas [4]. La generazilacién de estos resul-
tados a un ndmero arbitrario de dimensiones extras n tanto a nivel cldsico [5] como cudntico [6]
ha sido completada para el sector puro de Yang-Mills. Diversas aplicaciones fenomenoldgicas en el
contexto del ME con una dimensién extra [8] se han llevado a cabo con resultados interesantes [7].
El objetivo central de esta tesis es el estudio del proceso de compactificacién de campos espinoria-
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X Introduccion

les en seis dimensiones y su aplicacion al sector de Yukawa del Modelo Estandar. El propéposito
de este trabajo es establecer las bases para el estudio general de espinores y su compactificacién
en presencia de un nimero arbitrario de dimensiones extras, lo cual nos permitiria establecer una
formulacion general del Modelo Estandar en dimensiones extras.

El contenido de la tesis se ha organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se presenta una
discusién elemental de los grupos ortogonales, unitarios y el grupo de Poincaré. En el Capitulo 2
se estudia el fenémeno de rompimiento espontdneo de una simetria global (Teorema de Goldstone)
y local (Mecanismo de Higgs). El Capitulo 3 es dedicado a estudiar las propiedades bésicas de la
teoria electrodébil. En el Capitulo 4 se presenta la contribucién de esta tesis, la cual consiste en
establecer las propiedades matemaéticas de los espinores en 6 dimensiones con el fin de estudiar
el sector de Yukawa de la teoria electrodébil con dos dimensiones compactas. Finalmente, en el
Capitulo 5 se presentan las conclusiones.



Capitulo 1

Simetrias Continuas

Desde la antigiiedad los Griegos crefan que las simetrias de la naturaleza debian estar reflejadas
en el movimiento de los objetos; empero fue hasta Newton quien se dio cuenta que las simetrias
fundamentales de la naturaleza estdn manifiestas, no en el movimiento individual de los objetos,
sino en el conjunto de todos los posibles movimientos. Por ejemplo: la ley de la gravitacién universal
de Newton nos muestra una simetria esférica, la fuerza es la misma en todas las direcciones. De esta
forma todas estas simetrias ocultas de los sistemas son solamente reveladas de formas indirectas.

Por otro lado podriamos preguntarnos qué es una simetria. En el lenguaje matematico, es una
operacion que transforma un sistema, el cual lo deja invariante, es decir, lleva al sistema a una
configuracién indistinguible de la original.

Asimismo la simetria de un cuerpo es descrita dando el conjunto de todas aquellas transfor-
maciones donde preserve la distancia entre todos los pares de puntos del cuerpo y lleve a dicho
cuerpo en su propia coincidencia. Cualquier transformacién con estas caracteristicas es llamada
una transformacion simétrica. Es claro que este conjunto forma un grupo, el grupo de simetrias de
un cuerpo. Las transformaciones que preservan la distancia pueden ser de tres tipos fundamentales:

1. Rotacién a través de un angulo definido alrededor de un eje.
2. Reflexién en un plano.

3. Desplazamientos paralelos (translaciones).

Los grupos de simetrias de muchos sistemas fisicos consisten en un infinito nimero de elementos
mas que en un numero finito. De esta forma los problemas fisicos requieren examinar la teoria
de representacién de grupos con un numero infinito de elementos. Por otro lado un grupo se
dice continuo si alguna definiciéon generalizada de “cercania” o continuidad es impuesta sobre los
elementos de la variedad del grupo. Se demanda que un pequeno cambio en los factores de un
producto produzca un pequeno cambio en el producto. Asi nos restringiremos en el caso donde
los elementos de la variedad del grupo pueden ser etiquetados por un conjunto finito de variados
parametros continuos. El grupo cuyos elementos pueden ser etiquetados por un ntumero finito de
varios parametros continuos es llamado un grupo continuo finito. El rango de variacién de los
parametros no esta especificado, puede variar entre —oo y +00, o esta confinado en algin dominio
finito. Si el dominio de la variacién es finito, la variedad del grupo se dice que es cerrada. [9]

Para continuar se dice que hay una simetria G continua cuando un sistema fisico se mantiene
invariante bajo la transformacién continua dada por G, o equivalentemente cuando la lagrangiana
del sistema es invariante. A veces dicho conjunto de simetria G genera una estructura algebraica
de grupo, en tal caso se dice que hay un grupo de simetrias. [10]
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CAPITULO 1. SIMETRIAS CONTINUAS
1.1. GRUPOS ORTOGONALES Y UNITARIOS. SO(N) Y SU(N)

1.1. Grupos ortogonales y unitarios. SO(N) y SU(N)
1.1.1. Grupos SO(N)

Sea O(N) el conjunto de las matrices reales N x N que al actuar sobre R" dejan invariante la
distancia del origen al punto (x!,22,--- ,2"), la cual es definida por

2? = 2’2t = 5 0t) = 2T 1w (1.1)
Ahora, bajo la transformacién
2" =07, (1.2)
la distancia queda como
2 = 2"2" = (02)'(0z)? = 2T (0T10)x = 22,

lo cual implica que OTO = 1. Entonces O(N) consta de todas las matrices cuya inversa coincide con
su transpuesta. Este tipo de matrices reciben el nombre de matrices ortogonales. Dichas matrices
estan definidas en espacios euclideanos, esto es, espacios cuyos tensor métrico es

9i5 = Lij = ij.
En estos espacios, el elemento de longitud se define como
ds® = Jijdxidyj = dz'dax’.

En consecuencia las matrices O forma un grupo, siendo la operacion el producto matricial. En
efecto,

1. Existe cerradura, ya que si O1,02 € O(N), entonces (0102)T (0102) = 0T0T 0,0, = 1.
2. Existencia del nuetro. El neutro es 1, ya que es ortogonal trivialmente.

3. Existencia del inverso. El inverso de O es O

4. Asosciatividad. Se cumple en general.

Cuando los elementos del grupo conmutan, se dice que el grupo es conmutativo o abeliano. En el
caso que nos ocupa, solo O(2) es conmutativo. Las matrices O tienen N? componentes, pero no
todos son independientes, ya que deben de cumplir la condicién de ortogonalidad

oTo =1, (1.3)

la cual proporciona %N (N + 1) elementos dependientes. Asi que el ntimero de componentes inde-
pendientes de O es:

N? - %N(N +1) = %N(N —1). (1.4)

Este es el nimero de pardmetros del grupo O(N).
Por otra parte, tomando el determinante en la relacién de ortogonalidad, se tiene Det(OT0) =
Det(1), por lo tanto
Det(O) = +1.

De acuerdo con esto, los elementos de O(N) se pueden agrupar en dos categorias:

2



CAPITULO 1. SIMETRIAS CONTINUAS
1.1. GRUPOS ORTOGONALES Y UNITARIOS. SO(N) Y SU(N)

» Subconjunto de todas los O € O(N) tales que Det(O) = 1. Dado que 1 pertenece a esta
categorfa, este subconjunto forma el subgrupo SO(N).

» El subconjunto formado por todos los O € O(N) tales que el Det(O) = —1. Estos elementos,
los cuales no forman un subgrupo, son de la forma 0,0, con O € SO(N) y O, una matriz
diagonal formada con +1 y —1, con un niimero impar de —1.

Por otro lado, existe una relacion uno a uno entre parametros y los llamados generadores del
grupo. Los elementos del grupo se pueden escribir como

0(0) = 19", (1.5)

donde 0 = (6,62, - gz NN D), con a= 1,2, ..., %N(N — 1), es el conjunto de pardmetros del
grupo. Los elementos de SO(N) dependen de estos pardmetros y de los generadores definidos por
una transformacion infinitesimal como sigue

0(56) =1 + %ma:oaea =1 +iT"66%, (1.6)

con T = dea |9a —o los generadores del grupo.

Ahora, sea O(f 9),0(0) € SO(N), entonces su producto es también un elemento del grupo
0(9) ( ) (g( ’ )) S SO( ) con g(é, 0) = (91(970)792(§’ 9)3 7g%N(N71)(év 9)) Debe cum-
plirse que g*(0,0) = 0, OB =0)=1=0( =0)y ¢g*0,0) = g*(6,0) = 6. En términos de
generadores O(0)0(8) = O(g(0,0)), toma la forma

eiTaga e'LTaea _ elTaqa(é,e)'
Haciendo un desarrollo en serie de Taylor en ambos lados de la igualdad, y asumiendo que en g(6, 4)
no pueden aparecer términos proporcionales a 62 y 62, porque violarfa el hecho que ¢g%(,0) =
9°(0,0) = 6%, se obtiene
9(6,0) = 6% + 6% + g**<0°0° 4 ... (1.7)

De esta forma de los términos proporcionales a 06, del desarrollo en serie, se obtiene una condicién
no trivial, la cual es

2
20°TP9°Te = gheTagbee + %(ebéc + 0°0°) TV, (1.8)

pero los términos de T%¢ deben ser simétricos, ya que surgen de segundas derivadas en el desarrollo
en serie, asi podemos quitar el producto de 6. Haciendo el dlgebra se tiene lo siguiente:

Tch + igabcTa — Tch + igacha
= Tch o Tch _ Z-(gacb o gabc)Ta
- [Tava] _ ’ifabcTC, (19)

es el algebra de Lie del grupo, donde fo¢ = g9 — g9%¢ son las constantes de estructura.
= Representaciones
Sea G un grupo, si g; € G entonces el objeto D(g;) es una representacién de G si obedece

D(g:)D(g;) = D(g:9;), (1.10)
3




CAPITULO 1. SIMETRIAS CONTINUAS
1.1. GRUPOS ORTOGONALES Y UNITARIOS. SO(N) Y SU(N)

para todos los elementos de G. Con otras palabras, los D(g;) tienen la misma regla de multiplicacién
que el grupo original.
Considere la transformacion infinitesimal

=0l = ((5” + wij)xj =zt +whad, (1.11)
entonces la condicién de ortogonalidad toma la formas:
69 = (% + wh) (6% + wh) = 59 + w' 4+ w?', (1.12)

de manera que w” = —w’?. Asf que este tensor tiene %N(N—l) componentes independientes. Estos
son los pardametros del grupo. Por ejemplo, w"’ es el angulo que caracteriza la rotacion en el plano
x' — 27, Ahora bien en la ec.(1.6) se mostré la forma infinitesimal de O, la cual en esta notacién
toma la forma

O +w) =1+ %wijM”’, (1.13)

donde M% son los generadores del grupo, los cuales se transforman como 2-tensores bajo el grupo.
La prueba es como sigue. Sea D(O) una representacién de SO(N), entonces usando la ley de
multiplicacién al producto

D(0)D(1 +w)D~1(0) = D(1 4+ OwO™1),

se obtiene que
D(O)YMYD~Y(0) = O* 03 M*!,

lo cual prueba que los generadores se transforman como 2-tensores. Asumiendo que O es también
infinitesimal, se obtiene

[]1 + ;wklel} M;; [11 — ;wklel} = (6" + w™) (67" + W) My,

lo cual, después de un poco de algebra, se traduce en
(Mg, Mij] =i (85 M, — 81 Mg + 03 Myj — 05 Myj) - (1.14)

Esta es el Algebra de Lie del grupo SO(N).
Por otro lado, se dice que una representacién D(g;) es reducible si se puede descomponer en
forma de bloques diagonales. Por ejemplo, la siguiente matriz es una representacién reducible,

D(g:) = 0 Di(gs)) 0 |, (1.15)
0 0 Dg(gi)

donde las D; son representaciones de mds baja dimensién del grupo, esto es, las D(g;) se puede
descomponer en piezas mas pequenas del grupo. El conjunto completo de todas las representaciones
del grupo SO(N) se divide en las siguientes categorias

» Tensoriales

= Espinoriales

Representaciones tensoriales
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1.1. GRUPOS ORTOGONALES Y UNITARIOS. SO(N) Y SU(N)

El O-tensor es la representacién trivial del grupo. El 1-tensor es la representacién méas simple
no trivial, dada por

At =09 AT, (1.16)

Una forma simple de generar representaciones de SO(N) de rango mds alto es con el producto
externo de vectores. Por ejemplo, el producto A B¢ se transforma como (A"*B”) = (O**03')(A* B).
De modo que el objeto que se transforma como el producto externo de varios vectores se llama
tensor. En general, un tensor T%% bajo SO(N) no es otra cosa que un objeto que se transforma
como el producto de vectores ordinarios, es decir,

Ttz — ()ird1()izdz ., piide-- (1.17)

Los tensores son en general reducibles, esto es, dentro de la coleccién de componentes que for-
man el tensor, se puede encontrar subconjuntos que por si mismos forman una representacién
del grupo. Tomando combinaciones simétricas y antisimétricas se pueden extraer representaciones
irreducibles. Por ejemplo, sea el tensor 7%, el cual se transforma como

T/ij _ Oikolekl
Toémese las partes simétricas y antisimétricas,

1 )
§ = (1% +17)

1 3
AT = (T - ),

la primera con %N(N + 1) componentes y la segunda con %N(N — 1) componentes. Estas partes
se transforman independientemente sin mezclarse. Asi por ejemplo, en un espacio bidimensional,
el objeto T% con 4 elementos, se descompone en 2 objetos que tiene un nimero menor de
componentes: S¥ tiene 3 componentes y A% tiene 1 componente.

Representacion espinorial

La representaciéon espinorial consiste en la introduccién de N matrices I'*; las cuales obedecen
la regla de anticonmutacion

{r*,17} = 26", (1.18)

y recibe el nombre de Algebra de Clifford. La representacion espinorial de los generadores de SO(N)
se define por

M = %[ri,rﬂ']. (1.19)

Esta elecién particular de los generadores satisface el algebra de Lie del grupo.
En general, uno puede encontrar una representacién espinorial de SO(N) para N par, que es

compleja y tiene dimension 22 . En este caso de dimensién par podemos introducir una matriz
adicional

PN+ —irir? N = T, v, (1.20)

ﬁeiliz...i]\]
Esta matriz tiene propiedades especiales, ya que del algebra de Clifford se implica que

T = —TITY, 4 # 5 (1.21)

5
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(I')? =1. (1.22)
Directamente de su definicién se encuentra que
{PNHL T =0 y (DN =1. (1.23)

Asi que el conjunto de matrices I'',T'2,...,'N y I'N*! también satisfacen el dlgebra de Clifford.
Ademas en los espacios de dimensién par podemos introducir el concepto de quiralidad, a través
de los proyectores

1
Py = 5(]1 — TN+ (1.24)

Prp= (1 4 TN, (1.25)

con las siguientes propiedades:
P} =P, P:=Pp, P,Pr=0 vy P+ Pr=1.

., , . 6N
En esta representacion el grupo SO(N) actia sobre “vectores” columna de dimensién 22, llamados
espinores,

(21
v=|V2]. (1.26)

Los proyectores Py, y Pr permiten definir espinores independientes, es decir,

Y =Py y Yr= Pry,

se nombran espinor izquierdo y espinor derecho, respectivamente. Obviamente,

Y =1 +Yr.

Esto permite introducir el concepto de quiralidad® en fisica. La interaccién débil es una teoria
quiral.

Cuando la dimensién del espacio es impar, es decir, se tiene SO(N +1), con N par, la dimensién
de la representacion sigue siendo la misma 2%, de esta manera I tienen dimensién 2% x 2% y
los espinores dimensién 2% . Pero ahora debemos tener N + 1 matrices I, y se forma con las N
matrices I'? y la matriz TNVt de tal suerte que se cumpla el dlgebra de Clifford. Las N + 1 matrices
' se transforma como 1-tensores bajo SO(N + 1). Y los generadores son de la misma dimensién
que en el caso par, sélo que ahora el nimero de generadores es %N (N +1). La diferencia en el
nimero de generadores es N . En los espacios con dimensién impar no existe quiralidad.

1Viene del Griego, mano. Su definicién clasica es: Una figura geométrica o conjunto de puntos es dicho que
presenta quiralidad si su imagen de espejo no puede ser superpuesta con ella misma.
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1.1.2. Grupos SU(N)

Consta de las matrices unitarias N X N con determinante +1. Esta representacién de dimension
N se llama representacién fundamental. Sea U € SU(N), la cual tiene N2 condiciones debido al
hecho que U? = U~! y una condicién més que surge del hecho que Det(U) = +1. Entonces el
nimero de pardametros independientes de U es igual a 2N? — N2 — 1 = N2 — 1, el cual es siempre
mayor que N.

Por otra parte, dado que un operador unitario se puede escribir como la exponencial de un
operador hermitiano, podemos escribir los elementos de SU(N) como

Ula) =" a=1,2,..,N> -1, (1.27)
donde t*T = ¢ son los generadores del grupo y a® sus pardmetros. El inverso de U(a) es
Ul(a) = (et = g7ia"t", (1.28)
Dado que Det(U) = 1, esto implica que
log(DetU) = TrlogU
0 = Trte,

entonces las t* forman un conjunto de N2-1 matrices hermitianas de traza nula. En la representacién

5a,b
5 -

fundamental, los generadores suelen normalizarse a Tr(t%t%) =
Ahora, sea U(a), U(B) € SU(N), entonces

U(a)U(B) = et 0"t

Usando la identidad, eeB = eATB+3[A.Bl+5([ABLBI+-. g0 tiene que

U(a)U(B)

eapfi(a® + B — Sa® B 1] — S8 Bl ¢, 1] 4}
= U(y) € SUWN),
lo cual es posible si,
[t %] = i fabere, (1.29)

donde f¢ son las constantes de estructura del grupo. Esta es el algebra de Lie del grupo SU(N).
Analizando més el dlgebra de Lie del grupo se encuentra que las constantes de estructura f2°¢ son
reales y totalmente antisimétricas.

Representaciones de SU(N)

= Representacion fundamental de SU(N)

La representacién de dimensién de dimensién N es la mds baja del grupo SU(N) y recibe
el nombre de representacién fundamental. En esta representacién los elementos de SU(N) son
matrices unitarias N x N, las cuales actian sobre N-pletes complejos:

¥1
P2
v=1"1 (1.30)
PN
y se transforman como ¢’ = U, o en componentes, ¢" = Ule’; i,j,... = 1,2,..., N. Luego la
transformacién infinitesimal corresponde a
U(a) = 1 +ia®®, (1.31)

en componentes U;f = 5j + 10 (ta)é, para a® infinitesimales. En este caso, ¢'* = ¢’ + d¢', entonces
5()01' — QO/i _ SDZ — i&a(ta)é(pj.
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1.1. GRUPOS ORTOGONALES Y UNITARIOS. SO(N) Y SU(N)

= Representacion adjunta

Sean ¢ y x dos N-pletes de SU(N)

o =Up, y X =Uyx,

entonces
X' = (UX)(Up) = x"(UTU)p =xTp

es un invariante. Considere las propiedades de transformacién del producto externo de dos
N-pletes de SU(N), ¢;x™, el cual es un objeto con N? componentes.

m] = (ox")] (1.32)

dado que ¢ y x se transforman en la representaciéon fundamental. El objeto m debe transformarse
de manera bien definida. En efecto,

m' = UmU?T (1.33)

m es un 2-tensor. La expresion (1.33) es la transformacién de similaridad. Luego tomando la traza
en ambos lados, se tiene que

Trm' = Tr(UmUY) = Tr(UTUm) = Trm, (1.34)

el cual es otro invariante, entonces Trm = S es un escalar. Ahora observe que

. 1 | , | ,
N iy i j
m] = ;X N(Trm)62 + N(Trm)él M} + N(Trm)é27

por lo tanto,

1
M=m- N(Trm)lt, (1.35)

y tiene la propiedad que es de traza nula por construcién. Entonces el objeto m que tiene N2
componentes se ha descompuesto en dos objetos que se transforman bajo SU(N) sin mezclarse. El
primero es S con una componente, el cual transforma como S’ = S; y el segundo es M con N? —1
componentes. Se dice que se transforman bajo la representacién adjunta de SU(N) como

M =UMU". (1.36)

Dado que M es una matriz N x N de traza nula, ésta puede ser expresada como combinacién lineal
de los N2-1 generadores 2t%, de la siguiente manera:

M =A%, a=1,..,N>—1. (1.37)
Bajo una transformacién infinitesimal
M' =UMU" = (1 +ia®*)M(1 — ia®®) = M + ia®[t*, M]

A/ata — A9ta + iOtbAc[tb7tc] — A9t@ + iOébAc(ifatha)

= A" = A® +iab A°(if°). (1.38)

2El ntimero de componentes de M coincide con el niimero de generadores y ademds sabemos que los generadores
son de traza nula.
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Esto sugiere que se identifiquen los elementos (7%),. de un conjunto de NZ2-1 matrices 7% de
dimensién (N2-1)x(N?-1) como

(Tb)ac _ ifab(:.

Note que Tr(T%) = (T%) 40 = if%* = 0. Ademds T = T®, ya que (T%*)., = —if = —ifod =
if¢ = (T"),.. Entonces los T son los generadores de SU(N) en la representacién adjunta. Estos
generadores deben de satisfacer:

[Ta7 Tb] _ ifabcTc.

En resumen, un objeto A= A%t* | en general con t* no necesariamente es la representacion funda-
mental, se transforma como

A =ia’[t?, A], (1.39)
en la representaciéon adjunta, y

SAT = — fabeqb Ac, (1.40)

1.2. Grupo de Poincaré

Las propiedades del espacio-tiempo plano surgen de los siguientes postulados:

1. Las leyes de la fisica lucen iguales en todos los marcos de referencia inerciales. Significa que
las ecuaciones que representan estas leyes deben tener una estructura covariante, de tal suerte
que su forma no cambie cuando se pasa a otro marco inercial o se realiza alguna rotacién en
el 3-espacio.

2. Existe una velocidad limite en la naturaleza, la cual tiene un valor absoluto c. Sélo las
particulas de masa cero se mueven a esta velocidad, como los fotones, los gluones, etc. Este
postulado determina la métrica del espacio-tiempo.

Las coordenadas del espacio-tiempo son denotadas por z°,z!,2% y 23, donde z° = ct es la

coordenada temporal y 2 son coordenadas espaciales (i=1, 2, 3.) El 4-vector posicién se denota
por

= (2, %), a=0,i. (1.41)

Nos interesa estudiar las propiedades de simetria de los sistemas fisicos cuando en el 4-espacio
se realizan cierto tipo de transformaciones. Las transformaciones con sentido fisico que pueden ser
realizadas son:

» Rotaciones en el 3-espacio, son transformaciones ortogonales en los planos: z! — 22, ! — 23

y z? — 23,

» Transformaciones puras de Lorentz (boost), los cuales conectan marcos de referencia inercial

en movimiento relativo a lo largo de los ejes x', x2, 2. Son transformaciones lineales en los

planos espacio-temporales , z° — 2!, 20 — 22 y 29 — 23.

= Transformaciones a lo largo de los 4 ejes.
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1.2.1. Grupo de Lorentz

Consideraremos en general las propiedades del grupo de Lorentz homogéneo. Nos concentrare-
mos en los aspectos tedricos del grupo, los cuales ofrecen la oportunidad de comprender mejor el
papel central que juega la relatividad espacial la descripcion de las particulas elementales.

La transformacién mas general de Lorentz estd dada en términos de transformacién de coorde-
nadas conectando dos marcos de referencia inercial, siguiendo la notacién usual de la Relatividad
Especial, estas transformaciones se definen como

't = Az, (1.42)

con la condicion
(2')? = (),
expresado por un 4-vector covariante. [11] El cuadrado de un 4-vector es definido por

(z)? = gata’ =2tz = (2°)% — (£)2, (1.43)

donde el tensor métrico g,,, = g"¥, cuya forma es dictada por el segundo postulado, se puede
escribir como la matriz 4x4

1 0 0 0
0 -1 0 0

g= {g;w} = 0 0 _1 0 (144)
0 O 0 -1

Asf en el espacio-tiempo los puntos sefialan eventos; por ejemplo, el nacimiento (produccién) de
una particula al tiempo 1, en el punto 27, y su muerte (decaimiento) al tiempo t5 en el punto Zs.
Es de interés fisico la separacion entre eventos, dado por

Sto = (2 — a3)” — |41 — 53/?, (1.45)

el cual estd dictado por el segundo postulado; vemos que la norma no es definida positiva. De
acuerdo con esto el intervalo se clasifica en 3 categorias:

L] 5%2 > 0,
" S%2 < 07
. 5%2 =0,

cuya interpretacion fisica es la siguiente:
1) S%, > 0. Es un invariante temporaloide. Siempre es posible encontrar un marco de referencia
Ny Ny
en el cual 7 = 3" de tal suerte que

5%, = (a:(f, — a:g/)z > 0.

Los eventos pueden estar relacionados de manera causal.

2) S%, < 0. Es un intervalo espacialoide. Siempre es posible encontrar un marco de referencia
en el cual x(l)' = a:g', asi que

S%, = —(a7" — 2%')? < 0.

Los eventos ocurren al mismo tiempo pero en puntos diferentes, no pueden estar relacionados de
manera causal.

3) S%, = 0. Este es un intervalo luzoide. Dichos eventos forman el llamado cono de luz, los
cuales son conectados por las particulas que se mueven a la velocidad limite.

10
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Para dos eventos separados infinitesimalmente, podemos escribir
ds? = gapdr®da® = (dz°)? — (da')? — (d2®)? — (d2®). (1.46)
Por otro lado la longitud 22 = z,2® es un invariante de Lorentz, de donde se halla que
ATgA =g, (1.47)

lo que nos dice que A es una transformacion de Lorentz, si deja invariante g en este sentido. Ahora
tomando el determinante a ambos lados, se encuentra que

Det(A) = £1.

Las transformaciones con determinante +1, se llaman transformaciones propias de Lorentz. Y las
transformaciones impropias de Lorentz son de la forma: A,A 6 ArA, con A una transformacién
propia. Un ejemplo de transformaciones impropias son las siguientes:

1 0 0 0 100 0
0 -1 0 0 0 1 0 0
M=o 0 —1 o o M=19 0 1 0ol
00 0 -1 0 00 1

donde la primera transformacién representa la reflexion espacial y la segunda representa la reversién
temporal.

Las propiedades del grupo de Lorentz son dictadas por el algebra que satisfacen sus generadores.
Para determinarlos, necesitamos los 3 boots y las 3 rotaciones. Las matrices que representan a los
3 boost son:

cosh§&, —sinhé 0 0 cosh§&; 0 —sinh& 0
| =sinh& coshéy 00 _ 0 1 0 0
A& =1 " 0 10| MD=|_gone 0 coshe, of 0 (140
0 0 0 1 0 0 0 1
coshés 0 0 —sinhés
0 1 0 0
—sinhés 0 0 coshés
Las matrices que representan a las 3 rotaciones son:
1 0 0 0 1 0 0 0
10 1 0 0 10 cosfy 0 —sinby
A(6r) = 0 0 costy sinb; |’ A(f2) = 0 0 1 0 ’ (1.49)
0 0 —sinf; costy 0 sinfs 0  cosby
1 0 0 0
10 costl3 sinfz O
y  Alfs) = 0 —sinfs cosfs 0
0 0 0 1
Luego los generadores estan dados por:
1 dA(&; 1 dA(0;
K, == (&) = ( )gizo. (1.50)

T T e Y T T e,
11
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Se puede mostrar que

JI=1Ji y Kl =-K,. (1.51)

Un célculo directo muestra que
(i, Jj] = t€iji T, (1.52)
(K, K] = —i€ijr i, (1.53)

lo que indica que los boost no forman un grupo, y finalmente que
[Jiy K] = i€, K. (1.54)

Definase los siguientes generadores:

Ay = L(J +iK;) Al = A;
. E . 1.55
Entonces
[Ai, Aj] = ieijkAk — SU(?), (1.56)
[Bh Bj] = ieijkBk — SU(Q), (157)
[4;,B;] = 0— SU(2) x SU(2). (1.58)

Por otro lado las transformaciones de Lorentz son de hecho los elementos del grupo de Lorentz
SO(1,3). Comparando esto con las reglas de conmutacién de SU(2), vemos que tenemos dos copias
de SU(2). El hecho que podamos escribir el grupo de Lorentz como dos copias de SU(2) es relevante
para encontrar sus representaciones, ya que las representaciones de SU(2) son bien conocidas. Esto
es sOlo cierto en dimensiéon 143 del espacio-tiempo.

= Representacion espinoral del grupo de Lorentz

Encontrar las representaciones del grupo de Lorentz SO(1,3), es equivalente a encontrar
las representaciones del grupo SU(2) x SU(2). Sabemos que las representaciones de SU(2) son
especificadas por un valor j = 0,1/2,3/2,---, con 2j + 1 la dimensién de la representacién. Por
lo tanto, la representacién del grupo de Lorentz en dimensiéon 143 serd especificada por 2 valores
de j, uno por cada copia de SU(2). En otras palabras, una representacién dada de SO(1,3),
puede ser especificada por un doblete (j,;'), donde j corresponde a un SU(2) y j' corresponde
al otro grupo SU(2). Debido a que la representacién j de SU(2) esta formada por matrices
(25 + 1) x (2§ + 1), la representcaién (j,j’) del grupo de Lorentz SO(1,3) estard formada por
matrices (25 + 1)(25' + 1) x (25 + 1)(25’ + 1) [12]. La forma en que se construyen las diversas
representaciones sigue la regla de la suma de momento angular.

El campo de Dirac

Se discute la representacién espinorial en el contexto del grupo de Lorentz SO(1,3), el cual,
aparte de la métrica, coincide esencialmente con el grupo ortogonal SO(4). Dicha representacién
es conocida como representacién espinorial de Dirac.

Una representacion del grupo SO(1,3) se entiende como un conjunto de matrices D(A) que
satisface la ley de multiplicacion del grupo

D(A)D(A) = D(AA),
donde
D(A) = ezvn 5" (1.59)

12
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con S*¥ los generadores del grupo en dicha representacién. Sea la transformacién infinitesimal de
Lorentz

A =680 +wh; wyp = —wyy, (1.60)

para la cual
D(A) =1+ %wWSW; SH = gV, (1.61)

Como ya se dijo, el conjunto de matrices S#* son los generadores del grupo, los cuales satisface el
algebra de Lie del grupo de Lorentz, dada por

i[SH, §P7) = gUP ST — ghPSYT — gTIGPY - g7V G, (1.62)

Para construir los generadores asuma que existen matrices v* (u= 0, 1, 2 y 3) que satisfacen el
algebra de Clifford,

" =29", (1.63)
de tal suerte que los generadores de la representacién espinorial son:

7

N
1

[y, ] = —8s"". (1.64)
Un célculo directo muestra que

[Suu7,yp] _ _Z'(gup,ylt _ gltl?,y”). (1.65)

También se puede demostrar que S*” satisface el algebra de Lorentz. Por otra parte, se puede
demostrar que

D(A)y*D~H(A) = A/ (1.66)

lo que nos dice que v* se transforma como un 4-vector en el mismo sentido que D(A)1D~*(A) =1
es un escalar. Por otra parte se puede demostrar que

ocmy—1 _ o o o v
D(A)S*7 D™ (A) = (85,67 + oy wl) + 60wy ) SH,
que es justo la versién infinitesimal de
D(A)SP D™ (A) = ALATSH. (1.67)

La representacién espinorial tiene una transformacién de paridad que se toma como 8 = Y.
Del algebra de Clifford se concluye que

g7t =3. (1.68)
Asi, para las matrices de Dirac, se tiene que Sy*3~! se transforma como sigue:
67i671 = - 7;7
ﬁ'yoﬁ_l — ,Y?J/' (1'69)

En particular, bajo paraidad los generadores se transforman como
55”,@71 — SZ] y Bs()iﬂfl — _SO'L. (170)

Por otro lado, en un espacio 4-dimensional los tensores totalmente antisimétricos no pueden
tener més de 4 indices. La regla es la siguiente: Un tensor con N indices en D dimensiones tiene

13
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un numero de componentes independientes igual a ﬁ, asi v* tiene 4 componentes inde-
pendientes ya que D =4 y N = 1, entonces las y* deben ser matrices 4x4. De manera general,
en cualquier espacio tiempo de dimensién D, uno puede formar tensores antisimétricos con un
nimero de indices igual a 0, 1, 2, ..., D; los cuales tienen conjuntamente un nimero de componentes
independientes igual a

D D!
2. NI(D—N)! =2 7
o

. . D D
Asi que las matrices v deben tener 22 renglones y 22 columnas.
Volviendo al 4-espacio, una representacion conveniente de las matrices de Dirac es

0 __ 1 0 i 0 O'i

con 0, 1 matrices 2x2 y o* las matrices de Pauli.? Esta es la llamada representacién de Dirac. Note
que

PH=+" y yT=— ==y, (1.73)

ya que no es posible construir una representaciéon hermitica, dado que implicaria que el grupo
de Lorentz admite representaciones unitarias, lo cual no es posible. En esta representacion, los
generadores espaciales toman la forma

1 .. (0
ij . — ijk

g

Y los generadores de boost son de la forma

S0 =L <0i %) . (1.75)

2 \o

Por otro lado, como sabemos si el espacio tiene dimension par, existe otra matriz independiente.
Sea

0.1.2.3 __

) 1 v
¥5 =" = i 23 = ——€op VY VP (1.76)

4l

la cual, mediante un célculo directo, se puede probar que es hermitica. En la representacién de

Dirac ~5 es dada por
0 1

Ademiés, dado que
{¥°, 4"} =0 = [y°, "] = 0. (1.78)

De esta relacién se obtine que bajo transformaciones de Lorentz se transforma como un O-tensor,
5

D(A)¥°D~1(A) = ~4°, mientras que bajo paridad se transforma como By°B~! = 74095+0 = —45.
De donde concluimos que es un seudo-escalar, ya que cambia de signo bajo paridad.

0 1 0 —i 1 0
3D 3 gl = 2 _ 3
Dichas matrices son: 0+ = (1 0) , 07 = (1 0 ) y o0°= (0 _1)'
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Ahora, sea el campo con 4 componentes
(z)

vla) = | 20

(z)

1 (x) es un campo espinorial, el cual se transforma en la representacién espinorial de SO(1,3) de
la forma

P(x) = D(A)¢(x). (1.79)

Un aspecto importante es como podemos multiplicar un par de espinores para formar un escalar.
Uno podria pensar que 171 es un escalar, de la siguiente manera:

W'y =T DI (A)D(A)y = pTep,

y esto serfa cierto si Df(A) = D71(A), pero como habfamos dicho antes esto no es posible ya que el
grupo de Lorentz no admite representaciones unitarias, y la matriz D(A) que representa a los boost
no es unitaria, porque S¥T = S para este caso D es unitaria, pero S%f = —S% y en este caso la
D no es unitaria. Por lo tanto no se pueden construir objetos covariantes con v!. La solucién del
problema consiste en introducir el siguiente objeto

b =T (1.80)

Bajo una transformacién infinitesimal, tenemos
7 — ot i N
P =T - S0, S, (181)

Si 4y v son espaciales entonces ¢’ = ¢ D~'(A). Por otra parte, cuando por ejemplo p=0 y v
espacial, tenemos (S*)T = —S"”, pero en este caso se puede demostrar que (S*)T70 = 085K,
De donde finalmente se obtiene que

Y =yD(A). (1.82)

Por lo tanto B B
P’ =P,
es un invariante de Lorentz. En particular si D(A) = 8 = P = ' BLBY = .
Luego en lugar de tomar S*”| suele usarse para construir invariantes

1

2

o =[] (1.83)

Todos estos objetos son covariantes bajo SO(1,3).

1.2.2. Grupo de Translaciones

La transformacién continua mas general en el espacio-tiempo consta de una transformacion de
Lorentz méas una translacién, definida como

't = Ala¥ +a, (1.84)
con a” un 4-vector constante. Considere dos transformaciones sucesivas, asi que

//L__ / —U __ A v — _ (A LV A —
't = ALr" + @ = AD(ADx” +a”) + @ = (AA)yz” + (Aa)" +a.
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Por otro lado, recuérdese que las transformaciones de Lorentz son aquellas que satisfacen ATgA = g,
asi que B B -
(AN)Tg(AA) = AT(ATgM)A = ATgA = g,

también es una transformacién de Lorentz. Entonces, sea D(A, a) una representacién del grupo de
Poincaré, entonces debe cumplirse la regla de composicién

D(A,a)D(A,a) = D(AA, Aa + a). (1.85)
Ahora considere una transformacién infinitesimal
A =08 +wh y d' =€, (1.86)

donde w! y € son infinitesimales. Mientras que la condicién de Lorentz g, ALAY = g,,, toma la
forma

gW((Sf; + wf;)(ég +wy,) = Ypos
esto es
Jpo + Wpo + Wop = Gpo, (187)

entonces w,, = —Ws, €s totalmente antisimétrico. En este caso w,, tiene 6 componentes indepen-
dientes, y € tiene 4 componentes independientes. Por lo tanto vemos que el grupo de Poincaré tiene
10 parametros. Para una transformacion infinitesimal, la representacién D puede ser escrita como

DA +w,e)=1+ %wWJ“” — i€, P, (1.88)

donde J#” = —J" dada la antisimetria de w,, . Los J*¥ son los generadores del grupo de Lorentz
y los P* representan a los generadores del grupo de las translaciones. Examinemos las propiedades
de transformacion bajo el grupo de J*¥ y P*. Para tal fin se considera el producto

D(A,a)D(1 4w, e)D7 (A, a),

donde A y a son los parametros de una transformacién finita, que no estd relacionada con la
transformacién infinitesimal. Pero antes de acuerdo con la regla de composicién

DY (A,a) = D(A™!, —A"ta).
Por lo tanto haciendo el dlgebra se obtiene que
D(A,a)D(1+w,e) D7 (A,a) = D(1 + AwA™, Ae — AwA™'a).

Haciendo un desarrollo a primer orden en w y €, tenemos lo siguiente:
D(A,a)[1 + %wpUJp" — i€, PP)D " (A,a) =1 + %(AwA—l),wJW —i(Ae — AwA™ta), PH,

esto es,

1 o — 1 o v 1 o v v
D(A,a)[iwaP —€,P"ID" (A, a) = inAZAVJ“ + gwpgAZAy (a”P" —atP") — e,A}, P".
De esta manera igualando coeficientes de w,s ¥ €,, se llega a las siguientes relaciones:
D(A,a)J?” D~ (A, a) = ALAT(JH — aP¥ 4 a” P*) (1.89)
D(A,a)PPD™"(A,a) = AL P* (1.90)
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Para a” =0, estas ecuaciones muestran que J*" es un 2-tensor y P* es un 1-tensor. Y para trans-
laciones puras (A% = §), estas ecuaciones nos dicen que P* es un invariante bajo translaciones,
pero no JP?. Ahora bien asuma que las transformaciones D(A,a) son infinitesimales, asi que la
ecuacién (1.89) toma la forma

1+ %w,WJW — i€, P*JP[1 — %waW +ie, P! = (85 + wh) (87 + wg ) (J" — " PY + € PM).

Haciendo las cuentas se llega a
/1: v g N o 1 1% g vo 1 g 1% ov ' g a
S [ TP ey [P, IPT) = S (g7 T =g T ) S (97T~ g7 ) e (97 P =g P,

Igualando coeficientes de w,,, y €, nuevamente, se halla que

QT JPT) = gPr e — gPR e — TR g P (1.91)
[P, JP7] = (g"P7 — g7 P") (1.92)

Por otra parte, la ecuacién (1.90) toma la forma
1+ %ww,ﬂ“’ — e, PM|PP[1 — %w,w.]‘“' +ie, P! = (8% + wh) PH,

la cual conduce a

Z‘ 12 . 1 1% 1%
ngw[ﬂ‘ , PP —ie, [P", PPlp = §wuu(9p Pl — gl PY).

De donde finalmente se concluye que
[P*, PPl =0 (1.93)

lo que nos dice que el grupo de las translaciones es conmutativo. Las ecs. (1.91,1.92,1.93)
representan el dlgebra de Lie del grupo de Poincaré 150(1, 3).
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Capitulo 2

Rompimiento espontaneo de una
simetria continua

En el modelo estandar las teorfas aceptadas son teorias de Gauge (norma) y qué significa esto,
que existe una simetria que tiene invariancia de norma. Asi la lagrangiana que describe al sistema
es invariante de norma, es decir, es invariante bajo la accién del grupo de Lie en consideracion.
Desde el punto de vista cudntico, el campo de norma se manifiesta mediante particulas bosénicas
sin masa, y es precisamente en la parte donde la teoria no concuerda con la realidad, ya que como
sabemos las particulas mediadoras de la interaccién débil son particulas masivas. Por lo tanto,
necesitamos un mecanismo en el cual podamos dotar de masa a estas particulas, pero sin destruir
la simetria de la lagrangiana. Al tratar de dar solucién a este problema, en 1964 el escocés Peter
Ware Higgs encontré un método para dotar de masa a estas particulas sin romper la simetria local
con la que cuenta la teoria de norma. Dicho rompimiento permite obtener la masa de las particulas
sin que ocurre un rompimiento expicito de la simetria de norma de la teorfa [10].

En teorias de norma, no podemos definir el término de masa de un campo de norma, el cual
estd definido por

1
§wﬂA;Ag, (2.1)

ya que no es invariante bajo transformaciones de norma, dadas por

A(@) = U0) A (@)U () + g@U)U*,
A, =T A, (2.2)

donde U(x) es un elemento del grupo en consideracién (unitario u ortogonal). El rompimiento
espontaneo de una simetria permite definir la masa para algunos o todos los campos de norma
Af(z) mediante el asf llamado mecanismo de Higgs.

Sea G un grupo de Lie (orotgonal u unitario) y H un subgrupo. Luego sea ¢(z) un multiplete de
campos escalares en alguna representacién de G. El rompimiento espontdneo de G en H, denotado
por G — H, consiste en la eleccién de una direccién particular ¢y = cte (no depende de las
cooordenadas) en el espacio de configuracién tal que H C G tiene por elementos U(g), que dejan
invariante ¢q, es decir,

U(g)¢o = do- (2.3)
Note que existiran U(g) € G, pero U(g) ¢ H, tales que

U(g)po # ¢o.
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CAPITULO 2. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE UNA SIMETRIA
CONTINUA
2.1. EL TEOREMA DE GOLDSTONE

El rompimiento espontdneo consiste en elegir una direcciéon especial en el espacio en el que
aparece la representacion del grupo, en este caso el grupo electrodébil, dada por los campos es-
calares que no es invariante bajo el grupo completo, sino sélo por un subgrupo de éste, el grupo
electromagnético en el caso que nos coupa. El teorema de Goldstone sintetiza lo que ocurre cuando
se rompe espontaneamente una simetria continua global, es decir, que no depende de los puntos de
espacio-tiempo. Mientras que el mecanismo de Higgs caracteriza este mismo fenémeno pero cuando
el rompimiento espontaneo se realiza en una teoria local, esto es, en una teorfa de norma. Ambos
fendmenos serdn discutidos a continuacion.

Sea la lagrangiana

1
£ =3(0,0)"(0"0) = V(¢",9), (2.4)
con V(¢',¢) = (¢7¢) + A(¢7$)? , A > 0, real. La existencia de un rompimiento espontdneo depende

de un estado de minima energia degenerado, el cual surge de la siguiente manera

v
i

0= [1* +4A(¢"¢)]¢" = 0. (2.5)
Tenemos dos posibilidades,

= ¢ = 0.

o <O:>¢T¢:%Ev2.

En el segundo caso, notamos que el conjunto de puntos que cumplen dicha condicién, coincide
precisamente con los puntos de una esfera, los cuales estan conectados por G. Pero la teoria debe
desarrollarse en el entorno de un ¢q. Asi, dependiendo de cémo se elija ¢g es lo que determina H.
La eleccion de un ¢g particular es lo que significa romper espontdanemente el grupo G al grupo H.
El campo ¢(x) en L es remplazado por

¢ — do + d(z). (2.6)

Este hecho no destruye la invariancia de £ bajo G. Esto es importante: la lagrangiana de la teoria
sigue siendo invariante bajo G, lo Gnico que no es invariante bajo este grupo es el vector ¢g.

Ahora, si U(g) € H, entonces
U(g9)po = ¢o = [1 +iaT* +---]do = o, (2.7)

lo que indica que T%¢y = 0. Se dice que los generadores de H no estdn rotos. Por el contrario si
U(g) € G, implica que
U(g)po # ¢o = T"po # 0,

donde T® son los generadores de G que estén rotos.

Como veremos a continuacién, si la simetria es global, por cada generador roto aparece un
bosén de Goldstone, el cual es un campo escalar sin masa, este es el teorema de Goldstone. Si G es
local, los bosones de Goldstone se incorporan a los campos de norma asociados con los generadores
rotos para formar el estado de polarizacién longitudinal del campo de norma en consideracion, esto
es el mecanismo de Higgs.

2.1. El Teorema de Goldstone

El teorema de Goldstone establece que si una simetria global se rompe de forma espontédnea,
aparecen particulas escalares sin masa. Asi, existe una particula escalar, denominada bosén de
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CAPITULO 2. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE UNA SIMETRIA
CONTINUA
2.1. EL TEOREMA DE GOLDSTONE

Goldstone, por cada generador de la simetria que se rompe. Este mecanismo es el rompimiento
espontaneo de una simetria global, en cual involucra un multiplete de escalares dado en alguna
representacion del grupo. Tomando una lagrangiana renormalizable, que sea invariante bajo dicho
grupo, hallamos que en ciertos puntos tenemos un minimo del potencial. Una vez hallados los
puntos extremos, al tomar una direccién en particular es cuando rompemos la simetria. Y como ya
se dijo, por cada generador roto debe existir un escalar de masa cero, llamado bosén de Glodstone.
Existe, ademds, un campo escalar con masa en reposo que corresponde a una excitacién a lo largo
de la direccion especial que se ha elegido al romper espontaneamente la simetria; este campo recibe
el nombre de bosén de Higgs.

Para ilustrar las ideas esenciales atras del rompimiento espontdneo de una simetria, se consi-
derard un caso especifico. Se trata de romper espontdneamente el grupo SO(3) en el grupo SO(2).
Para ello considere el triplete de SO(3) de campos escalares

donde los campos @;(x) son campos reales. Bajo SO(3)
o(2) = 00)p(z);  00) =T € SO(3). (2.8)

La siguiente lagrangiana renormalizable es un invariante de Lorentz y bajo SO(3) global

1
L= 3(0,9)" (") = V(e'o),
con

V(p) = 58(670) + AT )

donde A >0, A € R, V es el potencial escalar (potencial de Higgs si u? < 0). Los puntos extremos
del potencial son dados por

ov

= [u? + a)\(ot ;=
20 (1= + 4N )]s = 0,

si u? > 0, entonces el minimo ocurre en ;=0; en este caso, p corresponde a la masa de los campos
;. Un caso mucho més interesante ocurre si u? < 0, pues existe un ntimero infinito de punto que
satisfacen la condicién de extremo

to_ TR 2
PP N =v,
esto es,
©F + o5 + 3 =0, (2.9)

dado que A > 0, V (y por tanto, la energfa) es un minimo en todos los puntos de esta superficie
esférica. Lo que quiere decir que el estado base es degenerado, con grado de degeneracion infinito no
numerable. Note que la esfera es un invariante de SO(3). En efecto, sean ¢q los puntos de la esfera,
entonces ¢ = Oy el cual es otro punto de la esfera. Se debe de elegir una direccién en particular
caracterizada por algin punto de esta esfera, notando siempre que todos los puntos son equivalentes
en el sentido de que estdn relacionados por el grupo de simetria. Romper espontdneamente SO(3)
significa elegir una direccién particular (un punto de la esfera). Que direccién ¢ elegir lo determina
la teoria fisica. En este caso témese

o O

o = (2.10)

<




CAPITULO 2. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE UNA SIMETRIA
CONTINUA
2.1. EL TEOREMA DE GOLDSTONE

Los elementos de SO(2) son los elementos de SO(3) tales que dejan invariante a ¢, es decir,

O(03)p0 = wo.
Dichos elementos son las matrices de la forma

cosfs —sinfs 0
0O(03) = | sinfls  cosfs 0
0 0 1

De esta manera, SO(3) es roto espontaneamente a SO(2). Observamos que

O@3)p0 = o
M+ 05T54---]po = o= Tsp0 =0,

WaTa 1o cual con

de esta manera se dice que el generador T3 no estd roto. Dado que con O(6,) = e
a # 3, se convierte en _
Ty # 0o = Tatpo # 0,

implica que los generadores T y 15 estan rotos.
Ahora, desarrollando la teorfa en el entorno de ¢y mediante la traslacién

o(x) = o + o(x),

se tiene,
0 e1() 0 p1(z)
wot+e = 0]+ | 22) | = 0 + | p2()
v w3(x) v+ @3(x) 0
0 e1()
= 0 |+ |w2@) | =pnteg  conplp, =0.

De donde resulta que el potencial toma la forma

1
V= o1 (on +99) (n + 09) + Mlen + 2) (00 + 09I,
pero u? = —4\v%. Después de hacer el dlgebra se llega a lo siguiente

V = A2(—v? + ol on)eleg + (ehen — 20%)0hon + (0}04)?)-

Los términos de masa se identifican con las partes cuadraticas en los campos. Una posible masa
para @1 y @2 solo puede surgir de

(=% + plon)plps = [~0° + (v + h?))(¢f + 0F) = 20h(] +¢8) + -
Entonces @1 y @2 tiene masa cero, por lo que reciben el nombre de bosones de Goldstone. Como

ya se habia senalado anteriormente siempre aparece uno por cada generador roto. El término de
donde puede surgir un término de masa para el campo h es

(@L(ph - 21)2)90;50;1 = [(v + h)? = 20%)(v + h)? = 40®h? 4 4vh3 + bt —o*.
Haciendo un poco de algebra se obtiene
1 1 1
L= S0uh)(0"h) + 5 (0up1)(9"¢1) + 5 (Dup2) (9" p2)
—Al2vh(p] + ©3) + 207 (03 + ©3) + (97 + ¢5)° — v* + 4*h? + 4wh® + b1
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2.2. EL MECANISMO DE HIGGS

Por lo tanto 1 1
Ly = 5(a,m)(a“h) - §m,%hz’ — 4uAh3 — AR*,

2
mp

Sk Finalmente

con mi = 8\w?, entonces \ =

1 1 m? m?
Ly = =(0,h)(0"h) — =mjh* — Lh® — —Lpt,
h 2( uh)(9"h) 9"h 2u 8v2
Note que los bosones de Goldstone se transforman covariantemente bajo SO(2). Los bosones de
Goldstone siempre aparecen en una representacién del subgrupo H. Este es un resultado general.
El campo masivo h, llamado bosén de Higgs, se transforma trivialmente bajo SO(2).

2.2. El mecanismo de Higgs

Cuando la teoria considerada en el punto anterior es de norma, es decir, cuando es invariante
bajo transformaciones locales del grupo en consideracion, los campos de norma adquieren masa
mediante la absorcion de los bosones de Goldstone, de tal suerte que éstos desaparecen de la teoria
para incorporarse como un grado de libertad extra de los campos de norma, grado de libertad que
corresponde a la masa de la particula. La particula de Higgs queda como el unico remanente fisico
del multiplete de escalares introducido en la teoria para implementar el rompimiento espontdneo
de la simetria.

Astimase ahora que el grupo SO(3) actua localmente, esto es,

0(9) = @1 = U (x). (2.11)
La teoria invariante es ahora

1
ZFo R (2.12)

1
L= g(Dﬂw)T(DMSO) _V(¢T7¢) - 4w

donde D), = 9, —igT"Aj, es la derivada covariante y Fjj, = 9, A} — 0, A}, + geabcAZA,C, la curvatura
del grupo. En particular, en la representacién de triplete

(Dpp)* = D3y, con Dy’ = 5°°0, — ge®™ AT,

Asumiendo que la teorfa presenta rompimiento espontdneo (u? < 0 ), debemos tomar

0 ©1
p—=>pot+p, con =10 y w=|w2
v h

Nada cambia en V(p', ), con respecto a cuando la teorfa es global. Pero en el sector cinético se
generan resultados interesantes, como se vera a continuacién. Tenemos que

—_
—

Lx = 5 [Dulpo + @)D" (90 + ¢)] — 5 (Dypo)'(D*20)

[\

]‘ a ace € c 92,02 Al“
= SoPe e ALAT G = T (AL AL o )

®1

P2
asociados con los generadores rotos 7' y T2 adquieren masa, con m4 = gv, es decir,

1 Alu
L (4L, 42) ( Aw) |
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CONTINUA
2.2. EL MECANISMO DE HIGGS

Ahora, definase los campos complejos
1

+ _ © A2
AL = —2(AL:FZA“),

lo que implica que:
Al = L AF 4+ A~
i 2 ( s o )

2 _ + -
A2 = (AF — A).

-l

Entonces, el término de masa toma la siguiente forma miA; ATF la cual es invariante bajo U(1) ~
S0(2). Observe que el campo de norma A? asociado al generador no roto de SO(3) permanece sin
masa.

Por otra parte, definase

1 .
G* = %(901 Fipa).

Un desarrollo explicito del sector cinético usando las relaciones anteriormente definidas, conduce a

1 a ac, 1 .
5(2?%)(17 Poo) = (DL.GHI(DMGY) + 5(0uh)(0"h) + igealA; (DHGH)T

—AL (D"G)] + P p3A;, AT +ig(0,p3) (GTA™H + G ATH)

2
g _ _ _ _
—?(Gﬂélu + G ANGT AT+ GTATH).
En lo que respecta al sector de Yang-Mills, definimos

_ 1 - 72 _ . - _
Fl, =—(F,, —iF.)=D,A} — DAl F, = (FL),

1
V2
F3, = Fu +ig(A, A — ATpA), con Fu, = 0,4, —0,4,,

de donde se desprende que este sector se puede escribir como
1F“ Fery = 1F_ Ftmv 1F’“’F“” igF,, A"FATY
_i Qv - _5 Nz _i — 198wy
2
g — — - v —v
+Z(A“ AF — A:{AV YATHFATY — ATHATY).
Los acoplamientos fisicos que surgen del sector cinético de Higgs son

1 _ 1 _
SO)O"h) + PRAAL AT = S (B0 k) + m? A AT

+2gmyhA; AT + g*hP AL ALY,

My

con m, = gv, entonces v = . En términos de los campos complejos Aff y G*, la teorfa es

invariante bajo el grupo U(1) en forma manifiesta.
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Capitulo 3

La teoria electrodébil

El modelo estdndar es una teoria cudntica de campos renormalizable que describe las interac-
ciones electrodébil y fuerte entre los quarks y los leptones, los cuales constituyen las componentes
de materia mds elementales hasta hoy conocidos. Dichas particulas son fermiones de espin 1/2 e
interaccionan entre si mediante el intercambio de bosones de norma de espin 1 que estan asociados
con dichas interacciones. [13]

El modelo estandar es descrito por el grupo de norma

SU(3) x SUL(2) x Uy (1),

donde Uy (1) es el grupo de Hipercarga. La correspondiente constante de acoplamiento y el campo
de norma asociados a este grupo se denota por ¢’ y B,,, respectivamente. Los campos de norma
asociados con el grupo SU(2) son detodados por Wy con g se denota la constante de acoplamiento
correspondiente. Finalmente, SU(3) es el grupo de la interaccién fuerte. Los correspondientes ocho
bosones de norma reciben el nombre de gluones y suelen denotarse por Gj;. En esta tesis nos
centraremos en el sector electrodébil del modelo caracterizado por el grupo de norma SUL(2) X
U(1)y [14]. El propésito de este capitulo es presentar una breve descripcién de cada uno de los
sectores de la teoria electrodébil, con énfasis especial en el sector de Yukawa, en el contexto del
cual se dara la contribucién original de este trabajo.

Una interesante peculiaridad de la interaccion electrodébil es que distingue entre los estados de
helicidad de los leptones y los quarks, es decir, los bosones de norma correspondientes se acoplan
con diferentes intensidades a dichos estados. Como consecuencia, esta interaccién viola paridad.
Otra caracteristica importante consiste en que los bosones de norma correspondientes son masivos.
Es por esto que el mecanismo de Higgs juega un papel central en esta teoria.

En la teoria electrodébil, los leptones y quarks se organizan en tres dobletes izquierdos de
SUL(2), denominados familias, que tienen caracteristicas similares, excepto por sus masas,

lera.Familia : (?) ;e (;) : ugp y dgp (3.1)
L L
9 . Yy _ c
a.Familia : | ") 3 pg; s) i CR Y SR (3.2)
KL L
. vy _ t
3era.Familia : <T_> ;TR <b) : tr Yy bR (3.3)
L L

Resumidos de la siguiente manera,

L; = (?) i lriy Qi= (ZZ> i uri Y dRi (3.4)
i) i) L
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Los campos derechos e izquierdos estdn dados en términos del operador de quiralidad 75 mediante
Yy = Py y ¥vr = Pgrt, donde los proyectores de quiralidad entan definidos como lo dictan las
ecuaciones (1.24) y (1.25). Esta notacién es usada debido al hecho de que los campos izquierdos
transforman como dobletes bajo el grupo SUL(2), sin embargo este no es el caso para los campos
derechos, los cuales son sigletes del grupo. Asi, los campos tiene las siguientes transformaciones de
norma bajo SUL(2) x Uy (1):

_ i Yy
L; — L= 6xp[fioﬂ(a?)% +iB(z) )L
, Y
lpi — lgi= eacp[zﬁ(x)i]lm, (3.5)
donde o'(z) y B(z) son pardmetros de los grupos SUp(2) y Uy (1), respectivamente. Estos operado-

res determinan dos niimeros cuanticos Y y 75 , los cuales estan relacionados con la carga eléctrica,
mediante la relacién de Gell-Mann-Nishijima'

o3

Y

Calculemos el valor explicito de las hipercargas de los leptones y los quarks. Comencemos con el
valor del doblete lepténico y de quarks,

—0=1_Y
N I T M B

_ _ Y
Qli—_l— 2+§
Qu=%=3+7% 1
i v =Y, =(=).
P SV SR

Ahora calculemos el valor de la hipercarga de los singletes de leptones y quarks,

Y
lpi — Q:71:0+§éY}%:72,

2 Y 4
ur — @ 3 —1—2: R=5

-1 Y —2
d =—= N - ——

La lagrangiana invariante de norma de SUL(2) x Uy (1) se puede dividir en dos partes, una
que contiene a los campos bosénicos y otra que contiene fermiones y bosones. La parte bosénica
se divide a su vez en los sectores de Higgs y de Yang-Mills, mientras que el sector de fermiones
se divide en los sectores de Corrientes y de Yukawa. Por lo tanto, la lagrangiana de la teoria
electrodébil se puede divir en cuatro sectores como sigue:

L=rf 40 ="+ VM4 oY 4 2%,

donde £f = £Y + £% vy £° = £LH + £LYM | Se procede ahora a presentar una breve descripcién de
las caracteristicas principales de cada uno de estos sectores.

3.1. Sector de Higgs

Este sector permite dotar de masa a los bosones débiles y al bosén de Higgs y genera la dindmica
entre estas particulas. Para dotar de masa a los fermiones y bosones de norma, necesitamos del
rompimiento espontaneo de la invariancia de norma, ya que nosotros vivimos en el mundo simétrico

IEsta combinacién lineal hace que el vacio quede invariante
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U.(1), con un fotén sin masa. De esta forma debemos tener el siguiente rompimiento espontdneo
SUL(2) x Uy (1) — U(1). Para realizar este rompimiento espontdneo de simetria, se introduce el
campo escalar, llamado el campo de Higgs. Como se tienen cuatro campos de norma (tres asociados
con SUL(2) y uno con U(1)y), y se quiere terminar con un fotén si masa asociado con Ue(l), se
necesitan de al menos cuatro grados de libertad. [15] De esta manera se introduce un doblete
escalar de SU(2), con hipercarga Yo=1, [16]

B(z) = (gf) . (3.7)

La lagrangiana renormalizable es
Ly =Luarx+V, (3.8)
donde Lk es el término cinético, dado por:
Lk = (D,®)(D"®), (3.9)

del cual sugen las masas de los bosones de norma, asi como sus interacciones con el bosén de Higgs.
Por otra parte, V es el potencial de Higgs, cuya estructura renormalizable tiene la forma:

V = 2 (®Td) + \(®Td)?, (3.10)

con g un parametro con unidades de masa y A > 0 adimensional, para asegurar que el vacio
sea estable. Es aqui donde se genera la masa del bosén de Higgs y sus auto interacciones. El
rompimiento espontdneo de SUL(2) x Uy (1) ocurre cuando p? < 0. En efecto la condicién de
minimo es dada por:

ov

9V _ 2 Y —
oot = 0= ¥ +2a@Te)e =0, (3.11)

pero esta minima energia es degenerada, ya que

2 2
u v

ot =2 = 3.12
2N 2 (3.12)

De esta manera se toma una direccién ®g, tal que:

3y
QP = (02 + 2) D =0, (3.13)

dado que Y®(x) =(+1)®(x), tomando la relacién de Gell-Mann-Nishijima se obtiene que

=6 )66 )

asi la dnica forma posible para ®g es:

By = (\25) _ (3.14)

Por lo que al estar eligiendo un @, ya estamos rompiendo el grupo. De esta forma la teoria tiene
un minimo en ®(. En consecuencia de los 4 generadores, queremos romper 3 para que corresponda
al grupo electromagnético, como se ha dicho anteriormente. Segtn el teorema de Goldstone, por
cada generador roto hay un escalar de masa cero, llamado bosén de Golstone. En este caso se tiene,

G, G 0
O(x) = P+ P(z) = | vrutic. | = | ic. |+ | wvim | = P4+ Py (3.15)
V2 V2 V2
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La masa del campo H surge del potencial de Higgs.

Ya hemos visto que % = _2—‘/‘\2, de donde resulta que 2 = —\v2. Ahora bien, queremos conocer
2
(@g+ @)} (B +®)) = D) Dy + D] D), + D] D+ B Dy Pero &f b, = (W )2, @f 0, = (GLGE+5F)
y @1, + @] @, = 0. Por lo tanto (@4 + ;)T (D, + @),) = &} ®, + @] ;. Entonces
V(@ ®) = [P+ \(0TD)]|(2TD)
2
- >\[2(—% + 0] 0,) D10, + (B By, — 0v?) D] B, + (D]D,)7]. (3.16)

Analicemos de cerca el primer término del cual podria surgir un término de masa para G y G..

Como <I>;<I>g = (GGt + C?) = (®? + ®3 + ®?), entonces se tiene que

2 H2
2)\(—% + O], 24) @)@, = 2X(vH + ) (@] + 03 + 87). (3.17)

Asi, de la ec. (3.17) vemos que no hay ningin términos que puede contribuir con términos de masa
para los campos @1, @, y ®;. Esto significa que los campos Gt y G, son bosones de Golstone, que
como sabemos siempre aparece uno por cada generador roto si la simetria es global, en cuyo caso
tenemos 0, en lugar de D,,, y seudobosones de Golstone si la simetria es de norma (mecanismo de
Higgs). Finalmente, analicemos el segundo término de la ecuacién (3.16), el cual estd dado por

to _onate, - Y "2 0? H?
/\((bh(bh, v )‘bhq)h = )\( B +vH + 5 )( 9 +vH + 5 )
4 H4
- A(—%+v2H2+vH3+T). (3.18)

De esta expresién se puede identificar la masa que corresponde al campo H, la cual puede verse
que es dada por my= v/2v\v.

Por otra parte, los sudobosones de Goldstone pueden ser removidos de la teoria mediante
una transformacién de norma particular, conocida con el nombre de norma unitaria. Esta norma
corresponde a una transformacién de norma para la cual los nuevos seudobosones de Goldstone
son exactamente cero:

G =0y G =0.

Este caso corresponde a fijar la norma con respecto a los generadores rotos de SUL(2) x Uy (1),
pero no respecto al generador no roto. Esta es la norma unitaria,

P(z) = (%) : (3.19)

Para desarrollar el término cinético debemos conocer la forma de la derivada covariante en la
representacién fundamental, la cual es dada por

.o Y
D, =0, — zg;Wl‘f — zg’EB#. (3.20)
Construyamos explicitamente la derivada covariante para esta representacién, para eso tomemos
0 1
en cuenta que @ <U+H> = 0, y definamos o7 = (O > operador de subida, y o= = (O O)
VR 0 0 1 0

operador de bajada. Ademsds, se introducen las siguientes definiciones para los campos de norma:
Wi =W, FiW2. Después de alguna dlgebra, se obtiene

0 ig 1 i 0
o.H | — =(v+H)W/| ( ) + —(gW3 — ¢'B,) <1;+H> ) (3.21)
( % ) 2 A

D,® =
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Por lo tanto,

1 2
Lax = 5@.H)O"H)+ v+ HP W, W
1
+5(0+ H)*(PWIW™ — 294 W2 B* + ¢ B, B"). (3.22)

2
El término %- (v)2W; W+ es el término de masa para los campos de norma W+, En lo que respecta

a los términos de masa asociados a los campos de norma Wi y By, notemos que la ecuacién anterior
se puede escribir como

1 92 _ 1 2 / W?);L
5 OuH) (0" H) + T (v + HPW; W+ S(o+ H(WE, B,) <_ggg, g%) ( B > ,

donde se definié el llamado angulo débil como tanf,, = %/. Por lo tanto, cosf,, = ¢, = \/g29+7 y
gl

0y, — 5, — ' ., . . PR . . .
sinf s De la expresién anterior, vemos que los términos de masa para los campos
V92+g?

WS y B, estan encriptados en el siguiente término
1 o8 9> 99"\ (W
gv (Wﬂ’ Bu) <_gg/ g/2 B# ) (323)

el cual puede ser diagonalizado de la siguiente manera

1, @ +g?% 0\ [(z" 1o 2 “

3 (Zu, Ay) ( 0 o) \an) =35Vl +97)2.2", (3.24)
usando la transformacién ortogonal

(ng) =5 (iﬁ) = (_c;Uw i:) <i’;> - (3.25)

1
2¢Cw gu

De la ec.(3.24) podemos ver que la masa del bosén de norma neutro Z estd dada por my =

”ZVY/V , mientras que la masa del fotén es cero, como debe ser.

3.2. Sector de Yang-Mills

En los anos 50’s Yang y Mills concideraron extender la invariancia local de norma para incluir
las transformaciones no-abelianas 2 bajo SU(2) [14]. De esta forma al incluir los campos vectoriales,
se debe agregar el término de propagacién de los campos, también denominado el término cinético,
el cual debe de ser invariante de norma. Dicho término se construye con las estructuras covariantes
dadas por el tensor de campo W, = TiVVﬁV7 asociado con el grupo no abeliano de SUL(2) y
el correspondiente tensor B, del grupo abeliano Uy (1), los cuales transforman de la siguiente
manera

W, =UW,U',  UeSUL2) (3.26)

y B//u/ =B,.. (3.27)
Asi, la lagrangiana del sector de Yang-Mills de la teoria electrodébil estda dada por

1 a apuv 1 v
Ly = _EWWW my ZBWBM ’ (3.28)

2Esto lo hicieron como un ejercicio matemético.
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donde los tensores de campo estdan dados por

B,, = 0,B, — 9,B,, (3.29)
W, =0, W —9,Wi + ge® W)Wy, (3.30)

nv

Pero como vimos en la seccién anterior, se tiene que B, = cywA, — swZ, ¥ WS = cwZy, + Swdy,
entonces

B, =cwluw — swZuw (3.31)
y
W3, = suFpu + cowZy, +ig(Wy W — W W,i). (3.32)
Ademas, definimos
wh =o,wr—-a,wr. (3.33)

Por otra parte, sean los tensores con contenido de carga eléctrica

Wi =W, —iW2) | Wi, = ZWhE+Wg)
W, = %(W;V + zWil,) Wﬁu = ﬁ(WJV -Wa)
Note que W#’U = (Vi/j,j)Jr Realizando el dlgebra para W;,, se tiene que
Wi, =W, +ie(W, A, — W,FAL) +igew(W,FZ, — W,[ Z,,). (3.34)

Finalmente la lagrangiana de Yang-Mills toma la forma

1 1 luv 2 luv 1 3 3uv 1 v
L = —Z(WWW W W) — W W o EBWB“
1. s v 1 v 1 v . — v
= _§WWW+I‘ —EFWF“ —EZWZ“ —i9(swFpu + cwZy )W HFWT
2
+%(W;WJ — WW, ) (W — W), (3.35)

Este sector determina las interacciones entre los bosones de norma electrodébiles W*, Z y A.

3.3. Sector de Yukawa

El modelo estandar contiene dos sectores fermiénicos con estructuras de norma y de Lorentz
completamente diferentes. Uno de estos sectores es el de Yukawa. La simetria electrodébil no per-
mite la introduccién explicita de términos de masa para ningutn tipo de particula, y en particular
para los leptones y quarks. El sector de Yukawa tiene como propdsito generar las masas para los
fermiones quirales via el mecanismo de Higgs. Las invariantes de este sector se contruyen como
producto de eigenestados de campos de norma que vinculan fermiones de diferente helicidad aco-
plados al doblete de Higgs. Como sabemos, la teoria electrodébil no define los estados de helicidad
derecha para los neutrinos, por lo que no pueden tener ninguna manifestacion fisica en este sector.
El secctor de Yukawa corresponde a invariantes electrodébiles de dimensién cuatro que se pueden
construir con los dobletes izquierdos de los fermiones, los singletes derechos y el doblete de Higgs.

Las expresiones (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4) nos muestran como se organizan los fermiones. De
esta forma la lagrangiana de Yukawa es:

Ly =LY + L%, (3.36)
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donde

Ly = -YLLi®ly, + h.c. (3.37)

LY = -Y!Qidul; — YIQi®dy, + h.c., (3.38)

donde en cada término existe suma sobre los indices de sabor i, j. Las Yllj, Yy Yd son componentes
de matrices 3x3 completamente generales, llamadas las constantes de Yukawa las cuales son
adimensionales. En lo que respecta a los quarks, sabemos que existen estados derechos para las
dos componentes del doblete izquierdo, de esta manera es necesario considerar otro objeto que

transforme convariantemente bajo el grupo SUp(2) x Uy (1). Dicho objeto es dado por

N 0 v+H
b=ioto =" V(. u)=(). (3.39)
-1 0 0
V2

3.3.1. Sector de Yukawa Leptdnico

El sector de Yukawa lepténico puede escribirse de la siguiente manera

(=)
P — v+H
V2

0
=L = -Yl (UL 1) (HH) I'rj + h.c.
V2
v+ H_, -
= \@ Y Lz R] + h.c.
v+ H .
= ——E}Y'ER + hec., 3.40
\/Q L R ( )
e/
donde E' = | ¢/ | es un vector en el espacio de sabor. Lo que implica que
!
-
Yl H -
LY = —E] — —E.Y'ER + he. 3.41
L 75 Nl R ( )
Ahora sea YTL; = };l, de aqui también se tiene que Y*! = ‘fY . Asi que la lagrangiana puede ser
escrita de la siguiente manera
l H RV nl]
Ly =—(1+ ;)ELY EL + hc. (3.42)
Como ya se habfa mencionado, = 2Y! son los elementos de la matriz de masa, la cual es

ZJ V2 ig
completamente general. Para identificar las masas fisicas es necesario diagonalizarla. Al respecto,

existe un teorema del algebra lineal que nos dice

Teorema: Para cualquier matriz M, siempre es posible encontrar dos matrices unitarias, A y
B, tal que AM B es real y diagonal.

Prueba.- Expresemos la matriz M en su descomposicién polar, la cual estd dada por

M = HU,
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donde H es una matriz hermitiana y U una matriz unitaria. Pero toda matriz hermitiana puede
ser diagonalizada por una matriz unitaria, esto es,

STHS
es diagonal, con ST = S~1. Por lo que tomando A = STy B = U'S, tenemos que
AMB = STMU'S = ST(HU)U'S = STHS,
la cual es una matriz real y diagonal, ya que los eigenvalores de una matriz hermitiana son eigen-

valores reales. Por lo que queda demostrado el teorema.
Por otro lado, sea la transformacion unitaria dada por

E, =VIE, (3.43)
Ely = VL Ep, (3.44)
donde V} y V} son matrices unitarias, entonces la lagrangiana toma la forma
£y =1+ DB VIVIVLER + 1 3.45
Y_(J’_U)LL RER + hoC. (3.45)

Definamos M! = VL”YZVIQ, la cual es una matriz diagonal y real, usando el teorema anteriormente
demostrado, por eso se pide que VLl y Vf%, sean matrices unitarias. Dicha matriz es la matriz de
masa de los leptones. Entonces

H _ _
£, = 7(1+?)(ELMZER+ERMZEL)
H, -
= —(1+—)(EM'E), (3.46)
donde
me 0
M=[0 m, 0]. (3.47)
0 0 m,

Asi pues el sector de Yukawa para leptones conserva el sabor, esto es, el bosén de Higgs sélo se
acopla al mismo tipo de leptén cargado. Finalmente,

Lh=—1+ %)(EMZE) (3.48)

3.3.2. Sector de Yukawa de Quarks

Una vez més en la norma unitaria, tenemos
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De este modo la lagrangiana de Yukawa para el sector de quarks es

v+H _ 0
Ly = =Yi(ug,,dg,) ( ‘65 ) Up; — Yi;i'(a/Lia Ti) <v+H> dp; + h.c.
V2
v+H_ v+ H
= 5 Yiu g — 7 Yidydp; + hec.
H
S ;5 (ULY UL + Dy YD) + hee. (3.49)
u/ d/
donde U'= | ¢/ | y D' = | ¢’ | son vectores en el espacio de sabor. Entonces
t’ b
Ly UL Yoy, ULY“UR D', Dy YeDh + h.c. (3.50)

VAL DLff

u > , . .
Sean 31[2” =Yuy }:[” Yd asi que la lagrangiana anterior toma la forma

H _ _ _
£y = ~(1+ 2)(OLY Uy + DLYDp) + huc. (3.51)

Ademéis YZ’J‘ = \%Yg ﬁ‘j = \;ingl son los elementos de la matriz de masa para los quarks de
tipo up y down, respectivamente. Dichas matrices son completamente generales, las cuales deben
ser diagonalizadas para determinar las masas fisicas de los quarks. Apoydndonos en el teorema de

la seccién anterior, hagamos las siguientes transformaciones unitarias

Up, = VL“UL} D}, =VIDy (3.52)

Uy = ViUR [’ Diy = VADE’

donde V!, V5, VLd y V}g son matrices unitarias. Entonces, en término de los nuevos campos, la
lagragiana de Yukawa toma la forma

H
£l =—(1+ ?)(ULVL"TWVRUR + DrVIYAVEDR) + hec. (3.53)

_ dies .
Definamos M" = V' TY“V;{ y M4 = VLTYdVg, las cuales, como consecuencia del teorema men-
cionado, son matrices diagonales y reales. Finalmente,

H _ _
Ly =—(1+ ?)(UM"U + DMD), (3.54)
con
m, O mg O
M= 0 m, O y Mi=[0 mg 0 ]. (3.55)
0 0 my 0 0 my

De esta manera el sector de Yukawa para quarks en términos de los eigenestados de campos de
masa conserva el sabor, ya que el bosén de Higgs sélo se acopla a pares del mismo tipo de quarks.

3.4. Sector de Corrientes

Este sector determina los términos cinéticos de los leptones y quarks, asi como sus interacciones
con los bosones de norma. Esto se genera al sustituir la derivada ordinaria de la parte cinética de
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los fermiones quirales por la derivada covariante asociada al grupo electrodébil, lo que da lugar a
la presencia de términos de interaccién carracterizados por las estructuras de Lorentz v, y v.7s.
Las interacciones de los fermiones con los bosones de norma da lugar a lo que se conoce como
corrientes cargadas y neutras. En términos de los eigenestados de masa, este sector conserva el
sabor de familias y aun entre miembros de las misma familia en el caso de corrientes neutras. Este
requerimiento viene de la necesidad de definir correctamente a los términos cinéticos, los cuales
no pueden involucrar el producto de dos términos diferentes, es decir, los términos de la forma
ifLiv"0, fr; con i distinto de j, no tiene una interpretacién directa en el contexto de campo libre.
La lagrangiana renormalizable para este sector es dada por

Lo=LL+ LY (3.56)
donde
L= iDL, + illy, PlY,. (3.57)
La primera derivada de la ec. (3.57) es:
0% e YL
DI‘ = 8,1 — Z?W’u + 19/731“ (358)
y la segunda derivada corresponde a
Y
D, =0, - zg’TRBM. (3.59)

De acuerdo con el rompimiento espontdneo SUL(2) x Uy (1) — U.(1), el generador del grupo
electromagnético es Q = T3 + %, asi que el lepton cargado izquierdo y derecho tienen la misma
carga, auqnue, como ya se vio, no la misma hipercarga. Entonces

0'3 YL YR
Ql—?+7 Y Ql—7~

Por otra parte para el caso del doblete la derivada covariante en la representacién fundamental de

SUL(2) es

D, =8, — %(W;ﬁ + W) - %Zﬂ((ﬁ —252Q)) — ieQiA,, (3.60)

mientras que para el singlete la derivada covariante correspondiente es
52
D# = 8# — iteAl_L + Z‘gQZwaZ#. (361)

w

Por ejemplo,
;v 19 o+ (i ig . — (0 ig Vi ) 0
PLi = (&ﬂ;) - EW ( 0 ) - EW (uu) B E‘Z ((1 + 2§5Ql)zu) —ieQd (zLi)

9

V2

‘*‘@QIAJIL{Y“ ILz + %Zu(DILﬂM’/Li -1+ 25121;Ql)(_/LﬂullLi))
w

= iLPL, = iﬂ’Liav/Li+i7Lil?l/Li+%W,f v + =Wl v,

— — — 2 —
il My = il gy + eQrA iy U — szQQlZ#lhﬂulﬁr
w
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3.4.1. Sector de corrientes Leptonico

El sector de corrientes lepténico es dado por la siguiente lagrangiana
+ iwil_/ll"}/'ul/i‘
V2 va e
— g _ —
FeQuUALlL L + XZH(V/LiFYHV/Li -1+ 253;@1)( LY 1Li)

w

L, = ivydvy, +ilydl,; + W+VL17

2
=77 77 Sw 77
+Zl;~2ial3~2i + teAMl;%fY#l;%i - C*QQlZul;zﬂ”l}gi- (3.62)

Sean los vectores en el espacio de sabor,

v, e
l// — V/{L y Ell — Nl
74 T’
Entonces,
Ll = it v, +iELJF; +iERJER + J =Wy EL

V2
W B, eAUQUELY L+ QiR )
2

n Sw T L
o 207, = (L4 2800 (B B) = “29QuZ, B By, (369

Pasando a eigenestados de masa elegimos las mismas matrices que rotan Er, y Egr

r /1
E = V%EL
T .
En =ViER
(Pero qué hacemos con ;7 Como no hay ninguna restriccién ya que desaparece totalmente del
sector lepténico de Yukawa, podemos elegir la transformacién que mas nos convenga, asi lo trans-

formamos de la misma forma que E7, para que elimine los efectos de violacién de sabor en las
corrientes cargadas. Entonces, tomemos

/ !
v, =Vivr.
Como consecuencia de esta eleccién, las corrientes neutras conservan el sabor. En efecto,
HAPE, = p VINrVIE
LYV L = viLVp, vV

= uy"VIVIEL

= pyMEy. (364)
En lo que respecta a las corrientes cargadas, tenemos

E}JF; + ERdER, = ELJEL + ErdER
= FEJPLE + EJPRE
EJ(Pr+ PL)E
— EJE. (3.65)

lo cual muestra que no esxisten acoplamientos entre miembros de diferentes familias. Es importante
senalar la ausencia de interacciones entre leptones de diferentes familias mediadas por el bosén débil
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cargado. Ademads esto no sé6lo se debe a la inexistencia de neutrinos derechos, sino también a que
el sector de corrientes es originalmente invariante de sabor. Finalmente,

ﬁlc = i @uy +iEJE + %(W:ﬂy“PLE + W;E’y"PLy)
+€AH(Q1E’)/“E)

+2i Z, (07" Prv + g4 Ery" Er + g% Ery" ER). (3.66)
w

3.4.2. Sector de corrientes Quarks

El sector de corrientes de quarks esta caracterizado por la siguiente lagrangiana

L1 = iQPQ; + ity Pulp; + idy; Pdy;, (3.67)

/
donde @} = (Z}) . El desarrollo explicito de esta expresién conduce a
i) L

. .3 g
Ll = dupduy,; +idpddy,; + TWJUL/V dy; + EW;L dp iy ul
— g _ —,
+6Q1Aud/Lﬂ“dle‘ + IZH(UL{Y#’U’IL@‘ -1+ QSEUQZ)( /Li’YHdILi))
2

_ - s2 -
+itlg; Pulp; + Qi AUV U — C*QQlZu“/Rﬂ#“/Ri
2
- - s2
+idp;ddp; + eQAudry" dg; — QQlZ driy* (3.68)

Introduciendo los siguientes vectores en el espacio de sabor de quarks,

u’ d’
U/ — C/ ’ D/ — s/
t v

la lagrangiana toma la forma

+eA, (D" Dl + QiU U + QzDﬁw“Dﬁa)
55 2,(037"U, — (1+255Q0) (D37 D})

s2 _ s2 _
9 ZURy U = 2 9QiZ, Dpy" Dy (3.69)

f

Pasando a eigenestado de masa mediante las siguientes transformaciones unitarias

U, = Ve
U, = VilUg
D, = ViD,
D, = ViDpg.

se obtienen las corrientes cargadas y neutras en este sector. Como consecuencia de la unitariedad
de la transformacion, las corrientes neutras conservan el sabor. Por ejemplo,

Upy'Up = UrVEVEA UR
= UR’}/“UR. (370)
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Cabe senalar que el cambio de sabor mediado por corrientes neutras aparece a orden de un lazo.
Algo muy diferente ocurre con las corrientes cargadas. En este caso, se tiene

Ujy"Dy = ULV 4#viDy
= U VMVt Dy,

sea K= VL"TVLd la matriz de Kobayashi-Maskawa. Entonces,
Ui’y“D/L = ULK’}/MDL. (371)

Existe un efecto observable de interacciones entre quarks de diferentes familias que se transfiere
desde el sector de Yukawa a través del proceso de rotacién. Este es un fenémeno directamente
relacionado con la definicion de las masas de los fermiones quirales. Por lo tanto las corrientes
cargadas cambian el sabor de los quarks. La presencia de este efecto de violacion de sabor a nivel
de accién clasica es responsable de que a orden de un lazo aparezca el fenémeno de cambio de
sabor mediado por los bosones neutros Z, A y H (corrientes neutras con cambio de sabor).
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Capitulo 4

El sector de Yukawa en 6
dimensiones

En este capitulo se presenta la contribucién de esta tesis. El objectivo central es encontrar la
representacion espinorial del grupo de Lorentz en 6 dimensiones, determinando la forma explicita
de las matrices de Dirac correspondientes, con el fin de estudiar la estructura del sector de Yukawa
en un espacio-tiempo 6-dimensional, en el que ademés de las 4 dimensiones ordinarias del espacio-
tiempo, se asume la existencia de dos coordenadas espaciales compactas.

4.1. Espinores en 6 dimensiones

Considere un espacio-tiempo plano de dimensién m, es decir, una variedad M™ = M* x N'™ |
donde n es el nimero de dimensiones extra. El grupo de Poincaré ISO(1,m — 1) en este espacio
estd definido a través de sus generadores, cuyo nimero es igual a %m(m + 1); donde m de estos
generadores, denotados por Py (M = p, i, con u=0,1,2,3y i =5,...,4+n ), pertencen al grupo
de las translaciones, y los restantes %m(m — 1), denotados por Jasn, estdn asociados con el grupo
de Lorentz SO(1,m — 1). Estos generadores satisfacen la siguiente dlgebra de Poincaré [4]

[P]WvPN]:Oa (41)
[Jvn, Prl =i (9mrPN — gnrPrm) (4.2)
[Jun, Jrs] =i (gurINS — gmsINR — GNRIMS + gNsTMR) - (4.3)

Esta dlgebra tiene 2 sub-algebras unidas. Una de éstas corresponde al grupo de Poincaré estandar,
la cual se denota con indices griegos, y que ya fue presentada en el capitulo 1.

[P s P, V] =0,

[J;wv Pp] =1 (gupPu - gl/pPl—t)

[J/LV7 Jpﬂ] =1 (g/LpJua - g/LUJup - gpr;m + gvaJ;Lp) .
Mientras que la otra algebra esta asociada con el grupo ortogonal inhomogéneo en n dimensiones
I150(n), y cuyos indices correspondientes a las dimensiones extra son denotadas con indices griegos
barra,

[P (%) P 17] =0,

(Jaw, Psl = i (9a5P5 — 95pPn)

[Jﬂm Jﬁ&] =1 (gﬂﬁJD& - gﬁ&JDﬁ - gﬁﬁjﬁ(r + gﬁﬁJﬁﬁ) .

= Transformacién de campos
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Considere una transformacion infinitesinal de Poincaré en la variedad M™,

X]/\/[:XM—FwMNXN—‘y-ij, (44)
donde X € M™. Ademsds, wyy = —wpyp ¥ €y son los pardmetros infinitesimales del grupo.
Entonces

(5XM:U}MNXN+6M. (45)

Campo vectorial
Bajo una transformacién infinitesimal del grupo de Poincaré, un campo vectorial se transforma
como

Ay (X) = [gun + wun] AN (X +6X). (4.6)
Haciendo un desarrollo en serie a primer orden en la variacién de la coordenada X, se tiene
w(X) = [gun + wnn] (AN (X) + 6Xp0" AV (X)),

esto es,
A (X) = gun AN (X) + wun AN (X) + gun (wprX T + ep)0P AN (X),

de donde se obtiene que la variacién del campo estd dada por
SA (X)) = [wyn +gMN(waXR+ep)6P}AN(X). (4.7)

Esta relacién puede dividirse naturalmente en variaciones de componentes de A,(X) y Az(X)
como sigue,

6ALX) = |wuw + gu(wrp2” + ek)aA]Ay(X)

H(wpra” + )0 + w0 (X7 = 207 AL(X) + 0 AT(X),  (43)
0A(X) = [wap + gas(wsza’ + 6;\)65‘]./49()()

(e + €0 + w0 (00" — 07 Au(X) + 0 AV (X). (49)

De estas expresiones, podemos ver que A, y Ay se transforman bajo el grupo estandar de Lorentz
SO(1,3) como un vector y un escalar, respectivamente, mientras que bajo el grupo ortogonal
SO(n) se transforman como un escalar y un vector, respectivamente. Esto significa que el vector
definido por el grupo grande de Poincaré ISO(1,m — 1) puede descomponerse en términos de
objetos covariantes de los grupos ISO(1,3) y ISO(n). Estos objetos son A, (X) y Az(X).

Campo Espinorial

En el estudio de esta representacién de SO(1,m — 1), asumiremos que m es par, a modo de no
perder la propiedad de quiralidad de los espinores. Del capitulo 1, sabemos que existen m matrices
I'as de dimension 2% x 2%, tales que satisfacen el dlgebra de Clifford, definida como

{Tam,I'n} =29mnN,

donde la métrica se toma como gy n = diag(l,—1,—,...,—1). También, sabemos que los genera-
dores de la representacién espinorial se definen como

i
SMN _ 7 1—\]\/[ FN .
LT T
Ahora bien, un espinor bajo el grupo de Lorentz SO(1,m — 1) se transforma como

U, (X) = (As)ap¥p(X);  Ag=esvmns™™ (4.10)
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donde (As)ap € SO(1,m — 1), con A = a,a, siendo a = 1,2,3,4 y @ = 5,...,2%. Bajo una
transformacion infinitesimal de Poincaré, tenemos que
)
U (X) = [0ap + zwun(SMY) 4] ¥E(X +6X). (4.11)

2

Haciendo un desarrollo en serie a primer orden en la variacién de la coordenada X, se obtiene

Wy (X) = [0aB + %wwa(SNIN)AB][WB(X) +6Xr0"U (X)),

esto es,
) ,
WX) = [oap+ §wMN(SMN)AB + dap(wpun XN 4 epr)0M]U5(X)
)
= \I’A(X) + §”UJMN(SMN)AB\I/B(X) + (SAB(U)]\/]NXN + GM)a]W\I/B(X),

asi que la variacién del espinor es dada por
i
SW4(X) = [gwMN(SMN)AB + 0ap(wyn XN + err) MU p(X). (4.12)

Podemos ver que esta relacién puede dividirse en variaciones de ¥, (X) y W45 como sigue

i

VW, (X) = i[w/W(SW)aﬁ + wﬁf/(sﬁﬂ)aﬁ + QWALD(SW)aﬁ]‘Ijﬁ(X)
+[0ap(wppx” +€,)0, + 5a5(wﬂpx’7 +€7)0n + §a5ww(xﬁaﬂ — 2#0;)] Vs (X)
) o _
+5 1w (") ag + wap () ap + 2wus (5") o519 3(X), (4.13)
i v o o
Wa(X) = i[ww(su )aﬁ + Wz (S* )&B + 2wy (S* )&B]\I’B(X)
(055 (Wua” + €.)0y + 055(wanx” + €3)0a + Og5wun (27 0y — 21 05)|¥5(X)
i v oo v
5 [0 (5" )ap + wian (5™ Vg + 230 (5" ) W (X)- (4.14)

Por lo que el espinor que se transforma bajo el grupo grande de Poincaré I1SO(1,m — 1) puede
descomponerse en términos de objetos covariantes de los grupos 1S0(1,3) y 1S0(n). Las trans-
formaciones estdandar de Poincaré estan definidas por las condiciones wpp = wyp = €z = 0. En este
caso, las ecuaciones (4.13) y (4.14) toman la forma

W0(X) = | 1000 (5" Y] s wpa” + )0 W) + Sl (8")asW500), (115

W (X) = | 51000 (5" ]+ s tpa” + 6)0] W50 + S0 (S )asW5(X). (416

De estas ultimas dos expresiones no podemos concluir aiin como se transforman estos objetos bajo
el grupo de Lorentz estdandar SO(1,3), ya que necesitamos saber como son los generadores S™M~
explicitamente.

Hasta el momento todo lo que hemos hecho es muy general, ya que todo fue desarrollado en el
contexto de un espacio-tiempo de dimensién m. Como ya fue mencionado, el objetivo de esta tesis es
estudiar la estructura del sector de Yukawa en un espacio-tiempo de dimensiéon m = 6, por lo que en

41



CAPITULO 4. EL SECTOR DE YUKAWA EN 6 DIMENSIONES
4.1. ESPINORES EN 6 DIMENSIONES

lo que sigue restringiremos nuestro analisis a esta dimensién. Entonces, un primer paso consiste en
construir los generadores de la representacion espinorial en esta dimensién. Para tal fin, necesitamos
determinar las matrices de Dirac, que en esta dimensién son 6 I'y; (M = u, i, con p = 0,1,2,3
y L = 5,6 ) y tienen dimensién 8 x 8. La estructura de dichas matrices estd determinada por el
algebra de Clifford. Para construir dichas matrices, se tomard como base las matrices de Dirac en
4 dimensiones. Pero antes, necesitamos definir el producto directo de matrices. Sean

a1 Q12 bll b12
A= B = ,
((121 a22> 4 <b21 b22>
dos matrices generales. El producto directo de matrices (producto de Kronecker) se define como

a11bir  aiibiz  aibin  aizbia
_ (anB ai12B\ _ | a11b2r ai1bae  ai2bar  aizbao
Ao B— . (4.17)
a1 B agB a21b11  ag1bia  ag2bii  az2bia
a21b21  ag1baa  agabar  azaban

Tomando esta convencién, podemos expresar las matrices de Dirac 4-dimensionales como el pro-
ducto directo de las matrices de Pauli con ellas mismas, o con la identidad, esto es!,

P =(*®1y), ~'=i0?*®0d"), = (c'®l,). (4.18)

con i=1, 2, 3. Ahora usemos estas matrices para construir las matrices I'j; en 6 dimensiones. Se
proponen las siguientes,

o 2. o (04 —ir°
I = (02 @~7) = [ 1 —i’ j=1,2,3 (4.20)
,L',yj 04 ) ) .
. 04 ~°
5 — (i0? @ %) — ( 4 7 421
(i @7")={_s o, (4.21)
) (1, 0
M=Golel)=4( % 2 ). 4.22
(io°®@1) =i (04 1, (4.22)

Dichas matrices satisfacen el dlgebra de Clifford, es decir,
{T'n, v} =2gmn, (4.23)

donde gyn = diag(l,—1,—1,—1,—1,—1). Se deduce que estas matrices tienen las siguientes pro-
piedades
ot =% ri=_r, 1°=_p T16=_f" (4.24)

)

Como la dimensién en la que trabajamos es par, sabemos que debe de existir una matriz I'” que
satisfaga {I'", ™} =0y (I'")? = 1, la cual estd definida por

I = TP = (0! @ 14) = O Loy (4.25)
1y 04

Dicha matriz es hermitica.

Por lo tanto ya podemos construir los generadodes de la representacién espinorial para esta
dimensién, ya que como sabemos SMYN = ﬁ[FM ,I'V], entonces utilizando la definicién de los
generadores y propiedades del producto directo se tiene que?

1Los subindices representan la dimensién de la matriz, por ejemplo 12 es la matriz identidad 2x2.
2Los subindices indican la dimensién de los generadores, o de las matrices.
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I AR P A4 PR I S% 0
Se _4[1“0,1“]—4(12@[70,7})_4<ho4ﬂ : )_ <Oi 5§i>;

[, ] 4
S L T 1 R B (A
505 i[FO,F5] _ 3(12 2i[y°,7%]) = i (ih(());’ﬂ ihgff]) ;
505 = %[pi,rf’] = %(12 ®ily',7°) = i (ih(i)js} ih?fﬂ) ;

i6_£i6:£~23 AW
SG _4[F7F] 4(7’[0 )0 ]®’7)7

? 7,
Sg° = [0°.1%) = L (ilo?, o*] ©1");
S50 = 0%, 1% = ~(ilo* 0*) ® ir®),

conti,j=1,2, 3. Como vemos los generadores son matrices de 8 X8, cuyas componentes denotaremos
de la siguiente manera {SMN} 45, donde A=a, @&, con a=1, 2, 3,4y a= 5, 6, 7, 8. Por otro lado
los generadores S{° y Sg’ se pueden escribir de la siguiente forma

. (SE 0
S¢" = (3 Siw); (4.26)

es decir los generadores S5 bajo SO(1,5) en 6 dimensiones, se pueden escribir en forma covariante
en términos de los generadores S4” bajo SO(1,3) en 4 dimensiones, mas explicitamente vemos
que las componentes (S*”)ap y (S"")s5 coinciden con las componentes de los generadores en la
dimensién 4, y las componentes (S*")ap y (S""),5 son cero, es importante poder conocer estas
componentes, ya que de acuerdo con las ecuaciones (4.15) y (4.16) se necesitan conocer para poder
determinar como se transforman los espinores bajo el grupo de Lorentz estdndar SO(1,3). Por
lo tanto la transformacién infinitesimal para las componentes de los espinores en 6 dimensiones,
queda finalmente como

Wa(X) = |l (5" )osl + S +6,0,] 030, (L27)

i LV v
dU4(X) = [Q[ww(sf )&5] + Oap(wux” + Eu)au] \I/B(X). (4.28)
Lo que indica que ¥, (X) y U4(X) se transforman como espinores, cada uno bajo el grupo de
Lorentz SO(1,3).

Por lo tanto ahora sabemos que los espinores en 6 dimensiones, bajo el grupo de Lorentz
SO(1,5), se transforman independientemente como 2 espinores covariantes de dimensién 4 bajo el
grupo de Lorentz SO(1,3). As{ podemos escribir cualquier espinor de dimensién 6, el cual tiene 8
componentes de la siguiente forma

. (¢> , (4.29)

(4

donde ¢ y 1& son objetos de 4 componentes que se transforman en la representacién espinorial de
SO(1,3). Se sigue que los objetos

w(LR)>
Y =[5 , 4.30
) ( fun (4.30)
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donde (1, r) ¥ ’(/AJ( L,r) tienen 4 componentes, se transforman como espinores derechos e izquierdos
bajo SO(1, 3).

4.2. Sector de Yukawa

En el capitulo anterior se presenté a detalle el sector de Yukawa del modelo estandar en 4
dimensiones. Como ya se menciond, el objetivo de esta tesis es estudiar este mismo sector en
el espacio tiempo con dos dimensiones extra compactas. Las coordenadas 4-dimensionales seran
denotadas por z, y por y las dos coordenadas extras. La lagrangiana invariante bajo SUp 6p(2) X
UY,GD(l) €es 3

L¥p(z,y) = Lip(z,y) + LI (x,y), (4.31)

donde el primer término corresponde al sector de leptones, mientras que el iltimo término repre-
senta el sector de quarks. En el capitulo anterior vimos que ambos sectores tienen una estructura
muy similar. Por lo tanto, nos concentraremos primero en desarrollar detalladamente el término
referente al sector de Yukawa lepténico. Tomando a éste como base, el desarrollo del sector de
quarks es inmediato. El sector de Yukawa de leptones en 6 dimensiones puede ser escrito como

Lip(x,y) = =Y Lisp(x,y)®6p (. y) Irjen (,y) + h.c., (4.32)
donde ff’llj es una matriz 3x3, la cual es completamente general y tiene dimensién de inverso de
masa, [m~!] . Ademés, ®sp(z,y) es el doblete de Higgs en 6 dimensiones. Por otro lado

Lisp(x,y) = (]2?5((5’5))>L’

es el doblete lepténico en 6 dimensiones, donde Ny, I1;, Ir; son espinores en 6 dimensiones de
8 componentes. Como vimos en la seccién anterior los espinores en esta dimensién se pueden
descomponer en 2 objetos de 4 componentes que se transforman como espinores bajo el grupo de
Lorentz estandar SO(1,3). Entonces, sean

Vi Z,
Nrisp(z,y) = (ﬁiiiigib,z;) (4.33)
y
Iz R')6D(:E y) = <ZA(Li’Ri)4D(x’y)> (4.34)
. ’ l(zi,riyap(z,Y))

donde v y P representan leptones neutros (neutrinos); mientras que [ y [ representan leptones
cargados.

Tomando en cuenta las consideraciones hechas acerca de los dobletes y singletes, y omitiendo
los subindices de la dimensién en la que se trabaja, asi como la dependencia en las coordenadas,

3El subindice 6D, indica que los parametros del grupo tomaran valores en el espacio 6-dimensional.
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la expresion de la lagrangiana de sector de Yukawa leptonico queda de la siguiente forma
1 NI - G}
Lsp = =Y {(Nei, Iri) o Ir; + h.c.
—Y/;ZJ{NLZG$IRJ + fRi¢OIRj} + h.C.
N _ lp; N .
= Y {(Li, L) (ARJ> G+ (i, L) (AR]> ¢o} + h.c.
Lrj Lrj
—)A/;-lj{(DLile + ﬁLilARj)Gz + (iLile + ZLiZRj)¢O} + h.c.
~ _ G+ _ z GJF -
lf(s ) ~ )
=Y {(7Li, Li) <¢g> Irj + (Ui, lLi) <¢§> lrj} + h.c.

= _}A/zlj{l_/z(xa y)q)(l‘, y)le + il(l‘, y)‘b<.’ll, y)ZR7} + h.c. ) (435)

donde

Li(z,y) = (?)L (4.36)
Li(z,y) = (?)L (4.37)

son dobletes izquierdos de SUL(2), cuyas componentes son espinores de SO(1,3). Note que esta
lagrangiana es invariante bajo los grupos estandar SUp(2) x Uy (1) y ISO(1,3). Tomando como
base esta expresion, no es dificil convencerse de que el sector de Yukawa completo puede ser escrito
como

—~

LYy = VL2, y)®(@,y)lr; (2,y) + Li(z, 1) (@, y)ir; (2,9)} + hec.
Vi Qi 9) (e, )Un; (2.9) + Qi v) R, y)Unj (. 9)} + hc.
_};Vz(]i{Qlcm y)q)(.’L', y)DRj($7 y) + Ql(xv y)@(x, y)ij ([L‘, y)} + h.c. (438)

.

4.3. Compactificacion

Hasta ahora todas las coordenadas fueron tratadas de igual forma, pero los experimentos indican
que de existir dimensiones extra, éstas deben ser mas pequenas que la distancia mas pequena
explorada en la actualidad. De esta manera las coordenadas y deben estar compactificadas. La
forma mas simple es suponer que estan compactificadas en circulos, de esta manera denotaremos a
una de las coordenadas como ' la cual se asumira que esta compactificada en el circulo S* de radio
R, y denotaremos a la otra coordenada como y?, la cual estard compactificada en el circulo S? de
radio Rs. Por razones que quedaran més claras adelante, se hacen corresponder pares de puntos de
los circulos con la orbifold (S'/Z3) x (S2/Z3), esta eleccién establece condiciones de periodicidad
y paridad, en los dobletes, los singletes y el doblete de Higgs con respecto a las dimensiones extras.
Las condiciones de periodicidad y paridad que se muestran acontinuacion sélo se centran en el
sector de Yukawa leptdnico, pero se imponen las mismas condiciones de periodicidad y paridad
para el sector de Yukawa de quarks. Las condiciones de periodicidad son dadas por

Li(z,y) = Li(z,y+R),
lri(z,y) = lgi(z,y+R),
Li(z,y) = Li(z,y+R),
Iri(z,y) = lri(z,y+R)
O(z,y) = @(x,y+R),
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y expresiones similares para los quarks. En estas expresiones, R = (R, Rz2). Por otra parte, las
condiciones de paridad son tutiles para reproducir el sector de Yukawa del Modelo Estandar en el
limite en que R — 0. Dado que los campos de la teoria de dimensién 4 corresponden a los modos
cero de la serie de Fourier, es claro que el doblete de Higgs debe ser elegido par:

®(z,y) = ®(z, —y). (4.39)

Por otra parte, en la teoria de dimensién 6 tenemos dos tipos de espinores para cada tipo de lepton
y quark, los cuales se transforman de idéntica forma bajo los grupos de norma y de Lorentz, asi que
para reproducir la teorfa estdndar cualquiera de los espinores de tipo v o ¥ puede ser elegido para
reproducir la teoria estandar, esto es, cualquiera de los dos puede ser elegido par. Una vez elegido
éste, el otro tipo de espinor debe, necesariamente, ser elegido impar. Asumiremos las siguientes
condiciones de paridad:

Li(xv y) = Li(xa _y)7 (440)
le(%y) = le(x’ _y) ) (441)
en tanto que
[A/i(mv y) = _[A/i(x> _y)’ (442)
lARj (33, y) = _ZRJ' (I7 _y) . (443)

Dadas las propiedades de periodicidad y paridad establecidas arriba, podemos expresar los
dobletes y singletes leptonicos, asi como el doblete de Higgs en series de Fourier en el intervalo
0< y < R, con respecto a las coordenadas y' y y2. Dichas series estdn dadas por

_ (0, 0) / m1 0) 9 my
Y(z,y) Rledj Z R1R2 cos< s R, >
(0,m>) may
+ z_: 1/7R1R21/1 (x)cos <27r s >
2
mly mgy
ml’mQ 2 . 4.44
+ Z \/Rle COS(ﬂ'( R s )> ( )

mi,mo=1

Mientras que para los dobletes y singletes con gorro, su desarrollo en serie es

N ad 2 - myyt
_ (m1,0) in (2 1Yy )
x, = —_— z)sin | 2w
don) = 3 g (2
ad 2 . may?
Z [ 2 5 0ma) (0 o 2y
4 _ Rlew 2)(x)sin (27r s )
2
miy’t mgy
ml’mz 2 . 4.4
+ E ”Rle sm<7r( R s >) (4.45)

mi,mo=1

Finalmente para el doblete de Higgs su serie de Fourier estd dada como

1
= 300 Z / (m1.0) (4 1Y
D(x,y) - 2<I) ) 2(1) )cos (27T )

mi=1
+Z\/ 07”2 cos<27r 2 >
1
+ i N O™ (1) cos 27 my' | may® (4.46)
1 R1R2 Rl R2

mo=
mi,mo=
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Usando los desarrollos de Fourier para los campos en el sector lepténico, tenemos

~ 1 = myy!
~YL L(O 0) / m1 ,0) o
{[ VR Z: Rle (z)cos(2m ) )

(Omz) 2y
+ Z “RleL Yeos(2m s )

mgl

+m1%;:1 312R2 L™ (1) cos(2m( éijl n m];iﬂ))} . {\/}%(b(o,o)( )

+ Zoo:l R12R2q>(m’1,0)(x)cos r Yy 4 i R1R2 SO (1) cos(27 )
e mo=1

<><< e+ O [

5\t eeosar ™)+ 3 [ )cos(an ™AL
i 2

+ ”il R12R2 lg;” m2)(x)cos(27r( Igi/l . m}ggy2))]
my',my

_ 1 ) _ 2
= (m . 2 = (0.m )
LZ(- 1’0)(33)sm(277m1§! )+ E Lz(-o’ 2)(x)szn(27rm2y )

_l’_
M8 :
=
:UI\J

—
[\

mi=1
o0
2 fmima) i myy'  may® } { ! 0,0
+ L0 (z)sin(2m + ) $0:0) (.
ml%;:l R1R2 ( ) ( ( Rl R2 )) \/m ( )
3 2 1 m y1 = 2 /y2
+ 10 (1) cos(2m—22-) + 2 50m) () eos(2n 2
5t S e
1= L=
o0
2 ’ ’ m/yl m/ y2
(I)(mpmz) 2 g 2 )
" ,Z 1 Ry Ry (w)eos(2r( Ry * Ro )
my,mh=
SRV 3 Omy) (o o TSY
[ Zl Rlele (z)sin( 27r Z \/;RJ 2/ (z)sin(2m in )
m1:
[e'e] 2 A( //) m&/yl mng
l ml 2 () sin (2w + + hee. 447
! ;_1 RiRy (@)sin(2m( Ry R, )>:|} ( )
1

Todos estos términos tienen su correspondiente en el sector de quarks, lo Unico que cambia es
el nombre de los dobletes y singletes. Ahora se procede a integrar las coordenadas compactas.
El procedimiento es directo usando las propiedades de las funciones trigonométricas y ciertas
integrales que dependen de productos de éstas (ver dpendice). Una vez realizadas las integrales,

. . . . v
definimos constantes de Yukawa adimensionales dadas por la relacién Y;lj = TEm Finalmente, la

lagrangiana efectiva 4-dimensional del sector de Yukawa lepténico queda de la siguiente forma,

47



CAPITULO 4. EL SECTOR DE YUKAWA EN 6 DIMENSIONES
4.3. COMPACTIFICACION

Ry Ro
dm = / dyl dy2£éD
0 0
= -v {LEO"” ()00 @ (@) + £ + L™

+£l(0,m2) 4 El(m1=m2)} + h.c. (4.48)

donde EZ(O’O) representa parte de la lagrangiana que tiene todos lo modos cero del doblete de Higgs,
es decir,

£t = LY @R @ @)+ L @)@ 00 @)l @)

FL) @) @O0 @)1 (@) + L) ()20 (@)iig "™ ()

+E§m1 ,ma2) (I)(I)(O’O) (x)lg;h,mz) (I) + L£m1,m2) (1,)(1)((),0) (I)Zg?l ,m2) (CC)

Ahora [Zl(ml’o) representa parte de la lagrangiana que tiene todos lo modos m; del doblete de Higgs,
el cual es

™ = L@@ O @)l (@) + L0 ()20 (@)1 ()
1 7 (m1,m: m 2 (my,m 7(0,mz
+ﬁ{L§ 1, z)(x)(I)(th)(x)lg% 2)(36) + Lz(‘ 1 2)($)<I)(m1’0) (m)lg% z)(x)

+L ) (@)@ 0 ()i O @) + L0 (@) @) ()i ()
+Egm/1+m,1',0) (f)(b(m'l,o) (:c)l%";/{’o)(x) i zz(_m’ﬁm’l’,o) (x)q)(m'l,o) (x)fg;lll’())(x)
+LO™ (@)@ O (@) (2) 4+ L™ ()20 ()l ()

i

—I—EEmth) (x)@(m;,o) (l,)lg;1+m’1,7m) (z) + i(mhmz) (x)(I)(m/“O) (m)igjm +mi,mz) (2)

i

Jrigm’l-‘rm/l/,mg) (x)q)(m/ho) (x)lg?/l/jnz) (z) + i§m1+m/1’7m2) (x)@(m/ho) (x)[g?,l/’"u) (z)

+Egm1,0) (x)q)(mler;’,o) (w)lgj'{,o) ({E) . i(mho) (‘,L,)(I)(m1+m/1',0) (w)iggn;/{ﬁ) (,T) }

9

ﬁl(O,an)

Lo mismo ocurre para representa parte de la lagrangiana que tiene todos lo modos mso del

doblete de Higgs, y este es

£ = L @) 0D @) (2) + L (@)@ 0D (@) ()
L1
V2
+Ego,m2)(x)q)(o,m;)(x)l%mﬁmé)(x) +igo’mQ)(.%‘)(I)(O’mé)(l‘)iggj’.ngrm;)(:L‘)
+LOEE (@)@ O (@) (@) + L) (1)) () ()
FL O (@) @O ()17 (1) 4+ L0 (2) @O (2) IG5 ()
FL ()@ (@)U (@) 4+ L (@) @0 () ()

+Egm1,7rL/2+7rL’2/) (x)(I)(O’m/?) (x)lg;zl,'m'z/) (l‘) + i§m1,7rL’2+7rz/2’) (;C)(I)(O’m;) (z)ig‘;lﬂng) (l‘)

{Lgml,m2)(x)q)(o,mz)(x)lg?ho)(m) + igml,an) ($)(I)(O,m2) (x)ig;h,O) (x)

LT () @Ot ()10 () i“’"””(x)@@vm#mé’)<w>i§§;’”'2'><x>}'
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Finalmente £l(m1,m2) representa parte de la lagrangiana que tiene la combinacién de los modos mq

y mo del doblete de Higgs, el cual es
£(m1,m2) _ El(_ml,mz) (x)(b(m]mg)(x)ll(’%o)( ) + L(O ())( ) (m;ﬂn;)(w)lg{n;,l,mé) (1‘)

L f m L om o o
+¢§{LE 10) () @m0 () — E0) () md) ()0 ()

+LO™) (2)0mm) ()50 () — L0 (1)@ ()10 ()
+I*/§r)11,'rrl/2+m/2') (I)q)(ml,m;) (x)lg%m/z,) (x) + z§m1,77L/2+nL’2’) (x)(I)(ml’mIZ) (x)[g)],mfz/) (1')
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Con base en los resultados obtenidos para el sector lepténico, podemos escribir la lagrangiana
efectiva 4-dimensional para el sector completo de Yukawa como

£p = —Yé{ LOV (@)@ @)g? (@) + £ + £
L0 gl }+hc
{Q(oo)( ) o,o)(x) oo)( )+£7(Jo,o)+£gm1,o)
L™ 4 Limme }+hc
_Yg{ (oo( )® $0.0) (£)D 00)( )+£((io,o)+£((1m1,o)

Llime) o plmema) b, e (4.49)
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha presentado una revision elemental de las propiedades bésicas
de los grupos ortogonales, SO(N), de los grupos unitarios, SU(N) y de los grupos SO(1,m — 1).
En este contexto, se estudié el fenédmeno de rompimiento espontdneo de la simetria, en sus dos
variantes, global, lo cual es sintetizado en lo que se conoce como Teorema de Goldstone, y local, lo
cual es conocido como Mecanismo de Higgs. Se presenté un estudio somero del sector electrodébil
del Modelo Estandar.

La contribucién de este trabajo de tesis se centrd en el estudio de las propiedades béasicas de
espinores determinados por el grupo de Lorentz en seis dimensiones, SO(1,5). Los principales
resultados se pueden enumerar como sigue:

= Representacién. Se introdujo una representacion de las matrices de Dirac en 6 dimensiones,
escrita en términos de las matrices correspondientes en 4 dimensiones, dada por

o — <U2®w>:(04 ”O) (5.1)
7).

; 2 ; 0, —ivy? .
= (o ®y])=(wj i=1,2,3 (5.2)
5
M — (1'02@75):(_;5 0, ) (5.3)
I’ = (ic°®1)= (g: _O]T4>. (5.4)

s Generadores. La representacion anterior permite escribir los generadores del grupo SO(1,5)
que definen al subgrupo estdndar SO(1,3), en bloques diagonales como sigue:

v S0

= Espinores. Esta descomposiciéon diagonal de los generadores del grupo de Lorentz estandar
nos permite descomponer el espinor de 8 componentes definido por SO(1,5) como sigue,

v (Z) , (5.6)

donde ¢ y 1[) son objetos de 4 componentes que se transforman en la representacion espinorial
de SO(1,3).

51



CAPITULO 5. CONCLUSIONES

= Sector de Yukawa. Se derivo el sector de Yukawa efectivo que resulta de integrar los dos
dimensiones extras.

Perspectivas. Construir una teoria efectiva para el Modelo Estandar que resulte de la integracién
de un numero arbitrario de dimensiones extra compactas.
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Apéndice A

Integrales

Como se vio en el capitulo 4 para recuperar la lagrangiana en 4 dimensiones se integraron las
dimensiones extra. Para realizar eso se utilizaron las siguientes integrales:

R
my
d 2r—=) =0
/0 yeos(2n 2 =,

=y

sin(QW%)dy =0,

=

/
my ny R
d 2r— 2r—=) = *(;mna
/0 ycos(2m 7 )eos( 7TR) 5 Omn
R
. my. . ny R
dysin(2r 22 sin(20 L) = =8,
/0 ysin (2w 7 )sin(2m R) 5
/R 3in(27r@)cos(27r%)dy =0,
0 R R
Ry Ry 1
/ dyl/ dy2005(27rm];1y ) =0,
0 0
Ry Ro 1 2
/ dy* / dy%os(%-(% + %)) =0,
0 0
R] R2 /7,1 R R
/ dyl/ dy2003(27rm11y )cos(27rmli/ ) = 12 25m1m/1,
0 0
Ry Ry 2 1,1
/ dyl/ dyQCos(Qﬂ'm;z: )cos(ZTrmézl/ ) =0,
0 0
Ry Ro 1 2 ’,1
/ dyl/ dyQCos(Zw(méy + m];y ))cos(27rméy ) =0.
0 0 1 2 1
Ry Rs 1 2 1l 12 R:R
d 1 d 2 2 my may 2 my maY - ! 25771 m/ 5m mls
|t [ ayieostan(Tp + T cos(an(H + L)) = TG
Ry Rs 1 11 7,1
/ dyl/ dy2cos(27rm1 )cos(27rm1y )cos(?wmly )
0 0 1 1 1
R1Ry
= T{émler’l,m’l/ + 5m1+m/1’,m’1 + 6m’1+m’1/,m1}7
Rl R2 mlyl m/ yl m//yl
/ dyl/ dy?sin(2n Jcos(2m ]}2 )eos(2m—2-) = 0,
0 0 1 1 1
Ry R, 1 2 ! 1,1
/0 dyl/o dy%os(%r(% + %))cos@wm‘ézj )cos(me]%i/ ) =0,
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Ry Rs 1 2 /2.2 1,1
miy may mhyy miy R Ry
/0 dyl/o dy?cos(2m( ) + s ))cos(2m 1;2 eos(2m él )= ) Ormym! Omgmi,
Ry Ry 1 ro1 m/ut
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1

Ry Ro 2
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