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Introduccién

Dentro de la probabilidad y la estadistica inferencial destacan importantes areas
como son la estimacibn de parametros, procesos estocasticos y métodos

computacionales aplicados.

En este trabajo se hard uso de esta teoria enfocandose de manera particular en
un proceso de ramificacion tipo Galton-Watson a través de la simulacion

estocastica.

La contaminacion es un problema global que va en aumento y descontrol dia con
dia y el alcance de los dafios va mas all4 de un aire impuro. Se ha observado que
los altos niveles de contaminacion deterioran el medio ambiente, los recursos
naturales y muy en particular la salud de la poblacion a través de impurezas en el
aire, bacterias y la mutacién de las mismas. Estas bacterias generadas por la
contaminacion ocasionan alrededor del 100% de las distintas enfermedades en

las vias respiratorias.

Dada esta situacion, la Secretaria de Salud (SSA) debe costear y ejecutar un plan
meédico para combatir la propagacion de infecciones en las personas. El problema
es que estas epidemias pueden no estar previstas y mucho menos contempladas

financieramente por la SSA.

Se pretende dar respuesta a la pregunta: ¢ Es posible estimar el total de personas
gue requeriran un tratamiento médico por parte de la SSA? La hipotesis es que se
puede construir un algoritmo que simule el comportamiento de la propagacion de

infecciones en individuos y estimar el total de personas enfermas.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema.

Considérese un escenario en el cual se comienza con un individuo que contrajo la
enfermedad E y en el transcurso de 24 horas ese individuo estuvo en contacto con
algunos otros individuos, de los cuales n resultaron infectados igualmente con la
enfermedad E. Asi mismo, estos n individuos infectados, en el transcurso de otras
24 hrs, estaran en contacto con algunos otros individuos de los cuales m también

resultaran infectados.

Suponiendo que cada persona infectada sélo tiene una etapa de posible contagio
y ademas comienza un tratamiento médico, se espera entonces que después de
varios periodos de 24 horas se observe que la enfermedad E tuvo un inicio,

propagacion y extincion.

Con base en lo anterior, se implementar4 un algoritmo capaz de simular ésta
situacion para asi estimar el numero total de individuos que contrajeron la

enfermedad E y tuvieron que recibir un tratamiento médico costeado por la SSA.

Por medio de la observacién y el registro de datos se puede generar un
histograma de frecuencias en el que se podra ajustar una curva, la cual nos dira
muy cercanamente cual es la distribucion probabilistica que rige este fenbmeno

epidemiolégico.



A la frecuencia de este tipo de fendbmenos que ocurren 0, 1, 2, 3,... veces durante

un periodo definido de tiempo, se le puede adaptar una distribucion Poisson.

Una vez que se conoce la distribucidbn se pueden generar variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas por medio del método de la
transformada inversa, estimar el parametro lambda con los datos epidemiologicos
observados y registrados previamente. Estas variables aleatorias van a simular el
namero de individuos contagiados entre cada periodo de 24 horas por cada uno
de los individuos enfermos en ese instante. El nimero de contagios que produce
un individuo es independiente al producido por otro, es por eso que se consideran
variables aleatorias independientes y como se rigen por una misma distribucion

probabilistica se les denomina idénticamente distribuidas.

El numero de individuos contagiados por periodo es desconocido pero se sabe
que cambia conforme al tiempo y es asi como se asocia con un proceso

estocastico discreto ya que se trata de individuos enteros.

En este caso se estaria considerando a la primera persona infectada como la
semilla del proceso tipo Galton-Watson. {Z,,} es un proceso de ramificacion, donde
{Z,,} = nimero de individuos infectados en la n-ésima generacién, n =0,1,2,...y

se supone que Z, = 1.
Cada individuo infectado de cada generacion se expresa como sigue:

Xp,; donde n es el nimero de generacion y j es el numero de individuo de dicha

generacion. La distribucion de los individuos es representada por:

Xy j~Poisson(2)



Graficamente se observaria asi:

)

(
M 2)

Cada vez que el proceso termina se guarda el nimero total de personas que

fueron infectadas y se vuelve a simular el proceso bajo los mismos parametros.

Después de un numero suficientemente grande de iteraciones, por el teorema de
limite central y la ley de los grandes numeros se puede estimar de manera casi

puntual el valor esperado del total de individuos infectados.



Justificacién de la investigacion

Hoy en dia, la contaminacion ambiental es uno de los principales problemas a
nivel global y es de suma importancia analizar la situacion, particularmente, en un

lugar como la capital de México.

El Distrito Federal es una de las principales ciudades del pais, se caracteriza por
la industria, el comercio, la tecnologia y sobre todo por la gran poblacién que lo

habita.

Tan solo el 99.5% de su poblacién se encuentra urbanizada, lo que significa que
cuenta con servicios publicos como agua, luz, gas, internet, teléfono, bancos,
centros comerciales, fabricas, etcétera. Y solo el 0.5% es de tipo rural, asi que
posiblemente carecen de algunos servicios pero se practica la agricultura, la

silvicultura, ganaderia o algunas otras formas de produccion.

El producto interno bruto (PIB) es la suma de los valores de todos los bienes o
servicios finales producidos en un pais en un periodo determinado y originalmente
se calcula por afio. Segun los anuarios estadisticos del Instituto Nacional de
Estadistica y Geografia (INEGI), el Distrito Federal contribuye en un 17.7% sobre
el PIB nacional, y del total de unidades econ6micas en México, que son
establecimientos donde se genera o comercializa algun bien o servicio con la
finalidad de promover el flujo de dinero, el 11.4% del total en el pais, estan en el

DF.



De acuerdo a los mismos anuarios estadisticos del INEGI, actualmente habitan
alrededor de 8 851 080 personas en el DF. Respecto a la densidad poblacional se
puede decir que hay aproximadamente 6 personas por metro cuadrado en el DF,

que si bien se puede visualizar estarian un poco reducidos en espacio.
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Figura 1.1 Poblacion Distrito Federal 1990-2010

Fuente: INEGI

La poblacién del DF representa el 7.9% de la poblacion total del pais, sin embargo

la superficie territorial es apenas el 0.1% de la total del pais.

Actualmente, en el D.F. existe un aumento excesivo de natalidad o poblacion,
ademas de escasez de recursos asi como deterioro del medio ambiente, rios
contaminados, generacion desmesurada de basura, muchos autos contaminando

el aire, y en la mayoria de los casos la ciudad se expande talando zonas verdes.



Variables de estudio

La contaminacién ambiental es la presencia de particulas en lugares, formas y
concentraciones de manera que sean nocivas para la salud, seguridad o bienestar
de la poblacion o que simplemente sean perjudiciales para la vida vegetal o
animal. Se genera a partir de la industria, el comercio, agricultura, hogares,

vehiculos, etc.

Aproximadamente en el afio 1975, la Secretaria del Medio Ambiente del Gobierno
del Distrito Federal cre6 el Sistema de Monitoreo Atmosférico de la Ciudad de

México, mejor conocido por sus siglas como SIMAT.

El objetivo de dicho sistema es vigilar y monitorear la calidad del aire en la zona
metropolitana del Valle de México como medida de prevencién para proteccion de

la salud de sus habitantes.

Cuenta con un subsistema llamado RAMA que es la Red Automatica de Monitoreo
Atmosférico, realiza mediciones continuas y permanentes sobre los niveles de
concentracion del ozono, dioxido de azufre, didéxido de nitrdgeno, mondxido de

carbono, y particulas menores a 10 micrémetros.

Existen algunos otros subsistemas mas que estudian la meteorologia, la radiacion
solar, particulas humedas y secas, particulas menores a 10 micrOmetros que

contengan plomo, entre otras cosas que puedan favorecer las lluvias acidas.



RAMA cuenta aproximadamente con 34 estaciones distribuidas en el Distrito
Federal y Estado de México, Las estaciones de monitoreo se van adaptando
segun la densidad poblacional de la zona y las direcciones del viento. Asi es como
se van dando de alta y baja algunas estaciones, segun mantenimiento y

funcionamiento.

Sin embargo, hubo 5 estaciones que funcionaron correctamente del 1° de enero
del 2000 al 31 de diciembre del 2009, funcionaron para los 5 gases anteriormente

mencionados, las 24 horas, los 365 dias de cada afo.
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Figura 1.2 Estaciones de Monitoreo Atmosférico, Ciudad de México.

Fuente: RAMA.



Los diferentes niveles de concentracion de los gases contaminantes generan
ciertos dafos a la salud pero estas dependen del tiempo al que la persona esté

expuesta y la concentracion del contaminante.

Existen dos tipos de exposiciones, la aguda que se refiere a periodos cortos
(horas) pero niveles altos de concentracion, y la crénica se refiere a periodos

largos (meses o0 afos) y bajas concentraciones.
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Figura 1.3 Concentracién de CO
Fuente: RAMA.
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Figura 1.4 Concentracién de O3

Fuente: RAMA.
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Figura 1.6 Concentracion de PMyq

Fuente: RAMA.
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Figura 1.7 Concentracion de SO4q

Fuente: RAMA.

El Sistema Nacional de Informacién en Salud (SINAIS) explica lo siguiente:

La exposicidon aguda produce en general tos, asma, bronquitis, afecta vias
respiratorias, 0jos, sistema inmunologico, problemas visuales, reduce

capacidad mental, altera metabolismo, lesiona los pulmones.

La exposicidn cronica genera: sensibilidad a la neumonia y bronquitis, dafia
y lesiona pulmones, produce enfermedades cardiacas y agrava las
respiratorias, en algunos casos requiere hospitalizacion y puede ocasionar

muerte prematura.

Una enfermedad respiratoria es un proceso en los seres vivos de manera que su

estado de salud se ve afectado o alterado por microorganismos, particulas o
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sustancias toxicas en el medio ambiente. Las mas comunes son: tos, gripa,

neumonia, pulmonia, bronquitis, asma e influenza AH1N1.

La Secretaria de Salud se cre6 en el afio 1938 y se encarga de crear y administrar
establecimientos de salubridad de tal forma que las personas afiliadas a alguno de

sus distintos institutos puedas hacer uso de los servicios médicos.

La cantidad de derechohabientes ha disminuido en los ultimos afios, sin embargo
es curioso como la poblacion cada vez aumenta mas y cada vez menos gente esta
afiliada a algun programa o instituto de la SSA por lo tanto deben pagar un médico
particular si quieren ser atendidos. Segun el anuario estadistico del SINAIS,

actualmente el 55.9% de la poblacion es derechohabiente.
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Figura 1.8 Poblacion Derechohabiente del Distrito Federal, 1990-2010

Fuente: SINAIS.
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De acuerdo al Portal de Transparencia de la Secretaria de Finanzas del Distrito
Federal, el gobierno federal proporciona cada afio (2003-2011) a la SSA
aproximadamente $5,432 millones de pesos los cuales son utilizados para los

servicios que ofrecen los institutos de la SSA.

RECURSOS FINANCIEROS D.F.
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Figura 1.9 Recursos Financieros para SSA del Distrito Federal, 2003-2011
Fuente: SEFIN
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De acuerdo a los datos antes mencionados, se supone la existencia de una
estrecha relacion entre los niveles de contaminacion ambiental, el nimero de
habitantes y el nimero de casos reportados por concepto de enfermedades del

tipo respiratorio. Todo respecto a la Ciudad de México, Distrito Federal.

Inicialmente el modelo se propone y plantea en Microsoft Excel.

Q = [A(P)T + B(€C0O)Y + C(NO,)" + D(03)" + E(50,)X + F(PM,)"?

Dénde:

Q: numero de casos reportados por concepto de enfermedades respiratorias.
P: nimero de habitantes totales en el DF.

CO: nivel de concentracion del mondxido de carbono.

NO:: nivel de concentracion del diéxido de nitrdgeno.

Os: nivel de concentracion del ozono.

SO,: nivel de concentracion del diéxido de azufre.

PMso: nivel de concentracion de particulas menores a 10 micrometros.

Los parametros: A, B, C, D, E, F, T, U, V, W, X, Y, Z se inicializan arbitrariamente

enl.
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Posteriormente el complemento Palisade Evolver 5.5 for Excel, se encargara de

iterar estos parametros por medio de algoritmos genéticos con el objetivo de

maximizar el nivel de ajuste entre el modelo y los datos reales ya conocidos.

ANO POBLACION CO NO, ©O; 50, PM,;, CASOSREPORTADOS CASOSPROYECTADOS v-v=>? ¥V perre)
2000 8,697,040 2.00 33.00 36.58 18.10 52.55 2,927,489 8,697,182 3.33E+13 3.90702E+13
2001 8,736,799 198 2514 3155 17.78 49.21 2,888,485 8,736,925 3.42E+13 3.95686E+13
2002 8,768,713 151 2895 31.22 1276 4290 2,860,000 8,768,830 3.49E+13 3.99711E+13
2003 8,791,472 160 35.04 29.99 12.39 48.47 2,577,349 8,791,599 3.86E+13 4.02595E+13
2004 8,806,256 141 33.08 26.84 1152 4648 2,418,294 8,806,375 4.08E+13 4.04472E+13
2005 8,815,319 1.32 3266 30.98 10.67 52.07 2,262,043 8,815,447 4.29E+13 4.05627E+13
2006 8,822,349 119 31.95 2898 7.41 4458 1,900,272 8,822,463 4.79E+13 4.06521E+13
2007 8,829,423 100 3098 2821 7.04 4630 2,074,032 8,829,537 4.56E+13 4.07423E+13
2008 8,836,045 095 3017 27.82 6535 5106 1,931,645 8,836,162 4.77E+13 4.0827E+13
2009 8,841,916 077 2895 28.18 613 4795 2,626,032 8,842,028 3.86E+13 4.0902E+13
3 4.05E+13 =MSE
g
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3 \ I E 1
\ / : :
3
\ / —— CASOS REPORTADOS T s
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Figura 2.2 Regresion Multiple Evolver 5.5

Fuente: Elaboracién Propia.

Hasta este momento el modelo propuesto presenta un Error Cuadratico Medio

(ECM) o Mean Squared Error (MSE) bastante grande.



Ahora se procede a ingresar las variables y objetivos por medio de Evolver 5.5.

3.42E413 39,568,635,935,234.70
349E413  39,971,050,280,132.60 M
3.86E+13 40,259,474,058,453.60
4.08E+13 40,447,200,246,080.40 | Optimization Goal |Minimum Ll
4.29E413 40,562,665,575,837.70 | oy |=313 EI
4.79E+13 40,652,089,511,029.60
4.56E+13 40,742,337,024,323.90
477E+13  40,826,960,654,206.30 | adiustable Cell Ranges
3.86E+13 40,301,358,255,598.50 Minimum | | Range | | Maximum | Values | Add... I
_~|Redpe Delete
4_05E+13 =M5E -500 == =K15:K20 <= 500 Any
j<=|  s00[ Any]
A 1
B 1
[ 1
D 1
E 1
F 1 Constraints
Description Formula Type Add... I
T 1 Edit...
u 1
v 1 Delete
W 1
X 1 '
¥ 1 @I oK I Cancel |
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Figura 2.2 Inicializacién de parametros Evolver 5.5

Fuente: Elaboracién Propia.

Por cuestiones de convergencia, se acotan los valores que pueden tomar los
parametros A, B, C, D, E, F, T, U, V, W, X, Y, Z a un valor minimo de -500 y un

valor maximo de 500.

Una vez ejecutado el software, comenzara a iterar los pardmetros e ira mostrando

el incremento en el nivel de ajuste del modelo.
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Figura 2.3 Iteraciones Evolver 5.5

Fuente: Elaboracién Propia.

ANO POBLACION €O NO; 0Os 502 PMy

CASOS5 REPORTADOS CASOS PROYECTADOS

2000 8,697,040 200 3300 3658 18.10 5255 2,927,489 2,809,487
2001 8,736,799 198 2514 3155 1778 4921 2,888,485 2,986,375
2002 8,768,713 151 2895 3122 1276 4290 2,860,000 2,446,892
2003 8,791,472 160 3504 29099 1239 4347 2,577,349 2,400,762
2004 8,806,256 141 33.08 26.84 1162 4648 2,418,294 2377573
2005 8,815,319 1.32 3266 3093 1067 52.07 2,262,043 2,514 570
2006 8,822,349 119 3195 2898 741 4468 1,900,272 1,922,726
2007 8,829,423 1.00 3098 2821 7.04 4630 2,074,052 2,078,277
2008 8,336,045 095 3017 27382 6595 5106 1931,645 2,291,998
2009 8,841916 077 2895 2818 B13 4795 2,626,032 2,534,206
3
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Figura 2.4 Evolucién de la Regresion Multiple

Fuente: Elaboraciéon Propia.
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Una vez que Evolver ya no muestra cambios significativos en el valor del MSE, es

posible observar graficamente un resultado bastante aceptable.

Los registros del campo “CASOS REPORTADOS” son datos reales, obtenidos del
SINAIS, y posteriormente son comparados con los registros del campo “CASOS

PROYECTADOS?”, los cuales son estimados por medio del modelo propuesto.

ANO POBLACION CO NO; O3 SO; PMy, CASOSREPORTADOS CASOS PROYECTADOS (¥-¥:*) (¥ Yoara)
2000 8,607,040 2.00 33.00 3658 18.10 52.55 2,027,489 2,941,727 203E+0B 245,186,360,566.97
2001 8,736,799 108 2514 3155 1778 4921 2,888,485 2,874,882 1.85E+08 183,456,302,710.82
2002 B,768,713 151 2895 3122 1276 42.90 2,860,000 2,863,223 1.04E+07 173,604,567,300.12
2003 8,701,472 160 3504 2009 1239 4847 2,577,349 2,516,468 3.71E+09 4,886,506,651.78
2004 8,806,256 141 3308 2684 1162 4648 2,418,394 2,455,525 1.39E+00 80,206,714.31
2005 8,815,319 132 3266 30.98 10.67 52.07 2,262,043 2,288,851 7.19E+08 24,873,572,540.23
J006 8,822,340 119 3195 2808 741 4468 1,800,272 1,930,346 1.53E+00 257,260,741,068 78
2007 8,820,423 100 3098 2821 7.04 4630 2,074,032 2,017,665 3. 18E+00 183,954,365,179 83
2008 8,836,045 005 3017 2782 695 51.06 1,931,645 1,936,627 2 4BE+07 260,035,964,877 67
2000 8,341,916 077 2895 2818 613 47.95 2,626,032 2,631,983 3 54E+07 34,380,244,226 67
L3 1.10E+09 =MSE
§3 >
g “éj A -2.731434804
3 B 038712779
\ c 6.556738532
3 D -12.35431841
3 \\ | E -10.91821433
\\ I F 12.05310389
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2 A0S PROYECTADDS T -D.066162396
\\ I u -3.796097553
2 v 0.013988993
\ I w -D.880214618
2 \\ I X -1.039696329
2 ¥ -0.238595
, \\ /\5\1{ z 6.588255436
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Figura 2.5 Evolucién de la Regresidn Multiple

Fuente: Elaboracion Propia.

Este 6ptimo alcanzado por el software es representado graficamente e indica que
el modelo propuesto se adapta bastante bien. En otras palabras, quiere decir que

practicamente se puede explicar Q a través de P,C0,NO,, 05,50,, PM;,.
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Alcance y limitaciones de la investigacion

Los alcances que presenta esta investigacion son los siguientes:

1. Refinar los pardmetros del modelo propuesto con base en una mejor

recoleccion de datos.

2. Cuantificar monetariamente el impacto que representa la calidad del aire de
la Ciudad de México en el costo que la SSA debe considerar para atender

los casos de enfermedades por vias respiratorias.

Las limitaciones que presenta esta investigacion son las siguientes:

1. A pesar de recurrir a anuarios estadisticos de los cuales se supone
veracidad de la informacion, los datos son vulnerables a alteraciones como
errores de captura, modificacion intencional de estos por parte de

instituciones gubernamentales, entre otros factores humanos.

2. El refinamiento de la estimacion, tanto de los parametros del modelo
explicativo como de los resultados finales obtenidos a través de la solucién
algoritmica, depende de la calidad y potencia de los algoritmos de utilizados

por Evolver.

3. El algoritmo contempla Unicamente una etapa de contagio y recuperacion.

4. Existen algunos otros contaminantes que pudieran ser significativos y no
estdn siendo monitoreados, aunque hipotéticamente estan siendo

considerados dentro de los errores de las estimaciones.
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5. No se cuenta con sistemas de deteccion de particulas en muchos lugares
donde pudiera requerirse la implementacion de un sistema de simulacion

como el que se esta desarrollando.

6. Se supone la existencia de uniformidad en los casos presentados de
enfermos, por lo que descargo cualquier clase de efecto provocado por la

estacionalidad en los reportes de enfermedades.

Capitulo 2

Marco tedrico

Las variables aleatorias presentan una distribucién que permanece constante a

través del tiempo.

Uno de los objetivos de este capitulo es construir un modelo que nos permita
explicar la estructura y prever la evolucion, al menos a corto plazo, de una variable
que observamos a lo largo del tiempo. La variable observada puede ser
econOmica, fisica o social. Supondremos a lo largo del tema que los datos se
obtienen en intervalos regulares de tiempo (horas, dias, afios) y el objetivo es
utilizar el posible momentum en el comportamiento de la serie con el fin prever su
evolucion futura. Asi, una serie temporal serd una sucesion de valores de una

variable obtenidos de manera secuencial durante el tiempo.
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Concepto de proceso estocastico

Definicion: Un proceso estocastico es una coleccion o familia de variables
aleatorias {X;,cont € T}, ordenadas segun el subindice t que en general se suele

identificar con el tiempo.

Por tanto, para cada instante t se tiene una variable aleatoria distinta representada
por X;, con lo que un proceso estocastico puede interpretarse como una sucesion
de variables aleatorias cuyas caracteristicas pueden variar a lo largo del tiempo.
Por ejemplo, si observamos solo unos pocos valores de t, tendriamos una imagen

similar a la de la figura siguiente:

Xy

Figura 2.6 Concepto de Proceso Estocdstico

Fuente: Sociedad Matematica Mexicana (SMM)

En la que se representa para cada t la funcidon de densidad correspondiente a X;.
Aunque en la figura se han representado unas funciones de densidad variables, un
proceso estocastico no tiene por qué presentar esas diferencias en la funcion de

densidad a lo largo del tiempo.
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A los posibles valores que puede tomar la variable aleatoria se le denominaran
estados, por lo que se puede tener un espacio de estados discreto y un espacio de
estados continuos. Por otro lado, la variable tiempo siempre es de tipo continua,
aunque en ocasiones suele truncarse y aproximarse por una de tipo discreto. En el
caso del tiempo discreto se podria tomar como ejemplo que los cambios de estado
ocurran cada dia, cada mes, cada afo, etcétera. En el caso del tiempo continuo,

los cambios de estado se podrian realizar en cualquier instante.

Por tanto, dependiendo de como sea el conjunto de subindices T y el tipo de
variable aleatoria dado por X; se puede establecer una clasificacion en particular a

cada proceso estocastico.

En esta investigacién se estard trabajando con un proceso de estado discreto y

tiempo discreto, llamado cadena.

En el caso de procesos estocasticos con espacio de estados discreto, una
secuencia de variables gque indique el valor del proceso en intervalos sucesivos

suele representarse de la siguiente manera:

{Xo = x0, X1 = X1, 0, Xt = X1, Xy = X}

En la que cada variable X;,i = 0, ..., n. tiene una distribucién de probabilidades que,
en general, es distinta de las otras variables aunque podrian tener caracteristicas

comunes.

El principal interés del estudio a realizar en el caso discreto es el calculo de
probabilidades de ocupacion de cada estado a partir de las probabilidades de

cambio de estado.
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Si en el tiempo n - 1 se esta en el estado X,,_;, ¢con qué probabilidad se estara

en el estado X,, en el instante siguiente n?. Esta probabilidad de denotara como:
P(Xy = xplXp_q = Xn-1)

A este tipo de probabilidad condicionada se le denomina probabilidad de transicion
o de cambio de estado. A las probabilidades del tipo P(X,, = x,) se les denomina

probabilidades de ocupacion de estado.

Otro tipo de probabilidad de interés es la de ocupar un cierto estado en un instante
n, dado que en todos los instantes anteriores, desde n = 0 hasta n—1, se conoce

en qué estados estuvo el proceso. Esto se puede escribir como:
P(Xn = xnl XO = xO,Xl = xl, ---'Xn—l = xn_l)

Notese que esta probabilidad depende de toda la historia pasada del proceso,
mientras que la probabilidad de transicion depende Unicamente del estado actual

que ocupe el proceso.

Propiedad de Markov: Se dice que un proceso cumple la propiedad de Markov
cuando toda la historia pasada del proceso se puede resumir en la posicion actual
gue ocupa el proceso para poder calcular la probabilidad de cambiar a otro estado,

es decir, se cumple la propiedad siguiente:
P(Xy = xp| Xo = %0, X1 = Xq, 000, Xpoq = Xn-1) = P(Xy = xplXp_q = Xn-1)

Aquellas Cadenas que cumplen la propiedad de Markov se llaman Cadenas de

Markov.
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Otra manera de denotar a las probabilidades de transicion es de la forma

siguiente:
P(X, =] | Xp—1 =10) = pij(n)

Una propiedad interesante que puede tener una Cadena es que los valores pj(n)
no dependan del valor de n. Es decir, las probabilidades de cambiar de estado son

las mismas en cualquier instante.

Procesos de ramificacion

Existen algunos modelos mateméaticos denominados Procesos de Ramificacion.
Estos modelos fueron olvidados por varios afios, pero fueron retomados
extensivamente entre los afios veinte y treinta por su gran interés matematico y
como una base tedrica para estudios de poblaciones de individuos como serian:

genes, apellidos, géneros, etcétera.

El proceso de ramificacion mas simple, es el de Galton-Watson, el cual tiene un
ingrediente particular, y es el uso de la teoria de probabilidad y los procesos

estocasticos.

Los primeros indicios sobre el uso de los procesos de ramificaciébn se encuentran
en el siglo XVIII en el famoso libro de tres volimenes del investigador Thomas
Malthus, titulado “An Essay on the Principles of Populations”, en el cual se plantea

gue una poblacién no controlada debera crecer exponencialmente. Malthus relata



24

gue en un pueblo de Berna, de las 487 familias burguesas existentes, 379 se

extinguieron en el lapso de dos siglos (1583-1783).

Fue en 1874 cuando Francis Galton y H. W. Watson trabajaron en el problema de
extincion de familias, mostrando como la probabilidad puede ser aplicada al
estudio de los efectos del azar en el desarrollo de familias o poblaciones.
Lamentablemente este primer trabajo tenia una hipdtesis que no podia ser
aceptada, ya que asumia que las familias distinguidas son mas dadas a
desaparecer que las ordinarias. Es asi como Galton vuelve a plantear el problema

de la siguiente manera:

Sean py, p1, P2, - las respectivas probabilidades de que un hombre tenga O, 1, 2,
..., hijos varones; donde cada hijo varon tiene las mismas probabilidades que sus
padres de tener hijos varones; y asi sucesivamente. ¢ Cudl es la probabilidad de
que la linea masculina se extinga después de r-generaciones? O de una manera
mas general ¢ Cual es dicha probabilidad para un numero de descendientes en la

linea masculina de una generacion dada?

La primera correcta y completa determinacion de la probabilidad de extincién para
dicho proceso fue dada por J. F. Steffenson (1930-1932). Después el modelo fue
retomado por Kolmogorov y Dimitriev (1938), los cuales aumentaron notablemente

su estudio y le dieron el nombre de los Procesos de Ramificacion.

Para empezar con el estudio de este modelo, es necesario imaginar individuos
gue puedan generar nuevos individuos del mismo tipo, por ejemplo: el hombre, las

bacterias reproduciéndose o neutrones en una reaccién en cadena.
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Primero se comienza con un conjunto inicial de individuos, al cual se le llamara
generacion cero, si estos individuos tienen descendientes, estos nuevos
integrantes van a conformar a la primera generacion y los descendientes de esta
primera generacibn van a conformar a la segunda generacion y asi
sucesivamente.

8
IKTI _i‘ﬁ

I
ﬁﬁ?—ﬁ%
B g
n 0 - !

4 4 !
i T

CsprbCio

4 4 d
| | 1
o 1 2 3 4 5 Generacidén 0

Lempo

Figura 2.7 Ramificacion Figura 2.8 Ramificacion

Fuente: Centro de Investigacion en Matematicas (CIMAT) Fuente: CIMAT

Hay que hacer notar que se seguira con atencion el tamafio de las generaciones
sucesivas, no el tiempo al cual cada individuo nace; asi como tampoco la relacion

familiar de cada individuo.
Se denotara por Z; como el nimero de individuos de la generacion i. Ademas:

1. Si el tamafio de la n-ésima generacion es conocido, entonces la ley de
probabilidades que gobierna a las generaciones siguientes, no depende del
tamafio de las generaciones previas a la n-ésima; en otras palabras Z;

forma una cadena de Markov.
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2. La cadena de Markov considerada en esta seccién, tiene una propiedad
especial, la cual consiste en que diferentes individuos no interfieren con los
otros; en el sentido de que el numero de descendientes de un individuo no

depende en cuantos otros individuos estan presentes.

Referencia: “Relacién entre los Procesos de Ramificacién y los Procesos de Lévy, CIMAT”

Descripcion matematica.

Se interpretara a Z,, como el numero de individuos en la n-ésima generacion;
durante todo este capitulo se supondra que el proceso inicia con un solo individuo,

o de otra manera que Z, = 1.

-H-\-H-\-""‘-\-\.__\_

ECNCLECIT

\_\\
]

i | 2 E] il

Figura 2.9 Ramificaciéon

Fuente: CIMAT

Ademas se define {X;, : n > 1,i = 1} como una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, las cuales representan el nimero de

descendientes que puede tener el i-ésimo individuo de la n-ésima generacion.

e Z
De esta manera se escribird a Z,,,;, como: Z,,, = Zi:i Xint1
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Por esta ultima relacion se observa que si Z,, = 0, la suma siempre va a ser cero,

en consecuencia se afirmara que el cero es un estado absorbente.

Se denota P como la medida de probabilidad del proceso. Entonces la funcién

masa de probabilidad de X; esta dada por:

P(X;n =k) =p, paratoda k,n €{0,1,2,3,..} ¥ Yiopk =1

Donde p, es la probabilidad de que un individuo de la n-ésima generacion tenga k
hijos.

Con toda esta informacion se puede obtener una probabilidad de transicion para el
proceso que se denota por P;; la cual representa la probabilidad de que en la

(n+1)-ésima generacion haya j individuos dado que en la generacion pasada n-

ésima la poblacion total era de i individuos.
La probabilidad de transicion para toda i,j,n € {0,1,2,3, ...} est4 dada por:
i
Pij=P(Zny1 =jlZy=0) =P Xin+1 =]
k=1

Generacion de variables aleatorias.

El método de la transformada inversa se presentara y utilizara para la generacion

de variables aleatorias tipo discreta.
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Se considerard una variable aleatoria continua con funcién de distribucién F. Este

método en general se basa en la siguiente proposicion:

Sea U una variable aleatoria uniforme (0,1). Para cualquier funcién de distribucion

continua F, la variable aleatoria X definida como:
X = F~1(U), tiene distribucion F.
F~1(U), es definida como el valor de x tal que F(x) = u.
Demostracion: Sea F, la funcién de distribucion de X = F~1(U). Entonces:
Fy(x) = P{X < x} = P{F(U) < x}

Como F es una funcion de distribucion, resulta que F(x) es una funcibn monétona
creciente de X y por lo que la desigualdad "a < b" es equivalente a la desigualdad

"F(a) < F(b)".
Entonces se puede ver lo siguiente:
E.(x) = P{F(F7X(1)) < F(x)} como F(F"Y(U)) =U
= P{U < F(x)} = F(x) como U es uniforme (0,1)

La proposicién anterior muestra que podemos generar una variable aleatoria X a
partir de la funcién de distribucion continua F mediante la generacion de un

nimero aleatorio U y luego haciendo X = F~1(U).



29
Simulacién estocéastica.

La simulacion es una técnica numérica para conducir experimentos en una
computadora digital. Estos experimentos comprenden ciertos tipos de relaciones
matematicas y logicas, las cuales son necesarias para describir el comportamiento

y la estructura de sistemas complejos del mundo real a través de largos periodos.

La simulacién estocéstica es entonces la representacion de fendmenos reales por
medio de una computadora, a través de un modelo matematico compuesto por
variables aleatorias. En este caso particular, las variables aleatorias a manejar son

independientes e idénticamente distribuidas (idd).

Ley de los grandes nameros

Sea X;,X,, ... una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con media u. Entonces, para cualquier € > 0,

lim P(

n—-oo

Xy + -+ Xy
LIRSS N R
n

Teorema del Limite Central

Sea X;,X,, ..,X, un conjunto de variables aleatorias, independientes e

idénticamente distribuidas con media p y varianza 0 < ¢? < .

Sea S, = X, + -+ X,, , entonces lim,,_,, P (5;—/;" < Z) = ¢(2)



Definicion y ejecucion de la solucion algoritmica

Construccion del algoritmo

Simulacion

Galton-Watson
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Genera X~ U(0,1)
Por Método de Inversion

Genera Descendientes Y ~ Poi(})

Poblacién = Y

— cY>07?

—

Sl

—

Recibe: No. de Iteracién = 1
Pardmetro L Poblacién = 0
No. de Iteraciones Estimado = 0
¥ = culig contador = 1
suma =0
isuma>0? ——NO— ¢ contador<Y ?
|
SI
Genera X~ U(0,1)
Por Método de Inversion
Genera Descendientes Y contador ~ P0i(})
NO suma = suma + Y contador ~ POi(})
Poblacién = Poblacién +suma

NO

—"

¢ No. de lteracién < No. de lteraciones ?

[73

No. de Iteracién = No. de Iteraciones + 1

Muestra Estimado

‘| Estimado = Estimado + (Poblacién / No. de lteraciones)

Figura 3.1 Algoritmo Proceso de Ramificacién Galton-Watson

Fuente: Elaboracion Propia.
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Ejecucion en Microsoft Excel VBA
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Figura 3.2 Interfaz inicial del software.
Fuente: Elaboracién Propia.
r
Microsoft Excel @
Sugerencia:
Iteraciones: 500
Lambda: 1.8
Microsoft Excel @
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Cancelar
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Figura 3.3 Sugerencias del software. Figura 3.4 Niumero de escenarios a simular.

Fuente: Elaboracién Propia. Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 3.5 Numero de descendientes promedio. Figura 3.6 Opcién de notificacidon por escenario.
Fuente: Elaboracion Propia. Fuente: Elaboracion Propia.
Microsoft Excel @

Para cancelar la simulacién en cualquier momento, presione ESC durante 3
segundos y escoja la opcion FINALIZAR

Figura 3.7 Aviso de cancelacién del software.

Fuente: Elaboraciéon Propia.
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Figura 3.8 Simulacion grafica.
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Figura 4.1 Simulacion grafica.

Fuente: Elaboraciéon Propia.
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Las imagenes previas muestran como se utiliza el programa y para fines

demostrativos se seleccionaron como parametros las sugerencias establecidas.
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Resultados de la Investigacién

500 escenarios VS 50,000 escenarios

MEDIA DESV. ESTANDAR LIMITE LIMITE
ESCENARIOS
MUESTRAL MUESTRAL INFERIOR SUPERIOR
500 28.124 143.251 15.568 40.680
50,000 27.188 172.565 25.675 28.701

Tabla 1.1 Comparativa de resultados.

Fuente: Elaboracion Propia.

En cada caso se calcul6 la media muestral, desviacion estandar muestral y el

intervalo de confianza al 95%, cuyos calculos mateméaticos son las siguientes:

Media Muestral: 3329 2 = 28.124

.., , 500(y,._28.124)2
Desviacion Estandar Muestral: \/M

— = 143.251
Limite Inferior al 95%: 28.124 — 1.96 1‘;%2(‘:’1 = 15.568
Limite Superior al 95%: 28.124 + 1.96 * *o221 — 40,680

V500
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De acuerdo a la Ley de los Grandes Numeros, para un numero de datos
suficientemente grande, estaremos mas cerca del valor de los pardmetros

estimados, en este caso se hace se refiere a la media muestral.

Segun el Teorema del Limite Central, la media muestral, cuyo valor es la suma de
variables aleatorias y;, se aproxima a una distribucion normal para un niamero de
y;'s suficientemente grande. Es por eso que se asume normalidad y los intervalos

de confianza al 95% fueron calculados de la siguiente manera:

Limite Inferior: y—Za * — Limite Superior: y+Za *
2 2

(o}

Vn

3

Respecto a la convergencia del algoritmo es bastante aceptable a pesar de la
diferencia significativa entre el nimero de escenarios generados. Sin embargo, la
desviacion estandar muestral es considerablemente mayor que la media muestral
y esto podria significar mucha variabilidad en las observaciones o que algunos

datos atipicos son los que estan impactando directamente en esta.
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Lo que sigue es truncar los datos atipicos que rebasen los limites extremos, los

cuales son definidos a continuacion:

LIMITE LIMITE
ESCENARIOS PERCENTIL 1% PERCENTIL 99%
INFERIOR SUPERIOR

500 15.568 40.680 16.350 36.650

50,000 25.675 28.701 26 28

Tabla 1.2 Truncamiento de datos atipicos.

Fuente: Elaboraciéon Propia.

MEDIA DESV ESTANDAR | |MITE LIMITE
ESCENARIOS
MUESTRAL MUESTRAL INFERIOR SUPERIOR
500 18.640 6.061 18.109 19.171
50,000 26.214 0.0616 26.209 26.220

Tabla 1.3 Comparativa de resultados truncados.

Fuente: Elaboracién Propia.
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Conclusiones generales

La alta variabilidad en los resultados observados no impide poder trabajar con
ellos, ya que encontrando los limites extremos y truncando de acuerdo a ellos, se
puede definir una nueva muestra y recalcular la media muestral, desviacién
estandar muestral y el intervalo de confianza al 95%. Luego entonces se podra
apreciar una disminucion significativa en cuanto a la variabilidad de la nueva

muestra.

Sera viable estimar un total de individuos siempre y cuando se consideren los

siguientes puntos cruciales:

1) El parametro lambda debe ser el adecuado para asegurar la extincion de la

poblacion infectada en alguna generacién Z,.

2) El equipo de computo donde se realice la simulacion debera contar con
altas o suficientes especificaciones técnicas para poder soportar el lambda

dado por el usuario.



Anexos.
Caodigo implementado en Visual Basic for Applications.

Sub ramificacion()
Range("F34") =™
Range("G34") =™
Range("H34") =™
Range("I34") =™
Range("F35") =™
Range("G35") ="
Range("H35") =™
Range("I35") =™
Application.ScreenUpdating = False
Range("D35").Select
Range(Selection, Selection.End(xIDown)).Select
Selection.ClearContents
Range("E35").Select
Range(Selection, Selection.End(xIDown)).Select
Selection.ClearContents
Range("H1").Select
MsgBox ("Sugerencia:" & Chr(13) & Chr(13) & "lteraciones: 500" & Chr(13) &
Chr(13) & "Lambda: 1.8" & Chr(13) & Chr(13) & "Tiempo Aprox. de Espera: 3.5
minutos” & Chr(13) & Chr(13) & "Notificacion por iteracion: NO")
iteraciones = Val(InputBox("¢, Cuantos escenarios deseas generar?"))
Total =0
lambda = Val(InputBox("El valor de lambda es:"))
respuesta = MsgBox("¢ Notificacion del total de casos por cada escenario?",
vbYesNo)
MsgBox ("Para cancelar la simulacién en cualquier momento, presione ESC
durante 3 segundos y escoja la opcion FINALIZAR")
For contador = 1 To iteraciones

truco=0

Worksheets("Hojal").Cells(1, 8) = contador

limpieza

Worksheets("Hojal").Cells(1, 4) = lambda

u = aleatorio()

Worksheets("Hojal").Cells(1, 6) = u

Worksheets("Hojal").Cells(2, 9) = Worksheets("Hojal").Cells(2, 6)

truco = truco + Worksheets("Hojal").Cells(2, 6)

ndpgen = Worksheets("Hojal").Cells(2, 6)

generacion =0

If ndpgen <> 0 Then generacion = 1

Fori=1 To ndpgen
u = aleatorio()

38



39

Worksheets("Hojal").Cells(1, 6) = u
Worksheets("Hojal").Cells(i + 1, 9 +
generacion).Font.ThemeColor = xIThemeColorDark1
Worksheets("Hojal").Cells(i + 1, 9 + generacion) =
Worksheets("Hojal").Cells(2, 6)
truco = truco + Worksheets("Hojal").Cells(2, 6)
Next
While revsuma(generacion) <> 0
Worksheets("Hojal").Cells(1, generacion + 9) = "Z" & generacion
ciclo = ndreng(generacion)
r=2
Fori=1To ciclo
For j = 1 To Worksheets("Hojal").Cells(i + 1, generacion + 9)
u = aleatorio()
Worksheets("Hojal").Cells(1, 6) = u
Worksheets("Hojal").Cells(r, generacion + 10).Font.ThemeColor =
xIThemeColorDark1
Worksheets("Hojal").Cells(r, generacion + 10) =
Worksheets("Hojal").Cells(2, 6)
truco = truco + Worksheets("Hojal").Cells(2, 6)

r=r+1
Next
Next
generacion = generacion + 1
Wend

Worksheets("Hojal").Cells(1, generacion + 9) = "Z" & generacion
Application.ScreenUpdating = False
Cells.Select
Cells.EntireColumn.AutoFit
Range("12").Select
Application.ScreenUpdating = True
If respuesta = vbYes Then MsgBox "El escenario No. " & contador & ", resulté con
un total de " & truco & " casos."
Total = truco + Total
Worksheets("Hojal").Cells(34 + contador, 4) = contador
Worksheets("Hojal").Cells(34 + contador, 5) = truco
cic = Now
ActiveSheet.ChartObjects("1 Grafico").Activate
ActiveChart.SeriesCollection(1).XValues = "=Ho0jal!$D$35:$D$" & 34 + contador
ActiveChart.SetSourceData Source:=Range("E34:E" & 34 + contador)
Worksheets("Hojal").Range("H1").Select
columnas123 = Range("I11").CurrentRegion.Columns.Count
Fori123 =9 To columnas123 + 7

renglon123 =2

iniciol23 =2

topel23 =0

Cells(renglon123, i123).Select
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While Cells(renglon123, i123) <> "
If Cells(renglon123, i123) <> 0 Then
dependiente123 = Cells(renglon123, i123).Address
If renglon123 = 2 Then topel23 = topel23 + Cells(renglon123, i123)
+1
If renglon123 > 2 Then topel23 = topel23 + Cells(renglon123, i123)
For j123 = inicio1l23 To topel23
Cells(j123, 1123 + 1).Font.Colorindex = xIAutomatic
Cells(j123,i123 + 1) ="=" & Cells(j123, i123 + 1) & "+" &
dependiente123 & "-" & dependientel23
Next
iniciol23 = topel23 + 1
Else
If renglon123 = 2 Then topel23 =1
End If
If Cells(renglon123, i123) > 0 Then Cells(renglon123,
1123).ShowDependents
renglon123 = renglon123 + 1
Wend
Next
Next
Range("F34") = "MEDIA"
Range("G34") = "DESV EST"
Range("H34") = "LIM INF"
Range("134") = "LIM SUP"
Range("F35") = "=AVERAGE(E35:E" & iteraciones + 34 & ")"
Range("G35") = "=STDEV.S(E35:E" & iteraciones + 34 & ")"
Range("H35") = "=F35-TINV(0.025," & iteraciones - 1 & ")*G35/SQRT(" &
iteraciones & ")"
Range("I35") = "=F35+TINV(0.025," & iteraciones - 1 & ")*G35/SQRT(" &
iteraciones & ")"
Columns("H:H").AutoFit
Columns("l:I").AutoFit
MsgBox "Se reportan " & Round(Total / iteraciones, 1) & " casos en promedio."
End Sub

Function revsuma(numero_de_generacion)

renglon =0

suma =0

blanco = False

While blanco = False
If Worksheets("Hojal").Cells(renglon + 2, numero_de_generacion + 9) <>
Then
suma = suma + Worksheets("Hojal").Cells(renglon + 2,
numero_de_generacion + 9)
renglon = renglon + 1
Else
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blanco = True
End If
Wend
revsuma = suma
End Function

Function ndreng(numero_de_generacion)
renglon =0
blanco = False
While blanco = False
If Worksheets("Hojal").Cells(renglon + 2, numero_de_generacion + 9) <> "

Then
renglon =renglon + 1
Else
blanco = True
End If
Wend

ndreng = renglon
End Function

Sub limpieza()

Application.ScreenUpdating = False
Range("12:XFD1048576").Select
Selection.ClearContents

Range("J1").Select

Range(Selection, Selection.End(xIToRight)).Select
Selection.ClearContents

Range("l11").Select

Application.ScreenUpdating = True

End Sub

Function aleatorio()

Application.Calculate

aleatorio = Worksheets("Hojal").Cells(1, 7)
End Function



42

Referencias bibliograficas

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Reuven Y. Rubinstein. (2007). Simulation and the Monte Carlo Method.

USA. Wiley.

Sheldon M. Ross. (2012). Simulation. USA. Academic Press.

Palisade Corporation. (2009). Evolver. USA. Palisade Corporation.

Andrew F. Seila. Vlatok Ceric. (2003). Applied Simulation Modeling. USA.

Cengage Learning.

Anuario Estadistico INEGI. (2000-2010). MEXICO.

George Canavos. (1988). Probabilidad y Estadistica. México. Mc. Graw-Hill.

DeGroot, M.H. (1988). Probabilidad y Estadistica. México. Addison Wesley

Iberoamericana.

Kalbfleisch J.G. (1979). Probability and Statistical Inference. USA. Spriger

Verlag.

Hoel Port Stone. (1972). Introduction to Stochastic Processes. USA.

Houghton Miflin Company.

10)Luis Rincon. (2012). Introduccion a los procesos estocasticos. México.

11)Kai Lai Chung. (2002). Elementary Probability Theory With Stochastic

Processes and an Introduction to Mathematical Finance. USA. Springer.

12)Luis G. Gorostiza. (2009). Ramificacion. México. CINVESTAV.



