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A mi madre y hermano.



Introduccion.

Dentro de una entidad aseguradora existen observaciones cuyo comportamiento no se
ajusta a los valores esperados de siniestralidad, generando una amenaza para su estabilidad. El
comportamiento inusual de una variable aleatoria puede tener més interés que su “normalidad”
ampliamente tratada por la teoria clasica del riesgo. La Teorfa del Valor Extremo y maés
concretamente la distribucién de Pareto Generalizada permite modelar los siniestros que exceden

un determinado umbral para generar una herramienta de analisis de riesgos y prevencion.

El presente trabajo de investigacién aplica esta teoria, dentro del marco del seguro, teniendo como
objetivo fortalecer la siniestralidad esperada minimizando el riesgo que pone en peligro la
estabilidad y solvencia de la entidad aseguradora.

Desde el punto de vista de la entidad aseguradora, el principal interés se encuentra en conocer su
capacidad financiera para cubrir la siniestralidad esperada, frente a la posibilidad de ceder al
reaseguro, siendo el reaseguro de exceso de pérdida, excess loss, el que mantiene una relacion
directa con la distribucién de los siniestros que exceden un cierto umbral.

Desde el punto de vista del reasegurador, el interés por modelar los extremos se centra en
determinar la esperanza de siniestralidad por encima de la prioridad y la prima pura de dicho

reaseguro.

Estimando la distribuciéon del costo de los siniestros y la distribucién de frecuencia de
siniestralidad, la teoria clasica del riesgo indicaria el importe de reservas necesario, dada una
determinada probabilidad de ruina y un horizonte temporal.
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Capitulo 1

Antecedentes.

Dada la creciente preocupacion por la solvencia de las entidades aseguradoras, incluso a
niveles internacionales, el objeto de esta investigaciéon consiste en poner en manifiesto la utilidad
de la teoria del valor extremo en la ciencia actuarial a través del estudio de uno de sus

componentes: los siniestros extremos.

Desde un punto de vista practico, esta teoria facilita la gestiéon del riesgo en las entidades
aseguradoras al permitir realizar inferencia estadistica sobre valores extremos en una poblacién o
en un proceso aleatorio y, por tanto, estimar la probabilidad de que ocurran sucesos mas extremos
que los recogidos hasta el momento.

La relevancia de la investigacion reside en la posibilidad de inferir sobre la ocurrencia de eventos
extremos en base a la informacion histérica disponible. La incertidumbre ante la ocurrencia de
grandes siniestros se reduce si se consigue obtener una distribuciéon limite que modele la

siniestralidad mas elevada y que permita conocer su probabilidad y periodos de retorno.

Con el fin de contrastar la utilidad y posibilidades que presenta la Teoria del Valor Extremo, se
realizard un andlisis aplicado a las bases de datos de siniestralidad de una entidad aseguradora,
representativa en el ramo automotriz, cuya identidad se mantendrd anénima por razones de
confidencialidad. La entidad que ha colaborado en esta investigacién ha cedido una cartera de

siniestros de 10 anos de historia.

Para este ejercicio se asumird como costo de siniestralidad tanto los pagos realizados en los

siniestros ya terminados, como las provisiones o reservas de los siniestros pendientes por finalizar.

Una vez estimados los pardmetros de las distribuciones que ajustan a los datos y comprobada la
bondad del ajuste del modelo paramétrico estimado, el objetivo es la prediccién e inferencia:

i. Estimar la probabilidad de que un siniestro supere una determinada cuantia,
especialmente si ésta es elevada.
ii. Estimar el cuantil esperado dada una determinada probabilidad.



iii. Inferir sobre el periodo de retorno o tiempo medio de espera hasta la ocurrencia de un
evento extremo, y al mismo tiempo, el nivel de siniestralidad esperado para un
determinado periodo de retorno.

Con caréacter previo, se deben distinguir los conceptos evento extremo y valor extremo:
un evento extremo proviene de una situacién anémala (evento es el accidente o suceso dafoso)
pero no tiene por qué dar lugar a un valor extremo, ya que el valor extremo es la cuantificacién
econdémica consecuencia del evento. Todos los valores extremos se han producido por la ocurrencia

de un evento extremo.

Se considera como valor extremo al dato mas grande o méas pequeno en un conjunto de
observaciones o de una variable aleatoria. El objeto de la Teoria del Valor Extremo es desarrollar
métodos para cuantificar eventos extremos y sus consecuencias de un modo estadisticamente

optimo.

Desde la perspectiva de la presente investigacién los valores extremos son los grandes siniestros y
respecto a ellos existe un problema béasico que es la insuficiencia de datos y la escasa experiencia
para estudiar el comportamiento de los mismos.

Responsabilidad civil, reaseguro, incendio y catéstrofes son algunas de las areas susceptibles de
generar grandes siniestros y, por tanto, su siniestralidad extrema es susceptible de ser estudiada
a través de esta teoria.

1.1 Gestion de Riesgo.

Embrechts, Resnick y Samorodnitsky proporcionan una serie de conceptos respecto a la
gestién del riesgo de crédito en una entidad financiera, que resultan validos en la gestion de la
siniestralidad del asegurador:

= Pérdida esperada (Ezpected loss): Pérdida que se asume como consecuencia de llevar a

cabo una transaccién en particular.

= Pérdida inesperada ( Unexpected loss): Pérdida inusual pero predecible que la entidad debe
ser capaz de absorber con el curso normal de su actividad.

= Pérdida extrema (Stress loss): Pérdida surgida de escenarios extremos posibles (aunque
improbables) a los que las entidades deben sobrevivir, sin que se ponga en peligro la
estabilidad y la solvencia de las entidades aseguradoras.

Conceptos similares a éstos se ponen de manifiesto en los documentos de trabajo relativos a
Solvencia II, que establecen tres componentes del riesgo a los que la compania debe hacer frente:
Volatilidad, Incertidumbre y Eventos extremos. Estos tres componentes son la base de toda
investigaciéon actuarial interesada, por un lado, en estimar la prima pura como valor medio o

esperanza matemaética de la suma total de siniestralidad esperada de una cartera de riesgos y, por



otro lado, en estimar los recargos necesarios de seguridad a la prima de riesgo en funciéon de la
volatilidad y la incertidumbre del riesgo asegurado.

Estos dos primeros aspectos, volatilidad e incertidumbre, han sido ampliamente investigados a
través de la teoria clasica del riesgo.

Sin embargo, el dltimo de los riesgos, eventos extremos, tienen una historia bastante reciente en
relacion al resto. Actuarialmente comienza a considerarse la existencia de potenciales siniestros de

baja frecuencia pero de graves consecuencias monetarias.

Su investigacion es fundamental ya que para cualquier riesgo, sea o no de naturaleza actuarial, la
ocurrencia de uno o mas eventos extremos puede dar lugar a fluctuaciones mucho mayores de las
que cabria esperar que aparecieran por fluctuaciones normales (tanto por volatilidad como por
incertidumbre).

Particularmente para el seguro y concretamente para las entidades aseguradoras, el interés por la
Teoria de los Valores Extremos es inherente al riesgo potencial de siniestros de elevada cuantia.

El objetivo de investigar el comportamiento de los valores extremos conlleva a asegurar la
estabilidad y la solvencia de las entidades aseguradoras pese a la ocurrencia de pérdidas extremas,
a través de un tratamiento técnico que ayude a la toma de decisiones.

Parte de los procedimientos técnicos para la gestion del riesgo, consisten en conocer y aplicar
modelos estadisticos que midan los riesgos y permitan establecer éptimamente el volumen de
capital necesario, el nivel adecuado de provisiones, la correcta tarificacion, o las posibilidades de
cesion del riesgo, ete.

Tal es la importancia sobre los valores extremos en el anélisis de la solvencia de los aseguradores,
que el proyecto de Solvencia II considera relevante su investigacion y pone de manifiesto
permanentemente su preocupacion por la estabilidad de las entidades aseguradoras en relaciéon a
la siniestralidad méas grave.

Para la medicién de las situaciones extremas propone algunas medidas técnicas:

» Valor en riesgo (VaR — Value at Risk): Cuantil de la funcién de distribucién que deja un
determinado percentil (1 — a )% a su izquierda y el resto a la derecha (a)%

» La desviacién estandar de una distribucion es una medida del grado de incertidumbre.

» Valor en Riesgo de cola (TVaR — Tail Value at Risk): Cuantil del VaR mas la media que
excede dicho cuantil.

La ventaja de usar la medida del TVaR como una medida del riesgo, con el objeto de valorar la

solvencia, es proporcionar la suma total de pérdidas por encima de un cierto nivel de confianza
1-a)%



De la misma manera, Solvencia II plantean varias aproximaciones para calcular la exposicién al
riesgo y factores especificos. Una de estas aproximaciones parte del ajuste de una distribucién de
probabilidad a las carteras de riesgo que determine la suma de capitales requeridos para soportar
las responsabilidades futuras que se deriven de las mismas. De la distribucién obtenida se toma
una probabilidad elevada y se calcula el cuantil asociado a ese percentil, estableciendo como
6ptimo un nivel de confianza del 99,5% (ello implica un periodo de retorno de 200 afios)

Bajo la Teoria del Valor Extremo se determinar el modelo que ajuste la cola de la distribucién,
ya que para un mismo percentil, el valor del cuantil es méas alto cuanto mayor sea el grueso de la
cola de la distribucién.

Ni todas las carteras de riesgo se rigen bajo un mismo modelo, (no todas presentan un
comportamiento normal), ni un mismo modelo de riesgo es valido para el ajuste de toda una

distribucién.

En definitiva, la Teoria del Valor Extremo facilita, en primer lugar, el ajuste de un modelo a la
cola de la distribucién del riesgo y en segundo, el calculo correcto de las medidas para optimizar
la toma de decisiones.

Las distribuciones de cola gruesa muestran una mayor masa de probabilidad en la cola en
comparacién con otras distribuciones como la normal. Esto significa que los acontecimientos
extremos que provienen de distribuciones de cola gruesa, ya sean éstos méximos o minimos,
ocurren con mayor frecuencia que bajo una hipétesis de normalidad.

Los riesgos sujetos a pérdidas infrecuentes pero cuantificables siguen distribuciones de cola gruesa

que a su vez se corresponden, en su mayoria con distribuciones asimétricas.

Partiendo de una hipétesis de normalidad en la distribucién de un fenémeno aleatorio, las
estimaciones de los valores extremos se minimizarian. Por ello es necesario acudir a investigar el
comportamiento propio de los extremos, separandolos de los valores centrales para ser estudiados
por si mismos y conseguir una mejor explicacion de la realidad, sin asumir que todos los

acontecimientos provienen de un comportamiento normal.

En términos actuariales, para determinar una prima que cubra los siniestros de cuantia muy
elevada, donde en base a los datos historicos existen s6lo unas pocas observaciones de cierta
cuantfa, ajustando un modelo paramétrico al conjunto de todos los siniestros (extremos y no
extremos), la distribucién no realizaria un buen ajuste a la cola de la distribucién donde las
observaciones son muy dispersas, de hecho, la optimizaciéon del ajuste implicaria, en base a la

estadistica clésica, la eliminacién de los picos que contaminan los valores centrales.

Existen entonces dos posibilidades para las compaiias aseguradoras: cubrir los grandes riesgos a
través de sus propios fondos mediante la correcta estimacién de la distribucién de la cola o no
asegurar elevadas cuantias debido a la escasa experiencia y ceder dichos riesgos a figuras como el

reaseguro.
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1.2 Reaseguro y Solvencia

El reaseguro es un acuerdo en virtud del cual el asegurador traslada a otro asegurador
parte de los riesgos que originariamente habia tomado a su cargo. Se trata de un seguro donde el
primer asegurador toma la posicién de asegurado frente a un segundo asegurador que se denomina
reasegurador. Su finalidad es atenuar las obligaciones asumidas por el asegurador originario si
ocurriesen los siniestros, repartiéndolas entre varios aseguradores y reduciendo asi los tres
componentes del riesgo mencionados con anterioridad: volatilidad, incertidumbre y eventos
extremos.

El reaseguro ayuda a los aseguradores a salvaguardar su estabilidad financiera, por ejemplo, en
un reageguro no proporcional de exceso de pérdida, desde el punto de vista de la compaiia cedente,
la distribucién de siniestros estd truncada a la derecha (el asegurador tiene acotadas sus pérdidas).

Esta claro que el reaseguro es una figura clave para mantener la estabilidad y la solvencia de las
entidades aseguradoras, pero la transferencia del riesgo o el reparto de las consecuencias de un
siniestro de elevada cuantia no evitan la ocurrencia del evento extremo.

Las entidades aseguradoras deben valorar las probabilidades de ocurrencia de extremos, su cuantia
méxima probable, etc., con el fin de determinar si resulta conveniente su cesién al reaseguro o por
el contrario la entidad podria ser capaz de asumirlos con capacidad propia.

En términos generales, solvencia es la capacidad de hacer frente a las deudas u obligaciones de
pago, sin embargo, se puede hacer distincién entre solvencia estatica y dindmica.

Se entiende por solvencia estdtica a la capacidad del asegurador para hacer frente a los
compromisos adquiridos, esto es, la capacidad técnico — financiera para hacer frente a las
obligaciones ya contraidas por la empresa.

El elemento bésico para la cobertura de la solvencia estatica de las entidades son las provisiones
técnicas (excepto la provisién de estabilizacién), aquellos recursos que estdn destinados a atender
el importe de las obligaciones futuras estimadas pero que atn no son exigibles, denominados
fondos no libres.

La solvencia dindmica corresponde a los riesgos derivados de las fluctuaciones aleatorias de
siniestralidad, los derivados de la gestiéon y derivados del mercado donde la empresa realiza su
actividad.

La cobertura de la solvencia dindmica se realiza a través del margen de solvencia y el fondo de
garantia (ademds de la propia provisién de estabilizacién), esto es, el nivel de fondos libres de los
que dispone el asegurador. Estos fondos libres no son necesarios para atender obligaciones
pendientes ni para cubrir el valor estimado de los compromisos futuros por razén de las pdlizas
suscritas hasta la fecha, sino que con esos fondos libres el asegurador debe ser capaz de atender
desviaciones futuras desfavorables. El fondo libre del periodo anterior més las primas devengadas
v los rendimientos de inversiones financieras, restando el costo y gasto de los siniestros, generara
el fondo libre del periodo actual.
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Mientras que la solvencia estatica se identifica con la deuda ya contraida, la solvencia dinamica
se asocia al riesgo subyacente en funcién del cardcter intrinsecamente aleatorio de la actividad
aseguradora expuesta a fluctuaciones y posibilidad de desestabilizaciéon de la entidad.

En caso contrario, la insolvencia vendra cuando los fondos libres alcancen un nivel que se considere
minimo. Para mantener un adecuado grado de solvencia sera condiciéon necesaria que los ingresos,
primas, no sean inferiores a los gastos, siniestralidad y gestiéon. A favor de la solvencia pueden
afadirse recargos de seguridad a las primas, disminuir los gastos de gestién o mediante una mejor
estimacién de los costos medios de siniestralidad y, por tanto, ajustando de mejor manera las

primas puras.

Ademas de la condicion anterior, también sera necesario establecer un margen de solvencia inicial
a fin de minimizar el riesgo de insolvencia. Normativamente es requisito para las entidades
aseguradoras establecer un margen de solvencia méas alla de las provisiones técnicas para hacer

frente a los compromisos contraidos.

1.3 Proceso de reservas.

Desde el punto de vista tradicional de la Teorfa del Riesgo, en el anélisis de la solvencia
de las entidades aseguradoras existe sélo un tipo de riesgo: las fluctuaciones en la siniestralidad
acumulada. Estas posibles fluctuaciones pueden afectar a la estabilidad del asegurador y por tanto
definen su probabilidad de ruina.

Una entidad aseguradora serd estable cuando la probabilidad de ruina sea suficientemente
pequedia, y para ello, se debe considerar el efecto del reaseguro, del recargo de seguridad y demés

elementos de solvencia que intervienen en el proceso asegurador.

Filip Lundberg introdujo los fundamentos de la teoria del riesgo en el campo de los seguros no
vida, con un modelo capaz de describir las dindmicas bésicas de una cartera de seguros no vida.
Este modelo asume un proceso de Poisson para describir el nimero de siniestros y presenta un
analisis en tiempo continuo.

Sea R, el volumen de reservas inicial o margen de solvencia en el periodo inicial. La cuantia de
siniestralidad agregada para un determinado periodo serd representada por una variable
estocastica S y donde las primas cobradas estardn representadas por P'.

Las primas se suelen considerar como una variable determinista que viene definida por la prima
pura de riesgo P y por el recargo de seguridad, normalmente expresado como un porcentaje A de
la prima pura de riesgo, siendo P’ = P - (1+ A) y el volumen de primas puras de riesgo coincide
con la esperanza de la siniestralidad P = E(S).

La entidad aseguradora serd solvente si al final de un Unico periodo la siniestralidad no ha

superado el volumen de reservas iniciales mas las primas cobradas:
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Ry+P' >S5

El volumen de reservas iniciales es conocido y el volumen de primas a cobrar se estima en base a
la siniestralidad. Para conocer cual debe ser el volumen inicial de reservas ante la variabilidad en
los pagos, se plantea la estimacién de R, tal que la probabilidad de que la siniestralidad sea
superior a la suma de las primas y las reservas iniciales, sea inferior a un valor determinado € > 0,
el cual determina la probabilidad de insolvencia maxima aceptable:

P(S>Ry,+P)<¢

En la practica, el corto plazo tiende a periodos mayores de tiempo. Aunque se trate de seguros
con duracién inferior a un afio, siempre existe el componente de renovaciéon y de continuidad en
la actividad aseguradora. Una generalizacion del corto plazo lleva a una prolongacion en el tiempo.

Para un proceso de riesgo que se desarrolla en un horizonte temporal (0,t), sea N4 el ntimero de
siniestros que pueden ocurrir hasta el momento t = 0, la probabilidad de que hasta el momento t
hayan ocurrido k siniestros se puede expresar como:

Pit = P(N(t) =k)

El modelo clésico de riesgo, cuando se analiza en tiempo continuo, viene definido por un proceso
estocastico { R(t),t = 0}, donde:

R(t) =Ry + P, —5S(t) t=>0,

Siendo R(t) el nivel de reservas en el momento ¢, calculadas como la cuantia de las reservas en el
momento 0 més la cuantia de las primas recibidas menos la cuantia pagada por los siniestros hasta
el momento t.

Asi, Ry = R(0) = 0 es el nivel inicial de las reservas, P' el monto de la prima, siendo por tanto

P’ el total de primas cobradas hasta el momento ¢, y S(t) la siniestralidad agregada, es decir, el
total de los siniestros ocurridos en (0, t]

— yN®
S(t) - Zi:l Xi
Siendo N(t) el ntiimero de siniestros ocurridos hasta t, y X; la cuantia del #-ésimo siniestro.
En el siguiente grafico se representa una posible trayectoria del proceso. Las variables aleatorias
T1, T, ... son los momentos en los cuales sucede un siniestro. La pendiente del proceso es ¢ en el

caso en que no hay siniestros, y cuando t =T;, i = 1, ...,n las reservas caen escalonadamente por

la cuantia del siniestro #-ésimo, X;.
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Trayectoria de un proceso estocdstico de reservas

R(t) R

X,

R(0) =R,

En el modelo no se incluyen elementos como la inflacién, rendimientos de la inversién, reparto de
dividendos o gastos de caracter administrativo y gestion.

En el modelo clasico, el proceso de ocurrencia de siniestros { N(t),t = 0} es un proceso de Poisson
con media A, donde N(t) es el ndmero de siniestros ocurridos en (0, t]. Siendo entonces S(t) un

proceso de Poisson compuesto, cumpliendo que S(t) = 0si N(t) =0

En el analisis del proceso de reservas, la insolvencia se produce cuando R(t) < 0.
La probabilidad de insolvencia es la probabilidad de que las reservas en un momento, entre 0 y t,
alcancen un valor negativo condicionado a un nivel de reservas inicial Ry, el cual comprende el

margen de solvencia:

Siendo Y(Ry, t) la funcién de distribucién de la variable T.
La probabilidad de ruina (0 < ¥(R,) < 1) es una funcién decreciente respecto a R, y tiende a cero

cuando las reservas iniciales tienden a infinito.

No obstante, el problema para una entidad se produce si la reserva llegase por debajo de la barrera
de ruina By, que seria aquella para la cual la situacién de insolvencia es irreversible.
Para el periodo (0, t] se define la probabilidad de ruina como la probabilidad de que las reservas

alcancen un valor por debajo de la barrera o frontera de ruina:

W(Ro,t) = P{R(t) < Bp V t > 0| R(0) = R,}
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Y sea la probabilidad de supervivencia el complemento de la probabilidad de ruina:
PR, 1) =1 —P(Ry, 1)

Sin embargo, el problema importante es determinar un rango de variacién para R(t). Para ello se
establece un limite superior RS y un limite inferior R! dentro del cual se encontrard la reserva
final con una determinada probabilidad.

La probabilidad a de que R(t) se encuentre al final del periodo (0, t] por debajo del limite inferior,
condicionado a que las reservas iniciales son R, es:

a = P{R(t) < R'|R(t) = Ry}

Se denomina capital en riesgo a la diferencia R(t) — R! que representa el capital que puede

perderse como méaximo para un nivel de confianza (1 — a)

Sin embargo, el proceso de riesgo basado en una distribucién tnica para toda la siniestralidad
puede ser deficiente para estimar el volumen total de reservas o inferir la verdadera probabilidad
de ruina, lo que lleva a la necesidad de emplear modelos eficientes que ajusten separadamente la
cola del ajuste de la masa muestral (Anexo I).

1.4 Reaseguro de exceso de pérdida.

La teoria clasica del riesgo, basada en el teorema central del limite no proporciona modelos
adecuados a la siniestralidad mas elevada de las entidades aseguradoras.
Asumir que toda la siniestralidad se comporta normalmente o bajo un mismo modelo, es una
restriccion innecesaria si se puede aplicar la teoria del Valor Extremo. Del mismo modo, tampoco

es valido asumir que una dnica distribucién ajusta éptimamente todo el conjunto de siniestros.

Estimando la distribucién del costo de siniestros y la distribucién de frecuencia de siniestralidad,
la teoria clasica del riesgo indicaria el importe de reservas necesario para hacer frente a sus
obligaciones, dada una determinada probabilidad de ruina y un horizonte temporal.

El reaseguro de exceso de pérdida (ezxcess loss), es aquel que cubre los siniestros que exceden una

determinada prioridad P, fijada por la compaiiia cedente.

La entidad reaseguradora se hace cargo de la cuantia R; de cada siniestro X; si:

{ Xl<P—>Rl=0
X;>P >R =X, —P

La entidad cedente se hace cargo de la cuantia C; de cada siniestro X; si:

{XL'<P_)C1'=XL'
XL>P—>Cl=P
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Reasegurador
En base a su propia cartera de riesgo, el reasegurador debe conocer con exactitud qué tipo
de siniestralidad grave asume y cudl es su modelo 6ptimo, ya que ello determinaré el nivel de

primas de riesgo adecuado a los riesgos aceptados.

La prima de tarifa, por parte del costo de la siniestralidad de una entidad cedente, se obtiene
estimando la prima pura de riesgo a través de la cuantia de siniestralidad media esperada y un
recargo de seguridad medido por la dispersién de la variable.

Prima de tarifa = E(R) + 1- a(R) A€ R

Donde E(R) es la prima pura determinada mediante la siniestralidad esperada que asumiré el
reasegurador. A su vez, se determina mediante el producto del nimero de siniestros esperado y la
esperanza de costo medio de cada uno de ellos, asumiendo independencia entre la frecuencia y el
costo de la siniestralidad. El recargo de seguridad estd formado a través de la desviacién o(R) y
un ntmero real A que mide la propensién al riesgo del reasegurador.

La prima pura de riesgo para el siguiente periodo puede ser estimada de un modo no paramétrico
en funcién de la siniestralidad de periodos precedentes.

= Estimacién no paramétrica
Sea N el ntmero de siniestros que ocurrirdn durante el periodo a estimar y X la cuantia
de siniestralidad. La suma esperada de siniestralidad total Sy que ocurrird en un periodo
dado, serd la esperanza del ntmero de siniestros por la esperanza de la siniestralidad
media de cada uno de ellos:

E(Sy) = E(N) - E(X)

En base a esta expresion se puede determinar la prima neta mediante una estimacién no
paramétrica a partir del siguiente estimador insesgado:

Donde Sy(ry es la suma total de siniestralidad ocurrida en T periodos.

= Estimaciéon paramétrica
Si lo que se propone es estimar la prima pura de modo paramétrico, entonces:

PR p) =E(n)-fx-dF(x)=E(N)-f(x—P)-dF(x)
P 0

La prima del reaseguro de exceso de pérdida se expresara como el producto de la esperanza
del ndmero de siniestros y la esperanza de la cuantia de siniestralidad en exceso de la
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prioridad P, en base a la Distribucién Generalizada de Pareto. Donde E(n) es el ntimero
esperado de siniestros por encima de P asumiendo una distribuciéon de Poisson.

De este costo medio estimado el reasegurador cubrird inicamente el exceso esperado sobre
la prioridad, es decir, [E(X | X > P) — P]

Asumiendo que los momentos de ocurrencia y el tamaifio de los siniestros satisfacen las
condiciones de un proceso de Poisson(4, W), entonces, A es el nliimero medio de siniestros
en un periodo y W es la funcién de distribucién de excesos por encima de la prioridad P
(funcién Generalizada de Pareto).

La prima pura de riesgo para el siguiente periodo vendria dada por:
PRpy=2-m(Wepgp) = E(n) - j(x —P)-wx)=EMm)-[EX|X > P)-P]
P

Donde m(Wgpp) representa la esperanza de la funcién de distribucién de Pareto
Generalizada, con parametros &, f y prioridad P.

Cedente

Desde el punto de vista del cedente, se presta interés en el riesgo de siniestralidad por
encima de una prioridad a cambio de una cesién de primas o para mantener una capacidad
financiera suficiente que permita atender la siniestralidad por encima de nivel de pérdida. En caso
de cesién al reaseguro, se necesitard determinar el umbral de cesion y retencién 6ptimos, es decir,
el importe de la prioridad y precio del reaseguro.

Mayor cesién al reaseguro implica menor nivel de fondos libres necesarios (menor remuneracién
por costo de capital propio), pero mayor costo por la cobertura de riesgos graves (menores
prioridades implican mayor cesién de primas). Y por el contrario, menor cesiéon al reaseguro (altas
prioridades) implica mayor nivel de fondos libres necesario (mayor remuneracién por costo de

capital propio) pero menor costo por la cobertura de riesgos graves.

La entidad aseguradora debe valorar en términos de costo y tomar decisiones éptimas para
conservar la futura estabilidad. Con el proyecto de Solvencia II, los requerimientos de capitales
(SCR: Solvency Capital Requirement), tendrdn una base més cuantificable apoyada en
distribuciones de costo y percentiles de riesgo como el VaR y TVaR.

La teoria del Valor Extremo presenta los nuevos escenarios para la estabilidad del mercado y

reaseguro en entornos econémicos abordados por la investigaciéon actuarial.
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1.5 Limitaciones del Valor Extremo.

A pesar de la importancia de esta teoria, es necesario hacer notar que existen ciertas

limitaciones que se deben tener en cuenta:

= Los modelos se desarrollan empleando leyes y teorias asintéticas, por lo tanto, los
resultados no pueden ser tomados como exactos cuando se aplican sobre muestras finitas.

= Los modelos se desarrollan bajo circunstancias ideales. Sin embargo, la realidad bajo
estudio no cumple siempre todas las hipdtesis tedricas.

= El modelo restringido a los valores extremos puede suponer pérdida de informacion de
aquellos valores elevados que se encuentren en el mismo bloque y que sean incluso
superiores a los maximos de otros bloques.

=  El modelo de los excesos que superan un umbral también genera un problema de eleccién
entre varianza y sesgo. Umbrales bajos suponen modelos con mayor ntmero de
observaciones y por tanto minimizan la varianza, aunque pueden incrementan el sesgo
por tomar como muestra valores no extremos. Umbrales elevados reducen el sesgo pero
generan modelos con mayor varianza.
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Capitulo 2.

Fundamentos de la Teoria del Valor Extremo.

El riesgo indica la siniestralidad de un evento y el asegurador tiene como objeto la
cobertura econémica de las consecuencias desfavorables derivadas de esos riesgos, midiendo la
probabilidad de ocurrencia de los mismos.

Desde el punto de vista del seguro y de la prevision, el riesgo puede clasificarse en Riesgos de
Masa y Riesgos de Cola. Mientras que los primeros son riesgos con consecuencias econdémicas bajas
pero alta probabilidad de ocurrencia, los segundos son aquellos riesgos con baja frecuencia pero
elevadas consecuencias econémicas.

Una vez que el asegurador ha aproximado la distribucién de la siniestralidad acumulada, puede
determinar el volumen de primas necesario para cubrir los riesgos asegurados y el margen de

solvencia que minimiza su probabilidad de ruina.

Los grandes riesgos se consideran valores extremos, y por serlo, resulta insuficiente la aplicacién
de la estadistica clasica. De este modo surge la necesidad de recurrir a una metodologia de cola
de la distribucién de probabilidad de la siniestralidad (Heavy Tails o Long Tails).

Si bien la distribucién del dafio total modela los riesgos de masa, permitiendo la aplicacién de la
Ley de los Grandes Numeros y el Teorema de Limite Central, la estimacién de la siniestralidad
acumulada debe completarse con otros estudios.

Las principales carencias de la teoria del riesgo se derivadas de los grandes siniestros; la carencia
de datos, el tiempo hasta la declaracién y el tiempo hasta la liquidacion.

Cuando se intenta ajustar una distribucién a las cuantias de siniestralidad surge el problema en
los valores mas altos, donde apenas existen datos. Puede haber un buen ajuste en los valores mas
bajos, pero no en la cola. La presencia o ausencia de un dnico gran siniestro tiene impactos sobre
el comportamiento total de la distribuciéon y puede desvirtuar la apreciaciéon de la siniestralidad
en un segmento.

El hecho de que haya ocurrido un siniestro y atin no se haya declarado afecta a la distribucion del

dano total. En determinados ramos, los siniestros de gran cuantia presentan un tiempo medio de

declaracién superior a la media.
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En determinadas clases de riesgo, como la responsabilidad civil, aparece una complicacién
adicional en los grandes riesgos, el tiempo que transcurre desde que se produce y se declara un
siniestro hasta que se liquida completamente. En siniestros de menor cuantia la liquidacién se
produce en el corto plazo, lo que facilita su estudio estadistico, mientras que en los grandes
siniestros pueden transcurrir incluso afios, lo que distorsiona la inferencia ante cambios en las
condiciones econdémicas (inflacién, tipos de interés, tipos de cambio etc.)

La investigacién actuarial explica la necesidad de emplear otras metodologias estadisticas dirigidas
a incrementar la informacién sobre los grandes riesgos. Estas nuevas técnicas se agrupan en la

Teoria del Valor Extremo.
2.1. Distribucion Generalizada de Valor Extremo.

La Teoria del Valor Extremo analiza la condicion bajo la cual los extremos de una muestra
aleatoria X;,.., X, convergen hacia una distribucién limite no degenerada cuando el tamafio de
la muestra n tiende hacia infinito.

Para ello, se asume que las variables aleatorias X; son independientes e idénticamente distribuidas
respecto a una distribucién dada F. Donde las variables aleatorias son estrictamente positivas y,

por tanto, las funciones de distribucién estdn truncadas en 0 por la izquierda.

Sean entonces X;, =2X,,>...2 X3, = ..2X,, un conjunto de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con una funcién de distribucién comtn F [F(x) =

P(X;in <x)] , donde Mn representa el maximo de todas ellas, M, = (Xi,n) =
max(X1,, Xon, s X o »Xnn) , s pretende conocer el comportamiento o distribucién de los
maximos.

Para obtener la distribucién limite no degenerada es necesario reducir el maximo mediante la
aplicacién de una transformacién lineal con coeficientes que dependan del tamano de la muestra
de modo andlogo a una tipificacién, es decir, seleccionando los apropiados pardmetros

b, > 0y a, € R se pretende llegar a la funcién de distribucién del maximo.

El pardmetro a, es una medida de la tendencia central de la distribucién de los valores extremos
pero no es la media de la distribucién. Del mismo modo, el parametro b,, es una medida de la

dispersién pero no la desviacién estandar.

Mp—-an

7 X cuando n— o y P(%Sx) - G(x) cuando n— o
n n

La Teoria del Valor Extremo centra su interés en la fluctuaciéon del médximo muestral, en lugar de

centrar la atencién en las sumas acumuladas

SO =) Xin
k=1

20



La probabilidad, medida por la funcién de distribuciéon del méximo, es:
n
P(M, <x)=P(Xyn <X ..; Xpp <x) = np(xi_n <x)=F"(x)
i=1

El comportamiento asintético del maximo tiene que estar relacionado con la cola derecha de la
distribucién F, puesto que es allf donde ocurren los extremos.

Esta funcién de distribucién del méximo viene dada por una serie de probabilidades conjuntas (ya
que si el maximo es menor que z, es porque todos los demés valores ordenados también son
menores que ), es decir, la funcién de distribucién vendré dada por el producto de probabilidades
y, por tanto, por la convolucién de la distribucién F.

Esto es:

M, —a, n
P(b—Sx)= F™(ay + by - X)
n

Por el teorema de Fisher y Tippet sobre leyes limites de méaximos, si existen las constantes
b, > 0ya, € R y una funcién no degenerada G tal que:

M,—a, d
—— > G cuando n—
by

Entonces

M, —a
G(x) = lim P(%Sx) x€€R
n

n— oo

G(2) es una distribucién asintética derivada a partir de la funcién de distribucién exponencial y
representa la funcién de distribucion estandar del valor extremo.

Esta aproximacién es la base de la Teorfa clasica del Valor Extremo, que da respuesta a la primera
cuestion anteriormente planteada y es que los méximos normalizados convergen hacia la
Distribucién del Valor Extremo Generalizada (GEVD).

La segunda cuestién viene referida a la forma de esa funcién de distribucién limite G(z) y a cémo
se caracteriza el M4ximo Dominio de Atraccién (MDA) de G, es decir, cudles son las funciones de
distribucién F que pertenecen al MDA(G).

Para responder a ambas cuestiones primero se deben describir todas las distribuciones G que
pueden surgir como limite de la expresion anterior y segundo se deben encontrar y caracterizar
todas las distribuciones para las cuales a, y b, existen, de modo que la expresién anterior se

sostenga.

Se dice que una distribucién es maz-estable cuando para cada n = 2, 3,..., existen los pardmetros
b, >0ya, €R, tal que: F*(a, + b, - x) = F(x)
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Ya que F'n es la funcién de distribucién de M,, = max(Xy ,, Xzp,..., Xins - » Xnn), donde Xi son
variables independientes e idénticamente distribuidas con distribucién comtun F, la propiedad de
mazx-estabilidad la satisfacen aquellas distribuciones para las cuales la operacién de tomar maximos
muestrales da lugar a una distribucién idéntica.

Como conclusion, las distribuciones max-estable son las tnicas leyes limite para los méaximos

normalizados.

Las clases de distribuciones max-estable coinciden con las clases de todas las posibles leyes limite
(no degeneradas) para los médximos (adecuadamente tipificados) de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas.

Esto implica que una distribucién sea maz-estable si, y sélo si, es una distribucién generalizada
del valor extremo.

Del desarrollo del limite para la distribuciéon asintética, se concluye que la funcién de
probabilidades acumuladas de los datos F(z) se encuentra en el maximo dominio de atraccién
(MDA) de G, donde G puede tomar la forma de tres distribuciones:

=  Tipo I: Distribucién de Gumbel para colas medias.
=  Tipo II: Distribucién de Frechet para colas gruesas.
= Tipo III: Distribucién de Weibull para colas cortas o suaves.

En cuanto a MDA, se dice que una variable aleatoria X pertenece al méximo dominio de atraccién

de una distribucién del valor extremo si existen los pardametros b, >0y a, € R de modo

Mp-a, @
que % - G cuando n— o se cumpla.
n

Es decir, verifica que:

G(x)=lim P(M, <b,-X+a,) = lim F*"(b,- X +a,) = GX)conX €R
n— co n-— oo

Y se dice que X € MDA(G)

En la siguiente tabla se resume la forma de las distribuciones limite para méximos extraidos de
muestras dada una distribucién inicial F(z), (Anexo II).
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Distribucion limite

Distribucién inicial F(x) para los maximos G(x)

Exponencial Tipo I (Gumbel)
Gamma Tipo I (Gumbel)
Normal Tipo I (Gumbel)
Log — Normal Tipo I (Gumbel)
Pareto Tipo 11 (Frechet)
Cauchy Tipo 11 (Frechet)
Burr Tipo Il (Frechet)

Log — Gamma Tipo Il (Frechet)

Uniforme Tipo 111 (Weibull)

Beta Tipo 111 (Weibull)

Las tres expresiones tienen en cuenta las variables estandarizadas, esto es, parametro de

localizacion nulo (a,, = ¢ = 0) y parametro de escala igual a la unidad (b,, = 0 = 1), ya que:

X —a
Gi,oc,an,bn x) = Gi,oc( b n)
n

Unicamente, las distribuciones de Frechet y Weibull estan definidas en términos de un parametro
(pardametro cierto de forma) llamado indice de cola que indica el grado de convergencia a cero de
la densidad de probabilidad, es decir, el grueso de la cola.

Cuanto mayor es el pardmetro mas se suaviza la cola, mas rapidamente converge la funcién a la
asintota, mientras que si el pardmetro se acerca a cero, mayor es el grueso de la cola de la

distribucién, més lentamente converge la funcién a cero.

Para poder realizar inferencia sobre la poblacién objeto de estudio, deberdn aplicarse técnicas que

permitan la estimacién de dicho pardmetro.
A. Funciones de probabilidad acumulada y funciones de densidad
Tipo I: La 