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Introduccion

Todos los dias nos enfrentamos a la ocurrencia de riesgos, al estar pre-
sentes en cualquier actividad que se realice. El riesgo es una amenaza por la
incertidumbre que implica, ya que no se sabe en qué momento se presentard
ni las consecuencias que puede generar, provocando incluso un desequilibrio
econémico. Como medida para protegerse de los riesgos surge el seguro, por
medio del cual las empresas o personas transfieren sus riesgos a una asegura-
dora a cambio del pago de cierta cantidad que es llamada prima, la compania
de seguros pagard la cantidad acordada en caso de la ocurrencia del even-
to. Es indispensable que estas empresas de seguros cuenten con la suficiente
solvencia para poder hacer frente a los compromisos que se presenten.

Sin embargo, existen diversos factores que ponen en peligro la estabilidad
de la aseguradora, algunos de estos factores son, riesgo del seguro, que se
refiere al riesgo de suscripcidn, riesgo catastréfico, riesgo de deterioro de las
reservas técnicas o riesgo de fluctuaciones de siniestros. Otro de los factores
es el riesgo del mercado que afecta los activos y las inversiones. La inflacion
es otro elemento que interviene en casi todos los aspectos econdémicos de
la solvencia de la aseguradora, finalmente, entre los factores que afectan la
solvencia estd el riesgo operativo el cual incluye gastos.

Historicamente el desarrollo de la solvencia se ha dividido principalmente
en dos etapas, en la primera el enfoque fue clasico mientras que en la segunda
fue econdmico; en el enfoque econémico se consideran los activos y pasivos al
mismo tiempo, aqui el principal problema que surge es la interaccién entre
ellos. Se han logrado desarrollar teorias clasicas como lo son la teoria de
riesgo colectivo y la teoria de probabilidades de ruina. Antes de que se usara
el término solvencia se utilizaban términos como reservas legales y reservas
de estabilizacion, conceptos que se han profundizado a través de los anos y
que sirven como garantia adicional.

El riesgo representa el elemento fundamental del seguro y es la base de
las aseguradoras, ya que sin riesgo no existirian. La necesidad de asegurarse
surge al estar frente a la posibilidad de que ocurra un evento que cause dano.
Las aseguradoras deberdn contar con cierto capital que les permita hacer
frente a las situaciones que pongan en riesgo su solvencia, ese capital debe
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ser suficiente para cubrir los gastos de administracién y las reservas para
cumplir con las obligaciones futuras, en ocasiones esto es muy dificil ya que
existen diversos factores que la afectan y tratar de controlarlos es complicado.

Debido a que analizar y controlar todos los factores que afectan la sol-
vencia de una compania de seguros resulta muy complicado, es importante
encontrar condiciones minimas que hagan mas facil mantener en equilibrio
la solvencia en la aseguradora.

Cuando ocurren demasiadas reclamaciones y la aseguradora no cuenta
con suficientes reservas, esto provoca la insolvencia, por eso es importante
crear un modelo que permita estimar las reservas necesarias para no llegar
a esta situacion. En el caso de los seguros contra terremotos, al no ocurrir
reclamaciones todos los anos se tienen que generar reservas para poder cubrir
las reclamaciones cuando ocurre un terremoto, lo importante es saber como
ir generando poco a poco esta reserva.

El principal objetivo que se persigue en esta tesis es presentar una es-
tructura que permita mantener la solvencia en aseguradoras, monitoreando
y controlando condiciones minimas, que permitan seguir con su actividad.

Para ello se recurrié al uso de medidas de riesgo, ya que si se modelan
riesgos solo con variables aleatorias y sus respectivas funciones de distribucion
no siempre es posible compararlos por su complejidad a menos que se tenga
dominancia estocastica que tiene como desventaja trabajar con un ntmero
reducido de variables para su comparacién. Cuando las variables aleatorias no
tienen dominancia estocastica, significa que no se comparan con sus valores
esperados por lo que su uso no incluye toda la informacion necesaria para
evaluar riesgos, en cambio trabajar con medidas de riesgo permite contemplar
todo la informacién necesaria, debido a que estas medidas de riesgo deben
cumplir con ciertas propiedades para ser consideradas buena medida, por eso
es importante su uso.

Se lograron seleccionar las condiciones, en términos de medidas de riesgo,
con las que se garantiza que los activos cubran los pasivos no solo en la
actualidad sino también en el futuro, es decir, que las reservas sean suficientes
para los pasivos pendientes y en caso de que esto no se logre, emplear las
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medidas de solucién para restablecer la estabilidad de la aseguradora.

Mediante la definicion de solvencia con una medida de riesgo se establecie-
ron las condiciones minimas de solvencia y para poder comparar los activos y
los pasivos se recurrié a un sistema consistente, llamado Valoracién del Por-
tafolio, que hace posible expresar los pasivos en base a un deflactor para que
esté en los mismos términos que los activos y sea sencillo compararlos y con
ayuda de un plan de negocios poder generar ingresos que permitan cubrir las
responsabilidades futuras. Ademas, se utilizaron filtraciones para describir la
informacion del mercado financiero y los riesgos técnicos que acumula esta
coleccion.

Este trabajo se estructura con tres capitulos, que se describen brevemen-
te a continuacion. En el primer capitulo se establecen los términos basicos
relacionados con la solvencia; como el concepto, tipos, formas cldsicas de man-
tener control de la solvencia, andlisis de los riesgos que la afectan y elementos
que emplean las aseguradoras para conseguir continuidad. Se presentan estos
conceptos para que se aprecie la importancia de centrarse en trabajar sélo
con algunos factores de riesgo de la solvencia, ya que como podra verse cada
factor de riesgo requiere estudios méas profundos.

El segundo capitulo abarca el marco tedrico, en el cual se incluyen algunos
resultados de la teoria de riesgo para el andlisis de la estabilidad de las
aseguradoras, y necesario para el estudio de los principales problemas a los
que se enfrenta durante la realizacion de sus actividades. Ademas, se incluyo
esta informacion para mostrar los dos enfoques, el clésico y el econémico, en
este capitulo se presenta el enfoque clasico que ha sido de gran importancia.

En el tercer capitulo se desarrolla el enfoque econémico y se plantean
los conceptos necesarios de medidas de riesgo coherentes los cuales permiten
analizar el modelo que controla las condiciones minimas de solvencia. Estas
condiciones son mencionadas en el capitulo 1 pero al ser varios factores los
que perjudican la estabilidad de una empresa aseguradora, fue necesario cen-
trarse solo en algunos de estos factores. En el modelo se analiza la condicion
contable y la condicién del contrato del seguro. Finalmente, se encuentran
las conclusiones y la bibliografia.
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Capitulo 1

Solvencia en una aseguradora

En el articulo 1° de la ley sobre el contrato de seguro se estipula que, un
seguro es un contrato con el cual una de las partes (el asegurador) se obliga,
mediante el cobro de una prima de la otra parte (el asegurado), a resarcir un
dano si ocurre el evento previsto. Los seguros se clasifican en seguros sobre
personas y seguros contra danos. Los seguros sobre personas son aquellos
que cubren todos los riesgos que afectan la existencia, integridad fisica o salud
del asegurado, articulo 80 de la ley sobre el contrato de seguro. Se dividen
en tres ramas: ramo de vida, ramo de accidentes y ramo de enfermedad.
Los seguros contra danos también conocidos como seguros de no vida,
constituyen un instrumento muy importante de proteccién econémica a favor
de personas y empresas por los acontecimientos desfavorables que puedan
ocurrir [12]. La principal diferencia entre las clases de seguros es que en
los primeros el evento (fallecer) tendra probabilidad de ocurrencia de uno,
mientras que, en los seguros de no vida dicha probabilidad se encuentra entre
cero y uno, es decir, cero cuando no hay siniestro y uno cuando hay siniestro
total.

Las instituciones de seguros al tener como propdsito asumir riesgos, de-
ben contar con una adecuada capacidad financiera que les permita afrontar
la cobertura de sus riesgos, es por ello, que siempre han mantenido un con-
trol sobre los fondos de reservas, suscripcion de riesgos, seleccién de riesgos,
reaseguro, etc. Pero al resultar estas medidas insuficientes y con la necesidad
de tener un control legislativo para la supervision ptblica se comienza a dar
mayor importancia al concepto de solvencia, que es tan antiguo como el con-
cepto de seguro, sin embargo, es en las tiltimas décadas que se empezé a dar
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mas atencién por el avance de conocimientos empiricos y tedricos.

1.1. Concepto y tipos de solvencia

La Solvencia es la capacidad para hacer frente a los compromisos adqui-
ridos. Una aseguradora es solvente si tiene suficientes activos para satisfacer
sus pasivos. Para mantener un nivel éptimo de solvencia es necesario tener
monitoreadas las variables que afectan la probabilidad de ruina. La solvencia
se ve afectada por casi todas las actividades econdmicas, entre los riesgos
que la afectan se encuentran la evaluacion de reservas, seleccion de riesgos,
reaseguros, el riesgo de inversion, riesgo de suscripcion, la supervision inade-
cuada y por factores externos como el riesgo de inflacién, fluctuaciones en las
reclamaciones.

Solvencia Estatica y Dinamica

La solvencia estdtica se entiende como la capacidad para hacer frente a los
compromisos en un momento determinado, sin tomar en cuenta antecedentes
ni la situacion del futuro. Mientras que la solvencia dindmica es la capacidad
para cumplir no solo con los compromisos actuales sino también con las
nuevas pélizas suscritas, busca garantizar el futuro de la aseguradora.

1.2. Control de la solvencia

La Primera Conferencia Internacional sobre Solvencia de Seguros se ce-
lebré en la Wharton School, Universidad de Pensilvania, en Filadelfia del 18
de junio al 20 de junio de 1986, dicha conferencia se llevo a cabo por la falta
de una visién universal de la solvencia y porque no existian los conceptos
tedricos y practicos relevantes para su andlisis. De la conferencia surgieron
dos temas principales que los llamaron, clasico y financiero o de mercado.
Posterior a la conferencia se han reunido en dos volimenes los documentos
presentados en la conferencia mas algunos documentos importantes prepara-
dos después, en dichos documentos se incluyeron los modelos para control de
solvencia que se presentan en seguida.
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Modelo Basico

La relacién entre los riesgos que afectan la solvencia se modela con un
algoritmo de simulacion, que refleja el comportamiento de la gestion de la
solvencia. Se presenta el desarrollo anual de la posicién econémica de un
asegurador por la siguiente ecuacion:

B(t)+ I(t) = X(t)+ C(t) + D(t) + AU(t). (1.1)
Donde

B = Ingreso de primas.
I = Rendimiento neto de las inversiones.
X = Reclamaciones pagadas y el incremento de los saldos.
C = Gastos.
D = Dividendos y bonos.

AU = U(t) — U(t — 1) = Incremento del margen de solvencia.
t = Ano fiscal.

El incremento del margen de solvencia es la diferencia de activos A y
pasivos L, es decir, U = A — L. Si el margen de solvencia es mayor que cero
la empresa es solvente. Se usa para obtener la reserva de riesgo U para el ano
t cuando se conoce su valor para el ano ¢t — 1.

La expresion (1.1) muestra un resumen de la informacién que se presenta
en los estados financieros, ademas, es la base para la formulacién de modelos.

Transformar el algoritmo anterior sustituyendo AU (¢) por U(t)—U(t—1)y
dividiendo la ecuacién (1.1) por B(t), lo cual reexpresa el modelo en términos
porcentuales:

u(t) = rigu(t — 1) + 1 +dw(t) — x(t) — c(t) — d(t). (1.2)

Los simbolos en mintscula representan las relaciones correspondientes a
las letras mayuisculas, pero como proporcién de las primas pagadas. El uso
de proporciones es una estrategia 1til para encontrar valores de las razones
desconocidas a partir de las conocidas, ademas, facilita ver el comportamiento
de las variables al relacionarse.
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Donde
u(t) = % Coeficiente de solvencia. (1.3)
X(1)
x(t) = BEt; Indice de siniestralidad. (1.4)

Factor de acumulacion de interés generalizado r; = 1 + ;.
Con ;= Tasa de interés nominal.

r.
Tigp = T_Z (15)
9p

La expresién (1.5) muestra la relacion del interés, inflacién y la carga de
seguridad. Si esta proporcion es menor que la unidad, significa que ocurrié
una disminucién en el margen de solvencia en relacién con el volumen de las
inversiones, situacion que es compensada con una carga de seguridad que se
obtiene del resto de las expresiones de (1.2), es decir, de una disminucién de

las reclamaciones, gastos y utilidades de bonos.

El crecimiento relativo del volumen de ingresos de primas se descompone
en dos factores, r, el componente causado por la inflacién y r, que indica el
crecimiento real.

B(1)
Top = B —1) =747 (1.6)
Por otro lado, el rendimiento de las inversiones I(t) es repartido entre las
reservas técnicas w(t) y el margen de solvencia.

U(0) es el margen de solvencia inicial en el momento ¢ = 0, para més detalles
consultar [19].

Analisis estadistico

Otra manera de controlar la solvencia es por medio del analisis estadistico
y se logra entendiendo el comportamiento que presentan los seguros a través
de un analisis de los datos observados en ejercicios anteriores, entre estos
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datos podemos encontrar las fluctuaciones de siniestros, margen de solvencia,
etc.

Lo que se busca es calcular las primas en base a la frecuencia de siniestros
y los costos que en promedio generardn las coberturas de reclamaciones en
anos anteriores, analizar estos datos también permite obtener las desviaciones
de los gastos reales contra los previstos.

Un ejemplo de control de solvencia con analisis estadistico, es la prueba
de solvencia dinamica. La aplicacion de esta prueba esta estipulada en la
ley de instituciones de seguros y de fianzas, y nos dice que las instituciones
deberan realizar al menos una prueba anualmente para evaluar la suficiencia
de fondos propios para cubrir el requerimiento de capital de solvencia. Se basa
en la simulacion del comportamiento de las variables de riesgo de la cartera
de pdlizas de una compania de seguros y en la proyeccion de los elementos
de los estados financieros [1].

La manera en la que se utiliza el analisis estadistico en la prueba es
cuando se considera la informacién estadistica de todas las aseguradoras que
conforman los diferentes ramos de seguros en el mercado mexicano de los
ultimos cinco anos de operacion, para ajustar las funciones de densidad del
monto de las reclamaciones, ademés, se realizan proyecciones tomando en
cuenta el comportamiento historico de la variable; las variables mas relevantes
que se proyectan son la prima emitida, prima retenida, reserva de primas,
incremento de reserva de primas, costo de adquisicién, costo de operacion y
productos financieros.

1.3. Factores que comprometen la solvencia
de la aseguradora

En esta seccion se presentan algunos elementos que tienen influencia en
la solvencia de una aseguradora y fueron motivados por la consulta en [6].

1.3.1. Fluctuaciones de siniestros

La siniestralidad es aleatoria, asi como el costo que genera a la empresa,
por ello una fluctuacion desfavorable en la siniestralidad es un riesgo para la
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aseguradora.

La distribucion Poisson compuesta generalmente se usa en la literatura
para medir las fluctuaciones de las reclamaciones. El nimero de reclamaciones
sigue una distribucién Poisson y el de las reclamaciones individuales sigue
una distribucién F(x) dada.

Para tener control sobre el nivel de retencion maxima del reaseguro es
necesario incluir en el modelo las variables correspondientes al tamano de
cada reclamacion y otras variables importantes.

Las reclamaciones X y el ingreso de primas B presentan variaciones que
influyen en el indice de siniestralidad y el coeficiente de solvencia.

1.3.2. Riesgo de activos

El valor de los activos se ve influenciado por los cambios en las tasas
de interés y los valores de mercado para las inversiones, cambios que se ven
reflejados en el término I(¢) del algoritmo (1.1), ya que el no obtener los
rendimientos esperados de los activos afecta los ingresos destinados a cubrir
obligaciones futuras; y se componen de la tendencia exponencial, fluctuacion
aleatoria y variaciones que se presentan en intervalos largos de tiempo. Un
componente clave que hay que evaluar es el efecto que provoca la inflacion
en los activos, dicho componente se conoce como relacién de inflacion y se
denota a continuacién

1+ d;
(1+14,)

~—

(1.7)

rip:1+iip:

Donde:

rip = Factor de acumulaciéon que depende del interés e inflacion.
iip = Tasa real de interés.
i; = Tasa nominal.

i, = Tasa de inflacién de las primas.
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El uso de este componente permitiria construir un modelo de riesgo de
activos, incorporando la tasa de interés y la inflacion para poder evaluar
el flujo del negocio. En dicho modelo si la tasa de inflacion y la tasa de
interés aumentan después de determinado tiempo disminuye el rendimiento
promedio.

1.3.3. Liquidez

La liquidez es la facilidad con la que un activo se convierte en dinero
en efectivo, mide la capacidad que tiene una empresa para obtener efectivo
y hacer frente a sus obligaciones a corto plazo sin tener que vender algin
activo a un precio mas barato. Asi se sabe si la aseguradora es solvente y
tiene capacidad para cubrir cualquier imprevisto.

La falta de liquidez implica pérdida por la imposibilidad de adquirir nue-
vas pélizas y pérdida por la venta anticipada o forzada de activos para cubrir
obligaciones a corto plazo. Un alto grado de liquidez permite al asegurador
enfrentar obligaciones inesperadas sin necesidad de vender activos, pero debe
ser analizado con cuidado ya que si la empresa cuenta con demasiados me-
dios disponibles significa que se estan desaprovechando activos que se podrian
invertir para generar mayores rendimientos.

Para mantener una inversion adecuada es necesario que la aseguradora
tenga en todo momento dinero liquido que le permita responder a las recla-
maciones y otros compromisos.

1.3.4. Inversiones

Empleando aspectos de riesgo de activos se trata de compensar el riesgo
de pérdidas de inversiones con los rendimientos esperados. Pero el principal
problema es que hay que encontrar una relacion entre la inflacién y los ciclos
de la economia nacional, ya que estos afectan la suscripciéon de polizas. Los
riesgos relacionados con las inversiones se miden en términos de desviaciones
estandar.



8 Solvencia en una aseguradora

1.3.5. Gastos

Inicialmente los gastos administrativos y de operaciones de las asegura-
doras no eran contemplados en la teoria de riesgo, a pesar de influir en la
solvencia, afectando la carga de seguridad, que es una variable clave en el
analisis de teoria de riesgo. Es por eso, que cambios en esta variable afectan
los gastos en el modelo, razén por la que deben ser incluidos.

Al incorporarlos podemos tener un control en los negocios y en la renta-
bilidad, para que de esta forma se pueda mejorar la solvencia. Pero se debe
considerar la rdpidez con la que cambia la relacién de gastos c(t) en (1.2),
por ejemplo, cuando se presentan dificultades y la empresa tiene que recurrir
a un ahorro de gastos, se llega a reducir algunos como los generados de las
inversiones que se hacen en instalaciones de oficina, o reduccién del personal
de operacion. Un riesgo en el control de gastos es cuando estos crecen mas
rapidamente que los ingresos debido a la inflacion.

Los movimientos en los gastos son una pieza clave en la planificacion es-
tratégica de las aseguradoras siempre y cuando estas se encuentren en buena
situacién econémica.

1.3.6. Inflacion

La inflacién es un aumento en el nivel de precios de bienes y servicios
durante cierto periodo de tiempo. Cuando el nivel de precios sube con cada
unidad monetaria se adquieren menos bienes y servicios, lo que refleja una
caida en el poder adquisitivo. Los efectos de la inflaciéon en la economia son
positivos y negativos, entre los efectos negativos tenemos una disminucién de
las inversiones y el ahorro, o una escasez de bienes ya que los consumidores
comienzan a adquirir méas por el temor a un aumento mayor después de un
tiempo, otro aspecto que se ve afectado es el tipo de cambio. Uno de los e-
fectos positivos es que los bancos se ven obligados a ajustar los tipos de interés
para motivar la inversion. Los efectos de inflacion para unos representan un
beneficio mientras que para otros es un problema.

La inflacion interviene en casi todos los sectores econémicos de la asegura-
dora como en las reclamaciones, en los gastos, inversiones y primas, afectando



1.3 Factores que comprometen la solvencia de la aseguradora 9

las pérdidas y ganancias de la aseguradora, y estas a su vez interviniendo en
el margen de solvencia. Por ejemplo, si la inflacién crece la prioridad del
consumidor de seguros, no sera el seguro.

La solvencia esta sujeta a considerables variaciones que se denominan
ciclos econdémicos, cada fase de este ciclo dura varios anos consecutivos. Si
la fase del ciclo se encuentra en auge se provoca inflacién pero si se estd
en recesion, la inflacion se amortigua, en el sector asegurador este aspecto
ocasiona cambios en la tasa de inflacion que impacta en las reclamaciones.

Diferencia en los efectos de la inflacién

Al analizar los cambios que genera la inflacién hay que centrarse en las
variables que se ven afectadas de acuerdo a la clase de negocio, como en el
caso de las empresas aseguradoras que les interesa estudiar los cambios en las
primas, reclamaciones, gastos, etc. Para entender esta idea veamos el caso de
la inflacién de reclamaciones, la cual es relacionada con la inflacién social, ya
que ésta no solo depende de la inflacion general sino también de la cantidad
de polizas de seguros adquiridas. A su vez, es necesario entender que no es lo
mismo la inflacién de primas que la inflacién de reclamaciones ya que tienen
entre ellas intervalos de tiempo que provocan fluctuaciones.

Modelo de inflaciéon
El modelo se define de la siguiente forma:

i(t) —im=a-[i(t —1) —ip] + o €e(t) + s(t). (1.8)
i(t) > imin-
Donde:

i(t) = Tasa de inflacién.

i, = Tasa media.
Imin = Tasa minima.
a = Primer momento del tamarno de la reclamacién.

Un ruido estocastico es introducido con el término oe, que para facilidad
en la teorfa sigue una distribucién normal [5].
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Por otro lado, el coeficiente o es un parametro que representa la desviacion
estandar del ruido, ademas, € esta estandarizado para tener una media cero y
desviacién estandar uno. El término s(t) proporciona un aumento de la tasa
de inflacién para algunos anos especificos.

Una manera sencilla de introducir la inflacion en los cdlculos de recla-
maciones es considerando que se cambia solo la media de la variable de la
reclamacién en relacién con la inflacién.

1.4. Elementos de solvencia

Esta seccién trata de la carga de seguridad en el ingreso de primas y el
concepto de importancia es el margen de solvencia.

1.4.1. Carga de seguridad en ingreso de primas

La carga de seguridad es una cantidad incluida en el costo del seguro,
es decir, en la prima bésica. Dicha cantidad cubre el costo de operacién
del asegurador, las pérdidas que pudieran ser mayores de lo esperado en un
determinado periodo, asi como los cambios generados en las inversiones del
asegurador.

La carga de seguridad es una de las variables de control con mayor impor-
tancia que influye en la solvencia a largo plazo y varia de manera considerable
de un ano a otro por el efecto de los ciclos econdmicos y otras razones, su
calculo es parte del proceso del calculo de primas.

El ingreso de primas es calculado primordialmente para cada grupo de
riesgo y para cada clase de seguro, aunque es el total de ingresos el que
resulta mas esencial que las cargas individuales para calcular las estructuras
de solvencia.

Notacion

La prima de riesgo con carga de seguridad, P, es la reclamacion promedio
mas un porcentaje para carga de gastos, es la manera en la que se descompone
el ingreso de la prima, B(t), lo cual se expresa de la siguiente manera:
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B(t) = P\(t) + ¢(t)B(t). (1.9)
Donde:

c(t) = Coeficiente de carga de gastos.
B(t) = [1+A(0)] - E[X(1)].
A(t) = Coeficiente de carga de seguridad.

El coeficiente promedio de carga de seguridad resulta de la relacién entre
el ingreso de seguridad total y el ingreso total de primas. El problema es
repartir la carga de seguridad entre el asegurador y el reasegurador.

El valor actual del ingreso de primas para usos a corto plazo debe ser
calculado con alguna estimacién estadistica directa de B(t), dicha estimacién
podria ser una regresion y se realiza respecto al efecto de inflacién, la etapa
del ciclo econémico, la situacién de la cartera, etc.

Ejemplo 1.1. Consideremos los ingresos de primas con cifras en millones de
pesos, de los ultimos 10 anos de la asequradora Axa México que se presentan
ensequida y la correspondiente inflacion

Ano | Inflacion | Primas
2008 6.53 10745
2009 3.57 11559
2010 4.40 12210
2011 3.82 13959
2012 3.57 14106
2013 3.97 14613
2014 4.08 13451
2015 2.13 13450
2016 3.86 15055
2017 6.77 14803

Se requiere estimar el valor actual del ingreso de primas. Para ello se
realizo una regresion lineal respecto a la inflacion, estd regresion se hizo uti-
lizando el paquete estadistico Stata.
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Se encontrdé una expresion para la regresion lineal y la recta es

y = P+ Bax;

Primero debemos ver si se cumplen los supuestos de regresion lineal, para
ello graficamos los datos, para ver si existe una posible relacion.

Axa seguros
13000 14000 15000

12000

11000

Inflacion

Figura 1.1: Relacién entre ingreso de primas e inflacién 2008-2017

En la grdfica de la Figura 1.1 se observa que si existe relacion entre las

variables, ahora se
grafica de la Figura

12000 13000 14000 15000

11000

verd st se cumple la linealidad, para ello se realizo la
1.2 en la que se nota que si tiene comportamiento lineal.

o -

Inflacion

l' Axa seguros Fitted values |

Figura 1.2: Linealidad
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Por medio de los residuales comprobaremos la normalidad, para ello fue
necesarto primero calcular la regresion, posteriormente se obtuvieron los re-
siduales y finalmente se realizo el histograma dado por la Figura 1.3 que se

muestra ensequida.

3.0e-04
1

Density
2.0e-04
|

1.0e-04
1

T

T T T T
-2000 -1000 1000 2000

Residuals

Figura 1.3: Normalidad

En el histograma se ve que st siguen una distribucion normal, ahora pro-
cederemos a comprobar la igualdad de varianzas

2000
1
-

1000

Residuals
0

-1000

-2000

T T T T T T
12800 13000 13200 13400 13600 13800
Fitted values

Figura 1.4: Igualdad de varianzas

En la Figura 1.4 se ve que casi hay igual cantidad de valores por abajo y
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por arriba del 0, por lo tanto, si se cumple la igqualdad de varianzas.

Después de realizar la regresion en Stata, se obtuvieron los siguientes
resultados

regress prima inflacion

Source 55 df M5 Number of obs = i0

i 2 R g2) = 0.41

Model 927602 .899 1 927602.8%3 Prob = F = 0.537%
Residual 17921384 a8 2240173 E-sguared = 0.045%2
bdj B-sguared = -0.0696

Total 18848586.9 S 2054331 .88 Root MSE = 1486.7
prima Coef. Std. Err. t Bx=|t| [95% Conf. Interwvall
inflacidn -226 5961 352 .1374 -0.64 0.538 -1038.626 585 .4342
_cons 14351 34 1559 574 920 0O.oo0 10754 95 17947 .72

Con los wvalores de los coeficientes la linea de regresion se expresa de
siguiente forma

Prima = 14351,34 — 226,59x;

Al evaluar para el periodo nimero 11 obtenemos el valor del ingreso de
primas para el ano 2018, el cual es igual a $11858,78.

Pero para usos a largo plazo, es decir, cuando se usa la teoria de riesgo
es necesario utilizar (1.9), al utilizarla se nota que la principal dificultad es
encontrar la estimacién adecuada para A(t). Para solucionar este problema
se recomienda fijar un rango de incertidumbre al usar estimaciones 6ptimas

[5].

1.4.2. Determinacién del ingreso de primas

En la teoria de riesgo se utilizan diversas formas para encontrar B(t), entre
las més sencillas esta la que se basa en la observacién del algoritmo (1.2), ya
que en la préactica frecuentemente el coeficiente r es menor a la unidad. Esto
quiere decir que la tasa del rendimiento ganado en las inversiones es menor
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que la tasa de crecimiento, debido a la inflacion y al crecimiento real de las
carteras.

Se debe manejar un nivel minimo de solvencia que permita hacer frente
a los compromisos de la empresa cuando se encuentre en ruina. Para esta
condicién se tiene la siguiente desigualdad [5]:

A> (1 —ri)R. (1.10)
Donde:

R = Nivel medio de razén de solvencia.
A = Variable de control.

Usar este enfoque tradicional implica que con alguna probabilidad acep-
table se encuentren las condiciones minimas que garanticen la continuidad
de la empresa, es decir, el calculo de las probabilidades de ruina y los rangos
de variacion.

El intervalo de variacién R se expresa en términos de la varianza de la variable
de siniestralidad X o en términos del margen de solvencia U. Tenemos que
con una probabilidad de ruina e, T" = 1 podemos definir el rango R de
fluctuaciones de las reclamaciones de la siguiente forma

Pr[X > R] =e. (1.11)

El valor de R se define a continuacién [5]

R =yo +oy(y* —1)/6. (1.12)

Donde
o = Desviacion estandar.
~v = Asimetria de X.
y = Coeficiente para determinar nivel de confianza.

Pero la desviacién estandar se obtiene de la ecuacion que se muestra a
continuacion

o = nay + [B(X)]*02. (1.13)

q
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Donde
n = Numero esperado de reclamaciones.
as = Segundo momento del tamano de la reclamacion.
0, = Desviacién estandar de la variable aleatoria.

Si los valores de la reclamaciéon X y la relacién con los anos consecuti-
vos son estocasticamente independientes, la ecuacién anterior se expresa con
periodos de tiempo T finitos.

Si la variacién de estructura, ciclos y tendencias se incluyen como series de
tiempo autorregresivas [5], entonces las covarianzas entre los anos del periodo
T resultan como en la siguiente expresion

or =Y oi(t)+2)  Cov[X(t), X(u)], t €[1,T]. (1.14)

t>u

Los subindices 1 y T  indican el intervalo de tiempo, donde T es el horizon-
te temporal, debe determinarse para ser lo suficientemente largo como para
permitir la intervencién efectiva del supervisor en el caso de cualquier adver-
sidad en la situacién de la aseguradora; usualmente 7" = 12 meses, T' = 18
meses, 7" = 24 meses, etc., [5]. La eleccién de T tiene influencia en el nivel
del margen de solvencia minimo.

Una manera de obtener grandes grupos de reclamaciones colectivas es
por medio de simulaciones, ya que esta es una poderosa herramienta para
sistemas complicados, lo cual se logra usando una funcién de distribucién
F(z) aproximada de la reclamacién agregada, mediante una transformacién
adecuada.

Para dicha transformacién se usa el método de la transformada inversa
que consiste en primer lugar, en definir la funcién de densidad f(x), que
representa la variable a modelar. Después, se calcula la funcién acumulada.
Posteriormente se despeja la variable aleatoria X y se obtiene la funcién
acumulada inversa F~!(z), que solo puede ser invertida si es estrictamente
creciente y continua. Finalmente, se generan variables aleatorias X's, susti-
tuyendo valores con numeros r ~ U(0, 1) en la funcién acumulada inversa,
para la generacién de variables aleatorias se consulto [10].
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Sea
X =v(y). (1.15)

Donde

v = Funcién auxiliar para transformacion X => y

y es simétrica con media 0 y desviacion estandar 1, es decir, esta variable
tiene distribuciéon normal estandar.

Transformacion generalizada:

2= (X/EX)". (1.16)

y=(z2—m;)/o.. (1.17)

El pardmetro h se obtiene del hecho de que la variable y es simétrica, lo
que significa que los valores de la distribucion se disponen simétricamente
alrededor de la media, esta variable estandarizada se aproxima con la distri-
bucién normal utilizando la ecuacion:

F(X) ~ N(y). (1.18)

De esta forma queda una expresion que resulta ser practica para simular
variables aleatorias con una media, desviacién estandar y asimetria dada. Lo
primero que se debe hacer es generar un nimero aleatorio que siga una dis-
tribuciéon normal con media 0 y desviacion estandar 1 al que denotamos con
r. Posteriormente, la transformada se define como se muestra a continuacién
pero es mas recomendable usar v(y)

X =v(r). (1.19)

Al sistema de simulacion también se incorporan otros elementos como lo
es la simulacién de la inflacién y de la tasa de interés.
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El crear un modelo que permita incluir todos los riesgos mencionados
anteriormente requiere de un arduo trabajo, ya que surge el problema de en-
contrar distribuciones conjuntas. Ademas, algunos factores como la inflacion
afectan a varios elementos del modelo, razén por la que las variables no son
consideradas independientes.

1.4.3. Reaseguro y otros factores

Con la finalidad de protegerse contra fluctuaciones elevadas se recurre a
la utilizacion del reaseguro, no obstante, también es importante considerar
la solvencia de las reaseguradoras.

Para analizar el efecto que producen los elementos que afectan las fluctua-
ciones mencionadas anteriormente se debe suponer que los nimeros de re-
clamaciones son variables aleatorias y las otras variables son fijas. Posterior-
mente los tamanos de reclamacién también se hacen aleatorios.

1.4.4. Margen de Solvencia

El margen de solvencia es una reserva complementaria que es represen-
tada por el capital no comprometido, cuya finalidad es cubrir en cualquier
momento todos los riesgos que afectan la solvencia de la aseguradora.

El margen de solvencia es el indicador mas importante de una asegurado-
ra, ya que el resultado de este calculo representa la condicién financiera de
la compania. Si este es positivo indica que la aseguradora es solvente, pero si
resulta negativo indica que la aseguradora es insolvente y es necesario tomar
medidas para mejorarla.

La manera en la que se representa el margen de solvencia es con el ca-
pital no comprometido y con una cuantia minima de este capital, la cual
se calcula en funcién del volumen del negocio. La comparacién entre ambas
indica una situacién de superavit o déficit. Ademads, se debe considerar el
fondo de garantia, que es un porcentaje del margen de solvencia; esta cifra
minima es prefijada en relacién con las actividades de la compania. Esta re-
presentacién se observa en la Figura 1.5, que fue consultada en [7]; donde
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. GRAFICO A
]
Ug
Margen de
Solvencia Ui

i u, :

Fondo de
Garantia

Representacidn grafica
del Margen de Solvencia

Figura 1.5: Representacion del Margen de Solvencia.

U = U; + Uy 4+ Us, con Uy igual a los fondos propios, Us; representa las plus-
valias de la subestimacién de elementos de activos y Us es la plusvalia que
resulta de la sobreestimacion de las obligaciones.
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Capitulo 2

Teoria de riesgo

La teoria de riesgo se encarga de modelar el negocio asegurador usando
variables aleatorias para el nimero y monto de siniestros durante ciertos pe-
riodos. Su objetivo es proporcionar un anélisis de las fluctuaciones aleatorias
de las polizas de seguros y construir modelos de protecciéon contra los efectos
desfavorables. Una de las principales situaciones de interés en la teoria de
riesgo es el problema de la ruina, en este capitulo se proporcionan los con-
ceptos necesarios para entender la formula para calcular la probabilidad de
ruina; ademads, se incluyen resultados generales de la teoria de riesgo, que
fueron consultados en [8, 14, 15].

2.1. Modelos de reclamacion

Para representar el flujo de reclamaciones generado por una cartera de
polizas en un periodo determinado se utilizan dos enfoques, conocidos como
modelo individual y modelo colectivo, los cuales son de utilidad en la va-
loracion de seguros, reservas y aplicaciones de reaseguros. Estos modelos se
explican a continuacién.

2.1.1. Modelo individual de riesgo

Esté modelo se construye considerando poélizas individuales y las reclama-
ciones que se generan por cada péliza, para después obtener las reclamaciones
agregadas al sumar todas las pélizas del portafolio. Asi, se define

21
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S=X1+Xo+---+X,. (2.1)
Donde

S = Variable aleatoria de la pérdida de las n unidades aseguradas.
X,; = Pérdida de la unidad ¢ asegurada.

n = Numero de unidades de riesgo aseguradas.

Para analizar este modelo es necesario entender algunos conceptos bésicos
del seguro de vida para un solo periodo. El asegurador paga una cantidad b
si el asegurado muere durante el periodo de emision de la poliza y no paga
si sobrevive en ese periodo.

Funcién de distribucién de X
Para presentar la funcion de distribucién de X, primero hay que tener pre-
sente lo siguiente.

X : Variable aleatoria del monto de reclamacion.

q : Probabilidad de una reclamacién durante el periodo.

b : Cantidad que paga el asegurador si el asegurado muere durante el periodo
de emision de la péliza.

La funciéon de probabilidad y su funciéon de distribucion se presentan ense-
guida:
1—gq, siz=0,

fx(x)=Pr(X =2)=1gq, six =0,
0, en otro caso.
0, six <0,
Fx(z)=Pr(X <z)=<c1-—gq, si0<uz<b,
1, six > 0.

Esperanza y Varianza de X
A partir de la funciéon de probabilidad y de la definicién de momentos tene-
mos:

E[X] = szf(xz)

=0-(1—¢q)+0b-q=0bq.
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Por lo tanto,
E[X] = bgq. (2.2)

Para calcular la varianza, por definicién tenemos

Var[X] = E[(X — E[X])?]

Var[X] = E[X?] — (E[X])*.

De la definicién de momentos se obtiene E[X?] como se muestra enseguida

BIX? = szzf(xz)
=0
=0%- (1 —q)+b* q=1Vq.
Asi,
E[X?) = b%q. (2.3)

Regresando a la definicién de varianza, se sustituye como se presenta a
continuacion

Var[X] = E[X?] — (E[X])?
=g — (bg)* = b*q(1 — q).
Por lo tanto, la varianza es

Var[X] = b%q(1 — q). (2.4)

2.1.2. Modelo de riesgo colectivo para un solo periodo

En este modelo de riesgo el concepto bésico es el de proceso aleatorio que
genera reclamaciones para un portafolio de pélizas, el cual se férmula de la
siguiente manera:

N = Numero de reclamaciones producidas mediante un portafolio de pdlizas
en cierto periodo de tiempo, variable aleatoria asociada a la frecuencia de la
reclamacion.

Para el nimero de reclamaciones se asume la distribucién Binomial, Pois-
son, Binomial Negativa o la Geométrica. En literatura refieren a la distribu-
ciéon Poisson como la mas comun.
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X,; = Monto de la reclamacién 7, variable aleatoria que mide la severidad de
las reclamaciones.

En este modelo se tienen dos supuestos fundamentales

1. X4, X5, ... son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas.

2. Las variables aleatorias N, X, X5, ..., son mutuamente independientes.

SeaS:X1+X2+...+XN.

Con este modelo se ignora el de pdlizas individuales y el portafolio es
considerado como un todo. Asi, solo se requiere modelar S, que es la can-
tidad que paga la aseguradora en el periodo y representa las reclamaciones
agregadas generadas por el portafolio.

Funcién de distribucién de S

Para obtener la funcién de distribucién de S se considera el nimero de
reclamaciones y mediante el Teorema de Probabilidad Total se calcula la
distribucién de los siniestros acumulados

F(z) = Pr(S < x)

= iPT(S <z|N =n)-Pr(N =n)

n=0
=Y Pr(Xi+Xy+---+ X, <) Pr(N =n).
n=0
Por otro lado, sea

0 — 1, siz >0,
0, siz<O.

Lo anterior define la distribuciéon de la suma de n variables aleatorias
independientes con la misma distribucion y se le conoce como la n-ésima
convolucién, de esta forma de tiene que
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F(z) =Y p™(x)- Pr(N =n). (2.5)

Funcion Generadora de Momentos de S
Para obtener la funcién generadora de momentos del total de reclamos se
sigue el procedimiento que se explica a continuacion.

Por definicién de la funcién generadora de momentos tenemos que

Ms(t) = E[e], t € R.

Ahora, por una propiedad de la esperanza condicional se tiene que

E[e"] = E[E("|N)].

Asi tenemos,

E[E(¥|N)] =) | E(e/ Xt X)) . pr(N =),

n=0

por la propiedad My, x,+.+x,(t) = [Mx(t)]" para variables aleatorias y
dado que X, Xo, ..., X, son independientes e idénticamente distribuidas.

E[E(eS|N)] = Y [Mx(t)]" - Pr(N = n) = E[Mx(t)"]
_ nE_[eln[Mx(t)N}] _ E[GN-ln(MX(t)]
— My (in(Mx(1))). (26)

Donde:
My : Generadora de momentos del numero de reclamaciones.
My : Generadora de momentos de los montos.

Esperanza y Varianza de S
A partir de la funciéon generadora de momentos podemos obtener la espe-
ranza y varianza de la distribucion de reclamaciones agregadas como sigue
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EMs(0)lo = S [ (n(Mx (1))l

dt

M (t)
Mx(1)
M (0)
Mx(0)

= My (In(Mx(1))) -

— My (In(Mx(0))) -

= myn(0)- B0 w00

— E[N|E[X] = E[S). (2.7)

El célculo de la varianza se presenta a continuacion, calculando primero
el segundo momento

d2 d ! M%(t)
1 sl = 5 [ M) S :
= MY (In(Mx (1)) - {Mim
) —

(M'(0))7]

= M4 (0)(M}(0))? +MN(0)[ Mx (0
= E[57).

= E[N?|E*[X] + E[N]Var(X)
Con la definicién de varianza

Var[$] = E[SQ] E[S])?

E[N?E?X] + E[N]Var[X] — E*[X]E?[N]
E*[X](E[N?] — E*[N]) + E[N]Var[X]
= E?[X]Var[N] + E[N]Var[X]. (2.8)

2.1.3. Distribucion del nimero de siniestros

Distribucion Poisson
Para seleccionar la distribucion de N se sigue un determinado proceso,
que podemos ver en [4]. Para contar el nimero de éxitos que ocurren en
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intervalos de tiempo frecuentemente se utiliza la distribuciéon de Poisson,
cuya funcién de probabilidad es

Pr(N=n)=——n=0,1,2,.... (2.9)
n

Con A > 0 constante, se sabe que F[N] = A y la Var[N] = A. Al tomar
la distribucién Poisson como distribucién de N, la distribucién de S resulta
una distribucion Poisson compuesta. Cuya esperanza y varianza se calcula
utilizando (2.7) y (2.8), respectivamente.

E[S] = AE[X]. (2.10)

Var[S] = E*[X|Var[N] + E[N]Var[X]
= AVar[X] + E*[X]A
= \NE[X? — E*[X] + F*[X])
= A\E[X?]. (2.11)

Ahora se obtiene la funcién generadora de momentos de S a partir de My

AN e (e
My() =2 "= )
n=0 ’

— t _ _ et
e >\€>\6 —¢ A(l e)'

La funcién generadora de S

Ms(t) = My (In(Mx(1)))

_ _In(Mx (1))
e A(l—e x (1))

= Mx(O=D), (2.12)

Esta distribucion se emplea cuando el nimero de reclamaciones cumple
las siguientes condiciones:

» Incrementos independientes. La ocurrencia de los eventos en inter-
valos de tiempo disjuntos son independientes.

» Incrementos estacionarios. El nimero de eventos en un intervalo de
tiempo solamente depende de la longitud del intervalo.
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= Exclusién de eventos miultiples. La probabilidad de ocurrencia de
dos o més eventos en un mismo instante de tiempo y la probabilidad
de que ocurran infinitos eventos en un intervalo finito es cero.

Distribucién binomial negativa

La distribucion Poisson deja de ser apropiada cuando la varianza del
nimero de reclamaciones excede la media, ver [4]; esto sucede porque el por-
tafolio se forma de riesgos de diferente naturaleza con diferente frecuencia,
asi como fluctuaciones aleatorias. En dicho caso se recurre al uso de la dis-
tribucién binomial negativa, cuya funcién de probabilidad puntual es

r+n—1

)p’"q", n=0,1,2, ... (2.13)
n

prix -

con parametros r > 0; 0 <p <1, ¢ =1 — p. Ademas, se sabe que

E[N] =L,
P
rq

Var|N| = —.

[V] e

Mit) = (1 —pqet)T'

Al tomar la distribuciéon binomial negativa como distribuciéon de N, la
distribucién de S resulta ser una distribucién binomial compuesta negativa,
cuya esperanza y varianza se calculan utilizando (2.7) y (2.8), respectivamen-
te.

E[S] = 2 BX]. (2.14)
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210 | Ty X]
P p
= E[XP;—Z + %’ (B[X?) - B[X]?)

— “Ex? + EIX)? (@ = @)

Var[S| = E[X]

p

- %qE[XZ’] + E[X]? (M)

2
- %qE[XQ] + ;%E[X]Q. (2.15)

Ahora se obtiene la funcién generadora de momentos de S con My

Mg(t) = My(In(Mx(t)))

- (#M) . (2.16)

2.1.4. Distribucion del tamano de reclamacion

Para la distribucion del monto de las reclamaciones resulta necesario el
uso de convoluciones, razoén por la que conviene utilizar funciones que ten-
gan facil manejo de convoluciones de manera analitica o de manera numérica,
como es el caso de la distribucién Normal, Gamma o Exponencial, a pesar
de utilizar distribuciones simples, la distribucién de las reclamaciones acu-
muladas en ocasiones no resulta una distribucién simple. Por lo anterior es
conveniente emplear una distribucién discreta y calcular las convoluciones
numéricamente.

Distribucién Exponencial

La distribucién Exponencial en ocasiones es seleccionada como distribu-
ci6n del tamano de reclamacion, ver [3], ya que tiene las mismas caracteristi-
cas que tienen algunos tipos de seguro, un ejemplo es el seguro de vida, dichas
caracteristicas son; que la variable aleatoria del monto de reclamaciones solo
es positiva y su distribucion es sesgada a la derecha.
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La n-ésima convolucion de la distribucién Exponencial con parametro \ es
una distribucién Hiperexponencial pero con parametro A\; = min(Aq, ..., A,),
la demostracién puede consultarse en [16].

El uso de una funciéon Exponencial como modelo para la distribucion del
tamano de la reclamacion solo es ocasionalmente 1util, ya que esta funcion
es una aproximacion a la verdad y casi nunca se aplica si el reaseguro cubre
los principales riesgos. Sin embargo, el uso de la distribucion Exponencial se
extiende si la distribucion del tamano de la reclamaciéon se construye como
una suma de exponenciales que tienen diferentes parametros como se sugiere
en [2].

Distribucién Normal

Cuando el monto de reclamaciones tiene una distribucién normal con
media p y varianza o2, su n-ésima convolucién es una distribucién normal
con media nju y varianza no?; como puede verse en [4].

La distribuciéon normal es cerrada respecto a la convolucion, ya que deci-
mos que una clase de distribuciones es cerrada con respecto a la convolucién
si para dos distribuciones cualquiera, F'y GG, de la clase, la convolucion F'x G
pertenece a esta clase; lo cual cumple la distribucién normal [18].

2.2. Procesos estocasticos

Para poder realizar el estudio de fenémenos probabilisticos es necesario
estudiar modelos que describan la evolucién y estructura de un sistema a lo
largo del tiempo, esto se logra mediante una coleccién de variables aleato-
rias la cual se denomina proceso estocastico. En esta seccién se explica el
concepto, algunas propiedades y casos de procesos estocasticos.

Definicién 2.1. Dado el espacio de probabilidad (S, %, P), un proceso es-
tocdstico es una sucesion o coleccion de variables aleatorias {X(t) : t € T},
con un espacio parametral formado por el conjunto T, en el que las variables
aleatorias toman valores en un conjunto £ llamado espacio de estados.

Por lo tanto, t es el parametro que se asocia al tiempo, mientras que X,
representa el estado del proceso en el instante ¢. El conjunto de tiempos T
al tomarse como un conjunto discreto T' = {0, 1, 2, ...}, se dice que el proceso
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es a tiempo discreto; o se toma como un conjunto continuo con 7' = [0, 00),
entonces se dice que el proceso es a tiempo continuo, todo lo anterior se puede
revisar en [14].

2.2.1. Procesos de conteo

El proceso de conteo es de estados discretos, sin embargo, los cambios de
estado ocurren en cualquier instante de tiempo, es decir, en tiempo continuo.

Definicién 2.2. Un proceso estocdstico {N(t) : t > 0}, es un proceso de
conteo si representa el numero de eventos ocurridos hasta el tiempo t y cumple

1) N(0) > 0, casi sequramente.

11) N(t) toma valores enteros positivos para todo t, es decir, N(t) > 0 casi
sequramente.

111) Es no decreciente, es decir, 0 < t; <ty = N(t1) < N(t2), casi sequra-
mente.

1vV) Para t; < ty, N(ts) — N(t1) es el nimero de eventos ocurridos en el
intervalo (ty,ts].

2.2.2. Proceso Poisson

El proceso Poisson es un caso particular de un proceso de conteo, sirve
para contar eventos en un intervalo de tiempo y resulta de utilidad para
modelar muchos fenémenos; una importante aplicacion de dicho proceso es
en el calculo de la probabilidad de ruina de una compania de seguros.

Definicién 2.3. Un proceso estocdstico a tiempo continuo {N(t) : t > 0},
con espacio de estados £ ={0,1,...}, es un proceso de Poisson con pardme-
tro A > 0 si cumple las siguientes propiedades:

a) N(0) =0, casi sequramente.

b) Incrementos independientes.
Es decir, que para 0 <t; <ty < ... <t,,
Se tiene que N(t1), N(t2) —N(t1),..., N(t,) —N(t,—1) son independientes.
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c) Incrementos estacionarios.

Para cualesquiera 0 < s <t: N(t+s) — N(s) ~ Poi(\t).

Definicién 2.4. Sea T, Ts, ... una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) cada una con distribucion ez-
ponencial y parametro . El proceso de Poisson con parametro X es el proceso
a tiempo continuo {X(t) : t > 0} y se define a continuacion

X(@t)=mdr{n>1:Ty +---+ 1T, <t}

Proposicién 2.5. Para cualquiert > 0 y para n = 0,1, ..., la variable X (t)
tiene distribucion Poisson con pardmetro \t, es decir,

P(X(t)=n)= e_’\t%.

Demostracion. Suponga que las variables aleatorias T4, T5... representan los
tiempos de espera entre la ocurrencia del evento y la siguiente ocurrencia,
ademads, estos tiempos son independientes cada uno con distribucién exp(A).
De esta forma, la variable W,, = T +---+T,, tiene distribucién gamma(n, \).
W, representa el tiempo real en el que se observa la ocurrencia del n-ésimo
evento. Al observar la igualdad (X; > n) = (W,, < t) notamos que equivale a
decir que al tiempo ¢ han ocurrido al menos n eventos si y sélo si, el n-ésimo
evento ocurri6 antes de t.

Para t > 0, si W, tiene distribuciéon gamma(n, \) su funcién de distribu-
cion es

(AD)*
R

M1

PW,<t)=1—eM
k=0
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Para cualquier ¢ > 0 y para cadan =0,1, ...

P(X(t) =n) = P(X(t) > n) — P(X(t) > n+1)
= P(W, < t) — P(Wpy1 < 1)
)k

:1—67)"52()\;—(1_@*” M)

k! k!
k=0 k=0
n n—1
_oue A e )R
=€ Z ko € Z k!
k=0 k=0
o

n!

]

Observaciéon 2.6. El proceso X (t) que modela el nimero de reclamaciones
que llegan a una asequradora hasta el tiempo t, tiene las siguientes caracte-
risticas

EIX(1)] = A,
Varl X ()] = At.

2.2.3. Procesos de Poisson compuesto

El proceso de Poisson compuesto es una generalizacion del proceso Poi-
sson, la definicién se presenta a continuacion

Definicién 2.7. Sea el proceso de Poisson {N(t) : t > 0} con pardmetro A
y sean Y1,Ys, ... una sucesion de v.a.i.i.d. Ademds, sea Yy = 0 entonces el
proceso de Poisson compuesto se define como

X(t) =) Y. (2.17)

Observamos que la variable X (¢) es una suma de variables aleatorias con
el nimero de sumandos aleatorio. Este proceso se aplica en diversas circuns-
tancias; por ejemplo, en el ambito de seguros esta variable es interpretada
como el monto total de reclamaciones que recibe una aseguradora al tiempo
t y la variable Y,, representa el monto de la n-ésima reclamacién [15].
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El proceso de Poisson compuesto cumple las propiedades presentadas a
continuacion

1. Tiene incrementos estacionarios e independientes.
2. E[X(t)] = ME]Y].

3. Var[X(t)] = ME[Y?].

4. Cov[X(t), X(s)] = AE[Y?|min{s,t}, s < t.

5. Funcién generadora de momentos
Mx ) (u) = E[e"X®] = exp[At(My (u) — 1)] .

2.3. Proceso de riesgo

Existen modelos matematicos que representan lo mejor posible el com-
portamiento y evoluciéon temporal del nivel de reservas de una aseguradora
para el pago de siniestros. El contar con estos modelos permite analizar la
forma en que interactian las variables implicadas e investigar como afectan
la solvencia de la empresa.

A continuacién se presenta un proceso estocdstico que permite modelar
de manera simplificada la evolucién a lo largo del tiempo del capital de una
compania de seguros, ver [14].

Definicién 2.8. El proceso de riesgo a tiempo discreto {C,, : n > 0} se
define como

C’n:u+n—ZYj. (2.18)
j=1

Suponga que u € {0,1,2,...} y que en cada unidad de tiempo la compania
aseguradora recibe una unidad monetaria por concepto de primas.

Donde

C,,= Capital de la compania aseguradora al tiempo n > 1.
u= Capital inicial de la aseguradora.

n= Ingreso por primas.

Y1,Ys,...= Montos de las reclamaciones en periodos sucesivos.
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Ademas, supongamos

m u>0.

Y; Son independientes e idénticamente distribuidas.

Y; Toman valores en el conjunto {0,1,2,3,...}.

E]Y] < 1 En promedio se gaste menos en reclamaciones de lo que
ingresa de primas, condicion de ganancia neta.

Para los montos de reclamacion, Yj, se denota

F(y) es la funcién de distribucién de Y.

f(y) es la funcién de densidad de probabilidad de Y, continua o discreta
segun sea el caso.

P >y)=1-F(y) = F(y).

La variable Y es discreta con valores en el conjunto {0,1,...} y su espe-
ranza se obtiene de la siguiente forma

E[Y]=)_F(y),

los detalles se pueden consultar en [14].

2.4. Tiempo de ruina

La probabilidad de ruina originalmente se introdujo como una medida de
riesgo que contempla un aspecto temporal de la compania de seguros en un
horizonte temporal finito o infinito. En esta seccion se presenta el modelo de
ruina de Cramér recordando las nociones bésicas de proceso de riesgo y la
condicién de ganancia neta que se vieron en las secciones anteriores.

El proceso del monto de reclamacion (2.18) o cantidad total de reclama-
ciones se representa como S(t) y es

N(t)
Sty =Y X, t>0.
i=1
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Los tamanos de reclamacion X; son positivos y con funcién de distribu-
ciéon comun F'; ademas, son independientes de la sucesién de llegada de las
reclamaciones T}, que es la sucesion de renovacion

To=0T,=W,+-+W,, n>1.

Los tiempos son positivos entre las llegadas W,, son independientes e
idénticamente distribuidos. El proceso del niimero de reclamos es un proceso
de renovacion que es independiente del tamano de la reclamacion X;.

Para entender como funciona un proceso de renovaciéon tomaremos como
ejemplo el comportamiento de cierto componente o articulo cuya duracién
de vida 1til sera modelada con una variable aleatoria a la que se le llamara
T1, cuando el componente falla es reemplazado con otro componente que
tiene una vida util T, asi sucesivamente. La sucesion de tiempos 17, 7T5,...
es el tiempo de vida de los componentes que son puestos en operacién uno
tras otro, esto se observa en la Figura 2.1 que fue tomada de [15]. Estas
variables que modelan los tiempos son no negativas, independientes y con la
misma distribucién de probabilidad. Al proceso que cuenta estas variables
aleatorias se le conoce como proceso de renovacion y para mas detalle de este
tema también se sugiere revisar [17].

Figura 2.1: Sucesién de tiempos de vida de componentes.

Definicién 2.9. Proceso de renovacion. Un proceso de renovacion es una
sucesion infinita de variables aleatorias 11, T, ... no negativas, independientes
e idénticamente distribuidas.

Se conoce otra forma alternativa para describir el proceso de conteo de
renovaciones que se lleva a cabo durante cierto tiempo, dicha forma consiste
en el registro de los tiempos en los que se presentan las renovaciones. Lo
anterior se presenta enseguida.
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Dado un proceso de renovacién {77, Ts, ...}, se definen los tiempos reales
de renovaciéon como Wy =0y W,, =T +---+ 1T, paran > 1. El proceso de
conteo de renovaciones es

N(t) = méx{n > 0: W, <t}, para cada t > 0.

La variable aleatoria W, representa el tiempo real en el que se realiza la
n— ésima renovaciéon y N(t) es el nimero de renovaciones realizadas hasta
el momento t. Otro ejemplo de proceso de renovacién es cuando la distribu-
ciéon del nimero de renovaciones es una distribucién Poisson y las variables
aleatorias de los tiempos de vida tienen distribucién exponencial.

Retomando el proceso de riesgo, el ingreso por primas lo expresaremos
como p(t), en la cartera homogénea que es representado con el modelo de
renovacion. Ademas, suponemos que p es una funcién determinista y lineal,
la cual con una tasa de prima constante ¢ > 0 se define como

p(t) = ct.

El proceso de riesgo es un proceso estocastico que también se conoce como
proceso de superavit, conforme a los términos presentados se expresa como
se aprecia a continuacién

U(t)=u+p(t)—S(t), t >0.

Donde U(t) representa el capital de la aseguradora al tiempo ¢, mientras
que el proceso U = (U(t))>0 describe el flujo de efectivo a lo largo del tiempo.
La funcién p(t) es el ingreso de capital en el momento t y S(t) es la salida
de capital por los reclamos ocurridos en el intervalo [0, ¢]. Si U(t) es positivo,
significa que la aseguradora ha ganado capital, pero si U(t) es negativo ha
perdido capital. Para expresar el capital inicial se utiliza el valor constante
U0) =u>0.

En la Figura 2.2 se aprecia un ejemplo del proceso de riesgo U, el cual
como se menciond anteriormente empieza con un capital inicial u. El proceso
aumenta linealmente con una pendiente ¢ hasta el momento 77 = Wi, es
decir, cuando ocurre la primera reclamacion que es de tamano X;. Pero el
proceso vuelve a aumentar con una pendiente ¢ durante el intervalo [T7, T5)
hasta el momento 7T, donde se produce la segunda reclamacién X, de esta
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Figura 2.2: Una realizacion idealizada del proceso de riesgo U.

misma manera en repetidas ocasiones. También se observa que el capital
U(t) toma valores negativos si existe una reclamacién X; lo suficientemente
grande para provocar que la trayectoria de U este por debajo del cero, al
evento en el que U esta por debajo de cero se le llama ruina. A continuacion
se muestra un grafico en el que no se presenta la ruina, Figura 2.3, el cual fue
tomado de [11] y muestra algunas realizaciones del proceso de riesgo U para
tamanos exponenciales de reclamaciones y un proceso Poisson homogéneo
para el nimero de reclamaciones.

Para analizar las reservas de la aseguradora cuando son negativas es nece-
sario estudiar la variable aleatoria Tiempo de ruina, que se refiere al momento
en el que la aseguradora llega a la ruina, es decir, cuando las reservas no son
suficientes para cubrir sus compromisos. La ruina se presenta cuando la ase-
guradora tiene pérdidas inesperadas causadas por el tamano de los siniestros.

Definicién 2.10. Ruina. Al evento en el que U cae por debajo de cero se
le llama ruina

Ruina = {U(t) < 0 para algin t > 0}.

Definicién 2.11. Tiempo de ruina. La variable aleatoria T que representa
el tiempo cuando el proceso de riesgo cae por debajo de cero por primera vez,
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Figura 2.3: Una realizacién del proceso de riesgo U para tamanos exponen-
ciales de reclamaciones y un proceso Poisson homogéneo para el niimero de
reclamaciones.

se le llama tiempo de ruina y esta dado por

T =if{t>0:U(t) <0}.

Se observa que U(T) es el nivel de reservas negativas en el momento de la
ruina, U(T') < 0, que en algunos casos no significa que la aseguradora vaya
a quebrar, a esto generalmente se le llama ruina técnica.

Definicién 2.12. Probabilidad de ruina. La probabilidad de ruina es
dada por

Y(u) = P(Ruina|U(0) = u) = P(T < o), u > 0. (2.19)

En la definicién se usa el hecho de que

Ruina = U{U(t) <0} = {%Izl(f)U(t) < 0} ={T < o0}.

>0

Tanto el evento de ruina como el tiempo de ruina dependen del capital
inicial u, que usualmente no se considera en la notacién. La condicién U(0) =
u en la probabilidad de ruina (2.19) es una constante.
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En el proceso de riesgo U la ruina sucede solo en los tiempos t = T;, para
n > 1, ya que U aumenta linealmente en los intervalos [T},, T;,+1). Utilizando
el proceso (U(T),)), se expresa la ruina en términos de los tiempos de inter-
arribo W,,, los tamanos de reclamacion X,, y la tasa de prima c.

t>0 n>1

Ruina = {infU(t) < o} - {inf U(T,) < 0}

= {inf [+ p(T},) — S(T},)] < 0}

n>1

=1

Recordando el proceso de renovacion dado al principio de esta seccién,
para el ultimo paso tomamos en cuenta el hecho de que N(7,,) = {i > 1:

Por otro lado, asumimos que W, > 0 casi seguramente para j > 1

Zn:Xn—an,Sn:Z1+---+Zn,n21, SOZO.

Con lo anterior podemos llegar a la siguiente expresién alternativa para
la probabilidad de ruina v (u), con un capital inicial u

Y(u) = P (inf(—Sn) < —u) =P <Sup S, > u) . (2.20)

n=>1 n>1

Esta probabilidad no se evalia de forma facil ya que requiere estudiar
una funciéon complicada, que surge de un proceso aleatorio sofisticado. Con-
forme pasa el tiempo la cantidad ¥ (u) se vuelve una cantidad méas compleja
dentro del comportamiento de la cartera de seguros, y su principal objetivo
es evitar la ruina con probabilidad 1. En consideraciones préacticas la ruina
no se considera si el capital inicial u es suficientemente grande en relacion a
sus compromisos y actividades. La probabilidad de ruina (2.20) la podemos
encontrar en [2, 11].



Capitulo 3

Solvencia con medidas de riesgo

Entre los diferentes métodos que existen para determinar la situacion
actual de una compania de seguros, esta el método de valoracién del balance
completo, con el cual se combinan todas las posiciones financieras disponibles.
Con este enfoque la principal cantidad de importancia es la diferencia entre
los valores de activos y pasivos en el momento que se realiza el balance; sin
embargo, para consideraciones de solvencia es necesario saber que los pasivos
estan cubiertos por los valores de los activos en el futuro.

Los activos y pasivos deben ser considerados simultaneamente para poder
analizar la solidez financiera de una empresa, esto es un acuerdo general en
la medicién del riesgo; con este enfoque del balance completo utilizamos los
valores de mercado cuando estan disponibles y los valores compatibles con el
cuando no hay valores de mercado disponibles, de modo que todo el sistema
de valoracion sea consistente. En este capitulo se busca incluir bases sélidas
de medicién del riesgo que permitan lograr una buena gestion de riesgos y
regulacién de la solvencia, estas bases fueron consultadas principalmente en
[21].

3.1. Medidas de riesgo

Actualmente los intermediarios financieros cada vez se enfrentan con ma-
yores retos originados por la incertidumbre y riesgo, por ello las autoridades
regulatorias exigen cada vez més requisitos de administracién de riesgos, en-
tre estos requisitos se encuentran mejores sistemas de medicion y control

41
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de riesgo. Esto genera la necesidad de manejar bases sélidas con las que se
puedan crear modelos para cuantificar la incertidumbre, en este capitulo se
utilizaran estas bases para analizar un modelo que cuente con condiciones
minimas de solvencia.

Una medida de riesgo se entiende como la funcién de una variable aleatoria
que representa el posible cambio en el valor de un portafolio en una fecha
futura, lo anterior se explica con mayor detalle y con base en una medida de
probabilidad a continuacion.

Supongamos que X y Y son dos variables aleatorias definidas sobre el
espacio de probabilidad (2,.%, P). Estas dos variables aleatorias, X y Y,
modelan dos riesgos financieros diferentes; las pérdidas se modelaran con
signo positivo. Estos riesgos seran descritos completamente con sus funciones
de distribucién Fx y Fy de X y Y, respectivamente. Estas funciones no
siempre nos permiten comparar los riesgos debido a su complejidad, solo
cuando se tiene dominancia estocédstica (de primer orden) entre X y Y, es
decir,

Definicién 3.1. Se dice que Y domina estocdsticamente a X, esto es

X <4 Y siysdlo si Fx(x) < Fy(x) para toda z € R.

La dominancia estocastica se usa con el objetivo de tener criterios de
comparacion y clasificacion de variables aleatorias, para saber si una variable
se prefiere en lugar de otra en una determinada clase, en este caso la clase se
forma de riesgos financieros. Su finalidad es elegir el activo que tenga mayor
utilidad esperada, no obstante, una dificultad es que al ser una clasificacién
exigente solo va a considerar un numero reducido de variables aleatorias.

Cuando no se tiene dominancia estocastica, las variables aleatorias X y
Y se comparan con otras cifras, que frecuentemente consisten en un solo
nimero, mientras que cuando hay dominancia estocastica se comparan sus
valores esperados; lo que indica que no se contempla toda la informacién al
momento de evaluar riesgos. Por lo cual, lo méas conveniente es usar medidas
de riesgo. En [21] establece que para la solvencia de una aseguradora la
medida de riesgo debe ser coherente.
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Sea L'(Q,.7, P) el conjunto de funciones en el espacio de probabilidad
(Q,F,P)y # C L'Q,.7, P) representa el conjunto de riesgos financieros
de interés. Se considera que .Z es un cono convexo que contiene constantes
y satisface lo siguiente

(1) ¢ € A para toda c € R,
(2) X +Y € A paratoda X,Y € 4,

(3) AX € A para toda X € .4, A > 0 constante.

El supuesto (1) indica que los riesgos deterministicos ¢ también estén
en .,y desempenaran el papel de posiciones de efectivo. Mientras que los
supuestos (2) y (3) forman un cono convexo ., para mas detalles en [9].

Definicién 3.2. Medida de riesgo. Supongamos que .# satisface la pro-
piedad (1). Una medida de riesgo p en M es un mapeo p : M — R con
p(c) < oo para toda ¢ € R.

Para que una medida de riesgo p sea 1til y permita incluir varias carac-
teristicas para evaluar riesgos, debe cumplir con algunas propiedades bésicas
o deseables. En dichas propiedades se supone que p es una medida de riesgo
en un cono convexo .Z el cual contiene todas las constantes ¢ € R.

Axioma 0. Normalizacién: p(0) = 0.

La normalizacién es el origen y significa que el riesgo de no tener activos
es cero [21].

Axioma 1. Monotonicidad: Para X, Y € .# con X < Y, tenemos que
p(X) < p(Y).

Este axioma nos quiere decir que si la pérdida X estd dominada por la
pérdida de Y, la medida de riesgo de X es menor que la medida de riesgo de
Y.

Axioma 2. Invarianza bajo traslaciones: Para toda X € .# y cada ¢ € R
tenemos que p(X +¢) = p(X) +c.



44 Solvencia con medidas de riesgo

En este axioma tenemos que el riesgo X aumenta un monto de pérdida
determinista ¢ (que se expresa de manera positiva) y significa que la medida
de riesgo X aumenta exactamente la cantidad c.

Axioma 3. Homogeneidad positiva: Para toda X € .# y para cada A\ > 0
tenemos que p(AX) = Ap(X).

Este axioma significa que el tamano del portafolio interfiere directamente
en el riesgo. Ya que no es lo mismo invertir en una sola unidad de activos que
invertir en mas unidades de activos financieros, el invertir en més unidades
provocaria un riesgo mayor.

Axioma 4. Subaditividad: Para toda X,Y € .# tenemos que p(X +Y) <
p(X) + plY).

Lo que este axioma quiere decir es que la suma de dos riesgos no pro-
duce riesgo adicional. En portafolios de inversién esto significa que la diver-
sificacion reduce el riesgo. El cumplimiento de esta propiedad permite una
administracion de riesgos mas eficiente.

Axioma 5. Convexidad: Para toda XY € .# y A € [0,1] tenemos que
POX + (1= \)Y) < Ap(X) + (1 — Np(Y).

Una medida de riesgo coherente se considera una buena medida de ries-
go, aunque en la practica dificilmente se usa una medida de este tipo, ya que
frecuentemente las medidas de riesgo no cumplen la subaditividad, por eso
se recurre al VaR que es de las medidas no coherentes que tiene mas ven-
tajas y podria ser utilizada para la solvencia al ser una medida que cumple
la invarianza. A continuacién se presenta la definicion de medida de riesgo
coherente.

Definicién 3.3. Medida de riesgo coherente. Una medida de riesgo p
en el cono convexo .# se dice que es una medida coherente si cumple los
axiomas del 1 al 4.

Definicién 3.4. Medida de riesgo convexa. Una medida de riesgo p en

el cono convero M se dice que es una medida convexa si cumple los axiomas
1,2 y5.
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La medida de riesgo coherente, ademés de ser una buena medida tiene
una relacién directa con una medida de riesgo convexa, a continuacién se
presenta un teorema que demuestra esta relacién.

Teorema 3.5. Una medida de riesgo coherente es una medida de riesgo
convexa.

Demostracion. Para probar que una medida de riesgo coherente es una me-
dida convexa es necesario probar que los Axiomas 3 y 4 implican el Axioma
5.

Partiendo del lado izquierdo del Axioma 5 y aplicando el Axioma 4 se tiene
que

POX + (1= N)Y) < p(AX) + p((1 = A)Y).
Ahora usando el Axioma 3 del lado derecho de la desigualdad anterior, tene-
mos que para A € [0,1]

POX + (1= NY) < Ap(X) + (1= N)p(Y).

Asi el teorema queda probado. O]

Para poder entender los conceptos que se presentan enseguida primero es
necesario mostrar algunas definiciones.

Definicién 3.6. Sea (2, . %, P) un espacio de probabilidad y (E,B) un espa-
cio medible, es decir, un conjunto E con una o- dlgebra fija de sus subcon-
guntos. Un proceso estocdastico X = (Xy)ien, con espacio de estados (E,B),
es una familia de variables aleatorias X : (Q,.F) — (E,B).

Definicién 3.7. Se denomina o- dlgebra de Borel de R a la minima o-
dlgebra generada por la coleccion de todos los intervalos abiertos (a,b) de R,
con a < by se expresa como B(R).

B(R) = o{(a,b) CR:a < b}.

A los elementos de B(R) se les conoce como conjuntos de Borel y con ellos
se asocia la o- dlgebra al conjunto de niimeros reales para obtener el espacio
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medible (R, B(R)). Si no se indica explicitamente el espacio de estados E
significa que se considera (F, B) = (R, B(R)).

Los procesos estocasticos son modelos matematicos que describen fenéme-
nos aleatorios que evolucionan en el tiempo. Los sucesos que ocurren hasta
un instante fijo ¢t forman una o- algebra contenida en la o- algebra de todos
los sucesos.

Definicién 3.8. Sea (2, %, P) un espacio de probabilidad y F = (%,)en es
una coleccion de o- dlgebras contenidas en % . Esta coleccion es una filtra-
cion si para 0 < s <t se cumple que F; C F, C .F. Al espacio (22, F, P,F)
se le llama espacio de probabilidad filtrado.

La filtracion F se interpreta como la informacion acumulada al tiempo
t, ya que contiene todos los posibles eventos o sucesos que el proceso haya
tenido.

Definicién 3.9. Sea (2, .#, P,F) un espacio de probabilidad filtrado y sea
X = (Xp)ien un proceso estocdstico definido en (Q,.%,P) con valores en
(E,B), se dice que el proceso es adaptado a la filtracion (F;)en cuando la
variable aleatoria X; es %#;- medible para toda t > 0.

La filtracion (F)ien se llama filtracion generada por X vy se define como

FX =0(X,s; s < ).

Suponga que (€2,.%, P, F) es un espacio de probabilidad filtrado e interesa
medir como cambia la evaluacién del riesgo con el tiempo al pasar de .%; a
F41. Esto es posible ya que .%; se interpreta como la historia del proceso al
tiempo ¢, pues en ella se encuentran todos los posibles eventos o sucesos que
el proceso haya tenido hasta ese momento.

Suponemos que .Z; C L'(Q,.Z, P) es un cono convexo que contiene todas
las variables aleatorias ¢;, -%; medibles:

(1) ¢; € A, para toda F; medible,
(2) X +Y € #; para toda X,Y € 4,

(3) MX € M, para toda X € A y N\ > 0, medibles.
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Definicién 3.10. Medida de riesgo condicional. Una medida de riesgo
condicional p; en el cono convero My es una funcion p; : My — L*(Q, Fy, P)
que es casi sequramente finita sobre las variables aleatorias ¢, #; medibles.

Ejemplo 3.11. Medida de riesgo. El valor en riesgo (VaR) es una de las
medidas de riesgo mas populares para la estimacion de pérdidas potenciales
de un portafolio por las fluctuaciones que se presentan en el mercado, en un
periodo de tiempo y con un nivel de confianza dado de 1 —p € (0,1).

Sea Fx(r) = P(X < x) la distribucion de X € M vy su distribucion
inversa Fy'(u) = mf{z € R : Fx(z) > u}. El VaR de X con un nivel de
confianza de 1 —p € (0,1) se define:

VaR_,(X) = Fx'(1 - p).

Esta medida de riesgo describe todos los posibles escenarios adversos cuya
probabilidad es menor que p. En [20] se analiza el argumento que demues-
tra que el VaR es mondétono, invariante y homogéneo positivo, pero no es
subaditivo, por lo tanto, no es una medida de riesgo coherente.

Se present6 este ejemplo ya que el VaR es una medida de riesgo amplia-
mente utilizada en la gestién del riesgo financiero para evaluar carteras de
inversiones.

La razén por la que esta medida es ampliamente utilizada, es porque tiene
muchas ventajas comparada con otros métodos para cuantificar riesgos ya que
no es tan limitada, se aplica a cualquier tipo de portafolio, permite agregar
diferentes riesgos, toma en cuenta varios factores, se expresa en pérdida de
dinero que es una unidad de medida mas simple y facil de entender, sin
embargo, no es la mejor medida de riesgo coherete posible pero es la menos
mala.

3.2. Definicion de Solvencia y Aceptabilidad

En esta seccién se trata con los conceptos necesarios para entender la
definicién de solvencia con una medida de riesgo, esta definicién contempla
condiciones minimas para garantizar la solvencia no solo en un momento
determinado, sino también en el futuro.
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Otro concepto importante que se incluye en esta seccion es la aceptabili-
dad, que al contemplar solo una condicién de solvencia lo hace un concepto
mas débil, no obstante, es necesario para entender al capital libre.

Primero, es necesario considerar que se cumplen las siguientes suposicio-
nes:

Suposicién 1. Separacion independiente de filtraciones: Asumimos que te-
nemos tres filtraciones F = (F)ic s, A = (Fi)iey vy T = (F)ie s en el
espacio de probabilidad dado (2,.%#, P) con %, = {0,Q} y

(1) #; es generado por 7, y 7 para todate /Z,
(2) A y T son independientes con respecto a la medida de probabilidad P.

Definicién 3.12. Deflactor de precios. Supongamos que ¢ = (o, ..., on) €
L. (Q,.Z,PF) es un vector aleatorio estrictamente positivo con normali-

zacion ¢y = 1, entonces ¢ y sus componentes @i, k € _Z se denominan
deflactor de precios.

El componente de deflactor de precios ;. transporta montos de efectivo
aleatorios Xj en el tiempo k a valores en el tiempo 0. Este transporte es un
transporte estocastico y significa que ¢, realiza la funcién de un factor de
descuento estocastico que describe los riesgos del mercado financiero.

Observacién 3.13. Sea el deflactor de precios p € L}, (Q, .F, P,F), donde
L}Hl es el espacio dimensional e integrable de (n + 1) flujos de efectivo X,
F-adaptados. El conjunto de flujos de efectivo, F-adaptados, tiene un precio
relativo X al deflactor de precios @ y esta dado por

Z, = {X €L, (QZ PF)E | ) or|Xuf
ke 7
Suposicién 2. Para el calculo de los procesos de precios de los flujos de
efectivo X € .Z,, consideramos una estructura de producto, para el deflactor
de precios ¢ y para el flujo de efectivo X.

Fol| < OO} (31)

Otro aspecto de importancia en este trabajo, es el concepto de martingala,
el cual se presenta enseguida.



3.2 Definicién de Solvencia y Aceptabilidad 49

Definicién 3.14. Sea (2,.%, P) un espacio de probabilidad y (%;)ien una
filtracion en ese espacio. A la coleccion de variables aleatorias (Xy)ien se le
denomina martingala con respecto a la filtracion F si cumple las siguientes
condiciones

1. E[|X}|] < o0 para toda t > 0,
2. (X¢)t>0 es un proceso adaptado a la filtracion,

3. E(Xy|Zs) = X,, sis<t.

Es necesario separar todos los factores de riesgo que no se explican por
los movimientos del mercado financiero, esto requiere dividir el deflactor de
precios, ¢ € L., ,(Q,.%, P,F), en deflactor financiero p* y en distorsién de
probabilidad técnica del seguro ¢’. Ademds, se contemplan las siguientes
tres propiedades deseables:

(1) El deflactor de precios ¢ debe tener una estructura de producto, esto es,
para todo t € 7

0r = Pl (3.2)

2) El deflactor financiero p? = (p2);c » debe ser A-adaptado.
(2) ¥ P Jte 7 p

(3) La probabilidad de distorsién ¢” = (¢f )ic  debe ser normalizada y
martingala.

El deflactor financiero ¢ expresa la fijaciéon de precios en el mercado fi-
nanciero, mientras que ¢’ representa un proceso de densidad que proporciona,
un margen de riesgo para los riesgos técnicos de seguros o no asegurables,
ambos son integrables y estrictamente positivos.

Definicién 3.15. Sea el deflactor de precios ¢ € L}, (2, Z, P,F). El proce-
s0 de precios (Agl))tej €L, (2,7, PF) se llama consistente con respecto

a @ o p-consistente si (gotAgi))tef es una martingala [21].

Suposicién 3. Modelo actuarial bdsico: Las tres filtraciones F, A y T cum-
plen con la Suposicién (1). El deflactor de precios ¢ € L} (2, .Z, P,F) tiene
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la estructura del producto (Suposicién 2) con un deflactor financiero ¢4,
A-adaptado y una distorsién de probabilidad 7, T-adaptada, la cual es
normalizada y martingala. Los procesos de precios (AEZ))tez s de todos los
instrumentos financieros de base A9, i € ¥ son adaptados, integrables y ¢
consistente.

Los instrumentos financieros de base A®, i ¥, se seleccionan como
cualquier activo negociable, ya sean acciones, bonos, etc.

Se tiene un espacio de probabilidad filtrado (2, %, P,F), donde la filtra-
cion [F se divide de forma independiente en una filtracién financiera A y una
filtracion técnica de seguros T bajo P. La parte financiera modelara la in-
formacién econémica y financiera disponible para el publico, mientras que la
parte técnica del seguro modelaréd las variables relacionadas con la respon-
sabilidad del seguro que abarca factores globales como peligros naturales,
condiciones climaticas, cambios legales, etc. Siempre que no influyan en A y
en pagos de seguros.

Observacion 3.16. Que la filtracion financiera y la filtracion técnica de
sequros sean independientes no implica que los pasivos de sequros sean in-
dependientes de las variables econdomicas y financieras, los pasivos de sequro
son una funcion de las variables de ambas filtraciones.

También se considera un deflactor de precios ¢ € L1 1,7, PF), que
factoriza el deflactor financiero ¢4, A-adaptado y la distorsién de probabili-
dad T, T-adaptada, la cual es normalizada y martingala. La eleccién mas
simple de la distorsién de probabilidad que cumple la Suposicién 3 es ! = 1,
esta sera la eleccion adecuada para la llamada prima de riesgo pura y para
la mejor estimacién de reservas.

Ademss, es necesario suponer que el mercado financiero ¢ es suficiente-
mente rico, que contiene por lo menos bonos cupén cero (ZCBs por sus siglas
en inglés) para todos los vencimientos m € _# y describe los instrumentos
financieros disponibles. Estos instrumentos se utilizan para la cobertura de
los flujos de efectivo del pasivo de seguro. Con estas consideraciones se calcu-
la la VaPo (Valuation portfolio) y la VaPo protegida de los flujos de efectivo
del pasivo de seguros.
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La Valoracién del Portafolio o VaPo es un enfoque sistematico que separa
los pasivos de seguros en el componente que es replicado por los instrumentos
del mercado financiero y en el componente técnico del seguro. Cubre los
pasivos de seguro esperados y conduce a la mejor estimacién de reservas
para los pasivos pendientes. Esto proporciona una compresion clara de los
pasivos de seguro y los hace comparables al lado de los activos del balance.

El enfoque de VaPo sera usado para volver comparables los dos lados
del balance y se puedan valorar de manera consistente ya que los activos
generalmente se miden con valores de mercado, pero la valoraciéon de los
pasivos del seguro es mas complicada porque no existe un mercado activo
donde se negocien los pasivos del seguro. Por lo tanto, no hay precios de
mercado para los pasivos del seguro. Por esta razon es conveniente calcular
los valores de mercado consistentes para los pasivos del seguro expresandolos
en base a instrumentos financieros A%, k € # , es decir, correlacionando los
pasivos del seguro con una VaPo multidimensional en un espacio vectorial.
Luego, la VaPo se compara con el portafolio de activos existentes .7 al estar
expresados en el mismo espacio vectorial.

Para poder realizar la VaPo primero suponemos que los flujos de efectivo
del pasivo del seguro X, que describen los pagos al asegurado en términos de
la base financiera A®) | k ¥, son como se muestra en seguida:

X = (AU, ADUM) e 2, (3.3)

Expresar los flujos de efectivo del pasivo de estd manera permite analizar
las partes susceptibles de cobertura y las no asegurables, ya que consta de
de una parte @7, medible que se puede cubrir, U,gk), y una parte .7, medible
que no se puede cubrir, A®). Donde <7, y .}, son las filtraciones que generan
a %, mientras que U,gk) y A®) se definen a continuacién.

Las variables técnicas de seguros A = (A® ... A(™) son T-adaptadas, y
cada variable aleatoria A*) describe el ntimero de unidades de dichas carteras
financieras A*) que necesitamos adquirir para cumplir con el flujo de efectivo
del pasivo de seguro Xj en el momento k.
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Mientras que los procesos de precios (Ut(k))te‘ s de los portafolios financie-
ros UMk € # ademads de ser A-adaptados, son no negativos, integrables y
consistentes con respecto a ¢; el superindice k en Ut(k) siempre denota que la
cartera financiera A®) soporta el flujo de efectivo X}, y el subindice ¢ denota
el precio de U® en el tiempo ¢. La cartera financiera A*) necesita venderse
en el momento k para generar el flujo de efectivo Xj.

De lo anterior tenemos la siguiente suposicion.

Suposicién 4. El modelo actuarial bésico de la Suposicién 3 es valido y
el mercado financiero _# contiene al menos bonos cupén cero (ZCBs) para
todos los vencimientos m € _¢. El flujo de efectivo del pasivo del seguro
X € %, bajo consideracién es de la forma (3.3) con margenes de mercado
no negativos, para todo ¢t € _# para la distorsién de probabilidad dada T,

La mejor estimacién de reservas para los pasivos pendientes en el tiempo
t € #, descritas por el flujo de caja Xq1) = (0,..,0, Xyy1, ..., Xp) € L, se
obtienen simplemente reemplazando el componente técnico del seguro por su
valor esperado:

n

‘@?(X(Hl)) = Q?[X(tﬂ)] = Z E[A(k)\%]Ut(k).

k=t+1

Donde @Y es el valor no distorsionado de X en el tiempo ¢ € ¢, con
la eleccién de la distorsién de probabilidad ¢! = 1. Con este paso se logra
convertir la VaPo a un valor monetario.

Las reservas de riesgo ajustadas se componen de la suma de la mejor
estimacion de reservas y el margen adicional para liquidar los riesgos técnicos
de seguros, no cubribles, que incluye una cantidad para cubrir posibles déficit
en su salida, estas reservas se representan por

n

1
f%’t(X(tH)) = Qt[X(tJrl)] = E 7E[@ZA(k)|c%]Ut(k)-
k=t41 Tt

Con @ igual al valor de X en el tiempo t € _#, esta es una funcién
de valoracion general, que permite modelar garantias y opciones financieras
para el flujo de efectivo del seguro y dado que estas opciones y garantias
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financieras dependen de los mismos factores de riesgo que el deflactor de
precios, generalmente tenemos una correlacion entre X y .

Las series de tiempo %Y(X+1)) y Bi(X@s1)), t € F, que podemos ver

n [21], describen la salida de la mejor estimacion de reservas y las reservas
de riesgo ajustadas del flujo de efectivo del pasivo X. En la Suposicién 4 se
menciona un margen de valor de mercado no negativo para todo t € _#. Se
necesita comparar la posicion del pasivo X(;41) con el activo del balance que
se presenta en la cartera de activos .. Asf, supongamos que tenemos en el
tiempo t € ¢ la cartera de activos como la que se presenta a continuacién:

RGN Z @](gt)ru(k) _ Z wl(t)?[(i).

k=t+1 i€ 7

En la expresion anterior, la cartera de activos se considera en las carteras

financieras A*) acompanada del término 75,(:) que representa el flujo de efecti-
(t)

)

vo, 0 se expresa con los instrumentos financieros base A% y el término w
que representa el instrumento. Sus valores cuando s = t,¢ + 1 son

n

SO =" Glub =" w AN,
k=t+1 ic g

Donde AY como se mencioné en la Suposicion 3, es el proceso de precios
(Agl))se 7 de todos los instrumentos financieros de base A0 e 7.

Al comprar la cartera de activos .#® en el momento t se paga la cantidad
St(t) y en el momento ¢ + 1 se genera el valor St(i)l. El valor generado debe
compararse con el valor de riesgo ajustado proveniente de las obligaciones de
seguro en el momento ¢t + 1. De esta forma surge la necesidad de presentar
otra expresién, el déficit de activos (AD) en el momento t 4 1, el cudl se
define como sigue

ADiy1 = X1 + Biy1 (Xg2) — St(j-)l' (3.4)

Graficamente podemos apreciarlo en la Figura 3.1
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i 'ADtH ¢

Valor de activos Reservasde riesgo | Valor de actives  Reservas de riesgo
ajustadas ajustadas

Tiempo t Tiempo t+1

Figura 3.1: a) Condicién contable en el momento ¢ y b) Condicién del contrato
de seguro o déficit de activos AD;,; en el momento t + 1.

Si el déficit de activos tiene signo negativo, significa que el valor de riesgo
ajustado de los pasivos de seguros esta cubierto por los activos en el momento
t+ 1.

Un plan de negocios en el tiempo ¢ se expresa con la pareja (. ® X, (t+1))-
En la Suposicién 4 se define la solvencia de un plan de negocios (), X (t41))
en el momento ¢t € _# y para seleccionar la medida de riesgo condicional p;
se define a la solvencia de la siguiente manera:

Definicién 3.17. Solvencia. Se debe elegir una medida de riesgo condicio-
nal, invariante y normalizada p; = My — LY(Q, F;, P) en el cono convezo
M con todas las variables aleatorias F; medibles. Supongamos que la com-
panda de sequros cuenta con un plan de negocios (), X+1)) en el momento
t € 7, ademds, tiene el déficit de activos AD,y € M;. La compania de se-
guros es solvente en el tiempo t con respecto a p; si cumple las siguientes
condiciones:

(a) S > B(Xain).
(b) pr(ADy1) < 0.

Se utilizara la Suposicién 4, incluyendo el deflactor de precios ¢. De esta
manera, la solvencia se define en relacién con el deflactor de precios ¢ y con
la medida de riesgo condicional p;.
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Interpretaciéon de la Definicién 3.17.

En el momento ¢ se tienen los pasivos pendientes X(;,1), que tienen el
valor de riesgo ajustado %;(X(41)), y en el momento ¢ + 1 el valor de riesgo
ajustado es X;y1 + %Hl(X(HQ)). Para poder cubrir estos valores de riesgo
ajustado, se mantiene la cartera . en los activos del balance, el cual tiene
el valor St(t) en el momento t y genera el valor St(i)l en el momento ¢t + 1.

Las condiciones (a) y (b) de la definicién de solvencia se interpretan de
la siguiente manera:

(a) La primera condicién de solvencia es la Condicién contable. Esté indica
que si al realizar la diferencia entre activos y pasivos, el valor del acti-
vo resultante excede el valor del pasivo entonces todos los pasivos estan
cubiertos por los activos. Ademas, establece que la empresa cuenta con
suficiente capital en el momento ¢; esto significa que las reservas ajusta-
das por riesgo (X (41)) deberfan estar cubiertas por los valores de los

activos St(t) en el momento .

(b) La segunda condicién de solvencia es la Condicion del contrato de seguro.
En esta condicién se maneja el déficit de activos, con lo cudl se presentan
dos situaciones: que el déficit de activos no sea positivo en el momento
t+1, AD; 1 <0, esto significa que tenemos suficientes valores de activos
en el momento ¢+ 1 para transferir los pasivos pendientes X ;1) al valor
de riesgo ajustado Xyy1 + %i11(X42)) a un tercero que complete la
salida de estos pasivos pendientes X(;1). La segunda situacion que puede
ocurrir, es que el déficit de activos sea positivo AD;, 1 > 0, lo que indica
una situacion grave, ya que el valor de riesgo ajustado es mayor que
el valor de los activos disponibles, y por lo tanto, no se encuentra un
portador de riesgo que esté dispuesto a hacer la salida de los pasivos.
Por lo anterior, se busca asegurar que el déficit de activos AD,;,; no sea
positivo, razén por la que surge la condicion del contrato de seguro. La
medida de riesgo p; caracteriza el plan de negocios (.7, X+1)) en el
momento t, por lo que no es probable que se tenga un déficit financiero
en el momento t + 1.

Por lo tanto, una compania de seguros es solvente si cumple tanto la
condicién contable como la condicién del contrato de seguro. Lo que significa
que la aseguradora no solo debe tener los suficientes activos para cubrir los
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pasivos en el momento ¢ (a), si no que también los activos deben cubrir los
pasivos en el futuro (b), es decir, la aseguradora debe generar los suficientes
ingresos con su plan de negocios para pagar los futuros reclamos.

En [21] se puede revisar un ejemplo de aplicacién de este modelo de
medicion de riesgo, en el que primero se da una descripcion de la elecciéon del
modelo. Se supone que se cumple la Suposicién 3 para lograr la aceptabilidad
y la solvencia. Para modelar el deflactor financiero ¢ se elige un modelo
financiero llamado Vasicek con parametros dados. Con el modelo Vasicek se
obtiene una estructura para los precios de los bonos cupén cero. Ademas,
como medida de riesgo condicional se utiliza el VaR, con la que se logra la
solvencia en el momento /.

Definicién 3.18. Aceptabilidad. El plan de negocios (.1, X(t+1)) es acep-
table en el momento t con respecto a la medida de riesgo condicional p; st

pi(ADy1) < 0.

La aceptabilidad de un plan de negocios (.7®, X (t+1)) €S un requisito mas
débil que la solvencia, ya que solo toma en cuenta la condicién del contrato
de seguro (b).

También es importante destacar que la definiciéon de solvencia no habla
sobre la liquidez. La liquidez es un gran problema especialmente en el sector
bancario, y ademas, de las condiciones de solvencia las instituciones finan-
cieras deben asegurarse de que las empresas aseguradoras tengan suficiente

liquidez, esto significa que hay restricciones para la asignacion de activos
S0,

Observacién 3.19. La condicion contable (a) también implica que

S > B( X)) > B Xsny).

Esto significa que suponiendo que se tienen los valores de activos St(t),
estos cubren las reservas de riesgo ajustadas PBy(X 1)) en el tiempo t.

Observacion 3.20. La medida de riesgo condicional mds simple es la si-
guiente

pi(X) = E[X]F]. (3.5)
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Ya que bajo la medida de riesgo condicional (3.5) siempre es posible la
solvencia, es de utilidad para modelos de regulacién, aunque realmente esta
medida no esta basada en riesgo si no en la ganancia.

3.3. Capital libre

El capital libre es un cantidad que le permite a la aseguradora cumplir
con sus compromisos en el futuro, el tener este capital garantiza conservar la
aceptabilidad en la aseguradora, por eso es importante reservarlo, lo cual es
mas conveniente con la ayuda del plan de negocios para no afectar los activos
y pasivos de la aseguradora, ya que es mejor sacrificar cierta cantidad para
invertir que perjudicar sus actividades, el capital libre para una medida de
riesgo p; se define enseguida.

Definicién 3.21. Capzital libre. El capital F; es llamado capital libre en el
momento t y se define como

Fy=—=P(t,t +1)p(AD¢11). (3.6)

Donde P(t,t+1) es el precio de bonos cupén cero 3 en el tiempo t < t+1.

El capital libre es no negativo, es decir, F; > 0, si y so6lo si el plan de
negocios (1, X, (t+1)) cumple la aceptabilidad en el momento ¢. Cuando se
tiene el caso en que F; > 0, la forma en que se cambia el plan de negocios es
restandole el capital libre F}; para que siga conservando la aceptabilidad. El
plan de negocios modificado (.7, X (t+1)) se define por

S = SO 4 p(AD)3" Y. (3.7)

Esto significa que restamos —p;(AD;,1) > 0 unidades de bonos cupén cero
30D al precio F, > 0 en el tiempo t, de la cartera de activos .#®). Estos
bonos cupén cero generan un valor .%;- medible, p,(AD;;1) en el momento
t+ 1.

Analizando el caso en el que se tiene un capital libre positivo, F; > 0,
se observa que se recupera este monto de la compania y el plan de negocios
ajustado continua siendo aceptable.
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El capital libre F; depende de la eleccién de la medida de riesgo p;, esto
significa que no es invariante con respecto a los cambios de la medida de
riesgo. Ademés, solo se obtiene en términos de bonos cupén cero 340 ya
que si usamos otros instrumentos financieros la condicién de aceptabilidad
cambia. Finalmente, se debe tener presente que si se recupera el capital li-
bre se logra tener un plan de negocios aceptable para la solvencia pero es
necesario verificar la condicién contable (a).

3.4. Insolvencia

Si la aseguradora no cumple con la condiciéon contable o la condicién del
contrato del seguro, es decir, es insolvente, se pueden aplicar varias medi-
das como, restricciones comerciales, o medidas mas drasticas como cerrar la
empresa y ceder responsabilidades a un tercero.

Si la condicién contable (a) no se cumple, la inica alternativa que se tiene
es inyectar capital adicional. Si se cumple la condicién contable (a) pero la
condicién del contrato de seguro (b) no se cumple, es decir, el plan de negocios
(O X (t+1)) Do es aceptable, se pueden tomar dos medidas diferentes:

1. Reestructurar la cartera de activos .7 en el tiempo ¢, es decir, comprar
una cartera .#® con un valor §t(t) = St(t) que genere el valor §§21 y cuya
gestion de activos y pasivos sea lo suficientemente pequena para obtener
solvencia.

2. Inyectar capital adicional. Si se inyectan p;(AD;;1) > 0 unidades de bonos
cupén cero 3¢V en el tiempo ¢ con vencimiento al tiempo t+1, estos bonos
cupon cero valen en el tiempo ¢t la cantidad

_Ft = P(t,t -+ 1>pt(ADt+1) > 0.

De esta manera, la cartera de activos .7 = .#® pi(AD )3 sigue
cumpliendo con la condicién contable

gt(t) _ St(t) + ps(AD )Pt t+ 1) > St(t) > Bi( X41))-

Estas p;(AD;11) unidades de bonos cupén cero 31 generan el valor
pi(ADyy1) > 0 en el tiempo t + 1. Asi
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(X1 + Biir(Xes2) — (S + pi(AD,11))) = pi(ADyyy — pi(ADy11)) = 0.

Lo anterior es posible por el uso del Axioma 2, de la invarianza. Por lo
tanto, con esta inyeccion de capital, se logra la solvencia y el plan de negocios
(#®, X(141)) es aceptable en el momento .

Aun existen varios problemas que afectan a la solvencia de las asegu-
radoras, como riesgos financieros puros y otros riesgos técnicos de seguros.
Investigar cada uno de estos problemas requiere mas analisis que no fue es-
tudiado en este trabajo.
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Conclusiones

En este trabajo se explican algunos de los factores que comprometen el
equilibrio de una empresa aseguradora. Para conservar la estabilidad de las
aseguradoras resulta complicado analizar al mismo tiempo todos estos facto-
res, por lo que en este trabajo se realizo el estudio y andlisis solo considerando
el riesgo de activos.

Para analizar el comportamiento de los activos se tomaron en cuenta
condiciones minimas que permitieran tener el control de la solvencia, dichas
condiciones fueron la condicion contable y la condicion del contrato de sequro.

Se seleccionaron estas condiciones por dos importantes razones, la primera
es porque permiten analizar la situacion de los activos y pasivos al mismo
tiempo. La segunda razén es porque estas condiciones garantizan la solvencia
no solo en determinado momento sino que también la garantizan en el futuro.
Esto se lograrda generando ingresos suficientes con el plan de negocios para
pagar futuros reclamos, es decir, que la aseguradora tiene que contar con un
plan de negocios aceptable.

Para lograr tener control de estas condiciones fue necesario presentar
la definiciéon de solvencia con medidas de riesgo, porque el uso de medidas
de riesgo garantiza trabajar con toda la informacién necesaria para evaluar
riesgos, ya que las variables aleatorias no siempre cuentan con dominancia es-
tocdstica, que es otra alternativa para comparar variables aleatorias. Ademas,
las medidas de riesgo deben cumplir con ciertas propiedades, que las hace me-
didas coherentes, para asegurar que sea buena medida y le permita efectuar
una correcta gestion de riesgos.

Finalmente, se observa que mediante la definicién de solvencia con me-
didas de riesgo se logra el objetivo principal de esta tesis, mantener la sol-
vencia de una aseguradora, controlando las condiciones minimas que fueron
seleccionadas. Ademas, se logré plantear alternativas para que la aseguradora
recupere su equilibrio cuando se llega a la insolvencia.

Sin embargo, existen otros problemas que afectan la solvencia, como lo son
los riesgos financieros puros y otros riesgos técnicos de seguros; estos riesgos
requieren de un analisis mas profundo igual que la aplicacién del modelo de
solvencia presentado; su aplicacién puede ser tratada en un trabajo futuro.
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