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Introduccion

Durante siglos, el hombre se ha interesado por los juegos, el juego es una de las
principales actividades que realizamos todos y cada uno de nosotros desde nuestra infancia.
La Teoria de Juegos ha demostrado una gran versatilidad para la resolucion de problemas
actuales. Partio de la Teoria Econdmica y la Teoria Matematica para estudiar la interaccion

entre los agentes econdmicos y analizar el resultado que tendrian sobre los participantes.

En los ultimos 30 afios, la Teoria de Juegos ha experimentado una expansion muy
significativa en la investigacion y en diversas areas de estudio, como en la Economia, la
Psicologia, la Politica, o la Computacion. En términos generales, podemos decir que la
Teoria de Juegos estudia los dilemas que se le presentan al hombre en la vida cotidiana.

Este trabajo tiene como objetivos principales, servir como una ayuda de induccion a
la Teoria de Juegos Cooperativos y en particular, a su aplicacion para la resolucion de
problemas de asignacién de costos, consolidar ciertos conceptos que son de gran
importancia para entender la Teoria de Juegos Cooperativos; mostrar un ejemplo practico
de interés personal y hacer ver que la Teoria de Juegos nos ayuda a generar soluciones
factibles y justas que brindan una mejor asignacion que los métodos de solucién clésicos,
que son a los que generalmente estamos acostumbrados, ademéas de reforzar esta idea

desarrollando un programa en VBA Excel.

A continuacion, se describira brevemente el contenido de este trabajo: el Capitulo 1
tiene un caracter meramente introductorio; en él, se presentan de forma extensiva los
antecedentes histéricos de la Teoria de Juegos, brindando un espacio para narrar la historia
y vida de uno de los personajes mas importantes que contribuyeron al nacimiento de la
Teoria de Juegos al publicar el libro “Theory of Games and Economic Behavior” en el afio
de 1944, el matematico John von Neumann (1903-1957); de igual manera se hace hincapié
en mostrar mediante el “dilema del prisionero” el concepto clave creado por von Neumann
conocido como el Teorema Minimax y finalmente se hace referencia de aquellos conceptos

béasicos e imprescindibles para la comprension de este trabajo.

En el Capitulo 2 y el Capitulo 3 se presentan la introduccion y el desarrollo de los

juegos cooperativos. El primero de ellos introduce a esta idea trabajando los juegos de
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suma cero entre dos personas con y sin punto de equilibrio, dando paso a la utilizacion de
diversas estrategias y la definicion y aplicacion del teorema Minimax de von Neumann. El
siguiente capitulo brinda los conceptos més importantes de la Teoria de Juegos de manera
coalicional o cooperativa y en particular, se estudiaran los conceptos mas significativos: el

Core, el Nucleolus y el Valor de Shapley.

El Capitulo 4 introduce al concepto de asignacion de costos que es la idea principal
de este trabajo, comenzando por saber qué es un costo desde el punto de vista econdémico,
su clasificacion y los métodos de costeo contables y economicos tradicionales. Al final se

hace referencia a la utilizacion del método de Teoria de Juegos.

En el Capitulo 5 se analiza el articulo “AN APPLICATION OF GAME THEORY:
COST ALLOCATION” de Jean Lemaire (Harry J. Loman) [16] profesor en seguros y
gestion de riesgos en la Universidad Wharton; ya que el problema de la asignacion de
costos es uno de los mas dificiles en las economias pequefias y de gran escala, este articulo
ejemplifica esta situacion de manera intuitiva, ademas de estudiar dos variaciones
adicionales al concepto de Nucleolus como son el Nucleolus Proporcional y el Nucleolus

Disruptivo.

En el Capitulo 6 se da paso a la generacion de un problema de asignacion de costos
de interés personal denominado “Seguro de Vida Grupo”. En él, se estudia como un
empresario puede llegar a sufrir pérdidas mayores por comision al momento de asegurar a
sus empleados y como la Teoria de Juegos brinda una solucion mas factible que la
utilizacion de los métodos de asignacion de costos tradicionales. Ademas, se pretende
mostrar la solucion al mismo problema mediante la realizacion de un programa creado en
VBA Excel.

Con respecto a la presentacion de conceptos y de ideas en este trabajo, cada uno de
ellos se elabord de la manera mas minuciosa posible, ademas de brindar una serie de

ejemplos para mejorar su comprension.
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CAPITULO 1 1.1 Introduccién

CAPITULO 1. TEORIA DE JUEGOS

1.1 Introduccion

El juego es una de las principales actividades que realiza el ser humano desde su
nifiez; como lo indica la psicologia, activa procesos fisicos, educativos, sociales o
emocionales que permiten que el hombre se desarrolle en su entorno y adopte una conducta

que le permita responder ante situaciones conflictivas que se le presenten en la vida real [2].

Un juego es una situacién en la que compiten dos o mas jugadores que emplean su
imaginacion o ciertas herramientas y que ademas, siguen un determinado nimero de reglas
con el fin proporcionar entretenimiento, diversion o cumplir algin objetivo, tomando en
cuenta que se puede ganar como se puede perder. Dentro de un juego, se supone que todos
los participantes son racionales. Algunos ejemplos de ello son: el ajedrez, el poker, los
juegos de mesa, los juegos deportivos o incluso en el ambito de los negocios, lanzar un

producto al mercado.

Como es de esperarse, cada jugador intentara maximizar su utilidad o ganancia,
pero hay que tomar en cuenta que el resultado no s6lo dependera de lo que un solo jugador

elija, sino que también, dependeré de las estrategias que utilicen los demas jugadores.

Durante siglos, el hombre se ha interesado por los juegos, Luca Paccioli (siglo XV),
Tartaglia (siglo XV1) y Cardano (siglo XVI) comenzaron a resolver problemas de juegos de
azar abordando juegos con apuestas, mientras que Pierre Fermat y Blaise Pascal (siglo
XVII) por mencionar algunos, se interesaron por resolver situaciones que involucraban
juegos de azar matematicamente, dando asi el inicio a la Teoria de la Probabilidad [14]. La
Teoria de la Probabilidad estuvo limitada algun tiempo a los juegos de azar. Durante el
siglo XVIII comenzd un auge en la Estadistica (aunque surgié desde los inicios de la
humanidad) que complementd las bases tedricas de las probabilidades de juegos de azar,
permitiendo el estudio de los datos obtenidos probabilisticamente e interpretando esa

informacidn para tomar decisiones y afrontar riesgos ante situaciones impredecibles [13].
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Sin embargo, la Teoria de Juegos no se basa en estudiar la probabilidad de un juego
ni estudiar los datos obtenidos de él, sino que su objetivo principal, es estudiar el

comportamiento estratégico entre los contrincantes dentro de un mismo juego.

Un comportamiento estratégico comienza por la formulacién de un juego que, como
ya se sabe, consta de un nimero de jugadores, de acciones posibles para cada jugador y un
conjunto de reglas. Mas aun, el comportamiento estratégico nacié como un concepto
econdémico que representa a un conjunto de estrategias que toma una empresa en torno al

mercado con la Unica finalidad de maximizar sus beneficios [1].

En la actualidad, la Teoria de Juegos tiene bastantes aplicaciones, por ejemplo: en la
Economia, ayuda a la distribucion de recursos entre oferentes y demandantes para que
exista una competencia perfecta; en la politica, se puede ver reflejada en las campafias que
utilizan los diferentes partidos politicos para llegar al poder en las elecciones; en la
Biologia, se ha utilizado para comprender y predecir algunos resultados evolutivos; en la
Sociologia, se utiliza para estudiar el comportamiento de grupos delincuentes y ejemplificar
el modo en el que pueden llegar a operar, etc. Todas las aplicaciones mencionadas
anteriormente tienen algo comdn, el resultado de estas situaciones dependera de las

decisiones que tomen los jugadores.

La Teoria de Juegos ha demostrado una gran versatilidad para la resolucion de
problemas actuales. Parti6 de la Teoria Econémica y la Matematica para estudiar la
interaccion entre los agentes econdmicos y analizar el resultado que tendrian sobre los
participantes. De manera general, brinda a la Teoria Econdmica una nueva vision sobre el

analisis de diversas situaciones a nivel tedrico y practico.

“Pero sin duda, su principal aplicacién la encontramos en las ciencias economicas
porque intenta encontrar estrategias racionales en situaciones donde el resultado
depende no solamente de la estrategia de un participante y de las condiciones del
mercado, sino también de las estrategias elegidas por otros jugadores, con objetivos

distintos o coincidentes” [2].
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1.2 Antecedentes historicos

La Teoria de Juegos tiene sus inicios comenzando por James Waldegrave en el afio
de 1713. Waldegrave escribio en una carta una solucién minima de estrategias mixtas de un
juego de cartas entre dos personas muy importante de la época conocido como “Le Her”;
sin embargo, no tuvo el analisis tedrico necesario hasta el trabajo que presentaria Cournot

mas adelante [20].

Antoine Augustin Cournot, matematico, filosofo y economista francés (1801-1877),
fue el primero en estudiar los aspectos estratégicos al momento en que interactuaban los
agentes econdmicos, en su obra “Investigaciones acerca de los principios matematicos de la
Teoria de las riquezas” publicada en el afio de 1838. En ésta, se analizan las diferentes
formas de competencia en el mercado entre vendedores y productores, es decir, entre la
oferta y la demanda [18].

Posteriormente, el economista y abogado ingles Francis Ysidro Edgeworth (1845-
1926) se apoyo en la idea de Cournot para desarrollar el mismo concepto basado en una
economia sin produccién dentro de su publicacién “Matematicas psiquicas: Un ensayo

sobre la aplicacion de las matematicas a las ciencias morales” en el afio de 1881.

Edgeworth introdujo una herramienta de representacion de interaccion entre agentes
sin produccién llamada “la caja de Edgeworth” que permite analizar todas las posibilidades
de asignacion de recursos entre entidades y observar si esa asignacion es una asignacion
Optima [18].

El matematico aleman Ernest Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953) brindé el
primer teorema formal de la Teoria de Juegos. El teorema consiste en determinar las
estrategias optimas de los jugadores desde la ultima jugada retrocediendo hasta la primera,
siendo un teorema que seria recuperado por varios autores posteriormente. Su teorema

recoge a la vez varios enunciados importantes que afirman que:
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“En todo juego finalizado —cuyo numero de partidas sea conocido de antemano-
con la informacién perfecta —cada jugador conoce, ademas de las suyas todas
las estrategias y las funciones de ganancia del resto de los jugadores- existe un
equilibrio” [18].

Las contribuciones anteriores permiten resolver juegos con estrategias puras. Méas
adelante, el matematico francés Emile Borel (1871-1956) en el volumen IV de su obra
titulada “Tratado del célculo de sus probabilidades y aplicaciones” publicada en 1924, en
donde introduce probabilidades en los juegos de azar y enuncia un teorema para juegos de
suma cero en donde se expresa que en un juego la ganancia de un jugador corresponde a la
pérdida de otro. También clasificé a los juegos de azar en dos: los juegos donde la
personalidad y habilidad de un jugador no intervienen y los juegos donde la personalidad y

habilidad del jugador si intervienen [18].

La Teoria de Juegos nace propiamente en el afio de 1944 con el matematico
estadounidense John von Neumann (1903-1957) y el economista aleman Oskar
Morgenstern (1902-1977) con la publicacion de su libro “Theory of Games and Economic
Behavior” en el afio de 1944, en donde se muestra la importancia de esta disciplina aplicada
a las relaciones humanas [18]; ambos proponen una relacion de equilibrio en un juego de
suma cero mediante el famoso teorema Minimax introduciendo dos conceptos clave de la

Teoria de Juegos: los juegos cooperativos y los juegos no cooperativos.

Practicamente, en el primer tipo, los jugadores no tienen comunicacion, no hay
acuerdo y cada uno elige independientemente su estrategia sin importarle lo que suceda; en
los juegos cooperativos ocurre todo lo contrario, siempre se asume que los jugadores son
personas razonables que pueden establecer acuerdos entre si acerca de las estrategias mas

apropiadas para obtener un beneficio conjunto [10].

Para el afio de 1950, aparecieron las primeras discusiones acerca del “dilema del
prisionero”. Este, es uno de los ejemplos més representativos del teorema de equilibrio
entre dos jugadores y en él, se analizan los incentivos que tienen dos presos encarcelados
por un delito para delatar al otro a la policia y asi, poder acceder a sus beneficios

penitenciarios.
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Este experimento se realizo en la corporacion RAND dedicada a la formacion de

fuerzas armadas en Estados Unidos. Enfatizaremos en él un poco més adelante.

El economista y matematico estadounidense John Forbes Nash (1928-2015) fue
quién consolidé las bases de la Teoria de Juegos. Se basé en los trabajos del economista
Cournot proponiendo una Teoria de Equilibrio no cooperativo para juegos de suma variable
denominado “Equilibrio de Nash”, generalizando la propuesta hecha anteriormente por von
Neumann y Morgenstern y mostrando que, la eleccion de la estrategia de cada jugador es
una respuesta optima a las elecciones de las estrategias de otros jugadores. Nash quiza es el

apellido mas conocido en el tema de la Teoria de Juegos [18].

Curiosamente, la obra de Antoine Augustin Cournot fue ignorada hasta que salié a
la luz gracias a los trabajos de Forbes. En afios posteriores, Nash publicd escritos con
originales soluciones para algunos problemas de la Teoria de Juegos, para juegos
bipersonales cooperativos y para la reduccion de juegos cooperativos a un marco no

cooperativo [2].

Reinhard Selten (1930-2016) en el afio de 1965 aport6 a la teoria de Nash
introduciendo el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos, aportando al teorema de
equilibrio de Nash. En 1967 John Harsanyi (1920-2000) desarroll6 los conceptos de
informacion completa en donde los jugadores conocen perfectamente la estructura de un
juego, logrando junto con Nash y Selten, ganar el Premio Nobel de Economiaen el afio
de 1994 [3].

Una de las ultimas aportaciones importantes a la Teoria de Juegos fue de Robert J.
Aumann y Thomas C. Schelling (1921-2016), por la que obtuvieron el Premio Nobel de
Economia en el afio 2005 con la publicacion “The Strategy of Conflict” aplicada a la Teoria

de Juegos en las ciencias sociales mediante el analisis de juegos con sucesos repetidos [2].
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1.3 Utilidad del Teorema Minimax de von Neumann

En muchos dmbitos, el hombre esta sujeto a resolver dilemas. Como lo indica la
Filosofia, un dilema es una situacion problematica que se puede resolver mediante
alternativas distintas y que, ademas, ninguna de éllas es completamente aceptable. Los
dilemas reales son aquellos que vivimos en nuestra vida cotidiana y surgen de situaciones

propias, de nuestros intereses o de la sociedad [11].

Todo el tiempo debemos tomar una decision, dificil o no, pero sin duda con
resultados diferentes a los que teniamos pensado. Una pregunta surge muy claramente,
¢Realmente, el ser humano se comporta de manera racional cuando se le presenta alguna

situacion?

Uno de los ejemplos més representativos de como el ser humano responde a estos
dilemas de la vida cotidiana es “El dilema del prisionero”. Este dilema en un claro ejemplo
de la Teoria de Juegos gque supone gque cada uno de los jugadores de manera independiente
intenta maximizar su ganancia sin que le importe lo que sucede con el otro jugador. Su

enunciado dice lo siguiente:

“La policia arresta a dos sospechosos, pero no existen suficientes pruebas para
condenarlos. Se cree que han participado en el robo de un banco, delito penado con
diez afios de carcel. Tan s6lo puede culparles de un cargo menor, tenencia ilicita de
armas, cuyo castigo es de solo un afio. Detenidos y encerrados en celdas separadas
de forma que no pueden comunicarse entre si, la policia les visita de forma

independiente ofreciéndoles el mismo trato:

Si uno confiesa y su complice no, el complice serd condenado a la pena total, diez
afnos, y el que confiesa sera liberado. Si uno calla y el complice confiesa, éste sera
quien salga libre y el primero recibira una pena de diez afios. Si ambos confiesan,
los dos seran condenados a seis afios. Si ambos lo niegan, tan solo podran

encerrarlos durante un afio por un cargo menor” [9].
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Confesar

El dilema del Prisionero

Figura 1. Diagrama “El dilema del prisionero”.

Cada preso puede optar por colaborar con el otro diciendo que el compafiero no
tendria por qué estar en la carcel o acusarlo de haber cometido el delito. Podemos ver una
matriz que representa las opciones de este problema y sus posibles soluciones en la Figura
ly?2.

Sospechoso B niega Sospechoso B confiesa
Sospechoso A niega Ambos se condenan por A es condenado a 10
1 afio afios y B queda libre
Sospechoso A confiesa B es condenado a 10 Ambos se condenan por
afios y A queda libre 6 afios

Figura 2. Matriz “El dilema del prisionero”.
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Ahora, analizando lo anterior, supongamos que la Unica meta entre ambos
sospechosos es minimizar su condena. Cada uno tiene dos opciones, callar o confesar. El
resultado final dependeré de la eleccion del complice, por lo que no puede esperar a ver
qué contesta el otro acusado, es decir, cada uno contestara sin saber que elegira el otro

complice [6].

Si uno de ellos confia en que el otro cooperara y se queda callado, la opcion mas
egoista podria ser confesar, porque entonces el sospechoso que confesé saldria libre
mientras que el complice tendria que cumplir la pena maxima. Pero si espera que el
coémplice confiese, su mejor opcién es confesar para que ambos eviten la pena maxima y
paguen una pena por 6 afios. Por otro lado, si ambos cooperaran, cumplirian una pena

minima [6].

Como se observa, confesar es una estrategia que domina para ambos acusados
porque cualquiera que sea la eleccion del otro complice se reducira la pena al momento de
que confiesen, pero no seria la mejor opcion porque ambos recibirian una condena larga.

Alli radica el punto cumbre de éste [6].

Viéndolo como un interés en conjunto de ambos sospechosos, la eleccibn mas
racional es que ambos cooperen quedandose callados y asi, ambos cumplan una pena
minima; esto seria un resultado éptimo para ellos como equipo y cualquier otra eleccion
que hubiesen tomado empeoraria este resultado en conjunto. Y esto es claro dado que, si

ambos cémplices tuvieran intereses individuales o egoistas recibirian una condena larga

[6].

Otro ejemplo basado en el “dilema del prisionero” puede ser ubicado en la

docencia.
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Figura 3. “El dilema del prisionero” aplicado a la docencia.

Supongamos que un maestro, al iniciar su curso, propone hacer la realizacién de
una evaluacion continua mediante la entrega de ejercicios en grupos; si la mayoria de los
gjercicios que entregue cada grupo estan bien hechos y muestran interés al momento de
trabajar, entonces no habrd examen final, pero si los alumnos no muestran interés y los

gjercicios estan mal hechos tendran que hacer un examen final para acreditar la materia [6].

Los alumnos deben entregar los ejercicios semanalmente y se considera que han
estado trabajando continuamente; ademas supongamos que la cantidad de alumnos que
debe realizar los ejercicios con interés para evitar presentar el examen debe ser mayor o
igual al 80%. La matriz que representa las posibles opciones de los alumnos se ven

representadas en la Figura 4.
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CAPITULO 2 1.3 Utilidad del Teorema Minimax de von Neumann

80% trabaja con interés 80% no trabaja con
los ejercicios interés los ejercicios
20% trabaja con interés Nadie hace examen final Todos presentan examen
los ejercicios habiendo mostrado final habiendo mostrado
interés todos interés en su minoria
20% no trabaja con Nadie hace examen final Todos presentan examen
interés los ejercicios habiendo mostrado final sin haber mostrado
interés la mayoria interés en su mayoria

Figura 4. Matriz de la “forma de evaluacién del maestro”.

Los alumnos tienen dos opciones para esta forma de evaluacion del profesor: que
todos se esfuercen y no presenten examen final o que no se esfuercen y dependan de lo que
hagan sus comparieros de grupo. En general, los alumnos intentan pasar una materia
haciendo el minimo esfuerzo y pensando que los deméas se esforzarian por ellos

(beneficiandose de esa accidn). El dilema aqui es que no se sabe si todos piensan igual [6].

Para ver qué sucede, tomaremos un grupo de entre todos al que llamaremos grupo
A. Este grupo A podria pensar que los deméas grupos se van a esforzar con los ejercicios
para no hacer examen y por tanto para este grupo, la mejor opcién seria no hacer ningin
esfuerzo. Serian los “Unicos” en no entregar bien sus ejercicios, pero aun asi pasarian la
materia sin hacer examen mientras que el resto de sus compafieros se esforzaron durante

todo el periodo escolar [6].

Pero si el grupo A piensa que los deméas no se van a esforzar, lo mejor seria que se
esforzaran lo minimo posible porque tendrian que hacer el examen final, pero al menos se
habrian esforzado menos en el periodo. Sin embargo, si todos los grupos se deciden

esforzar, todos habran trabajado y no presentarian el examen final [6].

La estrategia que domina aqui para todos los grupos es no esforzarse, sea la
estrategia que sea para los demas, siempre conseguirian no trabajar durante el curso. El
problema es que esa estrategia no lleva a un resultado Gptimo, porque si ninguno se

esfuerza demasiado, tendran que hacer examen final. Si todos los grupos pensaran en el
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beneficio general, lo mejor seria que todos se esforzaran al realizar sus ejercicios para no

hacer el examen final.

Por tanto, al igual que en el “dilema del prisionero”, la estrategia dominante no
conlleva a una solucion 6ptima y si los estudiantes buscan el interés propio, pueden llegar a

un resultado que sea perjudicial para ellos [6].

El dilema del prisionero es complicado porque desafia el sentido comun; es un
dilema con el que todos hemos de convivir. La parte esencial, como ya se vio en los
ejemplos anteriores, radica en mejorar los intereses propios, de forma que, si todas las
personas hicieran esto, la toma de decisiones nos llevaria al caos total; por eso, muchos han
interpretado este problema como un problema fundamental que ocurre en nuestra sociedad,;
ciertamente, muchas de las mas grandes tragedias sufridas por la humanidad fueron

causadas por el ser humano.

Von Neumann adquirié una alta reputacion en su carrera por el gran dominio que
mostré hacia la matematica pura y la fisica matematica. Cabe sefialar que fue un hombre al
que le gustaba el juego; el pdker en particular, y se interesaba por los diferentes aspectos al
momento de jugar, el engafio, los movimientos falsos que hacian los jugadores para distraer

al oponente y no violar las reglas del juego, entre otros.

Desde mediados de 1920, von Neumann se dedicé a estudiar la estructura
matematica de juegos como naipes, dados o el poker. A medida en que fue avanzando, se
dio cuenta de que sus estudios podian aplicarse a diversos ambitos en donde se ve reflejado
el juego, como fue la Economia y la Politica, lo que lo llevd junto con el apoyo de Oskar

Morgenstern a publicar “Theory of Games and Economic Behavior”.

“En palabras de los autores el objetivo de la obra es mostrar adecuadamente que
los problemas tipicos de comportamiento econémico son rigurosamente idénticos a

las soluciones matematicas de determinados juegos de estrategias ” [12].

La publicacion de John von Neumann no se refiere a jugar, sino que nos ensefia
coémo la Teoria de Juegos estudia los dilemas o conflictos entre personas racionales; von
Neumann presenta esto de manera tedrica y matematica desde un punto de vista

razonable.
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Basicamente, la Teoria de Juegos estudia la rivalidad entre jugadores que piensan y
que pueden ser capaces de engafar al otro, y como se supone que los jugadores son
racionales, se puede Ilevar a cabo un andlisis preciso de las estrategias.

Aunque la publicacion present6 la teoria enfocada a problemas econdémicos, méas
tarde, su contenido y terminologia resulté de uso comun para investigadores en ciencias,

economistas, filosofos, militares, etc. y se fue adaptando a diversas necesidades.

Sabemos a ciencia cierta que algunos juegos son simples de analizar, pero otros no.
Lo que von Neumann buscé fue encontrar siempre una respuesta racional al momento de

jugar, sobre todo, en aquellos casos en donde existen inconformidades.

La idea clave de la Teoria de Juegos es aquella que indique una solucion optima de
un conflicto estableciendo un equilibrio entre los jugadores; en el afio de 1926, von
Neumann formul6 el “Teorema Minimax”. Este principio estableci6 una solucion racional
para una competencia, definido de tal manera que ambas partes no podrian hacer nada
mejor, en otras palabras, el resultado “Minimax” minimiza el dafio maximo para los

jugadores [17].

Ademas, para quienes tienen escasa formacion en esta disciplina, la idea de la
Teoria de Juegos y del “teorema Minimax” de von Neumann es fécil de entender. A
grandes rasgos, dicho teorema nos dice que, para todos los juegos finitos, entre dos
jugadores y de suma cero, siempre existira un valor V que representara la cantidad media

que espera ganar el jugador 1 de parte del jugador 2 [17].

“Von Neumann, intuyé0 que este resultado era plausible por tres motivos

fundamentales:

1. Laexistencia de una estrategia para el primer jugador que es la mejor para sus
intereses, que le permitira obtener unas ganancias determinadas, el valor medio del
juego, y contra la cual nada puede hacer el segundo jugador.

2. La existencia de una estrategia para el segundo jugador que es la mejor para
sus intereses, es decir, que le garantiza que no perdera como media mas de un valor
determinado, el valor medio del juego, y contra la cual nada puede hacer el primer

jugador.
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3. EIl hecho de que el juego sea de suma cero, esto es, lo que gana el primer
jugador debe perderlo el segundo, o que implica que existe un valor medio del
juego tanto el primer jugador como el segundo aceptan esa ganancia o pérdida
respectivamente, ya que cualquier otra estrategia les aleja de este valor en

detrimento de sus intereses” [17].

Un ejemplo que puede ilustrar la idea que fundamenta el teorema Minimax puede
ser el momento de cortar un pastel. No importa que tan cuidadoso sea uno, al momento de

cortarlo, uno, dos o mas nifios, se quejara de que su pedazo fue mas pequefio que el de otro.

adtats M 2 2200

Figura 5. Ejemplo para ilustrar el “Teorema Minimax™ al momento de cortar un pastel.

La solucion para este problema consiste en que el primero de ellos corte el pastel, y
gue todos los demas escojan el pedazo que quieran. Seria una reparticion justa. EIl primer
nifio no podria quejarse de que la particion estd mal hecha porque él la hizo. Los deméas no
podrian protestar, porque cada uno de ellos eligio el pedazo que queria. EIl problema del
pastel es un conflicto de intereses (un dilema) y la solucién pasa por ser un resultado

optimo [12].
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Mediante ejemplos de aplicacion del “dilema del prisionero” se puede observar
cémo influye el teorema Minimax y como influye la Teoria de Juegos en la vida diaria, por
este motivo es tan estudiado. En particular, hemos visto en los ejemplos anteriores cémo se
presentan situaciones en donde siempre se obtendria una estrategia éptima si los jugadores
buscan un beneficio en grupo y no beneficio propio. Sin embargo, como ocurre en la
sociedad y en la mayoria de las situaciones, los participantes de un juego actian de manera

egoista y se perjudican a ellos mismos y a sus contrincantes [6].
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CAPITULO 2. JUEGOS DE SUMA CERO

2.1 Introduccién

Como ya se mencioné anteriormente el enfoque de la Teoria de Juegos es analizar
las posibilidades de que algunos o todos los jugadores, lleguen a un acuerdo sobre las
decisiones que va a tomar cada uno de éllos. Es decir, el juego se vuelve una competicién
entre jugadores que no solo buscan sus intereses individuales. Los jugadores escogeran
estrategias mediante un proceso en donde la mayoria de los participantes, si no es que
todos, alcancen un beneficio satisfactorio. Los casos que se analizardn a continuacién son
los juegos de suma cero entre dos personas con punto de equilibrio y sin punto de

equilibrio.

2.2 Juegos de suma cero entre dos personas con punto de
equilibrio

En un juego entre dos personas se consideraran solo a dos jugadores a los cuales los
Ilamaremos jugador | y jugador Il (racionales, claro estd). Cada jugador tendrd un nimero
finito de elecciones Illamadas estrategias. Es decir, el jugador I, tendrd n estrategias en
total, asi que él decidira con qué estrategia i jugara, con i = 1,2, ...,n y el jugador Il tendra
m estrategias en total, asi que él decidird con qué estrategia j jugara, conj = 1,2, ..., m. Por
notacién, cada pago o recompensa que puede recibir el jugador I por parte del jugador Il
cuando el jugador | eligid la estrategia i mientras que el jugador 11 eligio la estrategia j, se
representara mediante un valor a;;, por tanto, un valor —a;; representara que el jugador Il
obtuvo una recompensa del jugador | cuando el jugador | eligio la estrategia i mientras que

el jugador Il eligid la estrategia j.

En este juego, consideraremos que la ganancia de cualquiera de los dos jugadores
representard la pérdida del otro; a esto le llamaremos juego de suma cero entre dos

personas [5]. Generalmente para representar este tipo de juegos, podemos expresar los
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resultados mediante una matriz de juego (A,xm) con A = {a;;}, como se muestra a

continuacion.

JUGADOR II
ESTRATEGIA1 ESTRATEGIA2 ... ESTRATEGIAm
x ESTRATEGIAL a1 sy .
Q  ESTRATEGIA2 a1 az -
< . : : . :
g [ . . [
= ESTRATEGIAN An1 n2 ee Anm

Figura 6. Matriz suma cero entre dos personas

Como se puede observar, las filas representan las estrategias de jugador | y las

columnas, las estrategias del jugador Il. Por notacion, para una matriz de juego A, xm:

A = (a1, aiy, ..., a;y) es el vector de estrategias para el jugador [

Aj- ast es el vector de estrategias para el jugador I1.

anj

Es facil notar que, cualquiera de los dos jugadores intentard maximizar sus
beneficios individuales. Si todo el tiempo las personas jugaran de la misma manera, es
decir, usando las mismas estrategias, se volveria un juego predecible. Por tanto, debemos

suponer que los juegos seran jugados usando estrategias al azar.

Entonces, lo que desea hacer el jugador | es elegir una fila i que maximice su
ganancia sobre las estrategias j del jugador Il. A este concepto se le conoce como el mas

bajo valor de juego y se denota como sigue: v~ = maX;=y,  , MiNj=y ., ;).

Por otro lado, el jugador I, suponiendo que juegue de la mejor manera, intentara
elegir una columna j que minimice su perdida sobre las estrategias i del jugador I. A esto se

le llama el mas alto valor de juego y se denota como: v* = minj—;,_,, Max;=1 _, a;;.
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En una matriz de juego, como lo muestra la Figura 7, podemos ver representado al

mas alto y mas bajo valor de juego.

JUGADOR I
ESTRATEGIA1 ESTRATEGIA2 ... ESTRATEGIAm
x ESTRATEGIAL ay a1 i mina;
Q EsrATEGIAZ| @ az Gm mina,
< : : : : : o
) H . . . . . .
2 ESTRATEGIAn|  @m G .. Gun It i
v~ =mas grade de los minimos
max iy max a;p . max aim vt = maés pequefio de los maximos

Figura 7. Representacion del mas bajo valor de juego y el mas alto valor de juego en una matriz de suma cero

entre dos personas.

Note que v~ representa la cantidad minima que podria obtener el jugador | mientras
que vt representa la cantidad maxima que podria llegar a perder el jugador Il. Esta

descripcion deja en claro que v~ < v* [5].

Si se tiene una matriz de suma cero entre dos jugadores y ademas se cumple la
condicion de que v~ = v, entonces se dice que el juego tiene un punto silla. Un punto
silla es una condicion necesaria y suficiente para encontrar un equilibrio entre las
estrategias puras de cada jugador, es decir, una estrategia Optima para cada uno de ellos y se
representa:

v™ =v(A)” = maXx;y,_,Minj=y ma; = vH = v(A)* = minj=y _, max;=; n 4.

Ademas, a ese punto silla obtenido se le conoce como v(A) o valor de juego. Por
tanto, v(A) es un pago determinado que se obtiene al tomar simultdneamente una estrategia

minima y una estrategia méxima entre los dos jugadores.

Definicion 2.2.1. En particular, si se considera a una filai* y una columna j* cualesquiera

tal que existe a;+;+, un punto silla de estrategias puras en un juego ocurre si:

a;j+ < a;+j+ < a;+j para cualquier filai =1,...,n ycolumna j =1,..,m.
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Es claro que, si existe un punto silla o un valor de juego Optimo para los dos
jugadores y alguno de ellos decide jugar otra estrategia, el otro jugador puede tomar ventaja

de ello y mejorar su ganancia.
Ejemplo 2.2.1

Considere el siguiente juego: hay dos jugadores (I y Il) y cada uno decide mostrar 1, 2 0 3
dedos al mismo tiempo. Si el nimero total de dedos mostrados suma un numero par el
jugador Il pierde -$1 y el jugador | gana +3$1, si el nimero de dedos mostrados suma un

namero impar ocurre lo contrario. La matriz de juego esta representada en la Figura 8.

JUGADOR 11
o ESTRATEGIA1 ESTRATEGIA2 ESTRATEGIA3
S ESTRATEGIAL 1 -1 1
< ESTRATEGIA2 -1 1 -1
= ESTRATEGIA3 1 -1 1

Figura 8. Matriz que representa las posibles estrategias de los jugadores 1 y II.
Si calculamos el valor mas bajo y mas alto de juego se obtiene:

v = max mm aU=—1 y vt= m1n max aU 1
i=1,.nj= j=1,.mi=

Ahora, si no existe una estrategia 6ptima pura, ¢de qué manera se tendria que jugar
un juego? Existe una forma que permite hallar un valor éptimo v(A) mediante estrategias

mixtas.

2.3 Estrategias mixtas para juegos de suma cero entre dos
personas sin punto de equilibrio

Ahora, supongamos gue cada jugador elige una estrategia al azar con cierto nivel de
probabilidad que especifica la posibilidad de que cada estrategia sea jugada. A estas
posibles estrategias se les conoce como estrategias mixtas y se representan mediante

vectores de probabilidad.

25



CAPITULO 2 2.3 Estrategias mixtas para juegos de suma cero entre dos personas sin
punto de equilibrio

Es decir, unaestrategia mixtaes aquella en la que el jugador asigna una
probabilidad estrictamente positiva a cada estrategia pura (aquella que tiene probabilidad de

1 de ser elegida) y es una generalizacion del tema anterior.

El jugador | tendra un vector de estrategias mixtas denotado por: X, mientras que el
vector de estrategias del jugador Il se denotara por Y. Al ser vectores de probabilidad deben
cumplir que:

n

Para el jugador I: X = (x, x5, ..., x,) con x; > 0, yademas Exi =1

i=1
V1
Para el jugador II: Y = y:z cony; >0, yademas zyj =1
Vm =1

Los componentes x; representan la probabilidad de que la fila i sea utilizada por el
jugador | mientras que los componentes y; representan la probabilidad de que la columna j
sea utilizada por el jugador Il. Ademas, al conjunto de las estrategias mixtas con k

componentes se le denotara como:
Sy = (21,23, ...,2) conz; >0, yademas Yr ,z = 1.

Ahora, si suponemos que los jugadores juegan varias veces este mismo juego, en
promedio, existird una recompensa media que esperan recibir, a esto se reconoce como el

pago esperado [5].

Los jugadores | y Il elegiran sus estrategias al azar y de manera independiente, lo

que nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion 2.3.1 Dado que los jugadores | y Il eligen estrategias independientemente, el

pago esperado para ambos jugadores se denota como:

n m
EX,Y) = ZZ a;j P(1usa i mientras Il usa j)

:1 =1

n m
ZZ a;j P(Iusa i) P(1l usa j)

i=1j=1
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n m n m
= z Z aijXiyj = Z Z XiijY;
i=1j=1 i=1j=1
V1
=XAYT = (X1, X2, e X) Apzem y;2
Ym

Entonces, el més bajo valor de juego y el mas alto valor de juego en estrategias

mixtas se denota como sigue:
Vp~ = maxminX AYT
X Y

V' = minmaxX AYT
Yy X

Definicion 2.3.2 Un punto silla de estrategias mixtas v,,(A), es un par de vectores de

probabilidad X*yY*,conX* € S,, y Y* € S,,, que satisfacen:

EX,Y") <EX"Y") =v,(A) <EX"Y), paracada X" €S, yY* €S,

En esta terminologia, una estrategia mixta para el jugador | es cualquier elemento
X € S, y una estrategia mixta para el jugador Il es cualquier elemento Y* € S,,,. Por tanto,
una estrategia pura para el jugador I, es un elemento de la forma X=
(0,0, ...,0,1,0, ...,0) que indica que el jugador | siempre jugara la fila correspondiente a la

posicién de 1 en el vector X, ocurre lo mismo para el jugador Il en el vector Y.

Imaginando el caso en que el jugador | decide usar una estrategia pura, es decir,
una estrategia i que jugara todo el tiempo, y el jugador Il decide jugar con una estrategia

mixta, entonces, el pago esperado se simplificara como:

Y1
E(lr Y) = Z;’nzlaijyj = iA YT = (ailﬂaiZ' ""aim) y:Z
Ym
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En el caso que ocurra lo contrario:

alj
. as;
EX,J) =Xk i xa;; = XA = (X1, %5, .0, Xp) 2

anj

Existe una lista de propiedades que nos ayudan a encontrar el valor de un juego de

estrategias mixtas y se describiran a continuacion.
Propiedades para estrategias mixtas

Teorema 2.3.1 Dada una matriz de juego (Apm) =a;; con un valor de juego

E(X*,Y*). Seaw unnumeroreal coni = 1,2,...,nyj = 1,2, ..., m respectivamente.

a) Siw <EX*,j) = X*A; entonces w < v,,(4)

b) Siw = E(i,Y*) = ;AY*T entoncesw = v,,(A)

¢) SIE(L,Y) = AYT <w<E(X",j)=X"Ajparacadai =12,..,ny j=
1,2,...,m, entonces w = v,,,(4A) y (X*,Y*) es un punto silla de juego.

d) Siv,(4) < E(X",j) entonces X* es un punto éptimo para el jugador I para
cadaj =1,2,..,mysiv,(A) = E(i,Y*) paracadai = 1,2, ..., n, entonces
Y* es un punto 6ptimo para el jugador II.

e) Una estrategia X* para el jugador I es 6ptima si y solo si v,,(4) = min E(X",j)
j
ademas una estrategia Y* es optima para el jugador II si y solo si v,,(4) =
max E(i,Y").
l
Demostracion

a) Supongamos que:

w < E(X*,]) = X*A] = Z?zlxiaij, paraj =1,..,m.

SeaY? = (y;) € S,, unaestrategia mixta 6ptima para el jugador II. Si
multiplicamos ambos lados de la ecuacion anterior por y; y se suma sobre todas las

columnas j se obtiene:
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m n
w = Zij SZZaijxf‘yj =X*AY°T = E(X*,Y°) < v,(4)
J j=1

i=1
Y ¥y = 1 entonces E(X*,Y°) < v,,(A) para cualquier X € S,,. 0

b) Para probar esta parte se utiliza lo mismo que en a). o
¢) Si Yitia;y; <w <YL x{a; setiene que:

n m
E(X",Y") = ZZaijx{‘yf < Ex{‘w =w SZaijx;‘

i=1j=1 i i

EX.Y") =Y X ayxiy; =2 Xyiw =w 2EX*,Y").
Esto dice que w = E(X™,Y™).Y nosotros tenemos que por la definicion 2.3.2
EX,)Y') <EX",Y)<EX",Y)ConX*€S,yY* €S, entonces
v (A) = E(X*,Y") Yesunpuntosillaconw = E(X*,Y"). o

d) SeaY? = (y;) € Sy, unaestrategia mixta optima para el jugador Il. Si:
E(i,Y%) < v,(4) < E(X*,)).
Para todas las columnas j y filas i, donde la primera parte de la inecuacion viene
de la definicién de un 6ptimo para el jugador Il. Usando la parte ¢) podemos notar
gue X* es un 6ptimo para el jugador I. La segunda parte para d) se hace de manera
anadloga. O
e) Comenzamos por establecer la definicién como sigue:

in E(X,Y) = min E(X,)).
nin X, Y) jff,lf,lm('])

Para cualquier estrategia mixta X. Esto es, desde que cada estrategia pura se
convierte en una estrategia mixta ocurre que:

. < i S
Inin E(X,Y) < jlnl,‘_fme(X'])
Ahora definimos a = .nllin E(X,j). Entonces:

j=1,..m

. m N L= . _
0< ;761512 Yisi(EX,j) —a)y; ;2512 E(X,Y) —a.
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ConE(X,j) = aparacadaj = 1,2, ..., m. En consecuencia, Ynelsm E(X,)Y)=>a,y
juntando las inecuaciones, se concluye que E(X,Y) = ,rrlzin E(X,)).

j=1,..m
Usando la definicién de v,, (A4), sabemos que:

vy (A) = max min E(X,Y) = max mm E(X 7).
n Jj=

XES, YES,
De manera similar podemos ver que:
U (A) = minyes, maxyes, E(X,Y) = minyes, max;—y,_, E(Q,Y).

En consecuencia

v (4) = max mm E(X j) = mm max E(l Y).
n Jj=

Sm =1
Y si X* es un punto éptimo para el jugador I, entonces:

vm(A) = max min E(X,Y) < mln E(X*,Y) = mln E(X*,])

XES, YESy,

Por otro lado, si v,,,(4) < min;—; , E(X",j) entonces, v,,,(4) < E(X",j) para todas las
columnas j y v,,(A) < E(X",Y) para toda Y, lo cual implica que X*, es una estrategia

mixta para el jugador I. O

Ejemplo 2.3.1

Sea A una matriz de juego representada por A = (_i _é )

El primer paso es verificar si existe 0 no un punto silla de estrategias puras. Se tiene que:

v = max mm ;= —1 y vt*= min max a” 3
i=1,.,nj= j=1,..mi=1,.

Como v* # v~, se debe encontrar una estrategia 6ptima para el jugador | mientras
el jugador Il utiliza una estrategia j, entonces, | tendrd un vector de estrategias mixtas

denotado por X = (x, 1 — x) y un valor de juego v,,(4) = v. Entonces:
_ _ _ 3 _ _ _ -1
v <EX,1)=X4, = (x,1 x)(_l)vaE(X,Z)—XAZ = (61 x)( 9),

v<4x—-1yv <-10x +09.

Volvemos las inecuaciones igualdades y resolviendo para v y para x se obtiene:
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10 26
x=2y,4)=%

Similarmente, para encontrar una estrategia éptima para el jugador Il mientras |

utiliza una estrategia i, suponemos que utilizard un vector de estrategias mixtas denotado

porY = (y,1 —y) y un valor de juego v,,(A) = v. Entonces:

v>E(,Y)= AYT = (3,—1)(1Zy)yv2E(2,Y) = LAYT = (=1,9) (1Zy),

v=>24y—-1yv=-10y +09.

Y resolviendo para v y para y se obtiene:

10 26
y=2;Yvm(d) =1

« (10 4 ia Goti «_ (10 4 i
Entonces, X* = (14, 14) es una estrategia 6ptima paraly Y* = (14, 14_) es una estrategia

, - . 26
Optima para 11, ambos con un valor de juego v,,(A) = ”

Lema 2.3.1 Si X es una estrategia mixta para el jugador | y existe un nimero v,,(4) tal

que E(X,j) = 1,,(A) para cada j, entonces para cualquier estrategia Y, E(X,Y) > v,,,(4).

Lo anterior nos indica basicamente que si la estrategia X que eligio el jugador I, es
una buena estrategia aun cuando el jugador Il utiliz6 cualquier otra estrategia pura,

entonces, seguira siendo una buena estrategia para el jugador | y viceversa.

Ejemplo 2.3.2
Continuando con el ejemplo 2.3.1, se verifica el Lema anterior.

Para el jugador 1:
10

N 26 _ T _ (10 4 3 —1y[1a)_26
E(X;])ZM YEX,Y)=XAY _(14’14)(—1 9) A e

14

Para el jugador 2:
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) 26 _ T_ (10 4y (3 —1\[1a)_26
E(l,Y)S14yE(X,Y)—XAY —(14'14)(_1 9) 4 | T

. . 26
Como podemos observar, existe un valor de juego v,,(4) = o de tal manera que el

jugador | obtendré un pago esperado mayor o igual a g suponiendo que él juega de la
mejor manera posible sin importar que estrategia utilice el jugador Il. De manera similar, el
jugador Il obtendrd un pago esperado menor o igual a g suponiendo que €l juega de la

mejor manera posible sin importar que estrategia utilice el jugador I.

Observacion 2.3.1

Los supuestos de existencia de un valor minimo y un maximo son justificables ya que en:
Ut (4) =max;—y X AYT <max;.; ,XAYT,
U (A) = minj=y_n, X*AY"T 2 minj—y _, XAY".

Las expresiones que se muestran arriba, se desarrollan de manera lineal y por lo
tanto de manera continua, ademas los valores sobre los cuales se trata de encontrar un valor

optimo, ya sea X* 0 Y, son conjuntos cerrados y acotados.

Teorema 2.3.2 En cualquier matriz de juego (A,xm), @ cualquiera de los jugadores se les

permite usar estrategias mixtas que cumplan con las siguientes propiedades:

1. El valor de juego para cada jugador es unico
2. Existe al menos una estrategia pura para cada jugador

3. El valor de juego para cada jugador de estrategias puras y mixtas satisfacen:
v=(4) <v, Q) <v,T(4) <vt(4) 1)
Demostracion

Para 1. La unicidad de v,,,~ deriva directamente de su definicion:

Uy~ = max mm XAYT = max an Qi
i=1,..,nj=1,..m i=1,..,nj=

vt = min max XAYT = min max aU
j=1,.mi=1,.,n j=1,..mi=
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Por tanto, son Unicos. o

Para 2. La cantidad min;—; ,, X AY" es una funcion continua de y enY. Pero Y es
vector con valores finitos y el minimo de esa funcion se alcanza en Y, demostrando que
existe una estrategia segura para el jugador I. Para el jugador Il se comprueba

analogamente. o

Para 3. El valor de juego se deduce al razonar que el maximo valor que se puede perder en
un juego no puede ser menor que lo minimo que se puede ganar en un juego. Las
desigualdades se siguen, ya que el valor mas bajo y el valor mas alto de juego de
estrategias puras estan incluidas en el espacio de estrategias mixtas, lo que denota que en
una matriz de juego A, el valor mas bajo y el valor més alto de estrategias mixtas se denota

como:
vm_(A) = maXi=1,..,n minj:l,...,mx AT (2)
v (A) = Minj—q,  m MaXi=1, . n X A Y” 3)

Y ademas sabiendo por una de las definiciones mas importantes de la Teoria de Juegos de

suma cero es que el valor mas bajo y mas alto de juego son iguales v~ = v*. o

Lema 2.3.2 Dada una matriz de juego (Apxm), OCUrre que:

i) Exista un vector Y e R™ < 0 tal que AYT <0

i) Exista un vector X e R™ > 0 tal que XA > 0

Teorema 2.3.3 (Teorema Minimax de von Neumann)

Dada una matriz de juego (A,xm) = a;; existen vectores de probabilidad de estrategias
X €R™ y Y € R™, en promedio, después de jugar repetidamente, los niveles mas bajo y

mas alto de juego coinciden, es decir:

v = maxminXAY?T =minmaxXAYT = vt

xeX yeY yeYy xeX
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Demostracion.

Aplicando la alternativa i) del Lema 2.3.2, dada una matriz de juego A, al menos una de

las desigualdades siguientes se cumple:

HDv- =0

ivt<o0
Asumiendo que la primera alternativa del Lema 2.3.2 es valida, entonces existe otro vector
por ejemplo y’en el vector Y tal que AYT < 0 lo cual equivale a X A YT < 0 para toda x

en vector X. Esto equivale a decir que max, X AYT < 0. Lo cual implica por (2) en el

Teorema 2.3.2 que v, * = min, max, X AY"T <0.

Ahora, Tomando la alternativa ii) del Lema 2.3.2, supongamos que existe otro vector por
ejemplo x’en el vector X tal que XA > 0 lo cual equivale a X AYT > 0 para toda y en
vector Y. Esto equivale a decir que min, X AY" > 0. Lo cual implica por (3) en el

Teorema 2.3.2 que v, = max,miny X AYT > 0.

Asi, bajo la alternativa i) del Lema 2.3.2, la desigualdad se mantiene y bajo la alternativa
i) del Lema 2.3.2, la segunda desigualdad se satisface.

Ahora, considere una nueva matriz B,,,, tal que B = b;;, de tal manera que desplaza todas
las entradas de la matriz A con una constante —c de tal manera que: b;;= a;; — c, lo que

afecta a ambas desigualdades de v,,,” y v,,,*, siendo ahora:
vm_(B) = Um_(A) —C (I)
Um+(B) = vm+(A) —C (“)

Y como la matriz A es arbitraria en (I) y (II), si reemplazamos A con B, para una matriz

de juego A y una constante c, al menos una de estas desigualdades se cumple:
v, (A) <c {an

v (A) = ¢ (V)
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Ahora, para que se cumpla esta condicién para algun valor c, es necesario que v~ (4) =
v*(A); Por contradiccion, la Gnica posibilidad es que v*(4) = v~(A) + k en vista de la
desigualdad media de (I) en el Teorema 2.3.2 con k > 0 y tomando ¢ = v=(4) + %k. Se

deduce que ni (111) ni (1V) se cumplen, lo que concluye la demostracion del Teorema. o

2.4 Estrategias dominadas

Normalmente trabajar con matrices pequefias es mejor y menos tardado que con
matrices muy grandes. En particular, se puede reducir el tamafio de una matriz de juego
(A,.-m), eliminando filas o columnas que quiza nunca se utilicen porque en el caso de cada
jugador, siempre habrad alguna estrategia mejor que utilizar, a esto se le conoce como

eliminacion por dominancia.

Asi que antes de comenzar a resolver un juego de suma cero, primero debemos
verificar si se puede reducir la matriz (A,,,)a una de tamafio (A,,;), (Asxm) O
(A,.x2). Para poder utilizar el método de eliminacion por dominancia se deben cumplir
alguna o todas las condiciones de la siguiente definicion. Recordemos que las estrategias
para el jugador | se representan por las filas y las estrategias del jugador Il se representan

por las columnas de la matriz de juego (Axm)-

Definicion 2.4.1 Si una fila i domina a una fila k, entonces podemos remover la fila k para
i,k =1,2,...,n. Siunacolumna j domina a una columna k podemos remover la columna k,
paraj, k = 1,2,...,m. Si unafilai o una columna j son redundantes, podemos eliminarlas y

asi reducir el tamafio de la matriz.

Formalmente, el proceso de reducir el tamafio de una matriz de juego se realiza

mediante la combinacién convexa de filas o columnas.

Definicidn 2.4.2 Si una fila k es dominada por una combinacion convexa de otras dos filas

Py q, se puede eliminar k si se cumple lo siguiente:

axj < Aay; + (1 —ay; paraj =1,2,..,my Ae(0,1).
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Si una columna k es dominada por una combinacion convexa de otras dos columnas

Py q, se puede eliminar k si se cumple lo siguiente:
Ay = Aay, + (1= Day, parai=12,..,ny 1e(0,1).

Al aplicar el concepto de estrategias mixtas podemos apoyarnos utilizando un
gréfico; este grafico puede incluso revelarnos conceptos acerca de como mira cada jugador

sus jugadas.

En general se pueden eliminar filas o columnas que graficamente no se intersecten
en un punto 6ptimo al que llamamos valor de juego; a menudo se cumple, pero no siempre
es cierto. Por eso es mas recomendable realizar el analisis matematico ademas de apoyarnos

del grafico, veamos los dos ejemplos siguientes.

-1 2
Ejemplo 2.4.2 Sea A una matriz de juego representada por A = _?é _g
7 —8

Se calcula el valor mas bajo de juego (v™) y el valor mas alto de juego (v*). En efecto, se
tiene que v~ = =5 y v = 2, asi que no existe un punto silla de estrategias puras. Ahora,

procedemos a hacer su analisis grafico para el jugador 1l como se muestra en la Figura 9.

=]

E(4.Y)

;s EQY)

[

1 E(LLY)

-5 E(3.Y)

Figura 9. Grafo de estrategias para el jugador II.
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Ahora, mediante el método grafico se quiere visualizar las estrategias que tiene el
jugador 11 con respecto al otro jugador (jugador I). Se trazan dos ejes paralelos a una
distancia no tan pequefia. Cada uno de los ejes trazados ahora representard las estrategias

del jugador I.

Localizamos dentro de la matriz cada una de las n estrategias del jugador | que, para
el ejemplo dado son 4, definidas por (-1, 2), (3, -4), (-5, 6) y (7, -8). Finalmente se trazan

las rectas formadas por la unién de los puntos dados.

Como el jugador Il busca minimizar su posible perdida, la zona factible de
soluciones esta en la parte inferior de las lineas trazadas y su solucion éptima es el vértice

maximo.

En ocasiones, los graficos suelen ser complicados de analizar a simple vista.
Sabemos que el punto Gptimo se encuentra en el vértice maximo de las rectas formadas por
las estrategias, pero no gqueda suficientemente claro, ademas, a simple vista no podemos
descartar alguna estrategia que no se llegara a usar en el juego. Entonces para resolver este

juego, se reducira el tamafio de la matriz A por medio de estrategias dominadas.
Primero se tomara la fila 2 y se verificara si es una combinacion convexa de las filas 4 y 1:
3<71-(1-21) y—-4<-81+2(1-2).

. . 1 3
Resolviendo para A, encontramos un intervalo donde se encuentra con 35 A< < » por tanto,

-1 2
podemos eliminar la fila 2 obteniendo la siguiente matriz: A = < -5 6 )
7 —8

Se tomara la fila 2 de la nueva matriz y se verificara si es una combinacion convexa de las
filas 3y 1:

—5<71-(1-1) y6<-81+2(1-2).
Resolviendo para A, encontramos un intervalo donde se encuentra con % <A Sg , por

tanto, podemos eliminar la fila 2 obteniendo la siguiente matriz: A = ( 12 )
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Y resolvemos para el jugador I, con un vector de estrategias mixtas denotado por X =

(x,1 —x) y un valor de juego v,,(A) = v. Entonces:

V<EX,1)=XA, = —x+7(1—-x)y v<EX,2)=XA, = 2x —8(1 —x).
Volvemos las inecuaciones igualdades y resolviendo para v y para x se obtiene:
1

5
x=2y vu(a) =1

Similarmente, resolvemos para el jugador Il con un vector de estrategias mixtas denotado
porY = (y,1 —y) y un valor de juego v,,(A) = v. Entonces:
v=>E(,Y)= JAYT =—y+2(1—y) y v=EQR,Y)= ,AYT = 7y —8(1 —y).

Volvemos las inecuaciones igualdades y resolviendo para v y para y se obtiene:

5 1
y=5 ¥ vm(d) =3

Entonces, X* = (2,0,0,2) es una estrategia 6ptima para | en el juego original y Y* =
(g,g) es una estrategia éptima para Il, ambos con un valor de juego v,,(4) = é

Podemos verificar que en realidad se encontr6 la mejor estrategia para ambos
jugadores si se cumple: E(X,Y") < E(X*,Y*) = v,,(A) < E(X",Y). Calculando:

-1 2
* _yra — (5 1 3 =4\ _/11
B =x4=(G005)| 5 T | =(5:3)
7 -8

1
()
-1 2 5 | 1 |

: 3 -4\ [(5\_|"3
EXY) =AY ={ 5 ¢ ||s]=|_1 |
SaAvy

3

Se puede verificar que al realizar el producto matricial de E(X*,Y) y de
E(X,Y™), ambos obtienen un valor de juego v,,(4) = § por tanto, se obtuvo una estrategia

Optima para ambos jugadores.
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2.5 La mejor estrategia de respuesta

Supongamos que el jugador | sabe o supone que el jugador Il usard una estrategia
pura Y, en ese caso, el jugador | debe jugar una estrategia mixta X para que maximice su
pago esperado E(X,Y). A este concepto se le conoce como la mejor estrategia de
respuesta de | ante el jugador II.

Definicion 2.5.1 Una estrategia mixta X* para el jugador | es la mejor estrategia de

respuesta ante la estrategia Y del jugador I si satisface:
maxE(X,Y) = E(X",Y).
XES,
De igual forma, una estrategia mixta Y™ para el jugador Il es la mejor estrategia de
respuesta ante la estrategia X del jugador | si satisface:
min E(X,Y) = E(X,Y?).
YESH
Es decir, si la estrategia X* y la estrategia Y* son un punto silla en el juego es decir,
v, (A) = E(X*,Y™) entonces son la mejor estrategia de respuesta.
En general, si la estrategia Y es conocida entonces:

E(X,Y) = E@,Y).
max X,Y) max i,Y)

Si la estrategia X es conocida entonces:

min E(X,Y) = min E(X,j).
1<jsm

YESH

Ejemplo 2.5.1
1 1 1

Consideremos una matriz de juego A=(1 2 0] Ademas, si se resuelve mediante
1 0 2

estrategias mixtas y eliminacion por dominancia obtenemos que existe un punto silla de

estrategias en X* = (0%%) =Y* y ademas un valor de juego v,,(4) = 1. Ahora,
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suponga que el jugador 11 por alguna razon piensa que la mejor estrategia que puede usar es

Y* = G%%) ;Cudl es la mejor estrategia de respuesta para el jugador 1?

Entonces, para encontrar una estrategia dptima para el jugador | mientras el jugador

Il utiliza la estrategia Y, | tendré que utilizar un vector de estrategias mixtas denotado por:

X = (xl,xZ, 1 - xl - xZ).

Calculando: maxyes, E(X,Y) = max;;c, E(,Y) =X AY" = _% - "?2 + z_

Pero, lo que queremos es tomar la estrategia que maximice, asi que para obtener el
méaximo valor objetivo de esa funcion resultante en términos de x; y x,, de acuerdo a la

nocion de optimizacion, se debe de tomar a cada valor x; de la funcion resultante e
. . - . s 5
igualarlos a 0. Este paso permite obtener el valor maximo de la funcion que es SV

representa el valor del juego.

Por otro lado al hacer x; = x, = 0, sustituyendo los valores en el vector de

estrategias mixtas se obtiene X = (xq,x,,1 —x; — x,) = (0,0,1).

Entonces, la mejor estrategia de respuesta para el jugador | cuando en jugador Il usa

Y = (i%%) es X* = (0,0,1). Ademas, el pago esperado para el jugador | después de
maximizar la funcion es E(X*,Y) = %.

En otras palabras, en un juego con dos jugadores, si se conoce una estrategia para
algin jugador, existirdn expectativas bajo las cuales se puede actuar con una mejor
respuesta. La correspondencia de mejor respuesta es, como su nombre lo indica,
unaregla que asocia un perfil de estrategias mixtas X a un perfil de estrategias Y o

viceversa.

Hay que tomar en cuenta que no siempre se cuenta con un solo perfil de posibles
estrategias, sino que pueden existir varias, la cuestion es ¢Cual de ellas se tomara?, la que

maximice el beneficio.
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CAPITULO 3. JUEGOS COOPERATIVOS

3.1 Introduccion

En esta parte se estudiara como hacer una distribucion de pagos entre los jugadores
que forman una coalicién y han obtenido una ganancia jugando de manera cooperativa. En
particular se estudiaran tres conceptos muy importantes; el Core, el Nucleolus y el Valor
de Shapley [7].

El Core es un concepto de solucién de tipo conjunto, es decir, limita a un conjunto
de posibles valores exigiéndole cumplir ciertas propiedades. EI Core es un conjunto de
distribuciones de pagos que ofrece a cada coalicion un beneficio mayor o igual que el que
esta coalicion puede conseguir por si misma. Por tanto, lo convierte en un reparto de pagos
que satisface a todos los jugadores y a todas las posibles coaliciones. Esta idea fue
introducida por Gillies (1953); por otro lado, puede darse el caso de que en un juego el
Core sea vacio, por lo tanto, no se podria obtener un vector de pagos con el que todos los
jugadores se viesen beneficiados, lo que puede causar descontentos o inconformidades

entre ellos.

El concepto de Nucleolus fue introducido por Schneider (1969) y lo que busca es
minimizar esos descontentos generados en todas las coaliciones, es decir, lo que se busca es
un reparto socialmente mas justo en el sentido de que la coalicion que resulte mas

desfavorecida en el reparto de los beneficios, esté 1o menos perjudicada posible.

Més adelante surgio el concepto del Valor de Shapley. Fue nombrado en honor de
Lloyd Shapley (1967); este método de distribucion, asigna un reparto tnico del beneficio
total generado por la coalicion a todos los jugadores. La importancia de este concepto es su
conFiguracion. Imaginemos una coalicion de jugadores que coopera y obtiene una cierta
ganancia general de la cooperacion. Dado que algunos jugadores pueden contribuir mas a la
coalicion que otros, ¢(Qué importancia tiene cada jugador para la cooperacion y qué
recompensa puede esperar de élla? El Valor de Shapley ofrece una posible respuesta a esta
pregunta mediante la aplicacion de ciertos axiomas como se mostrard mas adelante, donde

la reparticion de los beneficios siempre existe y es dptima.
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3.2 Juegos cooperativos

Comenzaremos por definir un juego en forma coalicional o también llamado en

forma de funcién caracteristica con utilidades transferibles, éste consiste de:

1. Un conjunto finito de jugadores denotado por J = {1,2, ...,n}.
2. Subconjuntos S de /.
3. Una funcion caracteristica que asocie a cada subconjunto un namero real o valor de

la coalicion v(S), siendo v(@) = 0.

Asi, G = (J,v) es un juego en forma coalicional en forma de funcion caracteristica

con utilidades transferibles con J y v(S) especificados.

Si el beneficio que obtiene un jugador estando en una coalicion S es menor o igual
al beneficio que obtendria al unirse con otra coalicion T; es decir con SNT #= @ con T,
S < J, entonces ocurre que v(S) < v(T) y a esto se le conoce como un juego cooperativo

mondtono.

Si se tiene un juego en forma coalicional donde ocurre que la suma de los beneficios
al jugar dos coaliciones Sy T por separado es menor que el pago que obtendrian si se
unieran para trabajar en conjunto,esdecir SNT =@ conT,S <], entonces v(S) +

v(T) < v(SUT); aesto se le llama juego cooperativo superaditivo.

Pero generalizando ain mas el concepto anterior, si se tienen dos coaliciones con
una interseccion no necesariamente vacia y se unen, entonces, la suma de los beneficios de
la unioén e interseccion es al menos igual que la suma de los beneficios de las coaliciones
que se unieron, es decir, si T, S <] y ocurre que v(S) +v(T) <v(SUT)+v(SNT)a
esto se le conoce como un juego convexo. Si ocurre lo contrario en la desigualdad,

entonces, el juego es cdncavo.

42



CAPITULO 3 3.2 Juegos cooperativos

Ejemplo 3.2.1

i)

Duefio de la finca

Valorada en $350,000.00

Empresario 1 Empresario 2

Figura 10. Representacion del juego en forma estratégica para los tres jugadores.

Una finca estd valorada por su actual propietario en $350,000.00. Un empresario
ofrece acondicionarla como un poligono industrial con lo que su valor de mercado podria
alcanzar los $700,000.00. Una empresa constructora le ofrece urbanizar la finca para
subdividirla y destinarla a viviendas, con esta urbanizacion el valor de la finca seria de
$775,000.00.

Iniciamos representando el juego de manera coalicional G = (J, v).

Sea J = {1,2,3}, en donde 1 representa al empresario que ofrece adecuar la finca
como poligono industrial, 2 representa a la empresa constructora y 3 representa al actual

propietario de la finca.

Notemos que, tanto el jugador 1 como el 2 necesitan llegar a un acuerdo con el
jugador 3 para utilizar la finca. Sin la participacion del jugador 3 no podrian hacer nada, por

tanto:
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v({1) =v({2) =v({1,2) =0

Por otro lado, Si el jugador 3 no coopera con ninguno de los otros dos jugadores, la
finca se mantiene con un valor de $350,000.00, lo que es: v({3}) = 350,000.

Si el jugador 3 llega a un acuerdo con el jugador 1, entre los dos obtendrian
$700,000.00, lo que es: v({1,3}) = 700,000.

Si el jugador 3 solo llega a un acuerdo con el jugador 2, entre los dos obtendrian
$775,000.00, lo que es: v({2,3}) = 775,000.

Si cooperaran los tres jugadores y realizaran conjuntamente el proyecto que les

brindara mayor beneficio, entonces entre los tres obtendrian: v({1,2,3}) = 775,000.
Y la representacion en forma coalicional del juego se veria como:
J =1{1,2,3}

v(@) = 0,v({1}) = 0,v({2}) = 0,v({1,2}) = 0, v({3}) = 350,000, v({1,3}) = 700,000,
v({2,3)) = 775,000, v({1,2,3}) = 775,000

En donde los valores estan expresados en pesos.

Podemos verificar que todas las inecuaciones formadas por la combinacién de las

coaliciones cumplen que este juego es monétono:
v({1) < v({1,2}), v({1}) < v({1,3}), v({1}) < v({1,2,3}),
v({2) = v({1,2}), v({2}) < v({2,3}), v({2}) < v({1,2,3}),
v({3) < v({1,3}), v({3}) < v({2,3}), v({3}) < v({1,2,3}).
Superaditivo y convexo:
v({1}) +v({2}) < v({1,2}), v({1}) +v({3}) < v({1,3}),
v({2}) +v({3}) < v({2,3}), v({1}) +v({2,3}) < v({1,2,3}),
v({Zh) +v({1,3}) < v({1,2,3}), v({3}) +v({12}) < v({1,23}).
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CAPITULO 3 3.2 Juegos cooperativos

Ejemplo 3.2.2

Consideremos tres empresas que producen un mismo bien. Dadas las tecnologias aplicadas
por cada empresa, la empresa 1 puede producir 0, 8 o 16 unidades al coste unitario de
$2.00, la empresa 2 puede producir 0, 4 o 12 unidades al coste unitario de $2.00 y la
empresa 3 puede producir 0, 8 o 12 unidades al coste unitario de $2.00. La funcion de

demanda del bien es conocida por las tres empresas y tiene la siguiente forma:
p(x) = 35 —0.75x.

En donde x representa la cantidad total de producto en el mercado. Representemos

el juego de forma coalicional G = (J, v).

Sea ] = {1,2,3}, en donde 1 representa la empresa 1, 2 representa a la empresa 2 y 3

representa la empresa 3.

Ahora S; ={0,8,16}, S, ={0,4,12} vy S; ={0,8,12} son los respectivos

subconjuntos de las estrategias para las empresas jugadoras.

La cantidad total de producto que llega al mercado es x = x; + x, + x5 Yy el pago

que obtiene cada empresa i esta determinado por la funcién de beneficio definida por:

u; (%1, %2, x3) = p(x)x; — 2x; parai = 1,2,3.

La representacion del juego en forma estratégica para cada jugador se ve en la Figura 11.
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3.2 Juegos cooperativos

Cuando la Empresa 3 utiliza la estrategia 0
Empresa 2
— 0 4 12
g 0 0,0,0 0,120,0 0,288,0
g— 8 216,0,0 192,96,0 144,216,0
L 16 336,0,0 288,72,0 192,144,0
Cuando la Empresa 3 utiliza la estrategia 8
Empresa 2
— 0 4 12
2 0| 00216 0,96,192 0,216,144
E— 8 | 168,0,168 144,72,144 96,144,96
L 16| 240,0,120 192,48,96 96,72,48
Cuando la Empresa 3 utiliza la estrategia 12
Empresa 2
— 0 4 12
§ 0 0,0,288 0,84,252 0,180,180
S || 1440216 | 12060180 | 72,108,108
L 16| 192,0,144 144,36,108 48,36,36

Figura 11. Representacion del juego en forma estratégica para los tres jugadores.

Ahora se calculara el valor de cada coalicion v(S).

Empezando por la empresa 1: Si elige la estrategia 0, no importa que jueguen las
demas empresas, su pago serd de 0. Si elige la estrategia 8, puede obtener alguna de las
siguientes cantidades dependiendo de las combinaciones de estrategias de las otras dos
empresas: 216, 192, 144, 168, 144, 96, 144, 120, 72. Entonces:

min{216,192, 144,168, 144,96, 144,120,722} = 72.

Si elige la estrategia 16 obtendra un pago dependiendo de las combinaciones de

estrategias de las otras dos empresas y calculando el minimo se obtiene:
min {336,288,192,240,192,96,192,144,48} = 48.

Por tanto, la empresa 1 debe elegir aquella estrategia que le asegure el maximo de
los posibles beneficios, asi el max {0,72,48}} = 72. Finalmente v({1}) = 72.
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Para la empresa 2 y para la empresa 3 los calculos se realizan de manera analoga
obteniendo v({2}) = 36 y v({3}) = 48 respectivamente. Ahora, para la coalicion {1,2},
se obtendria un pago resultante del pago de la suma de ambas empresas. Y de igual manera,
lo que busca la coalicion es asegurar un beneficio méaximo asi que:
max {0,84,180,144,180,180,192,180,84} = 192 y v({1,2}) = 192 como se observa

en la Figura 12.

x1 X2 Pago para la coalicion {1, 2}
0 0 min {0, 0,0} =0

0 4 min {120, 96, 84} = 84

0 12 min {288, 216, 180} = 180
8

8

8

0 min {216, 168, 144} = 144
4 min {288, 216, 180} = 180
12 min {360, 240, 180} = 180
16 0 min {336, 240, 192} = 192
16 4 min {360, 240, 180} = 180
16 | 12 min {336, 184, 84} = 84
x1 X2 Pago para la coalicion {1, 3}
0 0 min {0, 0,0} =0

0 8 min {216, 192, 144} = 144
0 12 min {288, 252, 180} = 180
8

8

8

0 min {216, 192, 144} = 144
8 min {336, 288, 192} = 192
12 min {360, 300, 180} = 180
16 0 min {336, 288, 192} = 192
16 8 min {360, 288, 144} = 144
16 | 12 min {336, 252, 84} = 84
x1 X2 Pago para la coalicion {2, 3}
0 0 min {0, 0,0} =0

0 8 min {216, 168, 120} = 120
0 12 min {288, 216, 144} = 144
4 0 min {120, 96, 72} =72
4

4

8 min {288, 216, 144} = 144
12 min {336, 240, 144} = 144
12 | 0 min {288, 216, 144} = 144
12 | 8 min {360, 240, 120} = 120
12 | 12 min {360, 216, 72} = 72

Figura 12. Representacion del juego en forma estratégica para las coaliciones {1, 2}, {1, 3} y {2, 3}.
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Para la coalicion {1,3} y {2,3} se trabajo de manera analoga y se obtuvieron los
valores v({1,3}) = 192 y v({2,3}) = 144 respectivamente.

Por ultimo, se calcula el valor de la coalicion formada por las 3 empresas calculando

la suma de los pagos como se observa en la Figura 13.

Cuando la Empresa 3 utiliza la estrategia 0
Empresa 2
- 0 4 12
2 0 0 120 288
2 8 216 288 360
L 16 336 360 336
Cuando la Empresa 3 utiliza la estrategia 8
Empresa 2
— 0 4 12
3 0 216 288 360
E— 8 336 360 336
L 16 360 336 216
Cuando la Empresa 3 utiliza la estrategia 12
Empresa 2
— 0 4 12
3 0 288 336 360
2 8 360 360 288
w 16 336 288 120

Figura 13. Representacion del juego en forma estratégica para la coalicion {1, 2, 3}.

Y como se quiere maximizar el beneficio se obtiene:

0,120, 288,216,288, 360,336,360, 336,
max 4216,288,360,336,360,336,360,336,216,; = 360. Con v({1,2,3}) = 360.
288,336, 360,360, 360, 288,336, 288,120

Por tanto, la representacion del juego de manera coalicional es:

G=(,v),

v(@) =0,v({1}) = 72,v({2}) = 36,v({1,2}) = 192,v({3}) = 48, v({1,3}) = 192,
v({2,3}) = 144, v({1,2,3}) = 360.

J={123},

De igual manera, este juego es monétono, superaditivo y convexo.
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Definicion 3.2.1 Un juego de manera coalicional se dice que es 0-normalizado si cumple
v({i}) = 0, paratodoi € J. Si no es normalizado, para obtener la 0-normalizacion de un

juego se debe definir la funcion caracteristica:

vo(s) = v(s) — Xiesv({i}) , paratoda S < J.

Definicion 3.2.2 Un juego de manera coalicional se dice que es (0,1)-normalizado si

cumple que v({i}) = 0,paratodai € J yademas v(J) = 1.

Ejemplo 3.2.3 Si analizamos el juego del Ejemplo 3.2.1, resulta que no es 0-normalizado

ya que v({3}) = 350,000. Por consiguiente, tampoco es un juego (0,1)-normalizado.

Para 0-normalizacion tenemos que:

w(s) = v(s) = ) v({)
IES
Por ejemplo, para v,(3) = v(3) —v(3) = 350,000 — 350,000 = 0, y haciendo este
proceso para todas las coaliciones, el juego normalizado queda de la siguiente manera:

J =1{1,2,3}

v(@) = 0,v({1}) = 0,v({2}) = 0,v({1,2}) = 0, v({3}) =0, v({1,3}) = 350,000,
v({2,3}) = 425,000, v({1,2,3}) = 425,000.

3.3 Conjunto de imputaciones

Ahora, ya sabemos que G = (J, v) es un juego en su forma coalicional o de funcién
caracteristica en donde J = {1,2,...,n} es el conjunto de jugadores que deciden trabajar
conjuntamente para ganar el mayor beneficio. Pero el problema se presenta al no saber

coémo repartir el valor v(J) entre todos los jugadores.
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Sea x = (x4, X3, ..., X,) UN vector de distribucion de pagos, en donde para cada
jugador x; representa el pago que recibe el jugador i. Para cualquier coalicion se utiliza la

siguiente notacion: x(S) = Yesx; Y x(J) = X; x;. Ademas es claro que v(@) = 0.

Definicion 3.3.1 Un conjunto de pre-imputaciones de un juego G, es un conjunto de
vectores de pagos definidos como:

PI(J,v) = {x = (x1,%2, ..., %) €E R™:x(J) = v())}.

Lo anterior nos dice que los vectores de pagos que pertenecen a un conjunto de pre-
imputaciones de un juego son tales que la suma del beneficio de cada jugador o coalicion es

igual al de la coalicion total, a esto se le conoce como el principio de eficiencia.

Resulta natural, puesto que ningun jugador aceptaria una ganancia mas baja en una
coalicion de lo que podria haber ganado si jugaba solo, por tanto, se genera la siguiente

definicion.

Definicion 3.3.2 Un conjunto de imputaciones de un juego G, es un conjunto de vectores

de pagos definidos como:
[(J,v) = {x = (x4, X3, ..., xn) € PI(J,v): x; = v({i}), paracadai = 1,2, ...,n}.
A la condicién anterior se le conoce como el principio de racionalidad individual.
Ejemplo 3.3.3 Considere un juego con tres jugadores de manera coalicional tal que:
G=0v), J={123}

v(@) =0,v({1}) =2, v({2}) = 0,v({1,2}) = 3,v({3}) = 1, v({1,3)=3 v({2,3}) = 2,
v({1,2,3}) =5.

En este caso, si calculamos I(J, v)

1(J,v) = {x = (x1,x,,%3) € R3: x; = v({i}), parai = 1,2,3}.

Por definicion, x(S) = x; + x, + x3 = 5,x; = 2,x, = 0,x3 > 1.
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CAPITULO 3 3.3 Conjunto de imputaciones

Para representar el conjunto, se grafica la interseccion del plano donde x; + x, +
x3 =25, con x; =0,x, = 0,x3 = 0. Después se afiaden las restricciones x; > 2,x, =

0,x3 = 1, como se observa en la Figura 14.

(0,0,5)

[
[~

(5,0,0) (0,5,0)

)

Figura 14. Conjunto de imputaciones del juego.

Finalmente, la Figura que representa I(J, v) queda representada en la Figura 15.

(2,0,3)

(4,0.1) (2,2,1)

X3:l

Figura 15. Conjunto de imputaciones del juego afiadidas las restricciones.
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Hay una proposicion importante que da una condicién necesaria y suficiente para

que el conjunto de imputaciones de un juego no sea vacio y se presenta a continuacion.

Proposicion 3.3.1 Sea G = (J, v) un juego en su forma caracteristica.

10,v) ¢ o Z v({i}) < v())

i€eJ
El juego que cumple esta condicion se le conoce como esencial.
Demostracion.

—) Suponga que I(J,v) # @, entonces, existe x = (x1, x5, ..., x,) € I(J,v). Por tanto se

cumple que Y,; x; = v(J). Ahora, se debe verificar que };cs v({i}) < v()).
Por ser x; = v({i}), esto implica que Y; x; = Y.;es v({i}), por tanto:
Ziesv({i}) < Xix; = v()).

<) Supongamos que Y.;esv({i}) < v(J). Verifiqguemos que I(J,v) # @. Es suficiente que
consideremos un vector de pagos x = (xq, X3, ..., X, ), con x; = v({i}), paratodai = 1,2,

wo,n—1y:

x, = v(J) — X v({i}). Como por hipdtesis Y;es v({i}) < v(J), se verifica que:

v < v() = ) v = %

Ademas,
xi= ) xitay = ) v{@+ v() - ) v({iH) = v()

Se trata de una imputacion y por lo tanto I(J,v) # 0. O
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3.4 EIlCore

El Core es un subconjunto de imputaciones que constituyen un acuerdo estable; en
efecto, esto se refiere a que ningun jugador podra conseguir por si mismo mas de lo que

cualquiera de sus acuerdos le permite obtener.

Definicion 3.4.1 El Core de un juego cooperativo es el siguiente conjunto de vectores de

pagos:
C(J,v) ={x = (xq, x5, ..., x5) € R™:x(J),x(S) = v(S), Scj
Ademas el conjunto C(J, v) es cerrado, acotado y convexo [7].
Demostracion
1. Vereficaremos que el Core de un juego (J, v) es cerrado:
C(U,v) ={x = (x1,x3,...,x5) € R":x(J),x(S) = v(S), paratodo S € P(J)

Las condiciones que se supone deben de cumplir los vectores de pago dentro del
Core (eficiencia y racionalidad) consisten en pertenecer al plano y a un conjunto
finito de semiespacios cerrados. Por tanto, se trata de la interseccion finita de
conjuntos cerrados que es cerrado. Ademads, esto se verifica dado que las
restricciones que definen al Core son de tipo igual que o mayor o igual que, lo que

confirma que se trata de un conjunto cerrado. o
2. Vereficaremos que el Core de un juego (J, v) es acotado:

C(,v) = {x = (x4, %5, ..., x,) € R",se cumple que cada x; > v({i}) para todo i.
Ademas,

X; = zn:xi —ij = v(J) —ij <v()—v({ - {i})
i=1 T T

Por tanto, paracadai =1, 2,...,n se cumple que:

v({ih) = x; <v() —v(y - {iD)
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Y por tanto, el Core esta acotado. o

3. Vereficaremos que el Core de un juego (J, v) es convexo:

Sean x = (xq,x2, .., %) € CU,v) Y ¥y = (Y1, ¥2, - ¥n) € CU,v), p€ [01], Se
verificaque fx + (1 — B)y € C(J,v).
Como:

ﬁx + (1 - ﬁ)y = ﬁ(xpxz' -"'xn) + (1 _ﬁ)(yl'yZ' '"'yn)
= (Bx1 + (1= By, Bxy, + (1= By, -, Bxn + (1 — BIN)

Ocurre que:
Bx+ A =Py =21 Bx+ A =Py) =BXLixi+ (1 - ) X1y
=pv(N + 1 = Bv() =v()
Y para cada coalicion S:
Bx + (1= BIy)(S) = Xies(Bx + (1 = B)y) = B Xiesxi + (1 = B) Xies Vi
= pv(S) + (1 = BHv(s) = v(S)

Por tanto C(J, v) es convexo. o

Ejemplo 3.4.1 Obtener el Core del Ejemplo 3.2.1
Si recordamos, el juego se comporta como sigue:
J ={123}

v(®) = 0,v({1}) = 0,v({2}) = 0,v({1,2}) = 0, v({3}) = 350,000, v({1,3}) = 700,000,
v(£2,3}) = 775,000, v({1,2,3}) = 775,000.

(Principio de eficiencia): x(S) = x; + x, + x3 = 775,000.
(Racionalidad individual): x; = 0,x, = 0,x3 = 350,000.

(Racionalidad para las coaliciones): x; + x, = 0,x; + x3 = 700,000, x, + x3 = 775,000.
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Es decir, los elementos del Core son los puntos que pertenecen al conjunto de
imputaciones del juego y, ademas, verifican las restricciones de racionalidad para las
coaliciones entre los jugadores. Teniendo en cuenta la restriccion x; + x, + x3 = 775,000

se tiene que:
X, +x, 20 & 775,000 —x3 =0 & x3 < 775,000,
X1 + x5 = 700,000 < 775,000 — x, > 700,000 < x, < 75,000,
X, + x3 = 775,000 < 775,000 — x; = 775,000 < x; < 0.
Asi, C(J,v)

={x = (x4,x,,%3) €ER3:x; + x, + x3 = 775,000,x; = 0,0 < x, < 75,000, 350,000
< x5 < 775,000}

={x = (x4,x,,%3) ER3:x;, = 0,0 < x, < 75,000, 350,000 < 775,000 — x,
< 775,000, x5 = 775,000 — x,}

={x = (x1,x,%3) ER3:x; =0,0 < x, < 75,000,0 < x, < 425,000,x3 = 775 — x5}
= {(0, x,,775,000 — x,): 0 < x, < 75,000}.

Las distribuciones de pagos (x4, x,, x3) que cumplan el principio de eficiencia y no
formen parte del Core son inaceptables para cualquier coalicién que se pueda formar, ya

gue se consiguen resultados menos éptimos de los que obtendrian con otra distribucion

(xlr X2, x3)'

Por ejemplo, la distribucion (50,000,75,000, 650,000) no le interesaria a la
coalicion {2,3} ya que puede obtener por si misma 775,000, que es mucho mayor a

75,000 + 650,000 = 725,000, cantidad que obtiene con la distribucion de pagos anterior.

Se puede dar el caso en que algin juego tenga un Core vacio, pero la siguiente

definicion verifica que esto no ocurra.
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Definicion 3.4.2 Una familia {S;, S,, ..., S;,} de subconjuntos distintos de J, distintos entre
si y no vacios, es equilibrada sobre J si existen ndmeros positivos a4, @y, ..., &m,

denominados pesos, tales que paratodo j = 1, 2, ..., m se cumple que Zjesj a; = 1.

Ejemplo 3.4.2
Sea ] = {1,2,3}. Veamos alguna familias equilibradas sobre J.

Sea f; = {{1,2},{1,3},{2,3}}. Tenemos que S; = {1,2}, S, = {1,3},S; = {2,3}. Se trata de

una familia equilibrada ya que existen a; = a, = a3 = > verificandose:
Para ] = 1, ZlESj a] = aq + a, = 1.
Para ] = 2, ZZES]' (XJ = aq + az = 1.

Para ] = 3, Z3E5j a] = a, + as; = 1.

Definicion 3.4.3 Se dice que un juego G = (J, v) es equilibrado, si para cualquier familia

equilibrada {S;, S5, ..., S} €n J, con pesos a4, ay, ..., &, Se verifica que:

Z}nzl aJU(S]) < 17(])

En consecuencia, todo juego con un Core no vacio es un juego equilibrado.
Ejemplo 3.4.3 Utilizando el juego del Ejemplo 3.2.1

Sea B; = {{1,2},{1,3},{2,3}}. Tenemos que S; = {1,2}, S, = {1,3},S; = {2,3}. Se trata de

una familia equilibrada ya que existen a; = a, = a; =% ijES]. a; = 1.
Yt av(S)) < v(J) = a;v({1,2}) + apv({1,3D+a3v({2,3}) < v())
=§ (0) +§ (700,000)+§ (775,000) < 775,000 = 737,500 < 775,000

Lo que nos prueba que efectivamente que el juego del Ejemplo 3.2.1 es equilibrado.
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3.5 El Nucleolus

El Core, es un concepto de solucion que tiene ciertas dificultades ya que en
ocasiones los conjuntos pueden ser muy grandes o en otras ocasiones pueden ser vacios. El
Nucleolus, es un concepto que propone una solucion que nos dice que siempre que un
conjunto de imputaciones no sea vacio, las dificultades anteriormente mencionadas se

superan.

Definicion 3.5.1 Se tiene un juego cooperativo G = (J,v) tal que X7, x; = v(J). El exceso
0 queja de una coalicion S con respecto a una distribucién de pagos x, es la diferencia
entre el valor de la coalicion S y lo que recibe dicha coalicion por la distribucion x. Es

decir:
e(S,x) =v(S) —x(S)=v(S)— ) x;

Esto representa una medida del grado de insatisfaccién de la coalicion S con la

distribucion x. Entre mas grande sea e(S, x), mayor es la insatisfaccion.

Ejemplo 3.5.1 Sea el siguiente juego paraJ = {1,2,3}, con:

v(@) =0,v({1}) =5,v({2}) =8,v({1,2}) = 15,v({3}) =4, v({1,3}) = 20, v({2,3}) =15,
v({1,2,3}) = 30.

Y se consideran los siguientes vectores de la distribucion de pagos:
x = (10,10,10), y =(10,12,8), z=(11,811)

Para cada uno de los vectores anteriores, se verifica que la suma de sus
componentes sea v({1,2,3}) = 30. Como podemos observar en la Figura 16, se encuentran

las asignaciones y los excesos de cada coalicién para cada uno de los valores dados.
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v(S) x(S) y(S) z(S) e(s,x) e(Sy) e(s, z)
0 0 0 0 0 0 0 0
{1} s 10 10 11 5 5 6
12} 8 10 12 8 2 4 0
3} 4 10 8 11 6 4 7
1,2} 15 20 22 19 5 7 4
1,3} 20 20 18 22 0 2 2
2.3 5 20 20 19 5 5 4
1,23} 30 30 30 30 0 0 0

Figura 16. Valores y excesos de cada coalicidn con los vectores dados en el ejemplo 3.4.1.

Para cada vector de distribucién de pagos X, se construird un vector de excesos
denotado por 6(x), de manera que los excesos 0 quejas vayan ordenados del mayor al

menor valor al ir cambiando coaliciones. Asi para el ejemplo anterior:
6(x) =(0,0,0,—2,-5,-5,-5,-6),
0(y) =(2,0,0,—4,—4,-5,-5,-7),
0(z) =(0,0,0,—2,—4,—4,—6,—7),
Formalmente, esta idea se presenta en la siguiente definicion.

Definicion 3.5.2 Para cada x € I(J,v), el vector de excesos se denota por 8(x), y es tal

que:

0(x) = (e(5,x)) = (6,(x),0;(x), ..., On(%)).

En donde 6,(x) = 6,1 (x),k =1,2,..,2" — 1. Ademas de debe considerar un

orden lexicogréafico; esto es, si existen x, x" € I(J, v), entonces:

a) 0(x) < B(x") o 06;(x) <0O;(x)obien,paraj >1,i=1.2,..,j—1
6;(x) < 6;(x") y 6;(x) = 6;(x")

b) 8(x) = 8(x") © 0;(x) = 6;(x'), paratoda j.

c) 6(x) < B(x") e 0(x) < 0(x')obienO(x) = ,0(x').

El subindice L indica que se trata de orden lexicogréafico.
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Por tanto, dados dos vectores de excesos, para compararlos de acuerdo a su orden
lexicogréfico, se observan solo las primeras componentes; si la primera componente de un
vector, es menor que la primera componente del otro vector, el primer vector es menor que
el segundo segun el orden lexicografico anteriormente definido. Si los dos vectores tienen
iguales sus primeras componentes, se comparan las segundas siendo menor segun el orden
lexicogréfico, aquel vector cuya segunda componente sea menor y si las segundas

componentes son iguales se comparan las terceras y asi sucesivamente.

Los excesos son normalmente no positivos y asi un exceso puede considerarse como
pérdidas o reclamaciones de las coaliciones. El uso del orden lexicogréafico es para ordenar
los vectores de exceso teniendo en cuenta la reclamacion més grande, la segunda
reclamacion mas grande etc. El hecho de que las componentes estén ordenadas de manera
no decreciente y que los vectores se comparen por orden lexicografico indica que se les da
mayor importancia a los jugadores con un mayor exceso, es decir, a los jugadores con mas

peso (aquellos que més perderian si abandonaran la coalicion S).

Ejemplo 3.5.2 Para los vectores definidos en el Ejemplo 3.5.1 x, y, z tenemos:
f(x) =(0,0,0,—2,-5,-5,—-5,—6)
0(y) =(2,0,0,—4,—4,—-5,-5,-7)
6(z) =(0,0,0,—-2,—4,—4,—6,-7)

Entonces:

a) 6(x) < 8(y), yaque el primer componente del vector 6(x) es 0 es menor que el
primer componente del vector 8(y) que es 2.

b) 6(z) < .8(y), ya que el primer componente del vector 8(z) es 0 es menor que el
primer componente del vector 6(y) que es 2.

c) 6(x) < .0(z), ya que las primeras cuatro componentes de ambos vectores son
iguales pero la quinta componente del vector 6(x) es -5 es menor que el primer
componente del vector 6(z) que es -4.

Al cumplirse las desigualdades es claro que:
0(x) < L0(),0(2) = 0(y),0(x) < [0(2).
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Ahora se puede entender mejor en qué consiste el Nucleolus de un juego.

Definicion 3.5.3 EIl Nucleolus de un juego (J, v), es el conjunto N (J, v) definido como:
N({,v) ={x €1(J,v):0(x) < ,0(x")}, Paratodas las x' € I(J,v)

Y, ademaés, una condicion suficiente para que el Nucleolus exista y sea unico es [7]:

n

> @) < v0)
i=1
Lo que nos indica esta condicion es que, si se tiene un juego esencial, es decir, que
el conjunto de imputaciones es no vacio (Proposicion 3.3.1), el Nucleolus existe y es
unico. Ese Nucleolus contiene aquellas distribuciones de pagos que son imputaciones y

para las cuales se minimiza el mayor de los grados de satisfaccion.

El Nucleolus verifica un conjunto de propiedades, pero antes se debe considerar la

siguiente definicion.

Definicion 3.5.4 Se dice que dos jugadores i,j son simétricos en un juego (J,v), Si
realizan aportaciones equivalentes para cada coalicion, es decir v(SU{i}) = v(SU
{j}) paratoda S < J.Se dice que un jugador es pasivo en el juego si no aporta ningun
beneficio adicional al resto de los jugadores, es decir v(S) = v(S — {i}) + v({i}) para toda
sc .

Propiedades del Nucleolus
Considerando un juego (J, v) con Nucleolus N (J, v) se verifica que:

1. Si el Core del juego es no vacio, entonces el Unico elemento del Nucleolus
pertenece al Core.

2. Si el Core del juego se conforma de un solo valor, entonces el Core del juego
coincide con el Nucleolus.

3. Sea N(J,v) ={Ny,N,,...,N,} el Nucleolus. Si i,j son jugadores simétricos,
entonces N; = N;.

4. Sea N(J,v) = {N, N, ..., N,,} el Nucleolus. Si i,j son jugadores pasivos, entonces
N; = v({i}).
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Demostracion
1. El Core de un juego (J, v) se define como:
C(,v) ={x = (x1,x2, ..., xp) € R™": x(J), x(8) = v(S), Sej

Ahora supongamos que (J,v) # @. Entonces paratodo x € (J,v),e(S,x) < 0. Esto
implica que 6(x) tiene todas sus componentes menores o iguales a cero. En
particular, 8, (x) = 0. Sea y una imputacion del juego que no pertenece al Core.
Entonces existira al menos una coalicion, S° € P(J) tal que x(S°) <
v(S°), entonces, e(S° x) = v(5°), —x(8°) > 0. Por tanto, 6(y) tiene al menos
una componente positiva, asi 8,(y) > 0. Asi para toda x que pertenece al Core y
para toda y que no pertenece al Core ocurre que 6(x) < 8(y) » N(J,v) c
C(J,v). Asi, como el conjunto de imputaciones es no vacio, al ser el Core no vacio,
el Nucleolus existe y es Unico, por lo que el Unico elemento del Nucleolus pertenece

al Core.

2. A partir de la demostracién anterior, de inmediato se verifica que si, en particular,
el Core se forma de un solo valor se verifica que N(J,v) = C(J, v).

3. Se demuestra por medio de reduccion al absurdo.
Sea N(J,v) = N = {Ny, ..., N}, ..., N;, ... N, }, donde solo se intercambio el lugar i-
ésimo por el lugar j-ésimo. Supongamos que N; # N; siendo j, i jugadores
simétricos. Ahora sea N'(J,v) = N ={Ny,...,N;,..,N;,..N,}, donde solo se
intercambié i e j. Al ser N' y N dos conjuntos de imputaciones del juego y
jugadores simétricos, ocurre que 8(N")= 8(N) y como N es el Nucleolus, se cumple

que:
O(N) < ,0(y)Paratoday € I(J,v)
O(N') < ,6(y)Paratoday € I(J,v)
Asi, N'y N pertenecen al Nucleolus, lo que contradice la unicidad.
4. Se verificaran dos casos, primero supongamos que el Core es no vacio; entonces de

1) se tiene que N(J, v) < C(J,v), por tanto se cumple que v({i}) < N; < v(j) —
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v(J — {i}); si i es un jugador pasivo se cumple que v(j) — v(J — {i}) = v({i}), por
lo que se deduce que N; = v({i}).

Para el segundo caso supongamos que el Core es vacio. Supongamos que el
jugador i es pasivo. Al ser N(J,v) el Nucleolus, un conjunto de imputaciones, se
cumple que N; = v({i}). Veamos que por reduccién al absurdo, no puede ser que
N; > v({i}). Supongamos que lo fuera, definimos a = N; — v({i}) > 0.
Consideremos una imputacion (N'y, N'5, ..., N'py con N’y = v({ih) sik =io

N'e =N+ —sik #i.

SiS# @ oS+ {i}entonces e(S,N") = 0.

SiigS oS+ @entonces e(S,N') = v(S) — N'(S) = v($) — N(S) - —=a <
e(S,N); en donde s es el numero de jugadores que componen la coalicién S.
SiieSoS=+{i}entoncese(S,N") =v(S)—N'(S) = v(§—{i}) + v({i}) —
N'S—{D-N{D=v( - {iH-NG—-{i}) - Ea <e(S—I[i].N).

Como el Core es vacio significa que maxs{e(S,N')} < maxs{e(S, N)} resultando

que 6(N") < ,6(y), lo que esta en contra de que N sea el Nucleolus. o

Ejemplo 3.5.3 Considere el siguiente juego con tres jugadores

v(@) = 0,v({1}) = 1, v({2}) = 2,v({1,2}) = 3,v({3}) = 1, v({1,3)=2, v({2,3}) =3,
v({1,2,3}) = 4.

El jugador 1 es pasivo ya que se cumple que:
v({1}) = v(@®) +v({1}), v({L12}) =v({2}) +v({1}),
v({1,3) =v(BH + v({1}),  v({123}) =v({2,3D) + v({1}),

De igual manera se puede verificar que los jugadores 2 y 3 son jugadores pasivos.
Ahora calculando el Nucleolus, se cumple la condicién suficiente para que el Nucleolus

existay sea tnicoyaque X, v({i}) <v(),1+2+1 <4,

Aplicando la propiedad 4 del Nucleolus, se tiene que para N = {N;, N,, N3} con
N, =v({1}) = 1,N, = v({2}) = 2,N; = v({3}) = 1. Por tanto, N = (1,2,1).
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No siempre es facil calcular el Nucleolus de manera manual, entonces uno puede
calcularlo mediante el uso de la programacion lineal utilizando algin software como

LINDO. El programa lineal que se debe resolver es:
min a4
v(8) - Y xi<a,ParaS#]#0yS€P()

Siendo a; el minimo en ese problema. Si tal minimo se alcanza en un punto Unico x*,
entonces x* es el Nucleolus y el célculo estd terminado. En caso de que el minimo no se
encuentra en un punto Unico sino en un conjunto X, existira una familia F; de coaliciones,
tales que para todo S € F, y x € X, entonces e(S,x) = a;, y entonces se resuelve el

programa lineal:
min a,
v(S) —Yrtixi<ay,ParaS#]#QyS€P()—F,.

Siendo a, el minimo. Si se alcanza en un Unico x, entonces se termina el calculo, si no, se

sigue como antes.

3.6 El VValor de Shapley

En esta parte se trata de estudiar un tipo de solucion para juegos cooperativos
correspondiente a un andlisis que se le conoce como normativo, es decir, lo que se trata es
buscar una distribucion de pagos entre los jugadores de manera que cumplan ciertos
axiomas ya establecidos. Mediante 4 axiomas se llegara a una asignacién Unica entre los
jugadores y a esto se le conoce como el Valor de Shapley. Este método de distribucion de

pagos, asigna un reparto unico del beneficio total de la coalicion a todos los jugadores.

Este concepto es muy importante porque ofrece una posible solucion a las
insatisfacciones generadas entre coaliciones por no obtener el beneficio que consideran
adecuado. Es decir, dado que algunos jugadores contribuyeron mas a la coalicion que otros,
mediante este método, la reparticién de los beneficios ocurre de la manera mas justa

posible.
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Sea G = (J,v) con J ={1,2,...,n}. Se va a considerar la siguiente asignacion de

pagos para los n jugadores ¢ (v) = (¢, (v), p,(v), ..., p,(v)) € R™
Esta funcion de pagos ¢ (v) debe cumplir los siguientes axiomas:

1. Eficiencia. La funcion de asignacion debe distribuir el pago total del juego, esto es

=19 () = v()).
2. Simetria. Para cualquier par de jugadores que hagan aportaciones equivalentes en
cada coalicion, ambos recibirdn un pago equivalente por ello; es decir:

v(SU{i}) =v(SU{j}), paratoda S € P(J), coni,j que no se encuentran en S

9i(v) = ¢;(v).

3. Tratamiento del jugador pasivo. Si un jugador no aporta un beneficio extra a
alguna coalicion entonces, ninguno de los demas jugadores deberan recibir un pago
extra por ello, es decir, para cada jugador i:

v(S) = v(S — {i}) + v({i}), para toda coalicion S se tiene que

@i() = v({i}).

4. Aditividad. La funcion de asignacion ¢ no cambia en una composicién de juegos.

Es decir, si se tienen dos juegos cualesquiera (J,v,) y (J, v,) entonces

P +v3) = @(w) + (vy).

Teorema 3.6.1 Existe una unica asignacion ¢ (v) = (¢4(v), ,(v), ..., ¢, (v)) que verifica

los axiomas 1, 2, 3y 4, ésta se llama Valor de Shapley y se define como:
Pi(v) = Yser(n 4()[v(S) —v(S — {iD].
En donde q(s) = W siendo s = |S| el numero de jugadores en la coalicion S.

Lo anterior se conoce como un cargo razonable para cada uno de los jugadores

involucrados. Para entender el significado consideremos el siguiente proceso aleatorio:

e Primero se elige la cantidad de elementos de una coalicion S que no contenga al
jugador i de acuerdo a una distribucion uniforme sobre un conjunto entre 0y n — 1

elementos.
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e Después se elige aleatoriamente una coalicion S con la cardinalidad dada
. L, ) -1 .
anteriormente, de acuerdo a la distribucién uniforme sobre las (n s ) coaliciones

disponibles.
e Finalmente se le da al jugador i la utilidad que aporta al valor total del juego al

incorporarse a la coalicion S, es decir [v(S) — v(S — {i})].

Entonces ¢;(v) se puede interpretar como el pago esperado para el jugador i al
ocurrir el proceso anterior. Asi, el valor que asigna el Valor de Shapley a cada jugador es
un promedio de las contribuciones del jugador i a las coaliciones a las que se incorpora;
q(s) se puede ver como un factor de ponderacion o factor relevante que forma una
distribucion de probabilidad sobre las coaliciones, al escoger de manera equiprobable el

namero de elementos de una coalicion y posteriormente una de esas coaliciones.

Es importante destacar que el Valor de Shapley es un concepto de solucion
independiente del Core, y al no exigirle que cumpla el principio de racionalidad
coalicional, no siempre es una solucion que pertenezca al Core. Sin embargo, para los

juegos convexos, el Valor de Shapley si pertenece al Core del juego.

Por ejemplo, paran =2

Demostracion. Considere el juego (J,v) conJ = {1,2}.

Entonces P(J) = {0, {1},{2},{1,2}}.

La familia de coaliciones a la que pertenece el jugador 1 es: S(1) = {{1},{1,2}}.

La familia de coaliciones a la que pertenece el jugador 2 es: S(2) = {{2},{1,2}}.

21 2 20 2

En general ¢;(v) = Xsep) q(s)[v(S) — v(S — {i})] y como s es el numero de jugadores

en la familia de coaliciones S.
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91(v) = gD} - v(@®)] + ¢@D[v({1,2}) — v({2D]
= ~v({(1) +3 [v{1,2) — v({2})],
02(v) = ([} - v(®)] + ¢ [v({1,2}) — v({1)]
= ~v({2) +3 [v({1,2) - v({1})] O
Ejemplo 3.6.1 Calcule el Valor de Shapley para el juego J = {1,2}

@) =0, v{1D=5 v{@2H=7 v{L,2}) = 20.

De la formula obtenida anteriormente:

1 1
P1(v) = Zv((1) +5 [P({12D) — v({2D)]

N |-

[5]+§[20—7]=§=9,

1 1
@2 (v) = 502D +5 (12D — v({1])]

N |-

[71+5[20-5] == =11.
Asi, el Valor de Shapley para este juego es ¢(v) = (9,11).

Practicamente este valor representa el beneficio esperado para cada jugador
dependiendo del nivel de sus contribuciones realizadas en cada coalicion. Para el jugador 1
el beneficio que le corresponde es 9 y para el jugador 2 el beneficio que le corresponde es

11. Significa que el jugador 2 aporté mas hacia su coalicion que el jugador 1.

Por ejemplo, paran=3

Demostracion. Considere el juego (J,v) conJ = {1,2,3}.
Entonces P(J) = {0, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}}.
La familia de coaliciones a la que pertenece el jugador 1 es:

S = {{13,{1,2},{1,3},{1,2,3}}.
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La familia de coaliciones a la que pertenece el jugador 2 es:

S(2) = {23,{1,2},{2,3},{1,2,3}}.

La familia de coaliciones a la que pertenece el jugador 3 es:
S(3) = {{3},{1,3}, {23}, {1,2,3}}.
Sabemos que (s) = 2 luego (1) = 5 = 3,4 =5 =y ¢®) = 5r =3,
Y las expresiones para Shapley son:
01(v) = a1} - v(®)] + ¢()[P({1,2}) — v({2)] +
42)[p({1,3}) — v((3N] + ¢(3)[v({1,2,3}) — v({2,3))]
= —v({l}) +- [v({1 2)) — v({2)] + [v({l,sn —v({3D] + % [v({1,23}) - v({2,3))],
02(v) = gD} — v(®)] + ¢(2)[v({1,2}) — v({(1))] +
4@ ({2,3}) — (3] + a(3)[v({1,2,3}) — v({1,3))]
= —v({2}> += [v({l 2) —v({1)] + [v({z.sn —v({3D] + % [v({1,23}) — v({1,3}],
93(v) = q(DV({3)} — v(®)] + ¢()[P({1,3}) — v({1)] +
4 W({2.3}) - v({2D] + a3 ({1,23}) — v({1,2])]
= 2v((3]) + < [({L3D) — (@] + £ (23D — v({2)] + 3 [v({1,2,3D) — v({1,2D)] 0

Ejemplo 3.6.2 Calcule el VValor de Shapley para el juego del Ejemplo 3.2.1.

Se tiene:

v(@) =0,v({1}) = 0,v({2}) = 0,v({1,2}) = 0, v({3}) = 350,000, v({1,3}) = 700,000,
v({2,3)) = 775,000, v({1,2,3}) = 775,000.
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Luego:

1 (v) = —v({l}) +- [v({l 2} —v({ZP] + [v({1.3}) —v({3h] +

350

g[v({1,2,3}) —v({2,3)] = g(O) + % [0—0] + % [700 — 350] + [775 —775] =

P2 (v) = —v({Z}) +- [v({l 2p) —v({1P] + [v({2,3}) —v((3D] +

= [v({1,2,3) — v({1,3D] =3 (0) + 3 [0 — 0] +=[775 — 350] + 5 [775 — 700] = 278

@3(v) = 117({3}) + 2 v{13) —v({1h] + [v({2.3}) —v({ZD] +

3725

%[v({1,2,3})—v({1,2})] —(350)+ 1700 — 0] + [775—0] [775—0]

Asi, el Valor de Shapley para este juego es

350 575 3725)

<p(v)—(— 6’ 6
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CAPITULO 4. ASIGNACION DE COSTOS

4.1 Introduccién

En cualquier empresa, los gastos de capital son necesarios para adquirir los bienes o
elementos necesarios para la fabricacién o adquisicion de sus productos y/o servicios. La
asignacion de costos es muy importante ya que ayuda a una entidad a determinar la
cantidad que cada articulo producido costard. Usualmente, las practicas de contabilidad
suelen proporcionar las herramientas y directrices necesarias para asignar los costos de

produccion.

Todas las empresas tienen algun tipo de objetivos para alcanzar ciertos beneficios,
que pueden lograrse a través de la venta de bienes y servicios. Es bien sabido que el
beneficio de un producto es el precio de venta menos el costo de ese producto. Si dividimos
este resultado entre el precio de venta, se puede conocer el margen de beneficio bruto por
articulo. En la mayoria de los casos, la Unica forma en que una empresa puede aumentar su
margen de beneficio bruto es elevando el precio de venta o reduciendo sus costos. Sin las
préacticas adecuadas de asignacion de costos, la empresa puede adquirir grandes riesgos o

en un caso extremo, ir a la quiebra.

La asignacion de costos juega un papel importante en la toma de decisiones
econdmicas ya que ayuda a medir ingresos y activos, promueve un uso mas efectivo de los
recursos, ayuda a localizar puntos débiles de la empresa, permite comparar costos entre
productos elaborados y en general se utiliza como un instrumento de control y toma de

decisiones.

Las empresas pueden tener todo tipo de ineficiencias u operaciones que elevan sus
costos de manera constante. Por ejemplo, una empresa puede utilizar demasiados
trabajadores para elaborar un producto especifico; estos trabajadores adicionales aumentan

los costos de los productos expresados como pagos de salarios hacia esos trabajadores.
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Si los profesionales de gestion determinaran donde existen estas ineficiencias,
podrian eliminarlas del sistema mejorando las operaciones de la compafiia y reduciendo los

costos del producto a un rango normal que permita la maximizacion de la ganancia.

La revision constante del proceso de asignacion de costos de una empresa debe ser
obligada. Esto permite evaluar qué tan bien se opera en comparacién con otras empresas en

el mismo mercado.

Este proceso de asignacion de costos se realiza bajo diversos métodos clésicos. Por
otro lado, como la competencia en el mercado actual es muy acelerada, las compafiias
pretenden desarrollar un liderazgo en costos que les permita competir, asi que deben
integrar en su sistema de administracion nuevas técnicas de control y gestion que tengan la
capacidad de adaptarse a los cambios, como resulta ser la aplicacion de los métodos de

Teoria de Juegos como se mostrara mas adelante.

4.2 ¢Qué es el costo?

Por costo se entiende la suma de todos los pagos en los que incurre una persona
fisica o moral para la adquisicion de un bien o de un servicio, con la intencion de que
genere ingresos en el futuro. Un costo puede tener distintas caracteristicas en diferentes

situaciones:

a. Costo-activo. Existe cuando se incurre en un costo cuyo potencial de
ingresos va mas alla del potencial de un periodo; por ejemplo, la adquisicion
de un edificio, maquinaria, etcétera.

b. Costo-gasto. Es el desembolso de efectivo que ha contribuido al esfuerzo
productivo de un periodo; por ejemplo, los sueldos correspondientes a
ejecutivos de administracion o bien, la depreciacion del edificio de la
empresa.

c. Costo-pérdida. Es el gasto que se efectud, pero que no generd los ingresos
esperados; por ejemplo, cuando se incendia un equipo de reparto que no

estaba asegurado.
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La informacion de costos es usada para dos propositos en la mayoria de las
empresas, primero los sistemas de contabilidad de costos proveen informacion para evaluar
el desempefio de una unidad organizacional, y también proveen los medios para estimar los
costos de unidades de producto o servicio que la organizacion pueda manufacturar o

proveer a otros.

Para efectos de este trabajo nos interesa conocer qué se entiende por el concepto de
asignacioén de costos. El objetivo principal de la asignacion de costos es determinar los
costos unitarios de cada uno de los articulos o productos producidos, sin esto, seria muy
dificil establecer un precio de venta, evaluar inventarios, identificar fallas en el proceso,

conocer la rentabilidad del cada producto o realizar reportes financieros.

Note que, el concepto de costo tiene un significado muy diferente al concepto
gastos. Costo es el valor monetario de los recursos que se entregan a cambio de los bienes o
servicios que se adquieren y gasto comprende todos los costos que pueden deducirse de los

ingresos.

4.3 Clasificacion de costos

Los costos, como se ha mencionado, son fundamentales para el administrador no
solo para efectos de valuar inventarios, sino para los diferentes procesos administrativos de
la organizacion (planeacion, toma de decisiones, control etc.). Dependiendo del tipo de
proceso administrativo de que se trate y del tipo de toma de decisiones que se requieran

tomar, los costos pueden ser clasificados [8]:
De acuerdo al &rea donde incurren

e Costos de Produccion: son los costos que se generan en el proceso de transformar la
materia prima en productos terminados; se clasifican en Material Directo, Mano de
Obra Directa, etc.

e Costos de Distribucién: son los que se generan por llevar el producto o servicio

hasta el consumidor final.
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e Costos de Administracion: son los generados en las areas administrativas de la
empresa.

e Costos de financiamiento: son los que se generan por el uso de recursos de capital.
Segun su identificacion con alguna unidad de costeo

e Directos: son los costos que pueden identificarse facilmente con el producto,
servicio o proceso; por ejemplo, el material y la mano de obra.

e Indirectos: es dificil asociarlos con un producto o servicio especifico. Para su
asignacion se requieren base de distribucion, metros cuadrados, nimero de personas

etc.
De acuerdo con el tiempo en que fueron calculados

e Historicos: son costos pasados, que se generaron en un periodo anterior.
e Predeterminados: son costos que se calculan con base en métodos estadisticos y que

se utilizan para elaborar presupuestos.
Segun el grado de control

e Costos Controlables: son aquellos costos sobre los cuales la direccion de la
organizacion tiene autoridad para que se generen o no; por ejemplo, el porcentaje de
aumento en los salarios de los empleados que ganen mas del salario minimo es un
costo controlable para la empresa.

e Costos no Controlables: son aguellos costos sobre los cuales no se tiene autoridad
para su control; por ejemplo, el valor del arrendamiento a pagar es un costo no

controlable, pues dependen del duefio del inmueble.
De acuerdo con la importancia sobre la toma de decisiones

e Costos Relevantes: son costos relevantes aquellos que se modifican al tomar una u
otra decision. En ocasiones coinciden con los costos variables.

e Costos no Relevantes: son aquellos costos que independiente de la decision que se
tome en la empresa permaneceran constantes. En ocasiones coinciden con los costos
fijos.

e Costos desembolsables: son aquellos que generan una salida real de efectivo.
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e Costos de oportunidad: es el costo que se genera al tomar una determinacion que

conlleva la renuncia de otra alternativa.

Sin embargo, la clasificacién que mas interesa es de acuerdo a su comportamiento

o variabilidad.

Costos Fijos: son aquellos costos que permanecen constantes durante un periodo de tiempo
determinado sin importar el volumen de produccién. Los costos fijos se consideran como
tal en su monto global, pero unitariamente se consideran variables. Algunas caracteristicas

son.

e Son controlables respecto a la duracion del servicio que prestan a la empresa.

e Estan relacionados estrechamente con la capacidad instalada.

e Estan relacionados con un nivel relevante. Permanecen constantes en un amplio
intervalo.

e Regulados por la administracion.

e Estan relacionados con el factor tiempo.

e Son variables por unidad y fijos en su totalidad.

Costos Variables: son aquellos que se modifican de acuerdo con el volumen de
produccion, es decir, si no hay produccién no hay costos variables y si se producen muchas
unidades el costo variable es alto. Unitariamente el costo variable se considera fijo,

mientras que en forma total se considera variable. Algunas caracteristicas son:

e Solo son controlables a corto plazo.

e Son proporcionales a una actividad. Tienen un comportamiento lineal relacionado
con alguna medida de actividad.

e Estan relacionados con un nivel relevante, fuera de ese nivel puede cambiar el costo
unitario.

e Son regulados por la administracion.

e En total son variables, por unidades son fijos.
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Escalonados: son aquellos costos que permanecen constantes hasta cierto punto, luego
crecen hasta un nivel determinado y asi sucesivamente. La separacion de costos en fijos y
variables es una de las mas utilizadas en la contabilidad de costos y en la contabilidad
administrativa para la toma de decisiones. Algunas de las ventajas de separar los costos en

fijos y variables son que:

e Facilita el andlisis de las variaciones.
e Permite calcular puntos de equilibrio.
e Facilita el disefio de presupuestos.

e Permite utilizar el costo directo.

e Garantiza mayor control de los costos.

4.4 Métodos de costeo

Dentro de la contabilidad de costos tradicional, se utilizan varios métodos. El
método de costeo total se define como la incorporacién de todos los costos de fabricacion
tantos variables y fijos al costo del producto [15], asi como se excluyen todos los costos
gue no son de fabricacion. Este método incluye en el costo del producto, todos los costos de

la funcion productiva independientemente y su comportamiento fijo o variable.
Ventajas

e Lavaluacién de los inventarios de produccién es superior al costeo directo.

e Se utiliza en muchos casos.
Desventajas

e Esdificil obtener el punto de equilibrio.
e Dificulta la combinacién costo-volumen-unidad.

¢ No son tan confiables los presupuestos.
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El método de costeo directo se define como un sistema que evalla el inventario y
el costo de las ventas a su costo variable de fabricacion [15]. El costo variable se define
como aquel que se incrementa directamente con el volumen de produccion. En general, se
puede denominar como un método contable que se basa en el andlisis del comportamiento
de los costos de produccién y operacion para clasificarlos como costos fijos 0 costos
variables, con el objeto de proporcionar suficiente informacion relevante a la direccion de

la empresa para su proceso de planeacion estratégica.
Ventajas

e No existen fluctuaciones en el costo unitario.
e Ayuda a la toma de decisiones.

e Facilita la obtencion del punto de equilibrio.
Desventajas

e Los resultados pueden ser engafiosos.

e Se obtienen en muchos casos costos unitarios menores que los reales.

Estos métodos consideran a los costos fijos totales de fabricacién constantes a
cualquier volumen de produccion y a los costos variables totales que aumentan en forma

lineal, es decir, en proporcién directa con los cambios que ocurren en la produccion.

Sin embargo, graficamente la linea para los costos unitarios variables se considera
constante y la linea para los costos unitarios fijos crece o decrece de acuerdo a los niveles

de produccion.

Costos
Variables

Costos
Fijos

Actividad

Figura 17. Estructura de costos.
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En general, los costos unitarios que resultan de los sistemas de contabilidad se
trabajan como costos promedio, es decir, el costo unitario promedio de un producto se
calcula dividiendo el total de los costos (fijos y variables) entre el numero total de unidades

producidas.

Por otro lado, en Economia se consideran que los aumentos o disminuciones en los
costos unitarios variables ocurren a un ritmo variable. La Teoria Econdmica se ocupa de los
costos marginales. Un costo marginal representa el aumento en los costos totales que

resulta de la produccion de una unidad adicional.

Para efectos de este trabajo nos enfocaremos a los métodos de costos de acuerdo a la
economia y no de acuerdo a la teoria de contabilidad. De acuerdo con la Teoria Economica,
las utilidades de la empresa se maximizan en el punto en el cuél, el ingreso marginal, es
decir, el aumento en el ingreso derivado de la venta de una unidad adicional, es igual al

costo marginal; a ese punto se le conoce como punto de equilibrio.

El punto de equilibrio es aquel nivel de actividad en el que la empresa consigue
cubrir la totalidad de sus costos tanto fijos como variables, obteniendo un beneficio cero, es
decir: PE = IT — CT = 0, donde IT es igual a los ingresos totales y CT a los costos totales
que a su vez se representan como la suma de los costos fijos mas los costos variables o
también IT = CF + CV = CT.

Para aplicar las formulas de este método de costeo es indispensable conocer el total
de los costos fijos, pero también el precio de venta de un bien producido, su volumen de
produccidn y su costo variable unitario. El costo variable unitario resulta del cociente del

costo variable total entre el nimero de unidades producidas:

Costo variable total

Cru= Total de unidades producidas

Para determinar el punto de equilibrio en ingresos podemos calcularlo mediante:

. Cost ijo total . . .
PEingresos = S2tefUototal - nyqnde pyv/y es el precio de venta unitario.

PVu

76



CAPITULO 4 4.4 Métodos de costeo

Para determinar el punto de equilibrio en unidades producidas podemos calcularlo

mediante la formula;

) PEingresos
PEuproducida = - - -
Precio de venta unitario
Ingresos
Punto de _
equilibrio P e
Costos
Actividad

Pérdidas Ganancias

Figura 18. Representacion del punto de equilibrio

Note que por debajo de dicho punto la empresa genera pérdidas, por encima, la

empresa genera beneficios.

Ejemplo 4.4.1 Se pretende analizar desde el punto de vista econdémico, una explotacion
apicola denominada " La abejita Feliz "que se ubica en cierto municipio de Tamaulipas.

Esta explotacion cuenta actualmente con 100 colmenas "tipo Jumbo™.

En el manejo de sus colmenas, el propietario emplea el sistema Nomada o en
movimiento, movilizando sus apiarios hasta cuatro veces en un ciclo anual. La produccion
de miel, estimada por colmena es de 40 litros. La miel en el mercado (envasada y
etiquetada), tiene un precio promedio de $ 40.00 por litro. Los costos anuales, calculados

para esta explotacién apicola, son los siguientes:
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7.
8.
9.

Combustible. - Se estiman alrededor de 30 visitas a los apiarios con un desembolso
de $150.00 por visita.

Alimentacién artificial, se les otorga dos veces en el afio a las 100 colmenas y se
consideran $ 40.00 de cada una (las dos veces).

Cambio de abejas reina en el total de colmenas $ 65.00 de cada una.

El control y tratamiento se lleva a cabo una vez en el afio, con un costo de $ 45.00
por colmena.

Renta del extractor. - Se lleva a cabo el pago y uso de extractor 4 veces en el afio,
con un costo de $ 1,500.00 cada ocasion.

Se adquieren 4,000 envases cada afio para el envasado de miel, con valor $ 3.00
cada uno.

El etiquetado para el total de litros de miel producida tiene un costo de $ 3,000.

La mano de obra permanente, representa $ 25,000.00 en el afio.

Pago de agua mensual es de $ 160.00.

10. El pago de luz Bimestral es de $ 250.00.

Determinar el punto de equilibrio en ingresos y productivo para la explotacion.

Primero clasificamos los costos:

Tabla 1. Clasificacion de costos.

Costos Variables Costos Fijos
Combustible 4,500 |Renta de extractor| 6,000
Alimentacion 8.000 M. de obra 25,000
Abejas reinas 6,500 Pago de agua 1,920
Medicamentos 4,500 Pago de luz 1,500
Envases 12,000
Etiquetas 3,000
Total 38,500 34,420
Después, sabemos que:
CVu = Costo variable total __ 38,500 = 9,625,

" Total de unidades producidas - 4,000
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Ahora se calcula el punto de equilibrio en ingresos:

Costo fijo total 34,420

PEingresos = 1-Cvu = =9z = 45,289.

PVu 40

Para determinar el punto de equilibrio en unidades producidas se calcula:

PEuproducida = PEingresos = 25289 _ 1,132.

Precio de venta unitario 40

Y verificando, los ingresos totales fueron IT = 4000(40) = 160,000 y los costos
totales equivalen a CT = CF + CV = 38,500 + 34,420 = 72,920.

En conclusion, el volumen de produccion de miel es de 4,000 litros, sus ingresos
totales son de $160,000, sus costos totales son de $72,920, el punto de equilibrio

economico es de $45,289 y el punto de equilibrio productivo es de 1132 litros.

La empresa por encima de los ingresos y volumen de produccion representados por
el punto de equilibrio tendra utilidades. En contraparte, cuando se encuentre por debajo del
punto de equilibrio habra de operar con pérdidas. De acuerdo con los resultados obtenidos

la empresa en analisis opera con rendimientos excelentes.

Ejemplo 4.4.2 Los costos fijos de una empresa (luz, teléfonos, alquileres etc.), que son
independientes del nivel de produccion, ascienden a $ 250,000.00. EI costo variable o
costo por unidad de produccion del bien es de $ 22.50. El precio de venta del producto es
de $ 30.00 por unidad.

Otra forma de obtener el punto de equilibro es determinando una funcion de
beneficio y generada por la diferencia entre la funcion de ingresos y la funcion de costos
definidas por: B(x) = I(x) — C(x) donde si ocurre que I(x) = C(x), entonces existe el

punto de equilibrio.

El costo por unidad se define como c, el costo fijo se define como k, el precio de
venta por unidad se define como s y la cantidad producida o vendida de un bien equivale a

X. Luego la funcion de costos y de ingresos equivalen a:
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C(x)=cx+k, I(x)=sx yademas B(x)=(s—c)x—k
Asi C(x) = 22.50x + 250,000 I(x) =30xy B(x) = 7.50x — 250,000

Pero en el punto de equilibro B(x) es cero, asi 0 = 7.50x — 250,000 y por tantox =
33,333.3 unidades; entonces y = 999,999.9. Las coordenadas del punto de equilibrio son:

(33,333.3, 999,999.9).
Es decir, en dicho punto se tiene:

C(x) = 22.50(33,333.3) + 250,000 = 100,000, I(x) = 30(33,333.3) = 100,000

2000000
1800000 I(x)

1600000

Cix)
1400000
1200000

(33,333.3, 999,999.9)
1000000 %)

Precio (p)

800000
600000
400000

200000

Cantidad producida (q

Figura 19. Representacion del punto de equilibrio del ejemplo anterior.

Asi podemos concluir que con menos de 33,333 unidades producidas y vendidas la
empresa tendra déficit (pérdida) y con cualquier cantidad superior tendrd ganancia. El
punto de equilibrio nos permite medir no solo una relacién entre ingresos y costos, sino que
tiene otras aplicaciones para la toma de decisiones como por ejemplo la conveniencia de

contratar un servicio o no hacerlo, comprar un bien u otro.

80



CAPITULO 4 4.5 Métodos para el calculo de costos

4.5 Meétodos para el calculo de costos

Como sabemos el problema que nos ocupa en la Teoria de Juegos es el de repartir o
distribuir de forma equitativa, racional y objetiva un determinado beneficio, utilidad o en su
defecto el costo entre dos 0 mas individuos o entidades.

Este tipo de repartos puede admitir distintos métodos de solucién conforme a la
naturaleza del problema; analicemos algunos métodos econdmicos para el célculo de

costos.

Por ejemplo, si se establece una sociedad entre tres personas, que representamos por
A, By C, que al final rinde una utilidad de $ 1.200,00 y se convino previamente en que las
ganancias o pérdidas serian asumida por cada socio en proporcién al capital aportado; el
socio A contribuyo a la formacion de ese capital con $ 1.000,00, el B con $2.000,00 y el C
con $3.000,00; la utilidad o beneficio que corresponde a cada uno de ellos se determina
facilmente con la férmula [4]:

__ (beneficio total)(capital aportado por i) Coni =

b;

A, By C, resultando los valores de:

capital total aportado

_12000%1000

b _12000%2000 _12000%3000 _
A 6000

= 200, bB—W:‘LOO ybc—W—600

Donde by, by v b, representan las utilidades que les corresponden a los socios A, B
y C respectivamente y claramente se verifica que la suma de los beneficios individuales

corresponde al beneficio total.
by + bg + b, = 200 + 400 + 600 = 1200.

En el ejemplo anterior la forma de repartir el beneficio conjunto resulto facil porque

previamente se debid acordar una regla o funcion matematica para repartir las ganancias.

Estareglaes: b; = fT‘Al- de donde:
t
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b; = Beneficio del socio i.

b, = Beneficio total a repartir.
A; = Aporte del socio i.

A, = Aporte total de los socios.

En la mayoria de los casos, el problema a resolver no se presenta tan sencillo como
se mostrd anteriormente y segun la naturaleza de la utilidad a repartir, se pueden aplicar
distintas metodologias o técnicas; por ejemplo, cuando se quieren asignar recursos para
alguna de las unidades académicas en una universidad, ¢como se haria?, ;por cantidad de
alumnos?, ¢por cantidad de carreras?... resulta un problema algo complejo, por la cantidad
de variables que realmente deben considerarse, sin embargo, en la actualidad muchos de
estos elementos se fijan arbitrariamente en base a los acuerdos y toma de decisiones

subjetivas.

Otro ejemplo en el que se enfoca mas la Teoria de Juegos en cuanto a la Economia
es la distribucion de un costo conjunto entre dos 0 mas articulos que salen de una planta de
produccidn, a los efectos de poder establecer el beneficio que puede producir cada uno de

ellos.

De lo anterior, se desprende el concepto denominado asignacion de costos.
Supongamos que en una planta industrial se llega a producir un elemento basico del que se
obtiene posteriormente dos o mas productos derivados que mas adelante representaremos
con los valores A, B, C con valores agregados propios [4].

El valor agregado propio se refiere al mejoramiento que una compariia hace a su
producto antes de ofrecerlo a los consumidores. Estos mejoramientos pueden aumentar su

precio o su valor.

En la produccion se distinguen dos etapas; la primera etapa consta de los costos
generados hasta antes de iniciar la produccion, estos costos posteriormente seran absorbidos
por la produccion final, a esto se le conoce como el costo conjunto €. Se incluyen los
costos de alquileres, mantenimiento de equipos, personal, materia prima, combustibles,

insumos etc.
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La segunda etapa consta de la elaboracion y terminacion de cada uno de los
productos que agrega sus costos individuales; se considera que cada uno de estos articulos

se encuentran perfectamente determinados y se representan por Cf coni=A, B, C,...

Para poder calcular realmente el beneficio de la produccion y venta de cada uno de
estos productos de la empresa, es necesario determinar con la mayor objetividad el costo

conjunto que corresponde a cada uno de los productos por separado.

Una vez resuelto esto, se puede determinar el costo total por articulo Cy;) = Ci +

C{ y luego conociendo el ingreso por producto (1) se puede calcular el beneficio aportado

por el mismo definido como B; = I; — C¢(;y coni=A, B, C,...

La cuestion de esto es hallar las partes del costo conjunto para cada i. En economia
existen varios métodos para hallarlo, cuya eleccion de ellos depende de la informacion que

se tenga y la naturaleza del mismo problema, a continuacion, se muestran algunos métodos.

1) Método basado en la cantidad de material producido
Se es posible medir en unidades homogéneas la cantidad o peso de los
articulos A, B, C,..., de la produccion, el costo conjunto se puede distribuir

. . P P c¢
proporcionalmente a esos pesos mediante la siguiente formula [4]: Cf = —Py
t

Y. Cf =C¢. Donde P; representa el peso total que resulta de sumar los pesos de cada
producto A, B,...

Note que: Este método no se usa debido a objeciones como son, que los
productos derivados por su distinta naturaleza pueden ser medidos en unidades no
homogéneas como liquidos y sélidos lo que hace imposible usar el método en varias

situaciones.

Ejemplo 4.4.1 En cierta fabrica se produce en una primera etapa de fabricacién de
material basico para tres productos, A, B y C, con costos agregados de 400, 600 y
800, respectivamente, por cada 1000 del costo conjunto de la etapa inicial. Se tiene
datos adicionales y se sabe que la cantidad de unidades o material producido fue de
1400, 100 y 800 respectivamente. Y los ingresos por cada producto fueron $2000,
$2400 y $3600.
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2)

Definimos:

Costo conjunto: €€ = 1000.

Costos auténomos: C%(A) = 400, C*(B) = 600 y C*(C) = 800 .

Peso o cantidad de unidades: P(4) = 1400, P(B) = 1000 y P(C) = 800.
Ingresos por cada producto: 1(4A) = 2000, I(B) = 2400 y I(C) = 3600.

Calculamos el peso total P, = P(A) + P(B) + P(C) = 3200.

Ahora a cada producto le asignamos parte del coste conjunto:

cs = %:PA = 29221400, = 438.

cs = Sp, =2%1000 = 312.
Py 3200

ce = £p, = 2%g000 = 250.
P 3200

Y se cumple que el coste conjunto total es C¢ = 438 + 312 + 250 = 1000.

Método basado en el valor de ventas
Si se conocen los ingresos que produce cada producto I; el método consiste

en cargar a cada producto una parte del costo conjunto proporcional a dichos
ingresos, mediante la siguiente formula [4]: Cf = f—li y 2. Cf =C¢. . Donde I,
t

representa el ingreso total que resulta de sumar los ingresos cada producto A, B,...

Este método también tiene objeciones como que los costos reales de
produccién no estan en relacion en todos los casos con los ingresos que cada

producto proporciona.

Ejemplo 4.4.2 Basandonos en el Ejemplo 4.4.1, si consideramos el ingreso total
tendriamos I, = 2000 + 2400 + 3600 = 8000, y asignando el costo conjunto se

tiene que:

C5 = <1, = 222000 = 250.

It

e €8y 10005400 —
Cg A Iz = 5000 2400 = 300.
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3)

Cg=—IC 293600 = 450.

8000

Y se cumple que el coste conjunto total es C¢ = 250 + 300 + 450 = 1000.

Meétodo del valor neto de realizacion

Se puede calcular el costo conjunto mediante la formula siguiente:

c __ C_
cf = —VNR VNR; y ¥ C{

De donde:

El valor neto de realizacion total = VNR, = ). I; representa la suma de los ingresos
individuales.

El valor neto de realizacion por producto =VNR; =1I; - C{*, que representa la

diferencia entre el ingreso producido por el mismo, su costo auténtico.

Ejemplo 4.4.3 Basandonos en el Ejemplo 4.4.1, calculamos el valor neto de
realizacion por cada producto VNR; = I; - C{*:

VNR, =1, -Cg = 2000 — 400 = 1600.

VNRg = Ig - C§ = 2400 — 600 = 1800.

VNR; = I, - C{z = 3600 — 800 = 2800.

Y el valor Neto de realizacion total VNR, = 1600 + 1800 + 2800 = 6200. Asi, la

asignacion de costo conjunto viene denotado por:

cs = i VNR, = 299 1600 = 258,
47 VNR, 7 6200
cs = i & yng, =29 1800 = 290
B~ VNRt B = 6200 o
CE= — " VNR = —222800 = 452..

t

Y se cumple que el coste conjunto total es C¢ = 258 + 290 + 452 = 1000.
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Los tres métodos mostrados se consideran métodos tradicionales. Aunque también
se desarrollaron otros métodos “nuevos” que tienden a disminuir aspectos arbitrarios

(aunque estos problemas siempre surgen en alguna medida). Veamos los siguientes.

4) Costes alternativos de Moriarity

La distribucion de los costos se hace en proporcion al beneficio estimado
obtenido por cada uno de los productos. Para ello es necesario contar como datos,
ademas del costo conjunto y costos autdbnomos, con los ingresos por producto, para
poder establecer el beneficio que cada uno de ellos aporta, los cuales se obtienen
como la diferencia entre ingresos y costes totales correspondientes.

Este método brinda la posibilidad de que la empresa pueda adquirir el
producto en el mercado a un precio econdémico en lugar de producirlo. Asi, se
consideran dos valores para un mismo producto entre los que debe elegirse el costo
total del producto i, a mejor precio en el mercado C{ y el costo maximo de

produccion propia de i con su coste conjunto C¢ + C{* [4].

Entre ambas posibilidades se elige la minima para cada producto que se
conoce como mejor alternativa: ¥; = min {C?, C¢ + C{*}.
La suma de las mejores alternativas de los productos i menos el costo total de
fabricacion o adquisicién de ellos permite evaluar el ahorro de la empresa H, se

representa como: H = Y Y; — Ct.

Con el ahorro total, se puede asignar de manera proporcional a las mejores

alternativas Y;, asi, para cada producto habrd un ahorro de fabricacion o

HYi.

adquisicion propia denotado por H; = ST,

Asi, el costo total por producto sera Cf =Y; - H;, lo que permite calcular la

parte del costo conjunto por producto denotado como sigue: Cf = C} — C#. El
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modelo de Moriarity, que posee considerables ventajas sobre los métodos clasicos;

en algunos casos, puede asignar costos negativos.

Ejemplo 4.4.4 Basandonos en el Ejemplo 4.4.1, de acuerdo al método, la empresa
debe considerar dos alternativas para la obtencion de sus productos. Supongamos
que la propuesta de adquirir sus productos en el mercado se define respectivamente
por C2= 1200, Cg= 1400y C2=2000.

La otra alternativa era fabricandolos por si misma, entonces, obteniendo los
costos maximos de produccién por producto se tiene: C¢ + C{ = 1400, C° + C§ =

1600 y C¢ + CZ = 1800 respectivamente.

Para cada producto se debe considerar la mejor alternativa, entonces:
Y, = min {1200,1400} = 1200.
Yz = min {1400,1600} = 1400.
Yo = min {2000,1800} = 1800.

Ahora la empresa considerara el ahorro total resultante H.
H=YY,-Ct=YY,—(Cf+Y C#)=4400— 2800 = 1600.

Inmediatamente se puede obtener el ahorro total obtenido por cada producto:

H 1600

Hy = 57-Ya = 1400 1200 = 436.
H 1600

Hp = 5 Yp = 415 1400 = 510.
H 1600

He = 57 Yo = 1,00 1800 = 654.

Asi, el costo total por producto sera Cf =Y, - H;.
Ct=Y,—H,=1200 — 436 = 764.
Ct =Yz — Hz = 1400 — 510 = 890.
Ct =Y, -H;=1800 — 654 = 1146.
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Y el costo conjunto por producto: Cf = C} — Cf* es:
CE = Ct—C& = 764 — 400 = 364.
CS =Ct—C% =890 — 600 = 290.
CE=CEt—Ccg =1146 — 800 = 346.

Finalmente se cumple que el coste conjunto total es:
C¢ =364+ 290 + 346 = 1000.

5) Meétodo de juegos (utilizando el Método Moriarity)

Como ya se mencion¢ anteriormente, la Teoria de Juegos se aplica para resolver
situaciones de conflicto o incertidumbre, en donde dos personas compiten
inteligentemente por un mismo objetivo. Cada jugador desarrolla sus estrategias para
derrotar a su rival, en base a reglas preestablecidas. Se debe suponer que el adversario
elegird sus mejores opciones, y se debe elegir la estrategia que maximice nuestro
beneficio, suponiendo siempre que el adversario analizara de la misma manera nuestras
opciones. En el problema que nos ocupa en este momento es la distribucion de costos

conjuntos entre dos 0 mas productos.

El método més moderno consiste en aplicar elementos de la Teoria de Juegos,
considerando a cada uno de los articulos o productos en cuestion como jugadores que
compiten por la asignacién de un beneficio comin. Lo que cada articulo (jugador)
puede obtener de ese beneficio corresponde exactamente a lo que pierden los demas en
el reparto.

La estrategia que cada jugador o producto, sera la de jugar individualmente o
asociado a los otros jugadores y el beneficio que recibira sera el que le corresponda por
su actuacion personal mas los de su participacion en los equipos formados con los

demas jugadores (Juegos formando coaliciones).

Ejemplo 4.4.5 Utilizando los datos del Ejemplo 4.4.1. Para aplicar el método de los juegos

emplearemos como datos los mejores costos alternativos del método de Moriarity [4].
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Primero se va a considerar a cada uno de los productos A, B y C como jugadores en
juego por llevarse la mayor parte del beneficio total que obtiene la empresa y una vez
repartido, se podré calcular el costo comun de cada producto, que es lo que nos interesa.
Las estrategias de cada producto seran las de jugar solos o en equipos y se definen como
S=A4AB,C,AB,AC,BC,ABC. Los costos C¢, C#, CP,C°+ Cf calculados anteriormente
se utilizaran y ademas podemos calcular I1(S); donde I(S) representa los ingresos que
obtiene cada equipo de jugadores como la suma aportada de cada participante. Para resumir

esto, se acomodaron los valores en la Tabla 2.

Tabla 2. Costos e ingresos para cada equipo de jugadores.

A B C AD AC BC ABC |Ingresos totales
ce 1000
(o 400 600 300 1000 1200 1400 1800
c? 1200 1400 2000 2600 3200 3400 4600
cc+ CF 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2800
I1(5) 2000 2400 3600 4400 5600 6000 3000

Como sabemos, del método anterior, las mejores alternativas para la adquisicién de

productos o conjuntos de productos adecuandolo al conjunto S se representa por:
Ys =min {C§,C°+ C}.

Para poder asignar los beneficios conjuntos se debe tomar en cuenta que la utilidad
o beneficio que cada equipo obtenga sera la diferencia entre el ingreso que aportan y el
mejor costo del equipo, es decir V(S) = I(S) — Y(S). Ademas, el beneficio obtenido por

cada equipo debe ser igual a la suma de sus contribuciones individuales.

Entonces, cuando un equipo se forma de un solo jugador, su utilidad coincide con su

aporte residual Unico CR(S), es decir:
CR(A) = V(4) = 800,CR(B) = V(B) = 1000,CR(C) = V(C) = 1800.

Para equipos de dos jugadores en adelante, su aporte residual conjunto equivale a la
diferencia entre el valor o beneficio obtenido por el equipo menos el aporte residual de cada

uno de ellos; por ejemplo para la coalicion AB sera:

CR(AB) = V(AB) — CR(A) — CR(B) = 2400 — 800 — 1000 = 600.
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Para la coalicion AC sera:
CR(AC) =V(AC) — CR(A) — CR(C) = 3400 — 800 — 1800 = 800.
Para la coalicion BC sera:
CR(BC) =V(BC) — CR(B) — CR(C) = 3600 — 1000 — 1800 = 800.
Para la coalicion formado por los jugadores A, B, C, el costo residual se denota por:
CR(ABC) =V(ABC) —V(AB) —V(AC) —V(BC) +V(A) +V(B) + V(C).
CR(ABC) = 5200 — 2400 — 3400 — 3600 + 800 + 1000 + 1800 = —600.

Ahora, existe un acuerdo que determina gue el precio de cada grupo se distribuye en

partes iguales entre todos sus integrantes, entonces el factor de distribucion se determina
1 , . . .y
como W(S) = - donde r es el nimero de integrantes en cada coalicion.

1
2"

W) =1,WB)=1,W(C) =1,W(AB) =

W(AC) = % ,W(BC) = % ,W(ABC) = § .

Finalmente, se debe utilizar la funcion de beneficio b(i) = Y. W; (S)CR(S) coni=A, B, C.
b(A) = 800 + %600 + %800-% 600 = 1300.
b(B) = 1000 + %600 + %800-% 600 = 1500.

b(C) = 1800 + %600 + %800-% 600 = 2400.

Y el beneficio total = 1300 + 1500 + 2400 = 5200.
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Tabla 3. Costos, ingresos y beneficios para cada equipo de jugadores.

A B C AB AC BC ABC |Ingresos totales

ce 1000
ce 400 600 800 1000 1200 1400 1800
ce 1200 1400 2000 2600 3200 3400 4600
C:+ C2 | 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2800
1(5) 2000 2400 3600 4400 5600 6000 8000
Y(S) 1200 1400 1800 2000 2200 2400 2800
V(5) 800 1000 1800 2400 3400 3600 5200

CR(S) 800 1000 1800 600 800 800 -600 5200
w(s) 1 1 1 112 1/2 1/2 1/3

b(i) 1300 1500 2400 5200

cy 300 300 400 1000

Sabemos que: Beneficio = Ingreso — Costo total, es decir b(i) = I(i) — (C{ + C) y
despejando el costo total por jugador Cf = 1(i) — b(i) — C{.

Finalmente, para este problema tenemos:
Cs = 2000 — 1300 — 400 = 300.
C§ = 2400 — 1500 — 600 = 300.
Cé = 3600 — 2400 — 800 = 400.

Y se cumple que el coste conjunto total es C¢ = 300 + 300 + 400 = 1000 como

se puede notar en la fila 12 de la Tabla 3.

Tabla 4. Comparacion entre costos de produccidn y la mejor alternativa de produccion.

ce [c°+ cd v(5)

A 1200 1400 1200

B 1400 1600 1400

C 2000 1800 1800

AB 2600 2000 2000
AC 3200 2200 2200
BC 3400 2400 2400
ABC 4600 2800 2800

Maximos 4600 2800
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Si comparamos en esta tabla los costos totales de adquirir cada producto en el
marcado C{ y los costos maximos por obteneros de una produccion propia C¢ + C{ para
cada equipo podemos calcular su mejor alternativa Y; calculando el minimo de esos costos

como se ve en la columna 4 de la Tabla 4.

Si calculamos el méaximo de esos costos C7 'y propia C¢+ C{* obtenemos los

valores mostrados en la Gltima fila de la tabla 4.

Como podemos recordar, el criterio de mas bajo valor de juego y mas alto valor de
juego, si coinciden existe un punto silla o punto Optimo de estrategias y se cumple el
criterio de Minimax. En este caso podemos ver en efecto que de acuerdo a la Teoria de
Juegos se cumple esto ya que, si calculamos el minimo costo de nuestros costos maximos y

el maximo valor de la mejor alternativa (minimos) obtenemos 2800.

Lo que en su defecto indicaria que la mejor alternativa para la empresa es obtener
sus tres productos mediante una produccion propia.

En conclusion, el problema principal ha resolver en todo este capitulo ha sido el de
repartir o distribuir de forma equitativa, racional y objetiva un determinado beneficio o

costo entre dos 0 mas participantes.

Notemos que las grandes compafiias y negocios en general no se constituyen en la
mayoria de los casos con la iniciativa y el capital de una sola persona. Por esta razén, se
hace necesaria la unién de capitales y técnicas de varias personas formando asi, una
agrupaciéon o sociedad. En consecuencia, los beneficios o pérdidas de la compafiia se

reparten entre los socios.

En todos los ejemplos anteriormente estudiados se les aplicé un concepto al que
podriamos llamar la regla de compafiia. La regla de compariia es la aplicacion de un
reparto proporcional; que como se pudo ver, consiste en repartir las ganancias o pérdidas
que se producen en una sociedad entre los participantes de manera proporcional a los

capitales, tiempos de fabricacion, precios de venta, o cualquier otro factor.
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Es por eso que, los métodos basados en la cantidad de material producido, en el
valor de ventas, en el valor neto de realizacion o el método Moriarity son métodos de
asignacion que podrian parecer justos, pero no lo son. Sabiendo esto, imagina que te
encuentras en la universidad; un compafero y tu tienen que hacer juntos una tarea final,
muy importante para cierta clase, pero tu hiciste todo el trabajo solo, sacrificaste tiempo y
esfuerzo. Si la calificacion final de la tarea es de 10, y tu profesor considera la reparticion
proporcional como método de asignacion, de verdad ¢consideras justo que tu compafiero y

tu reciban la misma calificacion?
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CAPITULO 5. “AN APPLICATION OF GAME
THEORY: COST ALLOCATION”

5.1 Introduccion

En esta parte se analizard el articulo “AN APPLICATION OF GAME THEORY:
COST ALLOCATION” de Jean Lemaire [16]. Jean Lemaire (también conocido como
Harry J. Loman) es profesor de Seguros y Gestion de Riesgos en la Universidad Wharton y
es director de un programa de Ciencias Actuariales. Tiene una Maestria en Estadistica, una
Maestria en Ciencias Actuariales y un Doctorado en Matematicas Aplicadas; todos sus
titulos los obtuvo en la universidad de Bruselas. Es un personaje muy destacado al haber
publicado mas de 100 trabajos de investigacion y libros referentes a la Teoria de Juegos y la

Ciencia Actuarial, de ello nace la importancia de estudiar su trabajo.

Como se menciond anteriormente, el concepto de asignacion de costos es uno de los
problemas mas dificiles en la Economia, esto ocurre sobre todo cuando existe la

cooperacidn entre varios departamentos de una empresa a gran escala.

Es claro que el beneficio de una cooperacion debe asignarse entre los jugadores o
para este contexto, entre los departamentos participantes de cierta organizacion.
Particularmente, en el sector asegurador, estos problemas son numerosos; asi los contadores
de una empresa, se ven obligados a dividir los costes operativos entre los diferentes tipos de
seguros; en la vida real, la cantidad de tiempo empleado y la complejidad de los métodos

utilizados en la asignacion de costos son absolutamente sorprendentes [16].

Por eso, analizaremos algunos problemas de asignacion de interés actuarial y
compararemos diversos métodos de solucion que nos permitan aplicar las herramientas que
nos brinda la Teoria de Juegos para llegar a la mejor reparticién de costos y no solo

quedarnos con el analisis de los métodos contables o econdmicos tradicionales.
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5.2 Aplicacion de la Teoria de Juegos: Asignacion de costos

El analisis comenzara mediante el siguiente ejemplo; una gran empresa belga opera
tres clases de seguros (vida, fuego y accidentes) y utiliza no menos de 11 diferentes

criterios para asignar sus costos [16]:
Criterio No. 1: Imputacion Directa

Algunos costos de operacidén pueden ser asignados directamente a una clase: el
salario de los empleados que trabajan exclusivamente en esa clase, las comisiones de los

corredores, los honorarios de los topografos.
Criterio No. 2: En Proporcion al Criterio No. 1

Los salarios de los trabajadores que no trabajan exclusivamente para una clase, las
primas de sus polizas de seguro, la cotizacién patronal a la seguridad social, etc., se asignan
en proporcion al total observado en el Criterio No. I.

Criterio No. 3: Por Proporcion al Nimero de Archivos

Los salarios, las facturas telefénicas, los gastos de viaje de los inspectores
administrativos de la empresa se asignan segin el nimero de expedientes que tienen que

considerar mensualmente.
Criterio No. 4: Por Proporcién al Numero de Politicas y Endosos

Los costos asignados de acuerdo con esta clave incluyen los salarios de los
inspectores, los colectores de primas, el fondo de solidaridad de los agentes en caso de

enfermedad, etc.
Criterio No. 5: Un Tercero para Cada Clase

La compafiia opera un centro de capacitacion, donde sus agentes de vez en cuando
vienen por una semana completa de lecciones. Todos los gastos relacionados con esta
actividad (sueldos de los instructores, alimentos y bebidas, salario del cuidador, calefaccion

del centro, etc.) se distribuyen de forma uniforme entre las clases.
Criterio No. 6: Promedio de los Criterios 3,4y 5
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Las primas de las pdlizas de seguro de los inspectores son los Unicos costos

asignados por este criterio.
Criterio No. 7: En Proporcion a la superficie ocupada

Los costos de calentamiento, agua, electricidad, facturas telefénicas, salarios de los
intendentes, mantenimiento de ascensores, etc. se reparten segun la superficie ocupada por

las tres clases del edificio.
Criterio No. 8: Por Proporcion a los Ingresos de los Premios

La lista de los costos divididos de acuerdo a esta clave es casi interminable y muy
diversificada: subsidios a diversas organizaciones, suscripciones a periodicos y revistas,
regalos para los hijos de los empleados en Navidad, premios para concursos entre los
agentes, la publicidad, los gastos de viaje de los directores, el mantenimiento de los coches
de la empresa, los costes de recepcion de los visitantes extranjeros, la impresion del boletin

de la compafiia.
Criterio No. 9: Por Proporcién del Numero Promedio de Empleados de cada Clase

En esta seccion tenemos los costos de mantenimiento del departamento de
impresion, los gastos de funcionamiento del restaurante, los suministros de papeleria, entre

otros.

Criterio No. 10: En Proporcion al Namero de Horas de Computacion mas el nimero
promedio de CD’s o DVD’s utilizados

Esta regla se ha seleccionado para subdividir los costes de la computadora.
Criterio No. 11: Proporcion al Total de CriteriosN °1a 10

Este ultimo criterio incluye los gastos de envio, los gastos de funcionamiento de las
oficinas locales de la empresa, las pdlizas de seguro de los coches de la empresa, la ayuda

médica para el empleado.

Ademas de esta complejidad, cantidades millonarias se trasladan arbitrariamente de
una clase a otra cuando se siente que una de las claves actla injustamente. Los contadores

reconocen unanimemente que sus métodos son extremadamente complejos y de alguna
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manera completamente arbitrarios. Admiten que el total general de una clase puede estar
equivocado por un porcentaje muy alto, pero pretenden que esto no es demasiado
importante “puesto que el beneficio total de la empresa es la suma de sus tres
componentes”; ellos afirman que un error de asignacion simplemente aumenta el beneficio
de una clase a expensas de otra, y no influye en el resultado total; esto obviamente no es
correcto: las asignaciones incorrectas pueden dar lugar a acciones que disminuyan el

beneficio global de la empresa.

Ejemplo 5.1.1 Durante la primera semana de abril de 1983, tres conductores belgas se ven
envueltos en medio de un accidente en Yugoslavia como se puede observar en las Tabla 5

y la Figura 20.

Tabla 5. Monto de reclamacién para las tres empresas involucradas en el accidente.

Titular de la poliza | Compaiiia | Lugar del siniestro | Monto de reclamacion
I 1 Ljublana 300
J2 2 karlovac 1000
J3 3 Bistrica 200

Las tres empresas involucradas necesitan realizar un estudio de dafios de los
coches. Todas sus oficinas de evaluacion se encuentran ubicadas en Belgrado. Si se observa
la ubicacién de las tres reclamaciones en el mapa, podemos analizar qué sale mucho mas

barato (en cuanto al recorrido en kilometros).

Ljublana 500 km Belorado

150 km

Karlovac

Bistrica

Figura 20. Mapa de la zona que muestra la ubicacion de las empresas aseguradoras con respecto al accidente.

Si representamos el juego de manera coalicional obtenemos: J = {1,2,3}
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Y cada uno de los valores de las coaliciones c({S}) denotan el total de kilometros que las

empresas aseguradoras deben conducir con el fin de inspeccionar el dafio del vehiculo.

c(@) = 0,c({1}) = 1000, c({2}) = 900, c({1,2}) = 1100, c({3}) = 500, c({1,3}) = 1500,
c({2,3}) = 1300, c({1,2,3}) = 1500

En donde los valores estan expresados en kilometros.

Ahora, el problema es no saber de qué manera se debe distribuir el costo x; entre
cada compafiia aseguradora. Es evidente que los costes fijos (hoches de hotel en cada
ciudad, honorarios del ajustador por cada vehiculo, etc.) se pueden asignar directamente a
la reclamacion correspondiente, por lo que solo tenemos que considerar la reparticion de los
costes variables, es decir, los gastos de viaje. Suponemos que la indemnizacion por

reembolso del experto es proporcional al kilometraje manejado.
Se trabajaran con los métodos clasicos de asignacién de costos.

Método 1: Reparticion igual de la ganancia total
. 1 .
x; = c(i) _E[Zj c(j) — c(N)].

De acuerdo a nuestro problema:
1
x; =c(1) — 3 [c(1) + c(2) + c(3) — c(123)]
= 1000 —%(1000 + 900 + 500 — 1500) = 700.
1
X, = c(2) — 3 [c(1) + c(2) + c(3) — c(123)]
=900 —§(1000 +900 + 500 — 1500) = 600.
1
x3 =c(3) — 3 [c(1) +¢c(2) + c(3) — c(123)]
= 500 —§(1000 +900 + 500 — 1500) = 200.

Por tanto el vector de distribucidn de costos queda definido por x = (700,600,200).
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Metodo 2: Reparticion proporcional de la ganancia total (Método Moriarity)

xi = o) = 575 [Be(h) = ()] = 5525 e ().

De acuerdo a nuestro problema:

=W — 1000 _

1= D@ e c(123) = 1000+900+500 (1500) = 625.
R RS )

2= C(l)+C(2)+C(3)C(123) = Toooro00ss00 (1000) = 562.5.
- ® _ 500 B

3= 6(1)+C(2)+C(3)C(123) ~ 1000+900+500 (1500) = 312.5.

Por tanto el vector de distribucion de costos queda definido por x = (625,562.5,312.5).
Meétodo 3: Reparticion igual de los costos no-marginales
Recordemos que un costo marginal para i se define como:
CM(i) = c(N) — c(N —{i}).
Por tanto para obtener el valor de cada x;, se aplica la férmula:
x; = CM(D) + 3 [c(N) — X CM(K)].

De acuerdo a nuestro problema:

CM(1) = c(123) — ¢(23) = 200.

CM(2) = c(123) — ¢(13) = 0.
CM(3) = ¢(123) — ¢(12) = 400.

Y asi
x; = CM(1) + % [c(123) — (CM(1) + CM(2) + CM(3))]
= 200 + 2 [1500 — (200 + 0 + 400)] = 500.
x, = CM(2) + % [c(123) — (CM(1) + CM(2) + CM(3))]
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= 0 +[1500 — (200 + 0 + 400)] = 300.
x; = CM(3) += ! 7 [c(123) — (CM(1) + CM(2) + CM(3))]

= 400 + § [1500 — (200 + 0 + 400)] = 700.

Por tanto el vector de distribucion de costos queda definido por x = (500,300,700).
Metodo 4: Reparticion proporcional de los costos no-marginales

CM (i) CM(i)

xi = CMQD) + 57 s [e(N) = S CM ()] = 575 c(V).
De acuerdo a nuestro problema:
X1 = CM(1)+ZZ$;+CM(3) c(123) = MGSOO) = 500.
%2 = gutranron® (123) = o (1500) =0
X3 = CM(1)+(C:Z$;+CM(3)C(123) m(1500) = 1000.

Por tanto el vector de distribucion de costos queda definido por x = (500,0,1000).

Meétodo 5: Reparticion proporcional de los montos de reclamacion

s
*i = 3say CVD-

Donde S(i) representa el monto de la reclamacion.

De acuerdo a nuestro problema:

—_ s@ _ 300 B
RCOFORE) c(123) = 300+1000+200 (1500) = 300.
- S® — 1000 _
27 Ses@s® (123) = 550007200 (1500) = 1000.
—___S® . _ 200 B

Por tanto el vector de distribucion de costos queda definido por x = (300,1000,200).
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Los cinco meétodos anteriores recomiendan asignaciones totalmente diferentes.
Podemos compararlos por sus propiedades. Para que un método sea "lo més justo posible”,
ciertamente tiene que satisfacer dos propiedades naturales:

1. Propiedad de racionalidad individual  x; < c({i}),
Para el ejemplo que estamos analizando, significa que una empresa no puede cobrar
mas que si su asegurado hubiera estado solo para causar un accidente. Si
recordamos: c({1}) = 1000, c({2}) = 900, c({3}) = 500.

Y por ejemplo, tomando el vector de distribucion de costos x = (300,1000,200) no es

cierto que: x, < c({2})

2. Propiedad de racionalidad para las coaliciones
xi = c(N) —c(N —{i}) = CM(D).

Indica que ninguna empresa debe cobrar menos gque su costo marginal. Note que el

costo marginal para las empresas aseguradoras es:
CM(1) = 200,CM(2) = 0,CM(3) = 400.
Y tomando el vector de distribucién de costos x = (300,1000,200) no es cierto que:
x3 = 400.

Entonces, si analizamos los datos obtenidos, estas propiedades limitan los valores de
la asignacion x y al no cumplirse ambas propiedades por completo, los cinco métodos
mostrados anteriormente se deben rechazar por no ser lo suficientemente justos. Entonces,

¢ Como podemos asignar de la mejor manera los costos?
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La mejor manera de poder trabajar este problema es mediante el uso de la Teoria de
Juegos; de hecho, el juego de asignar costos es idéntico al juego de asignar utilidades
transferibles mostrado en el capitulo anterior. Para comprobar que la utilizacion de los
métodos de Teoria de Juegos para asignar utilidades transferibles es una mejor herramienta
al asignar costos, se trabajaran con dos de los métodos “nuevos” mencionados en el

capitulo anterior mas dos variaciones del Nucleolus.

El primero es el Valor de Shapley, que como vimos representa la esperanza
matematica del costo cuando todas las coaliciones son equiprobables. Todo sucede como si
los jugadores entraran en la coalicion uno por uno, recibiendo cada uno de ellos el ahorro
completo que ofrece la coalicion formada justo antes de él. Todas las coaliciones son

consideradas e intervienen con el mismo peso para los calculos.
Calculemos el Valor de Shapley para el Ejemplo 5.1.1

Recordemos que el Valor de Shapley se representa como

9i(¢) = Lser() 4($)[c(S) — c(§ — {i}].

(s— 1) (n s)!

En donde q(s) = , siendo s = |S| el nimero de jugadores en la coalicion S.

Para este juego con tres jugadores tenemos:
p1(c) = —C({l}) +- [C({l 2}) —c({2h] + [C({1.3}) —c({BP]+ % [c(f1,2,3}) — c({2,3])]
= §(1000) + % [200] + % [1000] + § [200] = 600.
P2(c) = —C({Z}) +- [C({l 2p) —c({1h] + [C({2,3}) —c({BP]+ % [c({1,2,3}) — c({1,3})
= §(900) + g [100] + g [800] + § [0] = 450.
p3(c) = —C({3}) +- [C({l 3D —c({1D] + [C({2.3}) —c{2P]+ % [c({1,2,3}) — c({1,2})]

= 2(500) +=[500] + = [400] + 5 [400] = 450.

Asi, el Valor de Shapley del juego es ¢(c) = (600,450,450).
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El segundo método “nuevo” (de Teoria de Juegos) es el Nucleolus que, como
vimos, mide la actitud de una coalicion hacia una asignacion propuesta por la diferencia
entre el costo que puede asegurar y el costo propuesto. Como sabemos, el exceso de una
coalicion esta representado por:

e(S,x) =c(S) —x(S) =c(S) — le-
€S
Y el Nucleolus es la imputacion que maximiza (lexicograficamente) el exceso mas

pequefio de una coalicion. Para los datos del Ejemplo 5.1 el Nucleolus se puede obtener

resolviendo el siguiente problema de programacion lineal:
min a
x; +a = 1000,
x, +a = 900,
x3 +a = 500,
x; + x, +a = 1100,
X1 + x3 +a = 1500,
X, +x3 +a = 1300,
x; < 1000,
x; < 900,
x3 < 500,
X1 + x5 + x3 = 1500.
El vector de distribucion de costos queda definido por x = (600,450,450).

Algunas propuestas adicionales al modelo que se mostré anteriormente son: el

Nucleolus Disruptivo y el Nucleolus Proporcional.
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CAPITULO 5 5.2 Aplicacion de la Teoria de Juegos: Asignacion de costos

El tercer método es el Nucleolus Proporcional, se obtiene cuando el exceso de una

JORYES

coalicién se denota con esta nueva formula definida como: e(S, x) = ©

Lo que hace esta modificacion de la formula de excesos original es que, en lugar de
conceder la cantidad adecuada a cada coalicion, se otorga una cantidad proporcional a c(S)
esa coalicion. Para los datos del Ejemplo 5.1 el Nucleolus Proporcional se puede obtener

resolviendo el siguiente problema de programacion lineal:
min a
x; + 1000 a = 1000,
x, +900 a > 900,
x5 + 500 a > 500,
X, +x,+1100a = 1100,
x1 + x3 + 1500 a = 1500,
x5 + x5 + 1300 a > 1300,
x; < 1000,
x, < 900,
x3 < 500,
X1 + x5 + x3 = 1500.
El vector de distribucion de costos queda definido por x = (1000,0,500).

El cuarto método es el Nucleolus Disruptivo. Para cada vector de distribucion x se
define la propension a interrumpir para la coalicion S como la relacion entre lo que
(N — S) y S perderian si x fuera abandonado. El Nucleolus Disruptivo se denota como el
Nucleolus original remplazando el exceso de una coalicion e(S,x) = ¢(S) — X, x; por:

_ c(N\S)-XT, x;
d(S,x) = ECETRTR
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Para obtener la distribucion x se utiliza una formula en funcion a los costos marginales:

_ . c(i)—CcM(i) _
x; = CM(i) + 5 ch-cM() [c(N) =X, CM(k)].

Para los datos del Ejemplo 5.1 tenemos que:

1000 — 200

=200
1 {000 = 200) + (900 — 0) + (1500 — 400)

[1500 — (200 + 0 + 400)] = 600.

900 -0

1500 — (200 + 0 + 400)] = 450.
(1000 — 200) + (900 — 0) + (1500 — 400) [ (200 +0 + 400)]

X, =0+

500 — 400
(1000 — 200) + (900 — 0) + (1500 — 400)

x3 = 400 + [1500 — (200 + 0 + 400)] = 450.

Por tanto el vector de distribucion de costos queda definido por x =
(600,450,450), que es la misma distribucion de costos que se obtuvo con el Valor de

Shapley.

Ahora, ya que se revisaron los cuatro “nuevos” métodos de asignacion de costos,
¢Cual de ellos debe ser seleccionado? El estudio de las siguientes propiedades nos ayudara

con esta eleccion.

Propiedad 1. Razonabilidad colectiva. EI método debe proporcionar una
imputacion dentro del Core. Una asignacion fuera del Core significaria para el contexto
dado, que algunos departamentos de alguna empresa aseguradora no necesitan el subsidio
de otros; por lo tanto, los directivos departamentales dejarian de formar coaliciones con

otros departamentos para hacer el trabajo solos.
Por ejemplo, para un juego con 3 jugadores:

c(@) =0,c({1}) = c({2}) = c({3}) = c({1,2}) = 12,c({1,3}) =c({2,3}) =20,
v({1,2,3}) = 23.

El Valor de Shapley resulta que es ¢(c) = (6.33,6.33,10.33). Mientras que el Core

se define por las desigualdades: 3 < x; <12, 3< x, <12y 11 < x3 <12.

Nota: El Valor Shapley pertenece al Core del juego.
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Propiedad 2 Monotonia en costos. Todos los jugadores contribuyen a un
incremento en el costo total del juego c(N). En la mayoria de los casos, las negociaciones
relacionadas con la asignacion de costos de un proyecto se llevan a cabo antes de que éste
se inicie, por decir, una compafiia de electricidad acepta contribuir al costo de erigir una
presa solo si sabe por adelantado cuanto costara (o al menos si se conoce una buena
estimacion del costo total). Pero es claro que el costo final de un proyecto no se conoce tan
pronto como uno esperaria. La propiedad de la monotonia exige que cada jugador participe
en un aumento del costo total: Seria injusto tener un jugador que se beneficie de un
aumento de c¢(N). El Valor de Shapley es mondtono. Supongamos que c¢(N) aumenta en la
expresion:

(s=1)!(n-s)!
n! !

@i(c) = Xser() 4(s)[c(S) — (S = [i])] Donde q(s) =

c(N) Aparece solo una vez, cuando i entra en la coalicion N - {i} para formar N. Por
lo tanto, cualquier exceso de presupuesto es distribuido uniformemente entre los

participantes.

El Nucleolus Proporcional es también monotono: cada incremento del coste global
es compartido entre los jugadores en proporcién de su beneficio c(i) —x esto es
intuitivamente mucho maés satisfactorio. Por otra parte, el Nucleolus y el Nucleolus

Disruptivo no son monétonos. Considere el siguiente ejemplo:
c()=4c@2)=cB3)=6,c(12) = c(13) = 7.5,c(23) = 12,c(123) = 13.
Al calcular el Nucleolus Disruptivo

c(i)—CcM(i)

X = CMQ) + 55—

[c(N) — Xk CM(K)].

Tenemos que:

4-1

=1+ s eress [13 — (1 + 5.5+ 5.5)] = 1.75.
6—5.5

x, =1+ [13 — (1 + 5.5+ 5.5)] = 5.625.

(4—1)+(6—5.5)+(6—5.5)

6—5.5

x3 =1+ (4—1)+(6-5.5)+(6-5.5)

[13 — (1 + 5.5 + 5.5)] = 5.625.

106



CAPITULO 5 5.2 Aplicacion de la Teoria de Juegos: Asignacion de costos

Con lo cual, se obtiene la distribucion x = (I.75,5.625,5.625).Si ahora
proponemos c(123) = 13.1 obtenemos la nueva distribucion
x = (1.727,5.6865,5.6865). Note que mientras que el coste total del proyecto ha

aumentado, la contribucion del jugador 1 ha disminuido.

Propiedad 3 Aditividad. Una subdivision de un jugador en dos juegos no debe
afectar a la asignacion. En otras palabras: cualquiera de los jugadores, en ausencia del otro,
incurre en los mismos costos que si los dos estuvieran en el juego. Por ejemplo: una
compafiia de seguros con sede en Bruselas quiere instalar dos terminales de ordenador en su
oficina local en Liége, y una en Namur. Los costos de alquiler de las lineas telefonicas se

indican en la Figura 21.

Bruselas Lisge

800 euros

600 euros 500 euros

Namur

Figura 21. Costos de alquiler de lineas telefonicas

¢ Qué cantidad se debe cargar a cada oficina local?

e Sirazonamos en términos de Terminales, nos enfrentamos a un juego de 3 personas,

con las funciones de costo:
c(1)=c(2)= c(12) =800,c (3) = 600,c(13) = c(23) = ¢(123) = 1100.
e Si pensamos en términos de oficinas, tenemos un juego de 2 personas (L y N):

¢ (L) = 800,c (N) = 600,c (LN) = 1100.
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Después de calcular los 4 métodos “nuevos” propuestos anteriormente, se obtienen
los datos mostrados en la Tabla 6.

Tabla 6. Asignaciones obtenidas por los diferentes métodos, para cada juego.

3 jugadores 2 jugadores
1 2 3 Liege (1) | Mamur (2)
Shapley 350 350 400 650 450
Nucleolus 325 325 450 650 450
Mucleolus Prop. 314.28 314.28 471.42 628.57 471.42
Nucleolus disruptive| 336.84 336.84 426.31 650 450

Asi que el Valor de Shapley y el Nucleolus Disruptivo no satisfacen la propiedad de
Aditividad. EIl Nucleolus y el Nucleolus Proporcional son aditivos. Vamos a comprobar
esto; para que sea aditivo debe de cumplir que, al estar en una subdivision de otro juego, no
se debe afectar su asignacion de cada coalicion:

Para el Nucleolus:
x = (325,325,450) y x = (650, 450),
325 + 325 = 650.
Para el Nucleolus Proporcional:
x = (314.28,314.28,471.42) y x = (628.57,471.42),
314.28 + 314.28 = 628.57.
Para el Nucleolus Disruptivo:
x = (336.84,336.84,426.31) y x = (650,450),

336.84 + 336.84 # 650.
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Para el Valor de Shapley:
x = (350,350,400) y x = (650,450),
350 + 350 # 650.

En resumen, un método que satisface las tres propiedades es el Nucleolus
Proporcional; asi que se propone como el mejor método de asignacion de costos para este

problema.

5.3 Estudio de un problema de asignacion de interés

El tesorero de ASTIN (jugador 1) desea invertir la cantidad de 1,800,000.00 € a
corto plazo (3 meses). En Bélgica, el rendimiento de dicha inversién se ve en funcién de la

suma depositada:

Tabla 7. Rendimientos de la inversion.

Deposito Tasa de interes Anual
0-1,000,000 7.75%
1,000,000-3,000,000 10.25%
3,000,000-5,000,000 12%

El jugador 1 entra en contacto con el tesorero de la Asociacion Internacional de
Actuarios (I.LA.A. - Jugador 2) y con el tesorero de la Asociacion de Actuarios de Bruselas
(A.A.Br.-Jugador 3) para hacer una inversion grupal. 1.A.A. deposité $900,000.00 en el
fondo comun, y A.A.Br. $300,000.00. ;Como deben dividirse los intereses entre los 3
jugadores?

Este ejemplo se puede analizar como un juego cooperativo con utilidades
transferibles; tipicamente, contamos con los participantes que juegan por obtener alguin
costo o beneficio, la oportunidad de obtener algin costo o beneficio resulta de la
cooperacion gque haya entre todas las coaliciones formadas entre ellos, los jugadores son
libres de negociar entre ellos, asi como que cada uno tiene el interés de maximizar sus

beneficios y minimizar sus costos.
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La solucion siempre adoptada en la practica equivale a otorgar el mismo
rendimiento a todos. Esto, sin embargo, implica una perfecta solidaridad entre los
jugadores, es decir, que todos aceptan no usar sus diversas posibilidades de amenaza. Como

esta asignacion no es la Unica aceptable, es interesante comparar los diferentes métodos:
El juego queda definido de la siguiente manera:
v (1) = 46,125 v (2) = 17,437.5 v(12) = 69,187.5 v (3) = 5812.5,
v(13) =53,812.5 v(23) = 30,750 v(123) = 90,000.
Para la reparticion proporcional de los montos invertidos:

O
HETSO)

c(N)

En donde S (i) representa el monto de la inversion del jugador i.

_ s _ 1,800,000 _

*1= S(1)+S5(2)+5(3) c(123) = 1,800,000+900,000+300,000 (90,000) = 54,000.
_ s _ 900,000 _

X2 = S(1)+S(2)+S(3)C(123) "~ 1,800,000+900,000+300,000 (90,000) = 27,000.
_ s _ 300,000 B

X3 = S(D+S(2)+S(3) ( )= 1,800,0004+900,000+300,000 (90,000) = 9,000.

Por tanto el vector de distribucién queda definido por x = (54000,27000,9000),
esto quiere decir que los intereses se repartirian de la siguiente manera; para el jugador 1 el

12%, para el jugador 2 el 12% y para el jugador 3 el 12%.

Para el Core:

(Principio de eficiencia): x(S) = x; + x, + x3 = 90,000.

(Racionalidad individual): x; = 46125, x, > 17437.5,x3 = 5812.5.
(Racionalidad para las coaliciones): x; + x, = 69187.5,x; + x3 = 53812.5,

X, + x5 = 30750.
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Los elementos del Core son los puntos que pertenecen al conjunto de imputaciones
del juego y, ademas, verifican las restricciones de racionalidad para las coaliciones de dos

jugadores. Teniendo en cuenta la restriccion x; + x, + x; = 90,000 se tiene que:
X1 + x5, = 69187.5 & 90000 — x3 = 69187.5 & x3 < 20812.5,
X, + x3 = 30750 & 90000 — x; = 30750 & x, < 59250,
x; + x5 = 53812.5 < 90000 — x, > 53812.5 & x; < 36187.5.
Asi, C(J,v) es:
46125 < x; < 59250,
17437.5 < x, < 36187.5,
5812.5 < x3 < 20812.5.

Para el Valor de Shapley:

1 1 1 1
¢1(v) = sv({1) + £ w{L,2D) —v(2D] + £ [v({1,3) —v(3D] + S [v({1,2.3}) — v({2,3])]

= %(46125) + % [23062.5] + % [48000] + § [59250] = 51750.

1 1 1 1
02 () = 392D + 2 (12D — v({ID] + 2 [((23D) — v(BD] + 3 [({1.2.3D — v({13D)

1 1 1 1
= 5 (17437.5) + - [23062.5] + £ [24937.5] + 5 [36187.5] = 25875.

Pa(v) = 303D + £ [0((13)  v((N] + g (23D ~ (D] +5 [0((123) ~ v((12D)]

1
6

= 21(5812.5) +

- [7687.5] +§[13312.5] +§[20812.5] = 12375.

Asi, el Valor de Shapley del juego es ¢(v) = (51750,25875,12375), esto quiere
decir que los intereses se repartirian de la siguiente manera; para el jugador 1 el 11.5%,

para el jugador 2 el 11.5% y para el jugador 3 el 16.5%.
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Segun el Valor Shapley, el jugador 3 tiene una gran ventaja cuando entra al juego ya
que con su aportacion se alcanza la marca de 3 millones de euros y su beneficio por

intereses es muy alto en comparacion a los otros dos jugadores.

Para el Nucleolus:
El problema a resolver es:

mina

x1 +a = 46125,
X, +a = 17437.5,
x3 +a = 5812.5,

X1 +x, +a = 69187.5,
Xy +x3 +a = 538125,
X, +x3 +a = 30750,
X1 = 46125,

Xy = 17437.5,

X3 = 5812.5,
x1 + x5 +x3 = 90000.

Por  tanto, el vector de distribucion  queda  definido  por
x = (52687.5,24937.5,12375), esto quiere decir que los intereses se repartirian de la
siguiente manera; para el jugador 1 el 11.71%, para el jugador 2 el 11.08% y para el
jugador 3 el 16.5%.

El Nucleolus indica mayor ganancia hacia A.A.Br. (Jugador 3) como ocurre en el
valor de Shapley; también hay que tomar en cuenta el hecho de que ASTIN (jugador 1) esta
en mejor situacion que I.A.A. (jugador 2), ya que logra un rendimiento del 10.25% jugando

solo, mientras que 1LA.A. (jugador 2) solo haria el 7.75%.
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Para el Nucleolus Proporcional:

mina

X1 + 46125 a = 46125,
Xy +17437.5a = 17437.5,
x3 +5812.5a > 5812.5,

X1 +x, +69187.5a = 69187.5,
X1 +x3 +53812.5a > 53812.5,
Xy + x3 + 30750 a = 30750,
X1 = 46125,

x, = 17437.5,

X3 = 5812.5,

X1 + x5 +x3 = 90000.

Por tanto, el vector de distribucion queda definido por x = (54000,27000,9000),
esto quiere decir que los intereses se repartirian de la siguiente manera; para el jugador 1 el
12%, para el jugador 2 el 12% y para el jugador 3 el 12%.

Para el Nucleolus Disruptivo:

c(i)—CcM(i)

X = CMQ) + 50—

[c(N) = Xk CM(K)].

Para los datos del Ejemplo 5.1 tenemos que:

46125 — 59250
(46125 — 43875) + (17437.5 — 72562.5) + (84187.5 — 5812.5)

x, = 59250 +

[90,000 — (43875 + 72562.5 + 84187.5)] = 51900.
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17437.5 — 72562.5

= 72562.5
*2 * (46125 — 43875) + (17437.5 — 72562.5) + (84187.5 — 5812.5)

[90,000 — (43875 + 72562.5 + 84187.5)] = 25687.5.

5812.5 — 84187.5

= 84187.
X3 = 84187.5 + (46125 — 43875) + (17437.5 — 72562.5) + (84187.5 — 5812.5)

[90,000 — (43875 + 72562.5 + 84187.5)] = 12412.5.

Por  tanto, el vector de distribucion  queda  definido  por
x = (51900, 25687.5,12412.5), esto quiere decir que los intereses se repartirian de la
siguiente manera: para el jugador 1 el 11.53%, para el jugador 2 el 11.42% y para el
jugador 3 el 16.55%.

Por otro lado, las posibilidades estratégicas de los jugadores dependen de las
cantidades que proporcionen. Asi que veremos otros dos escenarios para poder tomar una

decision.

Escenario 2. Consideremos dos variaciones este problema de asignacion de interés.
Primero, que el tesorero de ASTIN (jugador 1) desea invertir la cantidad de 1,700,000 € a
corto plazo (3 meses). I.LA.A. (jugador 2) deposité 1,100,000 € en el fondo comun, y
mantiene A.A.Br. (jugador 3) el monto de 300,000 €.

Escenario 3. Consideremos dos variaciones este problema de asignacion de interes.
Primero que el tesorero de ASTIN (jugador 1) desea invertir la cantidad de 1,700,000 € a
corto plazo (3 meses). I.LA.A. (jugador 2) deposité 1,400,000 € en el fondo comdn, y
mantiene A.A.Br. (Jugador 3) el monto de 300,000 €.

Y los valores obtenidos se representan en la siguiente tabla:
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Tabla 8. Asignacion de intereses mediante el Escenario 2 y Escenario 3
Escenario 2
Reparticién
proporcional de Valor de Nucleolus Nucleolus
Nucleolus . . :
los montos Shapley Proporcional Disruptivo
invertidos
X1 51,000 48,395.83 48,708.33 51,000 48,481.65
Intereses 12% 11.39% 11.46% 12% 11.41%
X2 33,000 33,020.83 33,333.33 33,000 33,106.65
Intereses 12% 12% 12.12% 12% 12.04%
X3 9,000 11,583.33 10,958.33 9,000 11,411.70
Intereses 12% 15.44% 14.61% 12% 15.22%
Escenario 3
Reparticion
proporcional de Valor de Nucleolus Nucleolus Nucleolus
los montos Shapley Proporcional Disruptivo
invertidos
X1 51,000 51,093.75 51.140.625 52,378.37 51,127.01
Intereses 12% 12.02% 12.03% 12.32% 12.03%
X2 42,000 43,406.25 43,453.13 43,621.63 43,439.52
Intereses 12% 12.40% 12.41% 12.46% 12.41%
X3 9,000 7,500 7,406.25 6,000 7,433.47
Intereses 12% 10% 9.88% 8% 9.91%

Note el cambio profundo, la parte de A.A.Br. (Jugador 3), que ya no es necesaria
para alcanzar los 3 millones, se reduce considerablemente, incluso en el caso del Nucleolus.
El Valor de Shapley y el Nucleolus son buenos métodos de reparticion, pero no parecen ser

buenos conceptos de solucidn para este problema en particular.

Cuando dos jugadores forman una coalicion, el Valor Shapley comparte los
beneficios de la cooperacion en partes lo méas equitativas posibles, y recordemos que para
este tipo de situaciones donde el dinero se juega en cantidades muy grandes, hay que tomar
en cuenta que las cantidades iguales no conducen a porcentajes de reparticion iguales. Asi
que, el Nucleolus Proporcional parece la reparticion mas apta para este problema especifico
por el contexto de multiplicar el rendimiento en base a su aportacion proporcional dentro de

cada coalicién y no solo dividirlo de igual manera entre todos los participantes.
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Los juegos cooperativos pueden utilizarse para resolver problemas en donde los
participantes neseciten asignar cierta cantidad de dinero. Los jugadores podran minimizar o
maximizar su asignacion dependiendo la naturaleza del problema. Si la situacion es decidir
como repartir sus pagos fiscales, es claro que todos los jugadores desearan minimizar su
parte, sin embargo, si se tuviera que dividir el dinero extra generado por algin rendimiento,
todos los participantes querran maximizar su parte. El importe total que se le asignaré a
cada uno se determinarad por la funcion caracteristica v(S); notemos que, en el ejemplo
anterior, la funcién caracteristica seria el dinero ganado por cada coalicion, a esto se le

considera un ejemplo de tipo superaditivo.

Un ejemplo sub-aditivo podria ser minimizar las asignaciones de costo de comision
por primas de seguro para un grupo de trabajadores, como lo que veremos en el siguiente

capitulo.
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CAPITULO 6. SEGURO DE VIDA GRUPO

6.1 Introduccién

En este capitulo comienza la aplicacion, es decir, a partir de toda la teoria estudiada
en los primeros 5 capitulos y de los objetivos planteados al inicio de esta tesis, se
ejemplificara la aplicacion la Teoria de Juegos Cooperativos mediante un caso de estudio

denominado “Seguro de Vida Grupo”.

Como ya sabemos, la asignacion de costos juega un papel importante en la toma de
decisiones econdmicas ya que nos ayuda a medir ingresos y/o pérdidas y promueve un uso
mas efectivo de los recursos. Para la asignacién de costos, se trabajaran los métodos
clasicos y los métodos de Teoria de Juegos Cooperativos, junto con las variantes del
Nucleolus vistas en el Capitulo 5. Posteriormente, se hard la implementacion de un

programa en VBA Excel que ejemplifique la solucion al mismo problema.

Antes de comenzar, recordemos en qué consiste un seguro de vida grupo. El Seguro
de Vida Grupo esté disefiado para proteger a los miembros de un grupo de personas unidas
por un vinculo, diferente al de contratar el seguro tradicional de vida, ofreciendo
condiciones sumamente favorables en su costo y en su manejo. Estan orientados a
incrementar el bienestar general de un conjunto de personas, por lo que son considerados

como un elemento mas de la prevision social.

De acuerdo al Reglamento del Seguro de Grupo en su articulo 2° de la CNSF,
podemos considerar grupos asegurables a empleados y obreros de un mismo patrén o
empresa, que realizan una misma actividad [19]. Por ejemplo: empleados de empresas
legalmente constituidas como empresas Industriales, farmacéuticas; automotrices;
siderirgicas; alimenticias; empresas comerciales, Distribuidoras, importadoras Yy
exportadoras; de servicios; financieros profesionales y técnicos; turisticos; hoteles;
preparacion de alimentos y bebidas; hospitalarios; educativos; recreativos; centros
deportivos; teatros; cines; transportes y comunicaciones; aéreas; maritimas; terrestres;
empleados de organismos gubernamentales; agrupaciones legalmente constituidas de

colegios como: colegios de médicos, de actuarios, de abogados, de ingenieros, de
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arquitectos, etc. Una vez definido el grupo asegurable, por ley, éste debera contar con un

minimo de 25 asegurados y deberan participar al menos el 75% de ellos en la contratacion.

Cabe mencionar que para este ejemplo se trabajaran los conceptos de Empresario
principal y Empresarios concurrentes; un Empresario principal, es aquel que contrata o
subcontrata servicios correspondientes a la propia actividad que ejercen y que se desarrolla
en su propio centro de trabajo, mientas que un Empresario concurrente es aquel que brinda
sus servicios en ese mismo centro de trabajo y desarrolla las actividades con sus propios

trabajadores cumpliendo las instrucciones acordadas entre €l y el Empresario principal.

6.2 Problema de asignacion de interes “Seguro de Vida Grupo”

Caso de estudio:

Seguro de vida para
sus trabajadores

|:>45[] Q PY

Emipresario Conturrente

E mipresanic foncurrerte

i

Complejo de trabajo

Empresario Principal

Agente de la Aseguradora X

-

Condiciones

Comision

Acuerdo Justo

? @
ek - A

Figura 22. Diagrama del problema de Asignacion “Seguro de Vida Grupo”
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Situacion:

Supongamos que, en cierto complejo de trabajo, el Empresario Principal (Jugador 1)
quiere contratar un seguro de vida grupo (sin coberturas adicionales) para sus 950
empleados. En una junta de consejo, el Empresario Principal llega a un acuerdo con los
otros dos Empresarios Concurrentes; el Empresario Concurrente 1 (jugador 2) y el
Empresario Concurrente 2 (jugador 3), pertenecientes a su mismo centro de trabajo y todos
juntos pretenden asegurar a sus trabajadores. EI Empresario Concurrente 1 quiere asegurar
a sus 450 empleados y el Empresario Concurrente 2 quiere asegurar a sus 700 empleados.
Los empresarios se contactan con el agente de la Aseguradora X y el seguro de vida grupo
se calcula bajo lo siguiente.

Condiciones:

Se considera un grupo cerrado, es decir, un grupo en el cual no se tendran altas

durante la vigencia del seguro.

El célculo de la prima neta de riesgo serd de un seguro temporal a un afio que se
realiza bajo un esquema sin contribucion, es decir, el contratante del seguro (El o los

Empresarios) absorben el costo total de la prima.
La tasa de interés se toma al 4% efectiva anual.

La forma en la que se determina la suma asegurada de cada participante en el grupo
sera con base a los meses de sueldo, en particular, para este caso de estudio sera de 36
meses para cada trabajador. Ademas, se aplica el siguiente criterio para establecer la suma

asegurada maxima a otorgar por integrante del grupo [19].

Tabla 9. Criterio de la suma asegurada méaxima.

Nimero de Asegurados| Factor Tope
de 10a24 2 $ 750,000.00
de 25a49 3 $1.000,000.00
de 50 a 99 4 $1.250,000.00
de 100 a 149 5 $1.500,000.00
de 150 a 199 6 $1.750,000.00
de 200 a 299 7 $2,000,000.00
de 300 a 399 8 $2,250,000.00
de 400 a 499 9 $2,500,000.00
500 o mas 10 $3.000,000.00
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“en ningln caso sera superior a la que resulte de multiplicar la suma asegurada
promedio del grupo, por los factores que aparecen a continuacion de acuerdo con el
namero de asegurados en el mismo grupo. Donde la suma asegurada promedio de
un grupo es la que resulta de dividir la suma asegurada total del grupo, entre el

numero de asegurados que lo componen” [19].

El agente de la empresa aseguradora X recibira una comision que refleja el valor de
sus servicios expresado como un porcentaje de las primas en funcion del tamafio del grupo.
Este agente le da la oportunidad a los Empresarios de elegir el esquema bajo el cuél

realizaran el pago de su comision.

e En funcion del nimero de asegurados.

Tabla 10. Porcentaje de pago por comision en funcién del nimero de asegurados.

Nimero de integrantes | Comision
Menos de 50 10%
de 50 a99 8%
de 100 a 499 7.5%
de 500 a 999 5%
de 1000 a 2999 4%
de 3000 o mas 2%

e En funcion del valor de su prima

Tabla 11. Porcentaje de pago por comision en funcion del valor de su prima.

Valor de la Prima Comision
$5,000 10%
$10,000 5%
$15,000 3%
$20,000 1%
$50,000 0.50%

Cualquier otra 0.30%

e Mediante un porcentaje fijo. Para este caso de estudio se tomard el 4.5% de
comision por concepto de péliza sin importar el nimero de asegurados ni el valor de

la prima.
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Al aceptar el contrato, los empresarios deben elegir uno, de los tres esquemas de
comisién por conceptos de primas. ¢Cuél esquema de comisidn seria mas apropiado elegir
para los Empresarios?; en ese esquema, ¢COomo se repartirian la comision los 3 Empresarios

que van a contratar el seguro?, ¢ Cual es el mejor método de asignacion de costos?
Solucion:

Como ya se ha mencionado, este caso de estudio se puede modelar como un juego
cooperativo con utilidades transferibles; contamos con los participantes que juegan por
dividir un “costo” que resulta de la cooperacion que hay entre todas las coaliciones
formadas entre ellos; todos los jugadores son libres de negociar entre ellos, por tanto, lo que
se pretende es analizar los diversos métodos mencionados anteriormente con el objetivo de
comparar cada asignacion y tomar la méas justa posible desde el punto de vista de los
jugadores.

De igual manera este estudio se hara para los tres diferentes esquemas de comision
(en funcion del nimero de asegurados, en funcion del valor de su prima y mediante un

porcentaje fijo).

En la parte de ANEXOS se podran encontrar las tablas correspondientes a los datos
de cada uno de los empleados del Empresario Principal, del Empresario Concurrente 1 y
del Empresario Concurrente 2 que contienen: la clave del empleado (ID), fecha de
nacimiento, edad actual, salario quincenal, salario mensual y el sexo, asi como la tabla
correspondiente a las probabilidades de fallecimiento que son indispensables para este
problema. Cabe sefialar que todas las bases de datos, asi como la tabla de probabilidades de
fallecimiento fueron retomadas de una actividad realizada en la materia de Administracion

de Riesgos, impartida por el Dr. José Raul Castro Esparza.

Dado que se trabaja bajo el supuesto de grupo cerrado, el primer paso es determinar
la suma asegurada por empleado. La forma en la que se determina la SA de cada

participante es bajo la regla de 36 meses de sueldo, asi:

SA = Salario Mensual * 36.
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Después de calcular la SA se debe de tener especial cuidado con el criterio de la
suma asegurada maxima para cada grupo de trabajadores que depende del numero de
asegurados [19]; la manera de calcular la SA maxima es:

SA maxima = SA promedio * Factor.

En donde:

SA total de grupo

SA promedio =

No.de asegurados en el grupo’

Ademas, para prevenir situaciones en donde los participantes tengan una suma asegurada

muy elevada, se debe establecer un tope en cada rango.

Es decir, por ejemplo, para la base de datos de empleados del Empresario Principal
(ANEXO 2; cuenta con 950 empleados activos), supongamos que el trabajador con clave
EMPO001 percibe un salario mensual de $14,059.76. Entonces:

SA = $14,059.76 * 36 = $506,151.36.

Después de realizar este paso con cada uno de los empleados, el SA promedio del
grupo es de $381,691.06, entonces, de acuerdo al criterio de la SA maxima y considerando
el factor de 10 dado que en el grupo hay 500 0 mas integrantes:

SA maxima = $381,691.06 * 10 = $3,816,910.65 .

Ahora considerando el tope maximo de acuerdo a la tabla dada se tiene un valor de
$3,000,000.00 por tanto, para cada integrante de este grupo si el valor de su suma
asegurada es mayor que $3,000,000.00 solo podra asegurarse maximo por esta cantidad. En

particular para el trabajador con clave EMPO01 la suma asegurada es:
SA = $14,059.76 * 36 = $506,151.36 < $3,000,000.00.

Ahora se debe calcular el valor de la prima de riesgo para cada participante en el
grupo; se calcula mediante el método de Tarificacion con clasificacion manual [19]. Este
método habitualmente se utiliza para establecer los costos iniciales que se cobraran a los
grupos que no han sido asegurados previamente o de los cuales no se conoce su
experiencia. Note que en México el principal factor utilizado en la determinacion de cuotas
para la cotizacién del Seguro de vida Grupo es la edad.
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Lo siguiente a calcular es la Prima neta de riesgo de un seguro temporal a un afio

que se define como [19]:
— (71 -5t
Al T fo e th /'Lx(t)dt-
En donde:
x, Representa un individuo de edad x.

+Py, Es la probabilidad de que la persona de edad x llegue a la edad x + t¢.

U, (t), Es la fuerza de mortalidad o medida de mortalidad para los individuos que llegan a

la edad x + t estando en la edad x.

e~%t, También conocido como v, Representa un factor de descuento de la tasa de interés en

el tiempo t.

Suponiendo que se tendra una distribucién uniforme de siniestros durante el afio, tenemos

las siguientes igualdades:

En donde:
+qx ES la probabilidad de que la persona de edad x muera antes de alcanzar la edad x + t.

Por otro lado &t, es la fuerza de interés constante en el tiempo t y tiene la
capacidad de medir la intensidad con la que el interés opera en cada momento del tiempo,

esta definida como:
e =1+i066=In(1+10).

Y sustituyendo se tiene que:

- f &(1 — tlx f e %dt =dx (__) _8t|0 = Qx6 (1 —-e 6)-
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De igual manera, recordando las igualdades de tasas de interés podemos trabajar

cualquiera de las siguientes equivalencias:

) .
loe = 1—ea+) 1 _pin(57) 21— — = - = iv
1+i 141

Para este caso de estudio se considera una tasa de interés de 4% efectiva anual.
Finalmente, el costo de la prima para cada integrante del grupo es:

Prima = SA * Prima neta de riesgo de un seguro temporal a un afio

Es decir, por ejemplo, para la base de datos de empleados del Empresario Principal
(que cuenta con 950 empleados activos), supongamos que el trabajador con clave EMP001

tiene una suma asegurada de $506,15136
A1 =q 1 (1 — e_St)
x:1| Xs )

En dénde: el valor de g, se obtiene el anexo 2 correspondiente a las probabilidades
de Fallecimiento. En particular, el empleado en cuestion es una mujer de 61 afios de edad
asi que qx = 0.01342.

La tasa de interés es i = 4 %, asi, la prima neta de riesgo de un seguro temporal a
un afo es de 0.013160236 y finalmente, el valor de la prima para este empleado es de
$6,661.07.

Generalmente, la venta de los productos del Seguro de Grupo se realiza a través de
agentes o corredores que reciben una comision que debe reflejar el valor de sus servicios.
Este valor se basa en el volumen y complejidad del trabajo que realizan. Las comisiones

son expresadas generalmente como porcentaje de las primas.

Como lo que nos interesa es saber la cantidad de comision que le corresponderia
pagar a cada Jugador (Empresario), para efectos de este caso de estudio, dependiendo las

cooperaciones que ocurran entre los 3 jugadores se podran formar 7 diferentes coaliciones:

c(1),c(2),c(12),c(3),c(13),c(23),c(123).
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La solucion siempre adoptada en la practica equivale a asignar el mismo porcentaje
de comision para todos. Eso, sin embargo, implica una perfecta solidaridad entre los
jugadores, es decir, que todos aceptan no usar sus diversas posibilidades de amenaza. Como
esta asignacion no es la Unica aceptable, compararemos diferentes métodos. Primero se
trabajaran con los métodos clasicos de asignacion de costos y posteriormente con los

métodos de Teoria de Juegos vistos en el Ejemplo 5.1.1.
CASO 1.- Comision en funcién del nimero de asegurados

En este caso, cada coalicion formada, pagard un porcentaje de la prima de cada
integrante dependiendo la cantidad de asegurados que conformen la coalicién; de acuerdo a
este caso de estudio, si el grupo tiene a menos de 50 integrantes, la comision sera del 10%
por prima; si el grupo tiene entre 50 y 99 integrantes, la comision seré del 8% por prima, si
el grupo tiene entre 100 y 499 integrantes, la comision sera del 7.5% por prima, si el grupo
tiene entre 500 y 999 integrantes, la comision sera del 5% por prima, si el grupo tiene entre
1000 y 2999 integrantes, la comision sera del 4% por prima, y si el grupo tiene 3000 0 méas
integrantes, la comision sera del 2% por prima. Posterior a esto, se suman las comisiones

por primay se obtiene el total de la comisién por coalicién.
Asi, el juego queda definido de la siguiente manera:
c(1) = 307,272.11, ¢(2) = 232,503.70, ¢(12) = 369,819.66,
c(3) = 242,883.89, c(13) = 440,124.80, c(23) = 318,309.09,
c(123) = 564,126.78.
CASO 2.- En Funcion del valor de su prima

En este caso, cada coalicion formada, pagara un porcentaje de la prima de cada
integrante dependiendo de su valor. De acuerdo a este caso de estudio, si la prima del
trabajador es de hasta $5,000.00, la comision sera del 10% por prima; si la prima es de
hasta $10,000.00, la comision sera del 5% por prima; si la prima es de hasta $15,000.00, la
comision sera del 3% por prima, si la prima es de hasta $20000.00, la comision sera del

1% por prima, si la prima es de hasta $50,000.00, la comision sera del 0.50% por prima, y
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en cualquier otro caso la comision serd del 0.30% por prima. Posterior a esto, se suman las

comisiones por prima y se obtiene el total de la comision por coalicion.
Asi, el juego queda definido de la siguiente manera:
c(1) = 294,892.76, c¢(2) = 138,991.72, c(12) = 433,884.48,
c(3) = 218,662.85, ¢(13) = 513,555.60, c(23) = 357,654.57,
c(123) = 652,547.32.
CASO 3.- Mediante un porcentaje fijo

De acuerdo a este caso de estudio, cada coalicion formada pagard el 4.5% de
comision por prima sin importar el namero de asegurados que tengan. Posterior a esto, se

suman las comisiones y se obtiene el total de la comision por coalicidn.
Asi, el juego queda definido de la siguiente manera:
c(1) = 276,544.90, c(2) =139,502.22, ¢(12) =416,047.12,
c(3) = 218,595.50, c(13) = 495,140.40, c(23) = 358,097.72,

c(123) = 634,642.62.

Para simplificar todos los célculos realizados en los 3 casos anteriores, podemos

ordenarlos de manera tabular como se muestra en la Tabla 12.

Tabla 12. Asignaciones correspondientes para cada uno de los tres jugadores de acuerdo a la comision en

funcién del nimero de asegurados.

Caso 1. Comision en funcién del nimero de asegurados

D L L Reparticion
Reparticion igual Reparticion igual Reparticion -
de la pérdida Moriarity de los costos no proporcional de los proplc;ré:;?‘?% ;dn d ease a | comisién Total

total marginales costos no marginales empleados ;;or asegurar
X1 23442781 |221,476.11 245,817.69 245,817.69 255,200.21 564,126.78
% 41.556 39.26 43.575 43.575 45.238 100.00
X2| 159,659.39 |167,584.41 124,001.97 124,001.98 120,884.31 564,126.78
% 28.302 29.707 21.981 21.981 21.429 100.00
x3| 170,039.58 | 175,066.26 194,307.11 194,307.11 188,042.26 564,126.78
% 30.142 31.033 34.444 34.444 33.333 100.00

126




CAPITULO 6

6.2 Problema de asignacion de interés “Seguro de Vida Grupo”

Valor de Shapley IID\Iil:I(’:lIJe[;)tIiL\J/Z Nucleolus Pg%‘gfglgﬁ al Comision Total
X1l 240,122.75 | 245,817.69 234,427.81 221,476.11 564,126.78
% 42.565 43.575 41.556 39.26 100.00
X2| 141,830.68 |124,001.97 159,659.39 167,584.41 564,126.78
% 25.142 21.981 28.302 29.707 100.00
x3| 182,173.35 |194,307.12 170,039.58 175,066.26 564,126.78
% 32.293 34.444 30.142 31.033 100.00
Caso 2. Comision en funcién del valor de su prima
AT A N Reparticion
Redpealr:gle’orgilg:al Moriarity Fijeep Ia:)rglccgts);;g#: I prosoels:?g::;ll(:; los prolalc;rg;?]?ﬁ: ;(;‘é’:se & | Comisién Total
total marginales costos no marginales empleados por asegurar
X1 294,892.76 |294,892.76 294,892.76 294,892.76 295,199.98 652,547.3234
% 45.191 45.191 45.191 45.191 45.238 100
X2| 138,991.72 |138,991.72 138,991.72 138,991.72 139,831.57 652,547.3234
% 21.300 21.300 21.300 21.300 21.429 100
x3| 218,662.85 |218,662.85 218,662.85 218,662.85 217,515.78 652,547.3234
% 33.509 33.509 33.509 33.509 33.333 100
Valor de Shapley Ilj\lilsjfllje;tlil\% Nucleolus PI[\(I)L[JJ(E)If((:)iI(;Jr?aI Comision Total
X1 294,892.76 |294,892.76 294,892.76 294,892.76 652,547.3234
% 45.191 45.191 45.191 45.191 100
X2| 138,991.72 |138,991.72 138,991.72 138,991.72 652,547.3234
% 21.300 21.300 21.300 21.300 100
x3| 218,662.85 |218,662.85 218,662.85 218,662.85 652,547.3234
% 33.509 33.509 33.509 33.509 100
Caso 3. Mediante un porcentaje fijo
P P R Reparticion
P |y | ol | Rt | sroporconeenbesea | coniin o
total marginales costos no marginales empleados por asegurar
X1 276,544.90 |276,544.90 276,544.90 276,544.90 287,100.23 634,642.6228
% 43.575 43.575 43.575 43.575 45.238 100
X2 139,502.22 |139,502.22 139,502.22 139,502.22 135,994.85 634,642.6228
% 21.981 21.981 21.981 21.981 21.429 100
x3| 218,595.50 |218,595.50 218,595.50 218,595.50 211,547.54 634,642.6228
% 34.444 34.444 34.444 34.444 33.333 100
Valor de Shapley Iglits’::]e;tlit\j; Nucleolus PI[\:)L;%II?;ICIJJFTN Comision Total
x1| 276,544.90 |276,544.90 276,544.90 276,544.90 634,642.6228
% 43.575 43.575 43.575 43.575 100
X2| 139,502.22 |139,502.22 139,502.22 139,502.22 634,642.6228
% 21.981 21.981 21.981 21.981 100
x3| 218,595.50 |218,595.50 218,595.50 218,595.50 634,642.6228
% 34.444 34.444 34.444 34.444 100
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6.3 “Seguro de Vida Grupo” Resultados

En base al caso de estudio, las preguntas a responder son:

e ;Cual esquema de comision seria mas apropiado para los Empresarios?
e ;COmo se repartirian la comision los 3 Empresarios que van a contratar el seguro?

e (Cuél es el mejor método de asignacion de costos?

El objetivo primordial de este problema se centra en definir un concepto solucién
que se adapte a las peculiaridades de un juego de asignacion de costos. Dicha solucién debe

cumplir con las siguientes caracteristicas:

e Descartar la idea de elegir siempre la “Reparticion igual” o cualquiera de los
métodos clasicos sin visualizar otras opciones; siempre la solucién a escoger debe
tomar en cuenta otros recursos.

e Que se analicen todos los costos entre las coaliciones y se repartan de la manera
mas justa posible.

e Que al valorar todos los casos se consideren las aportaciones de los jugadores

dentro de cada método.

El esquema de comisidén que resulta mas conveniente para los empresarios, es el
modelo 1 “En funcion del nimero de asegurados”, ya que pagarian una comision total de
$564,126.78. Obviamente, desde el punto de vista del agente, el esquema que le dejaria
mayores ganancias seria “En funcion del valor de su prima” donde podria obtener una
comision de $652,547.32. Es claro que, para él, este esquema de comision es el menos
generoso; recordemos que los juegos cooperativos pueden utilizarse como modelos en
donde los participantes pueden minimizar 0 maximizar su asignacion dependiendo la

naturaleza del problema.

Ahora, la situacion que se presenta es que, sabiendo ya el mejor esquema, se debe
decidir como repartir los pagos de comision entre los 3 jugadores, es claro que todos los
jugadores desearan minimizar su parte. Se aplicaron varios métodos (clasicos y nuevos)

para comparar las distintas asignaciones.
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Si analizamos primero los métodos clasicos, al utilizar la reparticién proporcional
en base a la cantidad de empleados por asegurar, el vector de distribucion de costos queda
definido por x = (255,200.21, 120,884.31, 188,042.26) equivalente a que el jugador 1
pague el 45.238%, el jugador 2 pague el 21.429% vy el jugador 3 el 33.33% del 100% de la

comision total.

Al utilizar la reparticion igual de la pérdida total, el vector de distribucion de costos
queda definido por x = (234,427.81, 159,659.39, 170,039.58) equivalente a que el
jugador 1 pague el 41.556%, el jugador 2 pague el 28.302% y el jugador 3 el 30.142% del

100% de la comision total.

Al utilizar el método Moriarity, el vector de distribucion de costos queda definido
por x = (221,476.11, 167,584.41, 175,066.26) equivalente a que el jugador 1 pague el
39.260%, el jugador 2 pague el 29.707% y el jugador 3 el 31.033% del 100% de la

comision total.

Al utilizar la reparticién igual de los costos no marginales y la reparticion
proporcional de los costos no marginales; el vector de distribucion de costos queda
definido por x = (245,817.69, 124,001.98, 194307.12) equivalente a que el jugador 1
pague el 43.575%, el jugador 2 pague el 21.981% vy el jugador 3 el 34.444% del 100% de la

comision total.

Todos los métodos indican un gasto menor para el jugador 2; sin embargo, hay que
tomar en cuenta que no podemos conformarnos solo con elegir un método clasico porque
algun jugador piense que a él le conviene méas. Recordemos que lo que se busca es asignar

el costo mas justo por asegurar a cada uno de sus empleados.

Por otro lado, el Nucleolus da una asignacion
x = (234,427.80 ,159,659.39,170,039.58) equivalente a que el jugador 1 pague el
41.556%, el jugador pague 2 el 28.302% vy el jugador 3 pague el 30.142% del 100% de la
comision total, el Nucleolus existe si el Core es no vacio, es decir, se limita a ciertos

vectores de pago que cumplen una serie de restricciones que son lo mas razonables.

El Nucleolus Proporcional da una asignacion
x = (221,476.11 ,167,584.41,175,066.26) equivalente a que el jugador 1 pague el
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39.260%, el jugador pague 2 el 29.707% vy el jugador 3 pague el 31.033% del 100% de la
comision total, el Nucleolus Proporcional nos otorga la cantidad ponderada x que le
corresponde a cada coalicion en base al numero de jugadores de la coalicion. Esta

modificacion al Nucleolus, minimiza los excesos.
Calculamos el Core de este juego con J = {1,2,3}:
c@® =0, c({1}) = 30727211, c({2}) = 232,503.70, c({1,2}) = 369,819.66,
c({3}) = 242,883.89, c({1,3}) = 440,124.80, c({2,3}) = 318,309.09, c({1,2,3}) = 564,126.78.
(Principio de eficiencia): x(S) = x; + x, + x3 = 564,126.78.
(Racionalidad individual): x; = 307,272.11,x, = 232,503.70, x5 = 242,883.89.
(Racionalidad para las coaliciones): x; + x, = 369,819.66, x; + x3 = 440,124.80,
x, + x3 = 318,309.09.
Se tiene que:
45,817.69 < x; < 307,272.11,
124,001.98 < x, < 232,503.70,

194,307.12 < x3 < 242,883.89.

Recordemos que, el Core es un conjunto de distribuciones de pagos que ofrece a
cada coalicion un beneficio mayor o igual que el que esta coalicion puede conseguir por si
misma. Si analizamos los métodos anteriores, podemos notar que todos recomiendan
asignaciones muy distintas, todos cumplen la propiedad de eficiencia x(J) = x; + x, +
x3 Yy racionalidad individual x; < c({i}), pero solo la reparticion igual de los costos no
marginales y la reparticion proporcional de los costos no marginales verifica las

condiciones de racionalidad para las coaliciones con x; = c¢(N) — c(N — {i}) = CM(i).

Por ello, los métodos mostrados anteriormente se deben rechazar, al no ser lo
“suficientemente justos™; pero como se menciono al inicio, no es suficiente conformarse

con un método clasico de solucion sin antes verificar otras opciones.
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CAPITULO 6 6.3 “Seguro de Vida Grupo” Resultados

El Valor de Shapley parece ser una reparticion apta para este problema especifico ya
que ademés de cumplirse una serie de restricciones razonables, el porcentaje de comision
que le corresponde a cada jugador no se divide de manera proporcional y ya, sino que
sabemos que la funcion de pagos ¢@(v) cumple los axiomas de eficiencia, simetria,

tratamiento del jugador pasivo y Aditividad.

Tiene una asignacion x = (240,122.75 ,141,830.69,182,173.35) equivalente a
que el jugador 1 pague el 42.565%, el jugador pague 2 el 25.142% vy el jugador 3 pague el
32.293% del 100% de la comision total.

El pago que el Valor de Shapley asigna a cada jugador su costo como valor
esperado si se supone que los jugadores han llegado a un punto de negociacién y a cada uno
de ellos se le reclama su coste a la coalicion de jugadores que llegan antes que él. Ademas,
se asume que el orden de llegada es aleatorio y todos los 6rdenes son igualmente probables;
esta asignacion es una imputacién siempre eficiente ya que toma en cuenta la formacion de
las coaliciones en el juego cooperativo y las multiples alternativas entre jugadores o
diferentes grados de cooperacion entre los mismos. Por tanto, este método representa la
importancia que tiene cada jugador para la cooperacion total y lo recompensa

razonablemente.

Ahora analizando el Nucleolus Disruptivo, podemos notar que nos da una
asignacion x = (245,817.69 ,124,001.98 ,194,307.12 ) equivalente a que el jugador 1
pague el 43.575%, el jugador pague 2 el 21.981% vy el jugador 3 pague el 34.444% del
100% de la comision total; el Nucleolus Disruptivo brinda a cada valor de la distribucion x
una media ponderada de la relacion entre lo que ganarian o perderian si el jugador i
abandonara alguna coalicion, en particular, esta asignacion (vector de pago) minimiza el
méaximo grado de incorformidad de cualquier coalicion ya que pertenece a la region

limitada por el Core.

El Valor de Shapley y el Nucleolus Disruptivo satisfacen las condiciones de
eficiencia y racionalidad individual, pero, si verificamos si cumplen la propiedad de
monotonia resultEscriba aqui la ecuacion.a que sélo el Valor de Shapley la cumple ya que

distribuye cualquier costo o beneficio de manera uniforme entre los participantes, por otro
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lado, solo el Nucleolus Disruptivo cumple la propiedad de razonabilidad para las

coaliciones.

La propuesta planteada por Shapley es la méas utilizada en el tema del reparto de
costos a través de la Teoria de Juegos y la justificacion se centra en que cumple las
condiciones deseables de cualquier reparto satisfactorio y justo. Sin embargo, se propone
como mejor método de solucion a este problema el Nucleolus Disruptivo; esto es porque,
aunque que la reparticion igual de los costos no marginales y la reparticion proporcional de
los costos no marginales tienen la misma asignacion, el Nucleolus Disruptivo brinda a cada
valor de la distribucion de pagos una media ponderada de la relacion de lo que estaria
propenso a perder el jugador i al momento de abandonar alguna coalicién.

Cabe sefialar que este método se comporta de manera similar al Valor de Shapley,
asi que le da su importancia a cada jugador y lo recompensa razonablemente, minimizando
cualquier inconformidad. Ademaés de todo pertenece al Core, por ese motivo, aunque el
Valor de Shapley también podria ser un método apto para la asignacion de costos, para este
problema en particular, no se toma como el mejor método solucién al no exigirle que
cumpla el principio de racionalidad coalicional y su solucién no necesariamente pertenezca

al Core.

6.4 CSG Programa

La tecnologia desempefia un papel preponderante en el d&mbito cultural, social,
deportivo, de entretenimiento y por supuesto educativo; gracias a ella, el plano de la
ensefianza matematica se ha revolucionado y llevado a la practica conceptos que la teoria

no permite comprender a simple vista.

La creacion del programa “CSG” es una alternativa de solucion al problema
“Seguro de vida grupo”; para su realizacion se utilizO VBA Excel y tiene como objetivo
despertar el interés en estudiantes, profesores y/o personas no conocedoras del tema y
mediante una manera mas visible, aprender sobre el concepto de asignacién de costos

mediante la aplicacién de métodos de Teoria de Juegos Cooperativos.
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Recordemos que Microsoft Office Excel, es una aplicacion para manejar hojas de
calculo. Este programa fue desarrollado por Microsoft y actualmente es muy utilizado en
todo tipo de tareas, sobre todo financieras y contables. Excel combina las funciones de una
hoja de calculo con graficos y caracteristicas de un manejador de una base de datos. Desde
1993, Excel incluyd Visual Basic for Applications (VBA), un lenguaje de programacion
basado en Visual Basic, que afiade la capacidad para automatizar tareas en Excel y para
proporcionar las funciones definidas por el usuario para su uso en las hojas de trabajo.

VBA es un lenguaje de programacion de Office lo que significa utilizar los objetos
de Office con ayuda del lenguaje de programacion VBA, y asi, se puedan resolver tareas

que, de lo contrario podrian llevar mucho tiempo.

Entonces, las operaciones tradicionales que se pueden realizar en Excel se pueden
automatizar, de manera que se mantenga un registro que las contenga y posteriormente

hacer referencia a ellas para la simplificacion de tareas.

6.4.1 Implementacion

A continuacion, explicaremos todo el proceso para la implementacion del programa.

e Se usé la herramienta Microsoft Office Excel y se cre6 un archivo con el nombre
“CSG”.

e Se cred la pagina principal en una pestafia de Excel a la que se le denomind
“Bienvenido”. En esta pestafia se colocaron los botones necesarios para lograr la

interaccion con el usuario. Los botones creados fueron:

¢ Qué es CSG?
Instrucciones
Condiciones
Salir
Comenzar
Borrar Datos

Extraer Datos

V V.V V V V VYV V

¢Cual es el problema?
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CAPITULO 6 6.4.1 Implementacion

Diagrama, Botdn y Ventana del Boton “;Qué es CSG?”

iQué es CSG?

:Que es CSG? X

Bienvenido, CSG es un programa que le permitira calcular la mejor asignacion de
costos entre 3 jugadores (Empresarios principal y concurrentes) al contratar un
seguro de vida grupo para todos sus frabajadores, en particular, se enfoca a elegir
el esquema de comision mas factible para los participantes y asigna a cada uno
de ellos el monto por comision que le corresponde pagar por concepto de primas.
Esto se realiza mediante la aplicacion de los diversos métodos de asignacion: los
clasicos y los de Teoria de Juegos.

-

Se despliega una
UserForm gue muestra
al usuario en que
consiste el programa

Fuente: https://goo.gl/images/zhh367

En la pestafia "Condiciones" usted podra consultar bajo que supuestos se realizan
los calculos de primas y las comisiones.

Para conocer el como utilizar el programa haga clic en la pestafa "Instrucciones".

@

Diagrama, Boton y Ventana del Boton “Instrucciones” M

Instrucciones X

Siga los siguientes pasos:

Primero ingrese las bases de datos; estas bases se encuentran en un archivo de excel
denominado "base-de-datos xlsx", asi que solo debe presionar el boton "Extraer Datos".
para que los datos de extraigan automaticamente. (Cabe sefialar que las bases contienen
ellD, Clave de empleado, Fecha de Nacimiento, Edad Actual, Salario Quincenal, Salario

Y

mensual y sexo de los empleados).
Se despliega una

UserForm que muestra Una vez ingresados los datos en cada una de las tres hojas "c{1)", "c(2)" y "c(3)", presione
al usuario como debe el boton "Comenzar". El programa calculara el valor de la prima y la suma asegurada para
utilizar el programa cada empleado, asi como las asignaciones correspondientes para cada Jugador. NOTA:

si guiere saber mediante que condiciones se esta realizando el calculo de las primas,

suma asegurada y/o comisiones, lea el apartado "Condiciones”

El programa arrojard, las pestafias con los célculos del juego de manera coalicional, asi
como los cdlculos para cada uno de los 3 métodos de cobro de comisién y una pestafia
adicional que muestra la mejor solucion.

Si quiere extraer datos y realizar un nuevo calculo, presione "Extraer Datos”, de lo
contrario, si solo desea borrar los célculos realizados, presione "Borrar Datos” y
comience de nuevo.

@

Para cerrar la aplicacion sin guardar cambios
presione "Salir"
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Diagrama, Boton y Ventana del Boton “Condiciones” Condiciones

Condiciones X

Se considera a cada grupo cerrado.
La tasa de interes es del 4% efectiva anual.
La tabla de mortalidad utilizada viene anexada en la pestaria "tgx"

El célculo de la prima neta de riesgo sera de un seguro temporal a un afio que se realizara bajo un esquema
sin contribucion.

La suma asegurada de cada participante en el grupo sera bajo el esquema de 36 meses de sueldo bajo el
siguiente criterio:

Nimero de Asegurados| Factor Tope
de 10a24 2 S 750,000.00
- de25a49 3 $1,000.000.00
Se desp“ega una de 50299 4 $1.250,000.00
UserForm gue muestra de 100 a 149 5 $1,500,000.00
al usuario bajo gue de 150 a 199 6 $1,750,000.00
P de 200 a 299 7 $2,000.000.00
=l pUeSIOS se realizo el de 300 a 399 8 $2,250,000.00
programa de 400 2 499 9 $2,500,000.00
500 o més 10 $3.000.000.00

El agente de la empresa aseguradora X recibira una comision que refleja el valor de sus servicios expresado
como un porcentaje de las primas mediante 3 esquemas:

*En funcién del nimero de asegurados.  *En funcion del valor de su prima *Mediante un porcentaje
fijo; para este ejercicio el
Nimero de integrantes | Comisié Valor de la Prima Comisién 4.5% de la prima de tarifa
Menos de 50 10% $5,000 10% por pdliza sin importar el
de 50299 8% $10,000 3% nimero de asegurados
de 100 a 499 7.5% $15,000 3%
de 500 a 999 5% $20.000 1%
de 1000 a 2999 4% $50.000 0.50%
de 3000 o més 2% Cualquier otra 0.30%

Diagrama y Boton “Salir”

N A
Se ejecuto el No se ejecuto el
programa programa

Se borran todos los
datos y pestanas
creadas

Cierra el libro sin
guardar cambios

« Cierra el libro sin
guardar cambios

¢ Hay datos?

h 4

Fin

A
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Diagrama y Boton “Comenzar”

Mostrar la alerta "Por
favor, ingrese los datos"

N
NO y glacomision
—65 el esquema 2 es menor que’

\g\n el esquema 1y 3?7
£
A

N d

Lm

NO

Comenzar

~ \
N /-

// . ™
€ ;Seingresaron los datos? —»
\ //

Se crean las pestafias

Se calcula el monto total

con las diferentes
coaliciones

por concepto de primas de
seguro

v

Y

¢La comision en el
gsquema 1 es menor que e
el esquema 2 y 3?

Se calculan los métodos

Se calcula los montos de

de solucion tradicionales (€
y de Teoria de Juegos

comisién para cada uno de
los 3 esquemas

El Esquema2es|a
mejor opcion; se elige el
mejor método de
asignacion

El Esquema 1 esla
mejor opcion; se elige el

mejor méfodo de
asignacion

El Esquema 3 esla
mejor opcion; se elige el

v

mejor método de
asignacion

LY »i
Ll -

N

136




CAPITULO 6

6.4.1 Implementacién

Diagrama y Boton “Borrar Datos”

Revisar si se
ingresaron las bases
de datos

Sl

¢, Hay datos
ingresados?

NO
:.Se ejecutd e
programa?

Se muestra el mensaje
de alerta ;Desea
borrar tambien las

bases de datos?

Borrar Datos

s Borrar bases de
datos?

|

Sl

Muestra el mensaje
de alerta "Ya no hay
datos que eliminar”

Se borran todos los

calculos y pestafias

creadas menos las
bases de datos

Se borran todos los
datos y pestafias
creadas

<_
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Diagrama y Boton “Extraer Datos”

yd N Sl

/ . AN
~~ Seejecuto el 3
“~._ programa -~

N ~

Muestra el mensaje de
alerta "Ya se realizaron
todos los calculos,
¢ Desea iniciar de
nuevo?..."

Extraer Datos

< Desea iniciar de
nuevo?..."

Extrae las bases de
datos desde otro archivo
de excel

Borra todos los datos

~ -
\\\ ///
NO
P
- \
e N
3 g \
Muestra el mensaje de sl e Ha datos\\ NO
alerta "Desea sobrescribir €———  ¢"3Y —
“._ingresados? -
datos? N -
RN //
N
p.
AN
/ \
~ \\ SI

p
- Sobrescribi?\ Extrae las bases de
{° _—»| datos desde otro archivo
~._ datos? -
N e de excel y las
~ sobrescribe

NO

Deja los datos actuales

Fin
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Diagrama, Botdn y Ventana “;Cual es el problema?”

éCual es el problema?

Problema "Seguro de Vida Grupo” X

m B
m Seguro de vida para
Q sus trabajadores
9, ﬁ
-~
: h. .H

Agente de la Aseguradora X

Se despliega una
UserForm que muesira
al usuario un diagrama
del problema que trata

de abordar el

Programa Complejo de trabajo

SEEEEmEnm
EEEEmEN
sEEEEEEm

>
v
o
==

Comision

@ Condiciones

Acuerdo Justo

A %@ @@ﬁlﬁ

6.4.2 Ejecucion

Se comienza por abrir el archivo denominado “CSG”

Figura 23. Icono del programa “CSG”

Inmediatamente se mostrara una ventana que indica que el programa se encuentra

cargando.
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CSG X

Comision Seguro Grupo

20%

Figura 24. Ventana con barra de progreso.

Posteriormente se muestra la ventana principal en la pestaia “Bienvenido” en donde

podemos observar los 8 botones mencionados anteriormente.

v@o&@ R
=
E
éQuées CSG? Instrucciones Condiciones
Somenzac Extraer Datos Borrar Datos éCudl es el problema?
4 < » ¥ Bienvenido /tax c(1) /c(2) /c(3) /%3 4C TrTe— |
usto | P | [EEEEEC —" ®

Figura 25. Vista de la pestafia “Bienvenido”

De igual manera, apareceran 5 pestafias fijas; “Bienvenido” funciona como la
pantalla de inicio, “tqx” contiene las probabilidades de fallecimiento que se utilizan para el
caso de estudio y las pestanas “c(1)”, “c(2)” y “c(3)” contienen los titulos de los datos que

hay que anexar.
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EHR=] 5 CSG - Microsoft Excel - X
Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista Programador ‘What'sBest! @ @ = B 2
Probabilidades de Fallecimiento (tgx) =
Edad Hombres | Mujeres
15 0.00052 | 0.00046
16 0.00053 | 0.00049
17 0.00072 | 0.00052
18 0.0008 0.00056
19 0.00087 0.0006
20 0.00094 | 0.00064
21 0.00101 | 0.00068
22 0.00103 | 0.00073
23 0.00115 | 0.00078
24 0.00122 | 0.00024
25 0.00129 0.0003
26 0.00136_| 0.00096
27 0.00144 | 0.00104
28 0.00145 | 0.00111
29 0.00153 0.0012
30 0.0016 0.00128
31 0.00161 | 0.00138
3z 0.00163 | 0.00148
33 0.00176 0.0016
34 0.00184 | 0.00172
ES] 0.00152 | 0.00185
6 0.002 0.00199
17 0.00213 | 0.00214
38 0.00222 | 0.00231
39 0.00238 | 0.00249
40 0.00246 | 0.00267
a1 0.00262 | 0.00288
42 0.00284 | 0.00311
43 0.00301 | 0.00335
4 0.00324 | 0.00361 ~
H 4y W[ Bienvenido | bgx - c(1) . c(2) /c(3) ~¥d (4] [ [i]
Listo | 7 | [EEREe [ F)
Figura 26. Vista de pestafia “tqx”
=] E] CSG - Microsoft Excel - >
Inicio Insetar  Disefio de pagina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista Programador  What'sBest! @& R
A B C D E F [ H 1 J K L ™M N ~
FECHA DE EDAD SALARIO  SALARIO =
CLAVE EMPLEADO SEXO
q NACIMIENTO ~ ACTUAL  QUINCENAL MENSUAL
5 )
3
a
5
6
7
8
9
10
1
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
2
23
2
2
26
27
28
29 3
R4 i[ Bienvenido . tax - c(1) (2} | o3) /Fd 0K | 30l
Listo | 7 | |E@mE 0m = Iy} (1)

Figura 27. Vista de pestafia “c(3)”

Para iniciar el calculo de la mejor asignacion de costos debemos de agregar las
bases de datos (que se encuentran en la parte de ANEXOS) en cada una de las pestafias
(Para el Empresario Principal copiar los datos de la tabla que se encuentra en el ANEXO 2

y pegarlos bajo los titulos de la hoja “c(1)”, para el Empresario Concurrente 1 copiar los
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datos de la tabla que se encuentra en el ANEXO 3 vy pegarlos bajo los titulos de la hoja
“c(2)” y para el Empresario Concurrente 2 copiar los datos de la tabla que se encuentra en

el ANEXO 4y pegarlos bajo los titulos de la hoja “c(3)”).

Para no realizar este proceso de manera manual, puede presionar el botén “Extraer
Datos”; inmediatamente habrd agregado las bases extrayéndolas de un archivo de Excel

denominado anex010.xlsx el cual también podemos encontrar en la parte de ANEXOS.

Es importante haber ingresado todos los datos, de lo contrario el programa no

iniciard y desplegara la alerta “Por favor, ingrese los datos”.

CSG - Microsoft Excel
What'sBest! v @o @ %

nnnnn isefio de pagina Grmulas atos evisar  Vista  Programador

éQuées CSG? Instrucciones Condiciones

Por favor, ingrese los datos

Comenzar Extraer Datos Borrar Datos éCuél es el problema?

W 4 ¥ Bienvenido tax (1) /c(2) /<(3) /¥J [l i
tisto | 73 | |[EDm s () U O

Figura 28. Alerta que indica que faltan datos por anexar.
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& 9 - 53 €56 - Microsoft Excel — X
Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista Programador ‘What'sBest! 2 e o @ B
Al - | D v
A B8 c D £ F G H 1 J K L M N ~
FECHA DE EDAD SALARIO  SALARIO B
CLAVE EMPLEADO
a NACIMIENTO ~ ACTUAL QUINCENAL MENSUAL
2 1 EMPOOL 25/4/1956 61 7,029.88 | 14,059.76 ™M
3 2 EMPO02 12/7/1957 50 2,417.08 |  4,834.16 H
a 3 EMPO03 10/8/1953 64 3,255.92 |  6,511.84 ™M
5 4 EMPO04 4/9/1964 53 2,417.08 |  4,834.16 ™M
6 5 EMPO0S 12/9/1856 61 6,778.13 | 13,556.26 H
7 6 EMP00G 26/8/1959 58 3,502.96 |  7,005.92 M
2 7 EMPOO7 17/3/1857 60 3,255.92 |  6,511.84 M
9 8 EMPD08 6/7/1959 58 2,754.38 | 5,508.76 M
10 9 EMPO03 14/09/1956 61 9,105.52 | 18,21L.04 ™M
1 10 EMPO10 6/11/1953 ] 2,525.17 | 5,050.34 M
12 1 EMPO11 24/12/1962 55 2,851.08 | 5,702.16 H
13 12 EMPO12 9/10/1958 59 3,591.21 | 7,182.42 ™
14 13 EMPO13 18/10/1960 57 2417.08 | 4,834.16 H
15 14 EMPO14 15/10/1962 55 2,851.38 | 570276 H
16 15 EMPO15 24/11/1944 73 2,417.08 |  4,834.16 ™M
17 16 EMPO16 1/4/1954 63 7,029.71 | 14,059.42 H
18 17 EMPO17 27/9/1957 50 3,50L50 |  7,003.00 ™M
19 18 EMPO18 10/7/1959 58 3,500.96 |  7,00.92 ™M
20 19 EMPO19 29/8/1960 57 4,692.04 | 9,384.08 H
21 20 EMP020 8/11/1936 81 2,422.92 | 4,845.84 H
2 21 EMPO21 1/7/1962 55 9,730.00 | 19,460.00 H
23 2 EMP022 9/1/1843 68 4,121.67 | 8,243.34 M
2 23 EMP023 13/5/1858 59 7,876.00 | 15,752.00 M
25 24 EMP024 13/8/1947 70 3,50L50 |  7,003.00 M
26 25 EMPO25 30/01/1955 62 2,417.04 | 4,834.08 ™M
27 26 EMPO026 25/11/1951 66 3,134.38 | 6,268.76 H
28 27 EMP027 18/4/1953 64 5,283.54 | 10,567.08 H ~
H 4 » M| Benvenido “tgx | o(1) ~c(2) /c(3) ~ED [l u | (20}
Seleccione el destino y presione ENTRAR o lija Pegar [EEEREe) [ (x)

Figura 29. Vista de la pestafia “c(1)”, que indica la manera de anexar las bases de datos.

Después de haber anexado todos los datos en cada una de las tres pestafias,
regresamos a la pestafia “Bienvenido” y presionamos “Comenzar”; después de
aproximadamente 30 segundos el programa habra generado 8 pestafias adicionales de las

cuales hablaremos a continuacion.

=] s CSG - Microsoft Excel = X
Iniio  Insetar  Disefio de pagina  Formulas  Datos  Revisar  Vista  Programador  What'sBest! v@o & R
=
E

Instrucciones Condiciones
Comenzar Extraer Datos Borrar Datos éCuadl es el problema?

v
W < » | Bienvenido [ tgx c(1) /c(2) /c(3) < c(12) ~c(13) ~c(23) ~c(123) . Resultados M1 . Resultados M2 Resultados M3 Mejor Método [1] 4 [ il 30
listo | 73 | |[ED@m s ) &

Figura 30. Vista de las 8 pestafias creadas al momento de presionar el botén “Comenzar”.
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Dado que estamos trabajando este problema como un juego de manera coalicional
entre tres jugadores, podemos observar que se generaron ademas de las coaliciones
individuales en las pestafias “c(1)”, “c(2)” y “c(3)”, las coaliciones colectivas “c(12)”,
“c(23)”, “c(13)” y “c(123)”. Todas y cada una de ellas contienen la misma informacion.

Para verificarlo entraremos a la pestafa “c(1)”.

Como podremos observar, el programa calculé con los datos ya dados la
probabilidad de fallecimiento, la prima neta de riesgo para un seguro temporal a un afio, la
suma asegurada y el monto de la prima para cada uno de los trabajadores que conforman
esa coalicion. De igual manera se obtuvo, la suma asegurada promedio en ese grupo, la
suma asegurada méaxima que podrian recibir, el tope de la suma asegurada maxima, el
monto total reclamado, el total de integrantes que conforman el grupo y la tasa de interés

bajo la cual se realizaron los calculos.

HiR=| E] €55 - Microsoft Excel — x
Archivo Inicio Insertar Disefio de pagina Férmulas Datos Revisar Vista Programador ‘What'sBest! 4 @ o B 2
FECHA DE EDAD SALARIO SALARIO Prima neta de riesgo de un ‘Suma . -~
CLAVE EMPLEADO " Prima =
NACIMIENTO ~ ACTUAL QUINCENAL MENSUAL segurotemporalaunafio  asegurada =
1 EMPOOL 25/4/1856 61 7,029.88 | 14,059.76 M 0.01342 0.013160236 $506,151.36 | $ 6,661.07 Suma asegurada promedio
2 EMP002 12/7/1857 60 2,417.08 |  4,834.16 H 0.01206 0.011826561 $174,029.76 | $ 2,058.17 $ 381,691.06
3 EMP003 10/8/1953 64 3,255.92 |  6,511.84 M 0.017 0.01667034 $234,426.24 | $ 3,908.11
4 EMP004 4/9/1964 53 2417.08 |  4,834.16 M 0.00719 0.007050827 $174,029.76 | $ 1,227.05 suma asegurada maxima
5 EMPOO0S 12/9/1956 61 6,778.13 | 13,556.26 H 0.0131 0.01284643 $488,025.36 | $ 6,269.38 $3,816,910.65
[ EMP00G 26/8/1959 58 3,502.96 | 7,005.92 ™M 0.0106 0.010334821 $252,213.12 | § 2,621.71
7 EMP007 17/3/1957 60 3,255.92 | 651184 M 0.0124 0.01215998 $234,426.24 | $ 2,850.62 Tope de Suma asegurada maxima
EMP008 6/7/1959 58 2,754.38 |  5,508.76 M 0.0106 0.010334821 $198,315.36 | $ 2,06145 $3,000,000.00
E) EMP00S 14/09/1956 61 9,105.52 | 18,211.04 M 0.01342 0.013160236 $655,597.44 | $ 8,627.82
10 EMPO10 6/11/1953 64 2,525.17 | 505034 M 0.017 001667094 $181,812.24 | $ 3,030.98 Monto total reclamado
1 EMPOL1 24/12/1962 55 2,851.08 | 570216 H 0.00784 0.007688245 $205,277.76 | $ 1,578.23 $6,145,442.26
12 EMPO12 9/10/1958 59 3,591.21 |  7,182.42 M 0.01147 0.011247981 $258,567.12 | $ 2,908.36
13 EMPO13 18/10/1960 57 2,417.08 | 4,834.16 H 0.00931 0.009129791 $174,029.76 | $ 1,588.86 Total de integrantes del grupo
14 EMPO14 15/10/1962 55 2,851.38 |  5,702.76 H 0.00784 0.007688245 $205,299.36 | $ 1,578.39 950
15 EMPO15 24/11/1944 73 2,417.08 |  4,834.16 M 0.03486 0.034185233 $174,029.76 | $ 5,949.25
16 EMPO16 1/4/1854 63 7,029.71 | 14,059.42 H 0.01555 0.015243007 $506,139.12 | $ 7,718.12 Tasa de interés.
17 EMPO17 27/9/1857 60 3,501.50 | 7,003.00 M 0.0124 0.01215998 $252,108.00 | $ 3,065.63 0.04
18 EMPO1E 10/7/1859 58 3,500.96 |  7,001.92 M 0.0106 0.010394821 $252,069.12 | $ 2,620.21
19 EMPO19 29/8/1960 57 4,692.04 | 9,384.08 H 0.00931 0.009129791 $337,826.88 | $ 3,084.29
20 EMP020 8/11/1936 81 2422.92 |  4,845.84 H 0.06793 0.066615115 $174,450.24 | $11,621.02
21 EMP021 1/7/1962 55 9,730.00 | 19,460.00 H 0.00784 0.007688245 $700,560.00 | $ 5,386.08
2 EMP022 9/1/1949 68 4,121.67 | 8,243.34 ™M 0.02335 0.022898026 $296,760.24 | $ 6,795.22
23 EMP023 13/5/1958 59 7,876.00 | 15,752.00 M 0.01147 0.011247981 $567,072.00 | $ 6,378.42
24 EMP024 13/8/1947 70 3,501.50 | 7,003.00 M 0.0274 0. $252,108.00 | $ 6,774.05
25 EMP025 30/01/1955 62 2,417.04 | 4,834.08 M 0.01451 0.014229138 $174,026.88 | $ 2,476.25
2 EMP026 25/11/1951 66 3,134.38 |  6,268.76 H 0.02023 0.019838415 $225,675.36 | $ 4,477.04
27 EMP027 18/4/1953 64 5283.54 | 10,567.08 H 0.01699 0.016661134 $380,414.88 | $ 6,338.14
28 EMP028 4/2/1943 74 6,768.58 | 13,537.16 H 0.03524 0.038480452 $487,337.76 | $18,752.98
29 EMP029 4/10/1955 62 6,768.58 | 13,537.16 M 0.01451 0.014229138 $487,337.76 | $ 6,934.40 3
W 4> o[ Benvenido  tax | o{1) /c(2] c(3) /(1) . c(13] (3}, c(123)  Resultados M1~ Resultados M2~ Resuftados M3 4 T v il
listo | B3 | |[EE|Em 100 (=) ; (+)

Figura 31. Vista de los resultados que se muestran en la pestafia “c(1)” parte 1 .

Si nos desplazamos a la derecha de la hoja, podemos ver una tabla que muestra la
cantidad que tendria que pagar cada jugador (Empresario) por asegurar a sus empleados de
acuerdo a cada esquema de comision, ya sea por el nimero de integrantes, por el valor de la

prima o por un porcentaje fijo.
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CAPITULO 6 6.4.2 Ejecucion

Finalmente podemos notar una ultima tabla que calcula el valor de la coalicién en

la que nos encontramos para cada uno de los tres esquemas.

Bl e €56 - Microsoft xcel - x
@& R

archivo [ELIEE Insetar  Disefio de pagina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista Programador  What'sBest!

Comisién porn®  Comisién por el ‘Comisién por ‘Comisién total por Comision total por Comisidn total por -~
deintegrantes  valordelaprima  porcentaje fijo n® de integrantes el valor de la prima porcentaje fijo =
$ 333.05 | § 333.05 | § 299.75 $307,272.12 $294,892.76 $276,544.90

$ 102.91 | § 205.82 | § 92.62

$ 195.41 | § 390.81 | § 175.86

$ 6135 | 12271 § 55.22

$ 313.47 | § 313.47 | § 282.12

$ 131.09 | § 26217 | § 117.98

$ 142,53 | § 285.06 | § 128.28

$ 103.07 | 206.15 | § 92.77

$ 43139 [ § 43139 | 388.25

$ 15155 | § 30310 | 136.39

$ 7891 & 157.82 | § 7102

$ 14542 | & 290.84 | & 130.88

s 79.44 | & 158.89 | § 7150

s 78.92 | & 157.84 | § 71.03

s 297.46 | § 29746 | § 267.72

$ 385.91 | § 385.91 | § 347.32

$ 153.28 | § 306.56 | § 137.95

$ 131.01 | § 262.02 | § 117.91

$ 154.21 | § 308.43 | § 138.79

$ 58105 | 348.63 | § 522.85

$ 269.30 | § 269.30 | § 242.37

$ 339.76 | § 339.76 | § 305.79

$ 318.92 | § 318.92 | § 287.03

$ 338.70 | $ 33870 | $ 304.83

$ 123.81 )% 24763 | $ 11143

$ 223.85 | § 4770 | $ 201.47

$ 316.91 | 31691 | § 285.22

$ 937.65 | & 187.53 | & 843.88

s 346.72 | § 34672 | § 312.05 L
H 4> o[ Bienvenido _tqx | o{1) . c(2) . c(3) . c(12) . c(13) . c(23) c(123) . Resukados M1 _~ Resultzdos M2 _~ Resultados M3 4 30}
st | B3 | |[ElE 100 (= Iy (+)

Figura 32. Vista de los resultados que se muestran en la pestafia “c(1)” parte 2 .

Después hay otras 3 pestafias, “Resultados M1”, “Resultados M2”, y “Resultados
M3”; estas pestafias contienen las asignaciones de costos para cada jugador de manera
numérica y porcentual, calculadas con los métodos clésicos y los métodos de la Teoria de
Juegos. Los calculos de la pestana “Resultados M1” se realizaron bajo el esquema de
Comision en funcion del numero de asegurados, los calculos de la pestafia “Resultados M2”
se realizaron bajo el esquema de Comision en funcion del valor de su prima y Los célculos
de la pestana “Resultados M3” se realizaron bajo el esquema de Comision mediante un

porcentaje fijo.

Posteriormente se expresa el juego de manera coalicional extrayendo el dato final de
cada una de las pestafias de las coaliciones. Podemos ver el total de empleados asegurados

por cada Jugador.
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CAPITULO 6

6.4.2 Ejecucion

Z Hd9-™-|= €56 - Microsoft Excel — <
Inicio Insertar Disefio de pagina Formulas Datos Revisar Vista Programador ‘What'sBest! 2 e o @ B
n mediante un porcentaje fijo I Juego expresado de manera coalicional M
car samsaaso xa- s sens0
c(2)= 5$139,502.22 xX2+a= § 139,502.22
Repartici6n de la pérdida total Valor de Shapley c(3)= $218,595.50 X3+a= § 218,595.50
x1= $276,544.90 | 43.575% x1= $276,544.90 | 43.575% €(1,2)= $416,047.12 x14x24a= § 416,047.12 X
x2= $139,502.22 | 21.981% x2= $139,502.22 | 21.981% c(1,3)= $495,140.20 X24x3+a= §  358,007.72 x|
x3= $218,595.50 | 34.444% X3= $218,595.50 | 34.444% c(23)= $358,007.72 xlixda= §  495,140.40 X
total= | $634,642.62 [ 100.000% total= | $634,642.62 | 100.000% c(1,23)= $634,642.62 aloexd= § 634,642.62
Reparticién P ional de la pérdida
S e Tl et Nucleolus disruptivo
total (Moriarity)
x1= $276,544.90 | 43.575% X1= $276,544.90 | 43.575% Total de integrantes del grupo Celda objetivo a: -2.91038E-11 Cel
x2= $139,502.22 | 21.981% x2= $139,502.22 | 21.981% Jugador 1= 950 x1= §  276,544.90 L
x3= $218,595.50 | 34.444% x3= $218,595.50 | 34.444% Jugador 2= 450 x2= §  139,502.22
total= | $634,642.62 [ 100.000% total= | $634,642.62 | 100.000% Jugador 3= 700 x3= §  218,595.50
Reparticion igual de los costos no
marginales
x1= $276,544.90 | 43.575% x1= $276,544.90 | 43.575%
x2= $139,502.22 | 21.981% x2= $139,502.22 | 21.981%
x3= $218,595.50 | 34.444% x3= $218,595.50 | 34.444%
total= | $634,642.62 [ 100.000% total= | $634,642.62 | 100.000%
Reparticiol ional de | it
eparticion FHHFH)ICI.UM e los costos Nucleolus Purpun:iunal
no marginales
x1= $276,544.90 | 43.575% x1= $276,544.90 | 43.575%
x2= $139,502.22 [ 21.981% x2= $139,502.22 | 21.981% L
x3= $218,595.50 | 34.444% x3= $218,595.50 | 34.444%
total= | $634,642.62 [ 100.000% total=__ | $634,642.62 | 100.000%
Reparticién proporcional en base a la
cantidad de empleados por asegurar
T ™
H 4 b b Resultados M3 " Mejor Método 3 [l ul ] » [

usto | B3 |

[Eom e o0 G

Figura 33. Vista de los resultados que se muestran en la pestafia “Resultados M1” parte 1.

A la derecha encontramos los datos generados al calcular el Nucleolus y el

Nucleolus Proporcional mediante la utilizacion de SOLVER, mostrdndonos las asignaciones

y el valor de la celda objetivo al haber minimizado los excesos de cada coalicion.

X - = CSG - Microsoft Excel _ %
Inicic Insetar  Disefio de pagina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista  Programader  What'sBest] @@=
Para el nucleolus: Minimizar a Para el nucleolus P: Minimizar af M
xl+a= §  276,544.90 xl+c(l)a= §  276,544.90
x2+a= $ 139,502.22 x2+c(2)a= $ 139,502.22
x3+a= §  218,595.50 x3+c(3)a= §  218,595.50
X1+x2+a= $ 416,047.12 x14x2+¢(1,2)a= $ 416,047.12
x24x3+a= §  358,007.72 x24xHe(2,3)a= § 358,007.72
xl+x3+a= § 495,140.40 xl+xhe(l,3)a= § 495,140.40
xlex2ex3= §  634,642.62 xlx24x3= §  634,642.62
Celda objetivo a: -2.91038E-11 Celda objetivo a: 1.11022E-16
x1= $  276,544.90 x1= §  276,544.90 =
x2= §  139,502.22 x2=§ 13950222
x3= §  218,595.50 x3= §  218,505.50
-
H 4 » W[ " Resultados M2 | Resultados M3 .~ Mejor Método -~ #dJ 14 i [» [
usto | P3| EE e ] o

Figura 34. Vista de los resultados que se muestran en la pestafia “Resultados M1” parte 2.
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CAPITULO 6 6.4.2 Ejecucion

Finalmente, encontramos una pestafia denominada “Mejor Método”. Esta pestafia
selecciona, como su nombre lo indica, el mejor esquema de solucion entre “Resultados
M1”,” Resultados M2” y “Resultados M3”.

Se pueden observar algunos botones que dicen “Ver”, el cual nos muestra la
formula y/o definicion bajo la cual se esta calculando cada método. También
encontraremos un boton que dice “Imprimir”, el cual nos permitira que los datos obtenidos

en la hoja “Mejor Método” sean impresos.

Podemos ver que también se muestra el Core del juego, los Costos Marginales, y en
letras rojas se nos indica cual fue el mejor esquema, asi como cuales fueron los mejores

métodos de solucion con una pequefia justificacion.

Z 9= €SG - Microsoft Excel - x
Inicio Insertar  Disefio de pagina  Formulas Datos  Revisar  Vista  Programador  What'sBest! v @ o @ =

Imprimir 4]
Caso 1: Comisién en funcién del nimero de asegurados i Juego expresado de manera coalicional Para e eo ara

Q- s wann _ ve | s s wrann
c(2)= 5§  232,503.70 X2+a= § 232,503.70
ver Reparticion de la pérdida total ver c(3)= § 242,883.89 x3+a= §  242,883.89
X1= $234,427.80 | 41.556% X1= $240,122.75 | 42.565% c(1,2)= §  369,819.66 x14x24a= $ 466,931.50
X2= $159,659.39 | 28.302% X2= $141,830.69 | 25.142% c(1,3)= §  440,124.80 X24x3+a= § 402,543.28
x3= $170,039.58 | 30.142% X3= $182,173.35 | 32.293% c(23)= §  318,300.09 xlixda= § 477,316
total= | $564,126.77 [ 100.000% total= | $564,126.78 | 100.000% c(1,23)= § 564,126.78 X14x2+X3= §  564,126.78
Reparticion Proporcional de Ia pérdida Nucleolus Disruptivo =|
total (Moriarity)
$221,476.11 | 39.260% = $245,817.69 | 43.575% Core Ver Celda objetivo a: 72844.30667
x2= $167,584.41 | 29.707% x2= $124,001.98 | 21.981% 245817.69 <=x1 <=307272.11 x1= §  234,427.80
x3= $175,066.26 | 31.033% x3= $194,307.12 | 34.444% 124001.98 <=x2 <=232503.7 x2= §  159,659.39
$564,126.78 | 100.000% $564,126.79 | 100.000% 194307.12 <= x3 <= 242883.89 x3= §  170,039.58
Reparticion igual de los costos no
marginales Costo Marginal Total de integrantes del grupo
x1= $245,817.69 | 43.575% x1= $234,427.80 | 41.556% CM(1)=245817.69 CM(2)=124001.98 CM(3)=194307.12 Jugador 1= 950
x2= $124,001.98 | 21.981% x2= $159,659.39 | 28.302% over |
x3= $194,307.12 | 34.444% x3= $170,029.58 | 30.142% El mejor Escenario: M1, Comision en funcién del ndmero de asegurados LI
total=_ | $564,126.79 | 100.000% total=_ | $564,126.78 | 100.000% El mejor Método de solucién es:
Reparticién pmporﬂ_onal de los costos (R Valor de Shapley El Valor de Shapley es un buen método solud
no marginales El pago que el Valor de Shapley asigna a cada
x1= $245,817.69 | 43.575% x1= $221,476.11 | 39.260% x1= S 24012275 [P AL de ellos se le reclama su costo de pertenece:
x2= $124,001.98 | 21.981% x2= $167,584.41 | 29.707% X2= S 141,830.69 25.142% igualmente probables; esta asignacion es uni
x3= $194,307.12 | 34.444% x3= $175,066.26 | 31.033% S 182,173.35 miiltiples alternativas entre jugadores o dife
total= | $564,126.78 [ 100.000% total= | $564,126.78 | 100.000% S 564,126.78 jugador para la cooperacién total y lo recomp

Ver Reparticién proporcional en base ala

Nucleolus Disruptivo
cantidad de empleados por asegurar P

4255 200 21 2289
(3} ) ¢

- a5 - < 2 575% ivo brinda a cada vi |
M c(1) e(2) c(12) (13 (23) “c(123) Resuttados M1 Resuttados M2 Resultados M3 | Mejor Método .~ ¥ [M4T [ |

___
listo | P | |@]IEIE 1008 (=) ! (+)

Figura 35. Vista de los resultados que se muestran en la pestafia “Mejor Método”.

Si quisiéramos borrar todo para ingresar una nueva base de datos, regresamos a la
pestaiia “Bienvenido” y presionamos el boton “Borrar datos”. Se mostrara el mensaje de
alerta “;Desea borrar también las bases de datos?”, asi, el usuario tendra la opcion de
eliminar todos los célculos y mantener las bases de datos intactas o de eliminar por
completo bases de datos y célculos; puede volver a presionar el boton “Extraer Datos” para
realizar un nuevo analisis (Nota: Si el usuario desea ingresar una nueva base de datos,
tendra que modificar el archivo anexo10.xlIsx sin hacer cambios en el nombre de las hojas y
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CAPITULO 6 6.4.2 Ejecucion

los titulos de las columnas solicitadas, asi, cuando vuelva a presionar “Extraer Datos” se

habra anexado su base modificada).

v CSG - Microsoft Excel

JYUTW  inicio  Insertar  Disefio de pagina  Formulas  Datos  Revisar  Vista  Programador  What'sBest! v@o & R

=
E
éQuées CSG? Instrucciones Condiciones
> p
a (Desea borrar también las bases de datos?
3
Somenzac Extraer Datos Borrar Datos éCudl es el problema?
4 < » M| Bienvenido /tgx /(1) ~c(2) [c(3) %I ]« [T (]
listo | B3 | [Eom % V] &)

Figura 36. Vista de la alerta al momento de presionar el botén “Borrar Datos”.

Si se eliminaron por completo los célculos y bases de datos, se desplegara la alerta

“Ya no hay datos que eliminar”.

] | = CSG - Microsoft Excel

Inico  Insertar  Disefio de pagina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista  Programador  What'sBest! v@o & R

éQuées CSG? Instrucciones Condiciones

Ya no hay datos que eliminar

Comenzar Extraer Datos Borrar Datos éCuadl es el problema?

4> | Bienvenido . tgx . c(1) [ c(2) [ c(3) %I MeC il [o ]

Listo | 73 | |[EOm s ) U O

Figura 37. Vista de la alerta cuando no hay datos que eliminar.
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CAPITULO 6 6.4.2 Ejecucion

De lo contrario, si lo que se desea es cerrar el programa, se debe seleccionar el

botdn “Salir” en la pestaiia “Bienvenido”. El programa se cerrara sin guardar cambios.

Para un mayor detalle del funcionamiento del programa o el cddigo de

programacion del mismo descargue los archivos anexo8.pdf y anexo9.pdf que se encuentra
en los ANEXOS.
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CONCLUSION

La Teoria de Juegos analiza los comportamientos estratégicos entre los jugadores.
En el mundo real, son muy frecuentes las situaciones en las que, al igual que en los juegos,

su resultado depende de la toma de decisiones entre dos o mas jugadores.

Todos los juegos de nifios o de adultos, son modelos que pueden sacar provecho de
esta Teoria. La Teoria de Juegos se diferencia de la Teoria de Decisiones porque no se
considera la eleccion de una conducta, sino que, depende de las elecciones de los

participantes del juego, buscando asi simular la interaccién de la cooperacion humana.

Los juegos cooperativos pueden utilizarse como modelos en donde los participantes
pueden asignar cierta cantidad y minimizar o maximizar su asignacion dependiendo la

naturaleza del problema.

El concepto de asignacion de costos juega un papel muy importante en la toma de
decisiones economicas ya gque ademas de medir ingresos y costos, funciona como un

instrumento de control y toma de decisiones.

Este proceso de asignacion de costos se realiza bajo diversos métodos clasicos, ya
sean econdmicos o contables y cada uno de ellos recomienda asignaciones diferentes. Lo
recomendable es compararlos para verificar cual método es “"el mas justo posible”;
ciertamente tiene que satisfacer propiedades deseables que a veces se pasan por alto: la
propiedad de racionalidad individual, la propiedad de racionalidad para coaliciones y la

eficiencia.

Si al analizar cada método no se cumplen estas propiedades por completo, entonces
se deben rechazar al no ser suficientemente justos y, por consiguiente, la manera de poder

trabajar el problema es mediante el uso de los métodos de Teoria de Juegos.

La Teoria de Juegos ha alcanzado un alto nivel de sofisticacion matematica en tan
solo medio siglo y ha mostrado una gran versatilidad en la resolucion de problemas.
Muchos campos se han visto beneficiados por las aportaciones de los distintos métodos de
solucion como lo son el Valor de Shapley o el Nucleolus.
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El Valor de Shapley es un concepto muy importante porque ofrece una posible
solucidn a las insatisfacciones generadas entre coaliciones por no obtener el beneficio que
consideran adecuado. Es decir, dado que algunos jugadores contribuyen mas a la coalicion
que otros, mediante este método, la reparticion de los beneficios ocurre de la manera mas
justa posible. Este modelo es normativo y eso lo hace un método con solucién Unica y
confiable. Por tal motivo es el més utilizado en la solucion de problemas de asignacion de

costos.

Por otro lado, el Nucleolus se limita a un conjunto de posibles valores (vectores de
pago) que cumplen una serie de restricciones que tratan de ser lo mas razonables dentro del
Core, es decir, contiene aquellas distribuciones de pagos para las cuales se minimiza el
mayor de los grados de satisfaccion. De igual manera el Nucleolus es Unico y busca ser

justo.

Por tanto, aunque ambos métodos suenan deseables, cada problema debe ser
estudiado de acuerdo al comportamiento, al tipo de datos y a las diferentes propiedades que
son satisfechas para tomar la mejor decision;por ejemplo en el caso de estudio ademas de
analizar las propiedades bésicas se tuvo que verificar la monotonia y la razonabilidad entre

coaliciones.

Como nota final, la Teoria de Juegos Cooperativos se enfrenta actualmente a un
interesante punto de inflexion de su historia. Naci6 de problemas précticos de considerable
importancia; Puedo mencionar algunas aplicaciones efectivas de los conceptos de solucion

de la Teoria de Juegos al mundo real:

¢ Financiamiento de grandes proyectos de desarrollo.
e Reparto de agua entre comunidades

e Asignacion de los costos o ingresos entre departamentos de empresas, etc.
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ANEXOS

Todos los Anexos podran ser descargados desde la pagina:
www.fcfm.buap.mx/jzacarias/eve/ y el anexo que desea visualizar, por ejemplo:

www.fcfm.buap.mx/jzacarias/eve/anexol.pdf

ANEXO 1.- Tabla de probabilidad de fallecer para hombres y mujeres.
anexol.pdf

ANEXO 2.- Tabla de datos de empleados del Empresario Principal, que contiene ID, Clave
del empleado, Fecha de nacimiento, Edad actual, Salario quincenal, Salario mensual, Sexo

y el valor de la Prima que le corresponde a cada uno de los 950 empleados.
anexo2.pdf

ANEXO 3.- Tabla de datos de empleados del Empresario Concurrente 1, que contiene ID,
Clave del empleado, Fecha de nacimiento, Edad actual, Salario quincenal, Salario mensual,

Sexo y el valor de la Prima que le corresponde a cada uno de los 450 empleados.
anexo3.pdf

ANEXO 4. Tabla de datos de empleados del Empresario Concurrente 2, que contiene ID,
Clave del empleado, Fecha de nacimiento, Edad actual, Salario quincenal, Salario mensual,

Sexo y el valor de la Prima que le corresponde a cada uno de los 700 empleados.
anexo4.pdf

ANEXO 5.- Tabla de datos de empleados del Empresario Principal, que contiene ID, Clave
del empleado, el valor de la Prima que le corresponde a cada uno de los 950 empleados, asi

como el total de comision que debe pagar en cada uno de los 3 esquemas por empleado.
anexo5.pdf

ANEXO 6.- Tabla de datos de empleados del Empresario Concurrente 1, que contiene ID,

Clave del empleado, el valor de la Prima que le corresponde a cada uno de los 450
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empleados, asi como el total de comision que debe pagar en cada uno de los 3 esquemas

por empleado.
anexo6.pdf

ANEXO 7.- Tabla de datos de empleados del Empresario Concurrente 2, que contiene ID,
Clave del empleado, el valor de la Prima que le corresponde a cada uno de los 700
empleados, asi como el total de comision que debe pagar en cada uno de los 3 esquemas

por empleado.

anexo7.pdf
ANEXO 8.- Guia del funcionamiento del programa “CSG”.

anexo8.pdf
ANEXO 9.- Codigo de programacion “CSG”.

anex09.pdf

ANEXO 10.- Documento de Excel que contiene las Bases de datos de los Empresarios

Principal y Concurrentes.

anexo10.xlsx
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