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Introduccion

El petréleo es la materia prima de la que se obtienen la mayor parte
de los productos procesados que se convierten en bienes de consumo, por lo que
es una base amplia de la dindmica econoémica de todo el mundo. El petroleo es
un hidrocarburo que se presenta en los tres estados de la materia: solido (bitumen
natural), liquido (crudo) y gaseoso (gas natural).

Los yacimientos de petroleo se ubican en el subsuelo, a diferentes pro-
fundidades (hasta 6,000 m). Al fondo de los yacimientos se encuentra agua, por
debajo de las mezclas de hidrocarburos pastosos y liquidos (que son menos pesadas
que el agua) y en la parte mas alta del deposito se ubican los hidrocarburos en
estado gaseoso.

La explotacion petrolera deriva en dos productos. En el primero, el
petroleo crudo se exporta en barriles. En el segundo, el petréleo se procesa y se
transforma en productos como combustibles, asfaltos, lubricantes, grasas, coke y
parafinas entre otros. Todos estos productos componen a la industria petroquimica.

FEl Petroleo a Nivel Mundial

Desde el dltimo tercio del siglo XIX, el petroleo es la energia primaria mas impor-
tante del mundo. Practicamente todas las actividades econémicas se sustentan en
el petroleo como fuente energética, representando alrededor del 40 % de las necesi-
dades energéticas mundiales.

El Medio Oriente es el mayor productor de petréleo: provee cerca de
un tercio del consumo mundial. Pero Europa, Asia (en especial, Rusia y el Reino
Unido) y Estados Unidos son también grandes productores. La diferencia radica
en que casi toda la produccion de Medio Oriente es para exportacion, mientras que
Estados Unidos no llega a cubrir su consumo doméstico; consume més de lo que
produce. Medio Oriente encabeza la lista de reservas de petroleo; la magnitud de
los yacimientos de Arabia Saudita e Irak hace que los del resto del mundo parezcan
pequenos; ademas, en otras zonas con reservas importantes, es mucho mas costosa
la extraccion, como en Canadé.
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A pesar de ser una regién con las menores reservas, Ameérica del Norte
es la region que mas petroleo consume y depende en gran medida de la importaciéon
de hidrocarburos. La zona Asia-Pacifico es una gran consumidora de crudo, sien-
do la que menos yacimientos tiene. A ambas regiones se atribuye casi el 90 % del
incremento del consumo de petréleo en los tultimos 10 anos.

El precio del barril de petréleo se considera un referente en el sistema
energético mundial. El mercado del petréleo forma parte vital de los mercados
financieros, afectando sus variaciones a casi la totalidad del resto de los sectores.
En muchos casos, su importancia es tal que se ha considerado como el origen de
importantes conflictos politicos y bélicos.

Dentro de la producciéon de este combustible, la institucién mas im-
portante es la Organizacion de Paises Exportadores de Petroleo (OPEP). Existe
gran controversia respecto al papel que ejerce esta institucion dentro del mercado.
La OPEP controla la mayor parte de la producciéon mundial de petroleo, aunque
existen otros paises (grandes productores) que no pertenecen a esta organizacion.

Al comienzo la OPEP estaba conformada solo por cinco paises: Irak,
Iran, Kuwait, Arabia Saudita y Venezuela. Anios después se sumaron 7 paises mas:
Nigeria, Libia, Qatar, Los Emiratos Arabes Unidos, Libia, Indonesia, Argelia y
Gabon.

El petroleo y su gama casi infinita de productos derivados lo convierten
en uno de los factores mas importantes del desarrollo econémico y social en todo el
mundo. El petroleo y las decisiones estratégicas que sobre él se toman por los pai-
ses productores influyen en casi todos los componentes de coste de una gran parte
de los productos. Cuando sube el precio del petréleo se produce una subida de los
costes de forma mas o menos inmediata, en casi todos los sectores productivos, en
consecuencia, este aumento se refleja en los precios de los bienes de consumo.

La extraccion y produccion de petroleo estd en manos de unos pocos
paises productores y es controlada por la OPEP, quien con sus decisiones influyen
en los distintos mercados en los que se fijan los precios minimos del crudo. Por
todo ello, es muy importante el impacto del petroleo en la economia mundial y
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en las de los diferentes paises que dependen en gran medida de esta materia pri-
ma. La OPEP controla aproximadamente dos tercios de la exportacion mundial
de petroleo.

Pemex

En Meéxico, cerca del 88 % de la energia primaria que se consume proviene del
petréleo. Esta energia llega a nosotros cada dia en una gran variedad de formas.
El petroéleo es la principal fuente de insumos para generar energfa eléctrica, ademas
de permitir la producciéon de combustibles como gasolina, gas y turbocina para los
sectores de transporte e industrial. El petréleo es también una materia prima de
una gran cantidad de productos como telas, medicinas y variados objetos de plas-
tico, polietilenos o polimeros, entre otros, que son indispensables para cualquier
area industrial y comercial.

Debido a la importancia del petréleo y sus derivados, el gobierno me-
xicano decidi6 expropiar la industria petrolera. Asi, en 1938 fue creada la actual
paraestatal Petroleos Mexicanos que posee campos de extraccion diversos en zonas
y aguas territoriales. Actualmente PEMEX es la mayor empresa de México y el
mayor contribuyente fiscal del pais, asi como una de las empresas més grandes de
América Latina. Esta compania paraestatal opera a través de un corporativo que
administra cuatro areas:

PEMEX Exploracion y Producciéon

PEMEX Refinacion

PEMEX Gas y Petroquimica Bésica

PEMEX Petroquimica

Los ingresos de estas areas son orientados a la economia nacional.

Petroleos Mexicanos es la empresa més importante del pais, por los
ingresos que significa para la federacion, por la infraestructura creada y operati-
va a todo lo largo del territorio nacional, y por la importancia del petrdleo en la
economia mundial. Es el décimo productor de crudo a nivel mundial.
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PEMEX, durante las altimas décadas, ha encontrado yacimientos de
petroleo en diferentes lugares de la reptiblica mexicana. Los principales estados
que producen petroleo en el pais son:

Campeche

Tabasco

Veracruz

Tamaulipas

Para identificar la calidad del petroleo se utiliza la medida de grados
del American Petroleum Institute (API); a mayor nimero de API, mayor calidad
y valor de venta. En México existen principalmente tres clases: Olmeca, Maya e
Itsmo. Su diferencia consiste en la densidad y contenido de azufre, siendo el Olme-
ca el de mejor calidad porque tiene mayor densidad y menor cantidad de azufre.
Por el contrario, el petroleo Maya es el de menor calidad por la alta concentraciéon
de azufre y su baja densidad. El petroleo clase Istmo se encuentra a la mitad de la
escala, con cantidades de azufre y puntaje en API intermedios. Estos hidrocarburos
se encuentran en estado liquido y se les denomina crudos. Cuando se encuentran
en estado gaseoso reciben el nombre de gas natural.

‘ Tipo ‘Concentracic’)n‘ Grados ‘ Origen ‘ Produccion

Maya | 3.3% azufre | 22° API Campeche Mas del 50 % del total

Istmo 1.3% azufre | 27° API Chiapas y Tabasco 30% de la produccion

Olmeca | 0.8% azufre | 38° API | Tabasco y Tamaulipas | 20 % de la produccion

Cuadro 1: Clasificacion de tipos de petroleo en México

La produccion de las diferentes clasificaciones de petroleo contribuyen
significativamente a la economia mexicana. PEMEX aportaba aproximadamente
con un tercio de los ingresos del sector publico del pais y sus ventas equivalen
al 10 % del PIB. La distribucion de los ingresos petroleros ha quedado (de forma
aproximada y variable segin el afio) en 14 % para los estados, 3 % para municipios
y casi el 70 % para el gobierno federal.
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| Pais | Tipo | API |

Medio Oriente Arabian Light 40 °
Noruega Brent 38 °
Asia Dubai 31°
EE.UU. West Texas Intermediate (WTT) | 39 °

México Maya (Pesado) 21.57 °

México Istmo (Ligero) 33.44 °

Meéxico Olmeca (Super Ligero) 38.30 °

Cuadro 2: Comparacion del tipo de petréleo mexicano en grados API a nivel
mundial de acuerdo a la OPEC(2016)

A lo largo de la historia, el precio del petréleo ha sufrido una evolucién
marcada por distintas circunstancias sociopoliticas y econémicas. De forma gener-
al se ha establecido que los mayores precios del petroleo han ido acompanados de
fenomenos bélicos que han afectado a los paises productores.

En el altimo ano la atencién piblica se ha concentrado en el colapso
de precios del petroleo, asi como en sus posibles consecuencias a corto y mediano
plazos sobre las finanzas publicas y la situacion financiera de Pemex. Los precios
de la canasta mexicana de crudos de exportacion se desplomaron de un promedio
de 99 dolares por barril en junio de 2014 a 42 doélares en enero de 2015, lo que
representa una caida de 58 por ciento. Recientemente se observo una cierta recu-

peracion, elevandose el precio a 55 dolares por barril en mayo pasado. (Lajous,
2015).

México, no pertenece a la OPEP, y es el caso tinico de un pais en que la
gasolina siempre aumenta, de forma independiente al precio del petroleo en el mer-
cado internacional. Este fenémeno se debe a que el gobierno carga dos impuestos
a los consumidores: el Impuesto al Valor Agregado (IVA) y el Impuesto Especial
sobre Productos y Servicios (IEPS).

La oferta y la demanda es la logica bajo la cual flucttian los precios del
petroleo. Aunque se deben tener en cuenta otros factores también importantes. Es-
tos factores pueden estar relacionados a un incremento en el consumo, a conflictos
bélicos o, incluso, a la especulacién de los inversionistas y compradores de petroleo.
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Segun el Congreso de Estados Unidos (2013), iina tercera parte del
precio del petroleo se relaciona directamente con la especulacion de los Fondos
de Inversion y grandes bancos". De forma similar, la consultora Goldman Sachs
(2013) considera que el impacto de este fenomeno es del 40 % en el precio. Asi, el
precio del crudo de exportacion estara regido por la ley de la oferta y la demanda,
y por la aceleracion o desaceleracion de la economia mundial.

A pesar de los diversos factores que intervienen en determinar el precio
del petroleo, es importante enfatizar la importancia de la producciéon y la demanda
en este proceso. Gersheson (1999) senala que cuando la produccion es el elemento
determinante de los precios, a menudo se le denomina mercado de vendedores. Por
el contrario, cuando la demanda es el elemento determinante, se le llama mercado
de compradores.

Objetivo de la investigaciéon

El crudo mexicano como pilar fundamental de la economia mexicana,
requiere un estudio especializado.

El Gobierno Federal a través del cobro de impuestos y otras contribu-
ciones de la sociedad, obtiene los ingresos necesarios para atender sus necesidades
de gasto; entre ellos los ingresos provenientes de la venta del petroleo; de la venta
de bienes y servicios de las empresas y organismos publicos, asi también como de
los financiamientos que contrata.

Anualmente el Poder Ejecutivo Federal, por conducto de la Secretaria
de Hacienda y Crédito Publico (SHCP), conforma el Paquete Econémico, inte-
grado por los documentos fundamentales que determinan los objetos, directrices,
instrumentos y criterios de definicion de la Politica Fiscal.

El Paquete que elabora la SHCP se halla integrado por:
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1. Los Criterios Generales de Politica Econ6mica

2. Iniciativa de Ley Ingresos de la Federacion

3. Decreto del Presupuesto de Egresos de la Federacion
4. Presupuesto de Egresos de la Federacion

5. Miscelanea Fiscal

La importancia fundamental del proceso de prediccion de precios del
crudo de exportacion mexicano, radica en el hecho de que este, junto con indi-
cadores como el crecimiento econémico, la inflacion y el déficit, entre otros, son
la base para la formulacion de la politica fiscal, pues en ellos se contiene la evolu-
cion reciente de la economia mexicana, su contexto y el comportamiento futuro
probable. Esta informacion da la pauta para establecer el calculo de los ingresos
publicos y, por lo tanto, el volumen del gasto a disponer.

Los pronésticos son una parte importante del andlisis econométrico, en
términos generales, hay cinco enfoques de prondésticos econémicos basados en series
de tiempo (Gujarati, 2009) :

Métodos de Suavizamiento Exponencial

Modelos de Regresion Uniecuacionales

Modelos de Regresion de Ecuaciones Simultaneas

Modelos Autorregresivos Integrados de Promedios Moviles (ARIMA)

Modelos de Vectores Autorregresivos (VAR)

La metodologia ARIMA, cominmente conocida como metodologia de
Box-Jenkins, se basa en el anélisis de las propiedades probabilisticas o estocasticas
de las series de tiempo econdémicas.

Por esta razon, Box y Jenkins desarrollaron un método destinado a
identificar, estimar y diagnosticar modelos dindmicos de series temporales en los
que la variable del tiempo juega un papel fundamental. Una parte importante
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de esta metodologia estd pensada para evitar la tarea de especificar el modelo al
azar y dejar que los datos historicos de la variable indiquen las caracteristicas de
la estructura probabilistica subyacente. Box y Jenkins plantearon una familia de
modelos de series de tiempo que se ajustaran para explicar la evolucion de una
variable a lo largo del tiempo.

El objetivo principal de este trabajo es establecer un modelo estadis-
tico paramétrico para realizar la prediccion sobre el precio promedio semanal del
crudo de exportacidon mexicano, usando la metodologia de Box-Jenkins para series
de tiempo. Construir un modelo para una serie de tiempo tiene como objetivo
principal predecir valores futuros de la serie con una precisiéon aceptable.

En este trabajo de tesis se realiz6 un estudio de los precios promedio se-
manales del crudo de exportacién mexicano, obtenidos de forma diaria del vinculo:
http://www.cefp.gob.mx/intr/bancosdeinformacion/cortoplazo/indicado\
res_macroeconomicos/im020.x1s

La informacion en dicho vinculo fue elaborada por el Centro de Estudios
de Finanzas Publicas de la H. Camara de Diputados, con datos de la Secretaria
de Energia, PEMEX, REUTERS, el Mercado de Fisicos, El Financiero y la Se-
cretaria de Economia. Esta base de datos cuenta con los indicadores de Precios
Internacionales de Petroleo en América (WTI, Brent, Olmeca, Istmo, Maya, Mez-
cla), Europa (Brent y Mezcla) y Asia (Dubai y Mezcla) recopilados desde el 3
de enero del ano 2000 hasta el dia 17 de diciembre de 2015, estan expresados en
USD. Para los fines de esta tesis se utilizard tinicamente el Precio Promedio de
Exportacion del Crudo Mexicano.

Para el desarrollo del trabajo se realizo inicialmente una reduccion de
datos para eliminar el problema de los datos faltantes y la volatilidad alta que se
presentaba en dias donde los precios cayeron o subieron abruptamente; de los 4114
datos diarios que se tenian, se calcularon los promedios semanales y asi se obtuvo
una base de datos con tnicamente 830 datos.


http://www.cefp.gob.mx/intr/bancosdeinformacion/cortoplazo/indicado\ res_macroeconomicos/im020.xls
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Capitulo 1

Marco Teo6rico

1.1. Introduccion

El uso de observaciones historicas hasta el instante ¢ de una serie de
tiempo para pronosticar su valor en un futuro ¢ + [, es la base para planeaciones
econémicas, de negocios, de produccién, control de inventarios y optimizacion
de procesos industriales, entre otros. Para muchos problemas en los Negocios,
Economia, Ingenieria, Fisica y Ciencias Ambientales, los datos de series de tiempo
pueden presentarse como diversas variables de interés.

A continuacion, se proporcionan definiciones necesarias para el desa-
rrollo de este trabajo:

Sea (£, F, P) un espacio de probabilidad, donde €2 es el espacio muestral,
F es la sigma-algebra de eventos de {2 y P es la medida de probabilidad definida
para F'. Una variable aleatoria Y es una funcién con valores reales definida en ()
tal que para cada namero real ¢, A. = {w € Q| Y(w) < ¢} € F.

Un proceso estocastico {Z;} es una familia de variables aletorias inde-
xadas por t € T y definidas para un espacio de probabilidad dado.
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Supongase ahora que 7' es un conjunto indexado con tantos elementos
como el conjunto de los enteros positivos. Un proceso estocastico discreto es una
funcion Y : T' x 2 — R tal que para cada t € T, Y'(¢,-) es una variable aleatoria.

Una serie de tiempo es un conjunto ordenado de observaciones, cada
una de las cuales estd asociada a un momento en el tiempo. Cuando las obser-
vaciones estudiadas provienen de intervalos iguales de tiempo, entonces se esta
trabajando con una serie de tiempo discreta. De la misma forma, cuando las ob-
servaciones se generan y observan de forma continua, la serie de tiempo es continua.

Cabe recalcar que mientras un proceso estocastico es el resultado de
la coleccion de variables aleatorias, una serie de tiempo es una observaciéon de un
proceso estocastico. Es decir, existen infinitas series de tiempo resultado del mismo
proceso estocastico.

Una de las principales razones de estudio de las series de tiempo, es
la generacion de prondsticos. Como las series analizadas son estocasticas, su com-
portamiento futuro se puede determinar de forma parcial haciendo uso de las
distribuciones de probabilidad generadas por sus valores pasados.

Intuitivamente, cuando una serie oscila alrededor de un nivel constante
en un periodo de observacién, se dice que es una serie estacionaria. Fn secciones
posteriores se estudiaran con més detalle.

Una serie de tiempo puede ser vista como el conjunto de componentes
elementales no observables, como la estacionalidad, la tendencia y el ciclo.

Que una serie sea estacional significa que ésta muestra un compor-
tamiento periodico repetitivo. Generalmente se estudia la estacionalidad en inter-
valos de un ano, pues, como el nombre lo dice, su comportamiento varia segiin la
estacion del ano.

La tendencia es la componente que caracteriza el movimiento a largo
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Figura 1.1: Serie de tiempo con comportamiento Estacional

plazo de la serie; ascendente o descendente.
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Figura 1.2: Tendencia en Series de Tiempo
Operadores

Para eliminar la tendencia de las series, existen métodos que nos ayudan
a lograr la estacionariedad. Estos métodos tienen como herramienta principal a los
operadores de diferencia y de retardo.
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1. Llamaremos operador de retardo a aquel denotado por B y que aplicado a
una funciéon dependiente del tiempo, proporciona esa misma funciéon pero

retardada un periodo:
BZy = Zi

para toda t, que de forma general se expresa como:
B*Z, = Zy

2. La operacion inversa se define como el operador de adelanto F' = B~!, que

es tal que:
FZy=Z

para toda t, que de forma general se expresa como:
F*Z, = Zyy,
3. Otro operador importante es el operador diferencia V, definido por:
Vi, =7, —Z; 4
Que puede ser escrito en términos de B como:

VZt - Zt - Zt—l - (1 — B)Zt

1.2. Procesos Estocasticos Estacionarios

Estan basados en la premisa de que el proceso esti en un estado partic-
ular de equilibrio estadistico. Un proceso estocastico es estrictamente estacionario
si sus propiedades no son afectadas por un cambio en el tiempo de origen, es decir,
que la distribucion de probabilidad conjunta asociada a k observaciones realizada
en cualquier intervalo de tiempo es la misma.

1.2.1. Conceptos Preliminares
Media y Varianza de Procesos Estacionarios

Cuando se observa un proceso estocastico, la suposicion de estacionarie-
dad implica que la distribucién de probabilidad es la misma para todos los instantes
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t, entonces el proceso tiene una media constante que indica el nivel alrededor del
cual fluctua

=Bl = /_ " p()ds

[e.e]

y varianza constante que mide la amplitud del nivel:

ot = Ella— ) = [ (2 ()

—00

Estacionariedad estricta

Una serie de tiempo {Z;} con t = 0,1, 2, .. es estrictamente estacionaria
si y solo si para cualquier coleccion finita de variables aleatorias se cumple que

Es decir, si seleccionamos k variables aleatorias y las desplazamos h unidades de
tiempo, la distribucion conjunta de las variables aleatorias no cambia.

Estacionariedad débil

Se dice que una serie de tiempo es estacionaria en sentido débil o de
segundo orden si para cualquier coleccion finita de variables aleatorias se cumple
que:

1. Es estacionaria en media, es decir, todas las variables aleatorias de la serie
tienen la misma media finita, es decir, Vt € T"

E(Z) =p<oo

2. Todas las variables tienen la misma varianza y es finita, es decir, la dispersion
alrededor de la media a lo largo del tiempo es la misma para todas las
variables de la serie de tiempo:

Var(Z) = E[Z; — p)> = 02 < oo, Vt € T.
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3. Las autocovarianzas s6lo dependen del ntimero de periodos de separacion en-
tre las variables y no del instante, es decir, la covarianza entre dos variables
aleatorias de la serie de tiempo que disten k periodos de tiempo es la mis-
ma que existe entre cualesquiera otras dos variables que estén separadas k
periodos, independientemente del momento concreto de tiempo al que estén
referidas.

v.(k) := Cov(Zyih, Zt) = E|Zyy — pl[Zy — p] < 0o, Vk € ZF

De forma similar, la autocorrelacién con retraso k es:

~ VE = A E s — 0] o 7.(0)

o.(k) El(z — p)(ze4x — 1) B[z — p)(zegr — 1) (k)

Por lo tanto, se dice que un proceso estocastico es estacionario en covarianza si y
solo si:

ElZ) =p <o

Var|Z) =0% <o sik=0

COU[Zt—Q—k;Zt] = { ’}/Z(k> < 00 sk Z 1

Si un proceso estocdstico es estacionario en covarianza y su distribucion
es Normal, es estacionario en sentido estricto.

1.2.2. Funciones de autocovarianza y autocorrelacién

Para un proceso estacionario {Z;}, la media y varianza constantes se
definen como E(Z;) = py Var(Z,) = E(Z; — p)* = o2. La covarianza Cov(Zy, Zy,)
es una funcion de la diferencia de instantes |t—k|. Entonces escribimos al coeficiente
de autocovarianza entre Z; y Z;.j como:

V. (k) = Cov(Zy, Ziik) = E(Zy — p)(Zeyr — 1)

La funcién de autocovarianzas de un proceso estocéstico estacionario recaba toda
la informacion sobre la estructura dindmica lineal del mismo. Como esta depende
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de las unidades de medida de la variable, generalmente se utiliza la funcién de
autocorrelacion.

El coeficiente de autocorrelacion entre Z; y Z;, mide el grado de asociacion lineal
que existe entre esas observaciones, y se define como:

_ Cov(Zy, Zyi,) _ V- (k) _ 7. (k)
VVar(Z)\/Var(Zex)  /7:(0)7:(0)  7=(0)

Este coeficiente toma valores —1 < p,(k) < 1. Cuando p,(k) = 1, se dice que existe
una relacion lineal perfecta y positiva entre las observaciones. Si p,(k) = —1, en-
tonces existe una relacion lineal perfecta pero negativa entre las mismas. Y cuando
p-(k) = 0, entonces no existe relacion lineal entre las observaciones.

p-(k)

La grafica de v,(k) contra los retardos k, recibe el nombre de funcion
de autocovarianza v,(k) (FACV) del proceso. La grafica del coeficiente de autoco-
rrelacion p, (k) en funcion del retardo k es llamada la funcidn de autocorrelacion

p-(k) (FAC) del proceso.

Podemos ver de las definiciones que se cumple que v, (k) = p.(k)o?, por
lo que el conocimiento de un coeficiente, implica el conocimiento del otro.

Propiedades de la FACV y de la FAC:

1. 7.(0) >0

2. |7:(k)] <7:(0)

3. 7:(k) 20

4. El coeficiente de autocorrelacion de orden (0 es por definicion igual a 1.

5. La funcion de autocorrelacion de una serie de tiempo estacionaria tiende a
cero rapidamente cuando k tiende al oco.

6. 7.(*) ¥ p=(*) son funciones pares, es decir, 7.(k) = 7.(=k) ¥ p.(k) = p.(—Fk)
para toda k, pues: v, (k) = E|[Z;—p|[Zirr—p) = E|Zi—p][Zi—r—p] = v.(—k).
Es por esta razon que la funcion de autocorrelacion se grafica tinicamente
para retardos positivos. A este grafico se le conoce como correlograma.
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7. Ambas funciones son semidefinidas positivas en el sentido de que:

Z Z QY|4 —t;] = 0

i=1 j=1

Z Z 0Pt —t;) = 0

i=1 j=1
para cualquier conjunto de instantes tq,...t,, y cualesquiera ntmeros reales

Qq, ..., ap,. Una condicién necesaria para que una funcién sea de autocova-
rianza o autocorrelacién de un proceso, es que sea semidefinida positiva.

Funciéon de Autocorrelacion Parcial

Debido a condiciones de estabilidad, las funciones de autocorrelacion
de procesos autorregresivos estacionarios de orden finito siempre son sucesiones
que convergen a cero pero no llegan a él. Esto complica el distinguir entre procesos
de diferentes 6rdenes cuando se usa la funcion de autocorrelacion. Para lidiar con
este problema, haremos uso de la funcion de autocorrelacion parcial. La correlacion
parcial entre dos variables aleatorias es la correlacion que queda si el impacto
posible de todas las otras variables aleatorias ha sido eliminado.

Para esto haremos uso de la correlacion condicional

Corr(Zy, Zywi| Zisas ooy Zisk—1)

que es mejor conocida como la autocorrelacion parcial en el analisis de series de
tiempo.

La autocorrelacion parcial puede ser obtenida considerando un modelo
de regresion, donde la variable dependiente Z;,; de un proceso estacionario con
media cero es retrasado en k variables Z; 1, Zi1 ko, ..., Z; de la siguiente forma:

Ziwk = ¢(k1) Ziih1 + 02(k2) Ziyp—o + ... + 0-(kk) Zi + erp

donde ¢, (ki) denota el i-ésimo parametro de regresion y e; . es el término de
error con media cero que no estd correlacionado con Z; ;_; para 7 = 1,2,... k.
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por Z;;_;, obtenemos

Y2(j) = (k)72 (j — 1) + ¢=(k2)7.(j — 2) + ... + ¢ (kk)7. (] — k)
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y de ahi

Para j = 1,2, ..., k se tiene el sistema de ecuaciones:

p=(1) = ¢=(klp=(0) + @2(k2)po(1) + ... + ¢:(kk)p.(k — 1),
p=(2) = d:(k)p:-(1) + 6:(k2)p=(0) + ... + ¢:(kk)p:(k — 2),

p=(k) = ¢-(k1)p.(k — 1) + ¢:(k2)p.(k —2) + ... + ¢-(kk)p-(0).

Usando la regla de Cramer sucesivamente para k = 1,2, ... tenemos:

8 nglg‘
Pz 1 Pz 2
722 = 1 pz(l)‘
po(1) 1
L p.(1) pa(1)
3ty 22
¢:(33) = ORC)
p=(1) 1 p=(1)
p=(2) p(1) 1
p=(1) p=(2) ok —2) pa(1)
p() 1 ) (b =3) pu(2)
b.(kk) = pz(k'_l) po(k—=2) p.(k=3) ... p.(1)  p.(k)
Z p=(1) p=(2) po(k—2) p.(k—1)
p:(1) 1 p=(1) p.(k—3) p.(k—2)
pulk=1) pulk=2) puk=3) . p) 1

Esta dltima ecuacién es conocida como la Funcion de Autocorrelacion
Parcial (FACP).
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La grafica de la Funcién de Autocorrelaciéon y de la Funcién de Autocorrelacion
Parcial brindan informaciéon importante sobre el modelo que se ajusta al com-
portamiento de la serie de tiempo. Puede presentar comportamiento de extinciéon
exponencial, extincidon lenta, movimientos sinoidales o truncamiento, como se apre-
cia en la figura 1.3.

a) k- b)

T :::

H=

Figura 1.3: Comportamiento de las Funciones de Autocorrelacion

Matriz de covarianza de un proceso estacionario

Una matriz de covarianza I'), definida de la forma siguiente, simétrica
y con elementos constantes en la diagonal principal, es llamada una matriz de
autocovarianza.

’Yz(o) '7z(1) '7z(2) s Vz(n - 1)

7=(1) 72(0) 1) (n—2)

r,= 72(2) ’Vz(l) ’Vz(o) T ’Vz(n - 3)
[ 1 Pz(1> pz(2> e pz(n - 1)_
pz(l) 1 pz(1> T pz(” o 2)

pn—1) pn-2) pun—3) ... 1
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La matriz de correlaciéon correspondiente P, es llamada matriz de autocorrelacion.

Consideremos ahora cualquier funcién lineal de variables aleatorias:
Ly =lz + oz + .o+ lh2i—nyg

Como Couv(z;, 2j) = 7]j—i para un proceso estacionario, la varianza de

VCL’T’[Lt] = Z Z l,lj’YU_l‘

i=1 j=1

L; es:

Que sera positiva para cualquier [ # 0.

Las matrices de autocovarianza y autocorrelaciéon son definidas positi-
vas para cualquier proceso estacionario.

Existe una condicién que la autocorrelacién de un proceso estacionario
satisface, pues la definicién positiva de la matriz de autocorrelacion implica que
su determinante es mayor que cero. Por ejemplo, para n = 2, tenemos:

1 p-(1)
p=(1) 1
Haciéndolo ahora para n = 3, tenemos:

L p.(1) p(2)
p=(1) 1 p-(1)] > 0.
p=(2) p.(1) 1

>0=1-p2(1)>0=—-1<p,(1) <1

Lo que implica que

p=(2) — p2(1)
1—p2(1)

Podemos ver que la condiciéon anterior se cumple ademés para cada n > 4.

-1 < <1

Funciones Muestrales

Cuando tratamos con fenémenos reales de cualquier indole, se tienen
datos observados pero se desconocen los parametros de las variables aleatorias del



12 CAPITULO 1. MARCO TEORICO

proceso.

Para elegir un modelo adecuado de los datos, usaremos la funcion de
autocorrelacion muestral (FACM). Si los datos provienen de una serie de tiempo
estacionaria, entonces la FACM nos dara un estimador de la funcién de autocorre-
lacion de {Z;}.

Sea {z1, 22, ..., 2z, } una serie de tiempo, entonces la media muestral se
denota como:

La varianza muestral es:
1 _
f:—E(&—ZY
n <
=1
La autocovarianza muestral para —n < k < n es:

1 n—|k| ~ ~

Fa(k) =~ > vy — 22 - 2)

i=1
Y la autocorrelacion muestral para —n < k < n es:

A0

ps(k) = <

72(0)

La Funcién de Autocorrelaciéon Muestral puede graficamente darnos informacién
de la serie segiin sea el caso:

1. Si se corta rapido o tiende a cero, entonces la serie de tiempo es estacionaria.

2. Sitiende a cero lentamente, entonces la serie no sera considerada estacionaria.

Cuando se tiene una serie de tiempo finita de tamano 7', se pueden estimar a lo
més T — 1 coeficientes de autocorrelacion.

Proceso de ruido blanco

Si {Z;} es una sucesion de variables aleatorias no correlacionadas, cada

una con media constante, que usualmente se asume que es cero, y varianza o2,
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entonces se dice que la sucesion es un ruido blanco. Por definicién, se concluye que
un proceso de ruido blanco es estacionario.

Para indicar que la sucesion {Z;} es un ruido blanco, se usa la notacion
(Z,} ~WN(0,0?).

La funcién de autocovarianza de un proceso de ruido blanco es:

o? parak =0

%(k):{ 0 parak#0

A continuacién se muestra el grafico de un proceso de ruido blanco, en
donde se observa que la serie oscila alrededor del cero sin patrén de comportamien-
to, lo que se explica al no existir correlacion entre sus observaciones.

:_F ,_l||||h I|_.JI ._.. il li|
I I'ITF‘I ‘ ”l’1

B A A= AR M L SR A
Figura 1.4: Ruido Blanco

A continuacién se grafican la Funcion de Autocorrelaciéon y la Funcién
de Autocorrelacion Parcial de un proceso de ruido blanco.

Los procesos de ruido blanco son de suma importancia para la con-
struccion de modelos ARIM A(p, d, q), mismos que se describirdn mas adelante.

Como consecuencia de las definiciones anteriores, cuando hablemos de
la autocorrelacion y la autocorrelacion parcial, nos referiremos a aquellas en las
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A Py
A - A
1.0 ) 1op
0.5 05
0.0 3 0 ' 3 00— 5 . ——t 10 -k
-0‘_5 e "“-.5 I~
-1.0- ~1.0

Figura 1.5: Graficas de la FAC y FACP de un Ruido Blanco

que k # 0, ya que en otro caso, ambas seran iguales a 1.

Estas dos funciones son iguales a cero en un proceso de ruido blanco.
Un proceso de ruido blanco sera Gaussiano si su distribucién conjunta es normal.

1.3. Modelos Lineales Estacionarios

1.3.1. Modelo lineal general

Cuando el objetivo es predecir el valor que tomara en el momento ¢
una variable que presenta dependencia temporal, la metodologia indica, a grandes
rasgos, recolectar informacién pasada de la variable, observar y detectar patrones,
para finalmente usarlos en el prondstico de la misma.

La estructura de la dependencia temporal de un proceso estocéstico se almacena
en las funciones de autocovarianza y autocorrelacion. Se utiliza la informacion que
brindan ambas, para generar un patron sisteméatico y posteriormente, un mode-
lo que represente el comportamiento de la serie, mismo que servird para generar
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pronosticos.

En un modelo de series de tiempo, la serie se descompone en dos tér-
minos; el de error o innovacién y la parte sistematica. La parte sisteméatica es el
conjunto de informacion con el que se construye el modelo, y la innovacion es la
parte aleatoria que indica el término de error entre la serie observada y la modelada.

El problema de la modelacién de series de tiempo, reside en el ajuste

de la parte sistematica de manera que la innovacién tenga la distribucién de un
Ruido Blanco.

Consideraremos dentro de los procesos estocasticos estacionarios solo a
los que se pueden representar como combinacién lineal de variables aleatorias.

Bajo condiciones generales, para procesos estacionarios con distribucion
normal y media cero, el proceso se puede representar como una combinacion lineal
de los valores pasados mas un ruido blanco, de la forma:

Zt:TﬁZt_l—'—ﬂ'th_Q—i‘...—i—at Vt,t:1,2,...

Cumpliendo con las condiciones:

= El proceso no debe ser anticipante, es decir, el futuro no puede determinar
el presente.

= El proceso debe de ser invertible, es decir, el presente depende de forma con-
vergente de su propio pasado. En otras palabras, los parametros del modelo

deben cumplir que:
o0
Y <o
i=1

Existen al menos, tres formas de representar un modelo lineal:

1. Forma autorregresiva, en donde el valor presente de la variable se expresa en
funcién de su propio pasado més una innovacion simultanea a la variable.
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2. A través de medias moviles, en donde el valor presente de la variable se
expresa en funcion de todas las innovaciones presentes y pasadas.

3. De forma finita, en donde el valor de Z; depende del pasado de Z hasta el
momento t —p (parte autorregresiva), de la innovacion actual y de su pasado
hasta el momento ¢ — ¢ (parte de medias moviles). Este modelo recibe el
nombre de Autorregresivo de Medias Mdviles de orden (p,q); ARMA(p,q).

Cuando el modelo es conocido, se puede utilizar cualquier representacion
dependiendo del objetivo que se persiga. Si el modelo no es conocido y debe
plantearse y estimarse, se utiliza la formulacion finita.

Cabe recalcar que cuando se construye un modelo, se pretende replicar
una realidad compleja, y el objetivo es lograr un modelo que se ajuste con suficiente
precision a las caracteristicas que refleje la funcion de autocorrelacion de la serie
bajo estudio.

1.3.2. Procesos Autorregresivos (AR)
Procesos Autorregresivos de Orden p; AR(p)

El proceso AR(p) expresa a Z; en funciéon de su pasado hasta el retardo
t — p més una innovaciéon contemporanea, y se denota como:

Zy =01y + 02l o+ o+ Ol + oy
o de forma equivalente, como:
(1—¢1B — ¢yB* — ... — $,B")Z; = a; = ¢,(B)Z; = a

Donde ¢,(B) es el polinomio autorregresivo y (¢1, ¢, ..., ¢p) es el vector de para-
metros autorregresivos.

Es necesario comprobar si el proceso AR(p) es estacionario, por lo que
haremos uso del siguiente teorema:
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Teorema 1.1. Un proceso autorregresivo finito AR(p) es estacionario si y solo si
el mddulo de las raices del polinomio autorregresivo ¢,(B) estd fuera del circulo
unitario.(Box, 2008)

Todo modelo autorregresivo finito cumple con las condiciones del mode-
lo lineal general; no anticipante e invertible, para cualquier valor de los parametros.
Los procesos AR(p) son no anticipantes porque su formulacion hace depender al
valor de Z; de su pasado y no de su futuro, y es invertible porque su formula finita
hace que se cumpla la condicion:

o0

2
E ;< 0.
i=1

Un proceso estacionario AR(p) tiene como caracteristicas:

1. Media:

E|Z)| = E[p1Zt-1 + ¢2Zp—9 + ... + OpLi—p + ay
= leE[Zt,l] -+ ¢2E[Zt,2] + ...+ prE[Zt,p] + E[at].
Como el proceso es estacionario, la media es constante:

Este modelo se puede generalizar para representar series con media distinta
de cero. El modelo AR (p):

Zy =0+ ¢ 21+ P22 o+ ...+ Ol +ay

tiene como media:
)

(1—¢1—¢2—---—¢p)E[Zt]:5:>E[Zt]:1_¢1_¢2—...—¢'

2. La funcion de autocorrelacion p,(k), para k = 0,1,2, ... de un proceso AR(p)
tiene la misma estructura que la de un proceso AR(1); decrece exponencial-
mente hacia cero sin truncarse.

La funcidn de autocovarianza de un proceso AR(p) queda expresada de
la forma:

e = P1Ve—1 + G2 Vk—2 + .+ OpVi—p,
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que una vez que se divide entre vy, nos da la ecuacion equivalente:

P = P1pk—1+ P2pk—2 + . + PppPr—p-

La ecuacion anterior se cumple para k£ > 0, por lo que cuando k > p, la
ultima columna de la matriz en el numerador de ¢y se puede escribir como una
combinacién lineal de las columnas previas de la misma matriz.

Es por eso, que sabemos que la FACP desaparece después del retraso p.

1.3.3. Procesos de Medias Moéviles (MA)

Otro tipo de modelo de gran importancia practica en la representacion
de series de tiempo es el proceso finito de medias méviles. Estos procesos represen-
tan series de tiempo de memoria corta, describen fendémenos en los que los eventos
producen un efecto inmediato que dura periodos cortos de tiempo. Un proceso de
medias moviles tiene la formas:

Zt = Q¢ — Qlat_l — ... Qqat_q

donde a; ~ WN(0,0%), j=t—q,...,t.

Modelo MA(q)

Se puede reexpresar en términos del operador de retardo de la forma:
Zi=(1-60,B—0,B>— ... —0,BYa; = Z;=0,B)a,

donde 6,(B) es el polinomio de medias moviles dado por (1 — B — B*> — ... — BY)
y (01,02, ...,0,) es el vector de pardmetros de medias moviles.

Al ser un modelo con méas retardos, la memoria de éste aumenta y la
estructura dindmica representada por el modelo es mas abundante, pues la pertur-
bacion a; en un modelo M A(q) permanece g periodos en el sistema. Esta memoria
se reflejard en la estructura de las funciones de autocovarianza y autocorrelacion.
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Como el modelo de medias moéviles es un modelo lineal truncado en el
retardo ¢, entonces éste serd estacionario bajo las mismas condiciones, es decir,
que la sucesion de los pardmetros del modelo sea convergente:

zq: 67 < oo.
i=1

Esta condicion siempre se cumple ya que el nimero de parametros de un modelo
M A(q) siempre es finito.

La funcién de autocovarianza de un modelo MA(q) se define como:

(1+67+..+62)0% sik=0 )
’}/Z(k) = (—Qk — ngk—i-l — ... Qq—k9q>0'27 sik = 1,(]
0, sik>q.

Por ende, la funcién de autocorrelacion se denota como:

1467 4..+02

zk:
p:() 0, sik>1

—0,+6010y 0,10, .
{ k+010k+1+ +qkq,Sll€IO

La funciéon de autocorrelacion de un proceso MA(q) se corta después
del retraso g, lo que nos permite identificar si un serie de tiempo dada es generada
?
por un proceso de medias moviles.

Un modelo M A(q) es no anticipante, porque el futuro no influye en el
pasado y serd invertible si su representacion autorregresiva es tal que la influencia
de Z;_r es menor conforme se aleja del pasado. El siguiente teorema proporciona
las condiciones necesarias y suficientes para que el modelo de medias moéviles sea
invertible.

Teorema 1.2. Un proceso de medias moviles finito es invertible si y sdlo si el
modulo de las raices del polinomio de medias moviles 0,(B) estd fuera del circulo
unitario. (Box, 2008)
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1.3.4. Procesos autorregresivos de medias moéviles; ARMA (p,q)

Un proceso estacionario e invertible puede ser representado de la forma
autorregresiva o de medias moéviles. En la préactica, pueden sucitarse problemas
en su representacion al contener demasiados parametros, aunque el modelo sea
de orden finito, por lo que se procede a la unién de ambos modelos en uno solo
que recibe el nombre de proceso autorregresivo de medias moviles ARM A, pues
un modelo con demasiados pardmetros reduce la eficiencia de la estimacién. Un
proceso ARMA determina a Z; en funcion de su pasado hasta el retardo p, de la
innovacion contemporanea y el pasado de la innovaciéon hasta el retardo ¢:

Zt = ¢1Zt71 + ...+ Qﬁpthp + a; + Hlat,l + ...+ ant,q

donde {Z,} es estacionaria y {a;} ~ WN(0,0?) Y de forma equivalente se expresa
COmo:

(1—¢B—...—¢,B")Z =(1—6,B—..—0,B")a,

o bien:
%(B)Zt = @q(B)at

donde ®,(B) es el polinomio autorregresivo y ©,(B) es el polinomio de
medias moviles.

Las condiciones de estacionariedad del modelo ARM A(p, ¢) vienen im-
puestas por la parte autorregresiva, dado que la parte de medias moviles finita
siempre es estacionaria, mientras que las condiciones de invertibilidad del modelo
se comprueban a partir de la parte de medias méviles, pues la parte autorregresiva
finita siempre lo seré.

En otras palabras, para que este proceso sea invertible, se requiere que
las raices de las ecuaciones ,(B) = 0y ¢,(B) = 0 estén fuera del circulo unitario.
Se asumird que ambas ecuaciones no comparten raices comunes.

La funcion de autocovarianza de un proceso ARM A(p, q) es:
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Y.(h) = Elzzis)
E[((blzt_l + ...+ ¢pzt—p “+ a; + Qlat_l + ...+ Qqat_q)zt_h]
= o1y(h— 1)+ g2y(h —2) + ... + &y(h — p)

y de esta podemos obtener la funcion de autocorrelacion:

= ¢1p(h— 1)+ ¢op.(h —2) + ... + ¢pp=(h — p)

1.3.5. Comportamiento de las Funciones de Autocorrelaciéon
y Autocorrelaciéon Parcial

Dada una serie de tiempo estacionaria, es posible realizar una identifi-
cacion tentativa del modelo Box-Jenkins no estacional que se ajuste a los datos a
través del analisis del comportamiento de las funciones de autocorrelacion simple
y parcial.

| Modelo | FAC \ FACP |
AR(p) Se extingue Se trunca después
del desfasamiento p
MA(q) Se trunca después del desfasamiento g Se extingue
ARMA(p,q) Se extingue Se extingue

Cuadro 1.1: Comportamiento de las FAC y FACP

1.4. Modelos no estacionarios

Los modelos anteriores se basan en el supuesto de estacionariedad en
covarianza, en los que la media y la varianza son constantes y finitas y las auto-
covarianzas no dependen del tiempo, sino del niimero de periodos de separaciéon
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entre las variables. Muchas series encontradas en el mundo de los negocios o la in-
dustria presentan comportamientos no estacionarios, pues tienen media o varianza
no constante.

Cuando una serie no es estacionaria en varianza, se utilizaran las trans-
formaciones Box — Coux:

Z} -1 .
5, sLA#(;
70 _

In(Z,), siX=0.

donde A\ es el parametro de transformacion. Usualmente, las transfor-
maciones Box-Cox, ademas de estabilizar la varianza, mejoran la aproximacion a
la, distribucion normal del proceso {Z;}.

En las series econdémicas, la tendencia es una caracteristica dominante,
que puede ser creciente, decreciente, lineal o exponencial. Las series que presentan
este tipo de comportamientos, no son estacionarias.

La no estacionariedad en media se puede modificar modelando tenden-
cias, mediante modelos globales que especifiquen a la tendencia como una funcién
del tiempo:

Zy = f(t) + Uy

donde f(t) es una funcién determinista del tiempo, ya sea lineal, cuadratica, ex-
ponencial, etc., y u; es un proceso estocéstico estacionario con media cero. Estos
modelos reciben el nombre de modelos de tendencia determinista ya que suponen
que la serie evoluciona de forma perfectamente predecible.

Cuando no hay estacionariedad en medias, es posible modelar a través
de los modelos ARM A(p, q), pues éste no sera estacionario si alguna raiz de su
polinomio AR no esta fuera del circulo unitario, por lo que hay dos situaciones:

= Si alguna raiz est&d dentro del circulo unitario, la serie decrecerd o crecera
rapidamente al infinito. Esta evolucion no es comunmente observada en series
econdmicas.



1.4. MODELOS NO ESTACIONARIOS 23

= Si alguna raiz es igual a la unidad, la serie seguird un modelo que describe
realizaciones con comportamiento similar a lo largo del tiempo, pero que
varian de nivel. Esta conducta es comunmente observada en series econdémi-
cas, por lo que procederemos a modelar series no estacionarias a través de
modelos ARM A(p, q) no estacionarios.

1.4.1. Modelos ARIMA (p,d,q)

Los modelos ARIMA permiten describir un valor como una funcion line-
al de datos anteriores y errores aleatorios, ademas de que incluyen un componente
ciclico o estacional. Supongamos un modelo ARM A(p, q) de la forma:

®,(B)Z; = O4(B)a
donde el polinomio AR se puede factorizar en funcién de sus p raices By, By, ..., B,
®,(B)=(1—B;'B)(1-B;'B)..(1- B, 'B)

Supongamos ahora que (p — 1) raices son estacionarias (con modulo fuera del
circulo unitario) y la restante es una raiz unitaria. Entonces, el polinomio AR se
puede escribir de la forma:

®,(B) = (1 — B{'B)(1 — B;'B)...(1 — B;'B)

= ¢p1(B)(1 - (1)7'B)
= ®(B) = ¢,-1(B)(1 - B)

donde el polinomio ®,_1(B) es el producto de los (p — 1) polinomios de orden uno

asociados a las raices fuera del circulo unidad. Sustituyendo este polinomio en el
modelo ARM A(p, q) obtenemos:

o, (B)(1 - B)Z = 0,(B)a; = &, 1(B)AZ =0,(B)a,

donde el polinomio ®,_;(B) es estacionario porque todas sus raices estan fuera del
circulo unitario y el polinomio A = (1 — B) contiene a la raiz unitaria.

El modelo @, (B)AZ, = O,(B)a; representa el comportamiento de
un proceso Z; que no es estacionario porque contiene una raiz unitaria y recibe el
nombre de proceso integrado de orden 1.
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En general, el polinomio AR del modelo puede contener méas de una
raiz unitaria, y se descompone de la forma:

®,(B) = ¢,-a(B)(1 — B)?
que sustituyendo en el modelo ARM A(p, q) nos da como resultado:
®, 4(B)AZ, = 0,(B)a;

donde el polinomio ®, 4(B) es estacionario y el polinomio de orden d, A? =
(1 — L)4, contiene las d raices unitarias no estacionarias.

Este proceso recibe el nombre de proceso integrado de orden d y se de-
nota por Z; ~ I(d). A continuacién se proporciona una definicién importante:

Definicién 1.1. Un proceso Z; es integrado de orden d, Z; ~ 1(d), si Z; no es
estacionario, pero su diferencia de orden d, A?Z;, siqgue un proceso ARM A(p—d, q)
estacionario e invertible.

En este proceso, el orden de integraciéon es el nimero de diferencias
que hay que tomar para lograr la estacionariedad en media. Fn la practica, d casi
siempre toma los valores de 0, 1 y a lo méximo 2.

En general, si una serie {Z,} es integrada de orden d, se representa con

el modelo:
®,(B)AYZ, = 6 + ©,(B)a,

donde el polinomio autorregresivo estacionario ®,(B) y el polinomio invertible de
medias moviles ©,(B) no tienen raices comunes.

Este modelo recibe el nombre de Modelo Autorregresivo Integrado de
Medias Mdviles de orden (p,d,q) o de forma sintetizada ARIMA (p,d,q), donde p es
el orden del polinomio autorregresivo estacionario, d es el orden de integracion de
la serie, es decir, el nimero de diferencias que hay que tomar a la serie para que
sea estacionaria, y q es el orden del polinomio de medias moviles invertibles.



Capitulo 2

Estimacion de Maxima
Verosimilitud

2.1. Introducciéon

Consideremos un modelo ARM A de la forma

Yi=ct+ oY+ @Yo+ .. +¢Yp+e + et —1+boepo+ ... + 0461,

en donde {¢} es un ruido blanco con varianza o > 0.

En este capitulo trabajaremos en la estimacion de los valores de los
parametros poblacionales (¢, ¢y, ..., ¢y, 01, ..., 0,,0%) en base a las observaciones de
Y. El principio basico de esta estimacion serd la maxima verosimilitud. El vector
de parametros poblacionales se denotara por 0 = (¢, D1y ey Py 01, .., 0y, 07). Su-
pongamos que tenemos una muestra de tamano 7% (y1, ¥, ..., yr). El enfoque sera
calcular la distribucién de probabilidad

fYT7YT,1,...,Y1 (yT7 yT—l? et yl? 0)

La estimacion de méxima verosimilitud de 6 es el valor en el cual la
muestra es mas susceptible a haber sido observada, es decir, el valor de 6 que

25
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maximiza a la distribuciéon de probabilidad.

Este enfoque requiere que ¢; sea un ruido blanco Gausiano tal que
€ ~ i.i.d.N(0,0?).

Aunque el supuesto es fuerte, los estimadores obtenidos de 6 servirdn en ocasiones
para procesos no Gausianos también.

Encontrar estimadores de maxima verosimilitud consiste en dos pasos;
primero, calcular la funciéon de verosimilitud, y segundo, encontrar los valores de
0 que maximizan esta funcion (Hamilton, 1994). A lo largo de este capitulo, se
mostrard como calcular la funcién de verosimilitud de procesos Gausianos ARM A
y se analizaran técnicas de optimizacién numeérica.

2.2. Funcién de Verosimilitud para un Proceso Gaus-
siano AR(p)

Consideremos el proceso Gaussiano AR(p)
Yi=c+ oY+ @Yo+ -+ 0Y, + & (2.1)

con ; ~ i.i.d.N(0,0?%). En donde el vector de pardmetros de poblacion para ser
estimado es 0 = (¢, g1, ¢a, ..., Pp, 02).

Las primeras p observaciones en la muestra (yi,ys,...,Yy,) son agru-
padas en un vector de tamano p, que se considera la realizaciéon de una variable
Gaussiana. La media de este vector es pp, que denota un vector (p x 1), con cada
uno de sus elementos dados por:

p=c/(l—r—do—- ) (2:2)
Sea 02V, la matriz de varianza-covarianza (p x p) de (Y1,Ys,...,Y,):
EYi—p?®  EMi—pYa—p) - EY—p)(Y, —p)
EYo—p)(Yi—pn)  EYo—p)? - E(Ya—p)(Y, - p)

2 _
oV, =

B, —m)(Yi— 1) E(Y,—m)(Va—p) - E(Y,—p)?
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Por ejemplo, para un proceso autorregresivo de primer orden,V, es el escalar 1/(1—
¢?).

Para un proceso autorregresivo de orden p, se tiene que:

Yy(0) Yy(1) Vy(2) o yp—1)

Yy(1) 74(0) V(1) o Yy(p—2)

o’V, = Yy(2) Yy (1) W(O0) o e —3)
vy(p.— 1) vy(p.— 2) vy(p.— 3) vyko)

La densidad de las primeras p observaciones es entonces una variable
2v ).
N(pp, 07Vp):

pr,Ypfl,...,Yl (ypa Yp—1,---,Y1; 9)

’

_ g 1 _
— (27T) p/2’0- 2val‘l/zexp {_Tﬂ(yp_up) Vpl(yp—up)}

_ _ _ 1 o
= ) PPV e |~ ) Vi~ )
Para las observaciones restantes de la muestra, (Y41, Ypt2, ..., yr), la descomposi-

cion de prediccion de errores puede ser usada. Condicionada a las primeras t — 1
observaciones, la t—ésima observacion es Gaussiana con media

c+ O1Yi—1 + Gl + -+ OpYi—p

y varianza o2. Solo las p observaciones mas recientes son importantes para esta
distribucion.
Por lo tanto, para t > p,

fYt|Yt—1,Yt—2,...,Y1 (yt | Yt—1,Yt—2, - - -, Y1, 6)

= fnm,l,n,z,.‘.,m,p We | Ye1, Y2, - - » Yt—p; )
1 —(Yr — = Py — Doz — - — pYip)’
= exp

202

V2mo?

asi, la funcion de verosimilitud para la muestra completa es:
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fYT,YT,1 ..... Yl(yT7yT—1)"'7y1;9)

= pr,Yp_l,...,Yl (ypa Yp—15---, Y1, 9) X (23)
T
H fYt‘Yt—hYt—Qw-,thp (yt | Yt—1,Yt—25 -+ - s Yt—p; 0)
t=p+1

por tanto, la funcién logaritmo de verosimilitud es:

LO) = logfyryr.nWryr—1,---,y150)
1
= — glog(%r) — glog(a2) + §log]Vp_1|
1

’

- T‘g(yp — Hp) V;l (Yp — tp)
T — T —
- b log(2m) — P log(o?)
T 2
(yt—C—¢1yt—1—¢2yt—2—"'—¢pyt—p) 9.4
- Z 202 ( ' )
t=p+1
T T 1
= — 510g(27r) — 510g(02) + 3 log |V, !|
1 re
= 5z = ) V" (= 1)
T
_ Z (e —c— Y1 — P2~ — QY ip)°
202 )
t=p+1

La evualuacion de la ecuacion (4.9), requiere de la matriz inversa de V,,.
Denotaremos al elemento de la fila 7 y columna j de V' como v%(p).

Los valores de v"/(p) para i > j pueden inferirse del hecho en que V!
es simétrica, es decir; v (p) = v7*(p). Por ejemplo, para un proceso AR(1), V! es
un escalar cuyo valor se encuentra tomando: = j = p = 1

0 1
Vit = > etk — D> dedn| = (65— ¢1) = (1 — ¢

k=0 k=1

Asi, 0?2V = 0%/(1 — ¢?*) que de hecho reproduce la formula para la varianza de
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un proceso AR(1). Para p = 2, se tiene que:

-1 _ (1 — ¢3) —(f1 + &1 ¢2)
Vo = [ —(¢1 + é1 o) (1 — ¢3) }

De donde es facil calcular:

R R ] e | RS (R

» Y

(y2 — p2) V3 ' (y2 — pi2)

= [ — w) (1 — W1 + ¢2) { ! _ TG } [@1 o }

ol (1 — ¢2) (3/2 —M)
= (1 + ¢2) x {(1 = ¢2)n — p)?
—201(y1 — w)(y2 — 1) + (1 — d2)(y2 — w)?}

2.3. Funcioén de Verosimilitud para un Proceso Gaus-
siano MA(q)

Para un proceso M A(q),
Yi=p + & + 011 + bocro + -+ 0421y, (2.5)

un enfoque simple es la condicion en la que suponemos que los primeros ¢ valores
para € son cero:
€0 =&—1 = """ = E_¢g+1 = 0 (26)

De estos valores iniciales podemos iterar
ee=yr — p — therr — bogp o — - — 0451 (2.7)

parat = 1, 2,..., T. Sea £el vector (g9, &_1,..., €_441) de tamafio ¢, entonces
el logaritmo de la verosimilitud condicionada es:

5(9) = IngYT,YT_I,...,Y1|50:0(’yT7 Yr—1,---5 N ’ go = 0; 9)

= —glog(%r) — glog(UQ) - Z

t=1

82

t
202’

(2.8)
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donde 6 = (u,61,0s,...,0,,0%). La expresion (2.8)) es 1til solo si todos los valores
de z para los cuales
1+91z+9222+---+9qzq:0

se encuentran fuera del circulo unitario.(Hamilton,1994)

2.4. Funcién de Verosimilitud para un Proceso Gaus-
siano ARMA (p,q)

Un proceso Guassino ARM A(p, ¢) toma la forma
Vi = c+ oY+ @Yot 4+ Y+ + 01601+ bocio+ - -+ 0451 (2.9)
donde &; ~ i.i.d.N(0, 0?).

El objetivo es estimar el vector de parametros de poblacion:

9:(Ca¢17¢27"'7¢p791a927"'79q702)

/

La aproximacién a la funcién de verosimilitud para una autorregresion
condicionada es sobre los valores iniciales de las 3's. La aproximacion a la funcion
de verosimilitud para un proceso condicionado de medias moviles es sobre los va-
lores iniciales de las €’s. Una aproximacién comun a la funcion de verosimilitud
para un proceso ARM A(p, q) condiciona sobre las 3/'s y los €’s.

Tomando los valores iniciales yo = (Yo,Y_1,---,Y_ps1) ¥
(€0,6_1,---,6_q11) , lasucesion {e1, 9, ..., 7} puede ser calculada de {y1, ya, .. ., yr}
iterando sobre

E =Y —C— Pr1Yr1— PalYr2— — Pplr—p — 01641 — Oagp 9 — -+ — 04514 (2.10)
parat = 1, 2,..., T. Entonces, la verosimilitud condicionada es

5(9) = longT,YT_l ..... Y1|Yoao<yTayT 1,...,y1|y0,50;9)
2

T
T T
= —5log(2r) — - log(o Z t : (2.11)
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Una opcién es establecer el conjunto inicial de las s y de los €'s iguales a sus
valores esperados, es decir, ys = ¢/(1 — ¢ — ¢ —---— ¢,) para s =
0, =1,..., —p+1lyes, = Oparas = 0, —1,..., —qg+ 1, y de ahi se procede
con la iteracion de la expresion parat = 1, 2,..., T.

De forma alternativa se recomiendan igualar los €'s a cero pero que las /s sean
iguales a sus valores reales.(Box, 2008)

Asi, en la expresion (2.10)), la iteracién comienza en el momento ¢t = p+ 1 con
Y1, Y2, ..., Yp igualados a los valores observados y

&p = Ep-1 == Epgr1 = 0

Entonces, la funcién logaritmo de verosimilitud condicionada calculada es:

1ng(yT7"'7yp+1|yp7"'7y176p: 07"‘76p—q+1 - 0)

T 2

€

log(o?) — N
t=p+1

T—p T—p

= log(2m) —

Como en el caso de los procesos de medias moviles, esta aproximacion sera usada
solo si para todos los valores de z se satisface que

1 + 61z + 922’2 + -+ ngq =0

estd fuera del circulo unitario.
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Capitulo 3

Modelacién y Prediccion ARIMA

3.1. Modelacion ARIMA

En esta seccién se detallaran los pasos de la metodologia de modelacion
ARIMA.

Si se conocen los pardmetros del modelo tedrico
®(B)(1 - B)Z, =6+ O(B)a;

a partir de una realizacion concreta del ruido blanco y de los valores iniciales para
Z se genera la serie temporal 2, Zs, ..., Zp, que es la realizacion de tamano 7' del
proceso estocastico.

A partir de una misma estructura ARIM A(p,d, q) se pueden obtener
infinitas realizaciones. Para cada una, el ruido blanco y la serie temporal variaran.
A pesar de esto, las series generadas que provienen de una misma estructura pre-
sentaran similitudes en su comportamiento dindmico.

Para la modelacion ARIM A, haremos uso de la metodologia Boz-
Jenkins, la cual tiene un proceso inverso al descrito en el parrafo anterior. En
este caso, se conocen los valores de la serie temporal {Z,;}y se busca determinar el

33
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modelo ARIM A(p,d, q) que la pudo haber generado.

Este modelo se construird a través de un proceso de cuatro etapas:

. Identificacién. Utilizando los datos disponibles, se sugiere un modelo pre-

liminar ARIM A(p, d, q) que ayude a determinar los 6rdenes de las variables
que reproduzcan las caracteristicas de la serie en estudio. Es posible identi-
ficar varios modelos posibles.

. Estimacion. Se realiza la inferencia sobre los parametros condicionada a

que el modelo propuesto sea el adecuado.

. Validacién. Se contrastan diagndsticos para comprobar si el modelo se ajus-

ta a los datos; de no ser asi, se analizan los cambios posibles del modelo
propuesto para mejorar el ajuste.

. Prediccidén. Se obtienen pronésticos de los valores futuros de la variable en

términos probabilisticos y se evalta la calidad predictiva del modelo.

Esta metodologia se fundamenta en dos principios:

. Forma iterativa. Se plantea la posibilidad de rehacer etapas previas en cada

una de ellas.

. Parametrizacion escueta o principio de parsimonia. Sugiere un modelo que

represente a la serie con el minimo de pardmetros posibles y se amplia el
nimero de ellos s6lo en caso de ser estrictamente necesario para describir el
comportamiento de la serie.

3.1.1. Identificacion

Se selecciona el modelo ARIM A(p,d, q) que reproduzca las caracteris-

ticas de la serie. Hay dos fases para identificar el modelo:

a) Analisis de estacionariedad, en donde se determina el niimero de transfor-

maciones necesarias para obtener una serie estacionaria:
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s Bstacionariedad en varianza

s Bstacionariedad en media

b) Eleccion de los 6rdenes p y ¢. Una vez que se tiene una serie estacionaria, se
determinard el proceso que lo genero.

Para esto, haremos uso de dos herramientas:

» Correlogramas muestrales y graficos de la serie original

» Correlogramas muestrales y graficos de determinadas transformaciones de la
serie: logaritmos, diferencias, etc. (en caso de ser necesario)

s Contrastes de raices unitarias

Analisis de estacionariedad

Estacionariedad en varianza

Una serie serd estacionaria cuando se mantenga el supuesto de que la
variabilidad de la serie en torno a su media se mantiene constante a lo largo del
tiempo. Cuando la serie no es estacionaria en varianza, se utilizan las transforma-
ciones ya mencionadas de Box-Cox, que incluyen una familia infinita de funciones.
Como las series econémicas suelen ser positivas y sin valores cero, la transforma-
cion mas utilizada es la logaritmica.

Para analizar la estacionariedad en varianza de una serie se utilizan el
grafico de la serie original y el grafico de las transformaciones correspondientes.

Estacionariedad en media

Ahora, debemos identificar si la serie oscila en torno a un nivel cons-
tante o no, es decir, si es estacionaria en media. Para llegar a esto, se analizaran
las caracteristicas que diferencian a las series estacionarias de las no estacionarias.
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Caracteristicas de las series estacionarias:

Flucttan alrededor de una media constante.

La funcién de autocorrelacion decae exponencialmente

Caracteristicas de las series no estacionarias:

Presentan intervalos con medias diferentes.

Los procesos con alguna raiz unitaria generalmente tienen una funcion de
autocorrelaciéon muestral con decrecimiento lento.

Si la serie no es estacionaria en media, se consideraran d diferencias
sucesivas de orden 1 sobre la serie hasta obtener una serie estacionaria:

Y, =(1-1)2Z

Comunmente, ocurren dos problemas al momento de identificar el nimero
de diferencias necesarias para hacer a la serie estacionaria:

» Raiz autorregresiva cercana a la unidad.
= Sobrediferenciacién al elegir un orden de integracion d cuando la serie A?17,

ya es estacionaria.

Cabe mencionar que el objetivo en esta fase de la modelizacion es determinar
el menor nimero de diferencias d que conviertan a la serie en estacionaria.

Como se menciond anteriormente, los valores d mas comunes para las
series econémicas son d = 0, 1, 2. Para saber cual es el mas certero, utilizaremos
alguna herramienta de las a continuaciéon enlistadas:

a) Grafico de la serie original y sus transformaciones correspondientes.

b) Correlograma estimado de la serie original y de sus transformaciones corres-
pondientes, para verificar que decrece rapidamente hacia cero.
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¢) Contrastes de raices unitarias, que permiten hacer inferencia sobre la exis-
tencia de raices unitarias en una serie.

Los contrastes de raices se basan en la hipo6tesis nula de existencia de
rafz unitaria en A%"1Z,. Cuando esta se rechaza, ya no se diferencia més la serie,
en caso contrario, se tomara una diferencia mas de orden 1.

Existe al menos un método de contraste de raices unitarias que es am-
pliamente utilizado en la practica para analisis de series de tiempo econémicas, a
saber:

= Contraste de Dickey-Fuller Aumentado
Supongamos que la serie sigue un proceso ARM A(p, q), que se puede apro-
ximar hasta el grado de bondad requerido mediante un modelo AR(p).
Zi=01 2 1+ 327 o+ o+ Gy Zsp+ar, a;~ WN(0,07)
Este modelo se puede reparametrizar de la forma:
AZt = BZt—l + OélAZt_l + ...+ ap—lAZt—p+1 + az
donde

P i
B=Y =1y ai=> bpis;
i=1 j=1

Dado que un proceso AR(p) tiene una raiz unitaria cuando » ©  ¢; = 1,
contrastar la hipotesis nula de existencia de raiz unitaria es equivalente a
contrastar la Hy : § = 0 en la reparametrizacién anterior. A este contraste
de raiz unitaria se le llama Dickey-Fuller Aumentado (ADF) y se basa en la
estimacion de MCO del parametro 3 en el modelo y en el estadistico ¢ co-
rrespondiente. Este estadistico tiene la misma distribuciéon que para el caso
del modelo AR(1), por lo que se utilizan los mismos valores tabulados.

Identificacion del modelo estacionario

Una vez que se ha determinado el orden de diferenciacion d, se tiene la
transformacion estacionaria de la serie Z; = (1 — L)?Z; que puede representarse
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mediante un proceso ARM A(p, q) estacionario. Ahora se busca identificar los 6r-
denes p y ¢ del proceso que puede replicar las caracteristicas de la serie estacionaria
y analizar el beneficio de incorporar el parametro ¢ asociado a la media.

Identificacién de los 6rdenes p, q.

La funcion de autocorrelacion contiene la informacion de las caracteris-
ticas dinamicas del proceso estacionario, por lo que serd el instrumento bésico
para identificar los ordenes p y ¢ del modelo ARM A adecuado para representar
las caracteristicas de la serie estacionaria {Z;}.

Para identificar los 6rdenes p y ¢, se compararan las funciones de au-
tocorrelacion muestral con las FFAC teodricas de los modelos ARMA cuyas carac-
teristicas ya conocemos:

1. Para un proceso AR(p) no se anula, pero decrece rapidamente.
2. Para un proceso MA(p) se anula para j > q.

3. Para un proceso ARMA(p,q) no se anula pero decrece rapidamente.

Si el correlograma muestral de la serie {Z;} se anula a partir de un
retardo finito j, la identificacion del proceso adecuado para la misma es sencilla,
ya que corresponderd a la FAC teorica de un M A(j). Pero si el correlograma no
se anula pero decrece de forma exponencial, entonces la identificacién no es tan
sencilla, ya que podria corresponder a un modelo AR o ARM A de cualquier orden.

Para evitar este problema, haremos uso de la funcién de autocorrela-
cion parcial que, como vimos en capitulos anteriores, mide el grado de asociaciéon
lineal existente entre las variables Z; y Z;_, una vez que fue ajustado el efecto
lineal de todas las variables intermedias.

Es posible ajustar la funcién de autocorrelacion parcial a partir de los
datos de la serie como una funciéon de los coeficientes de autocorrelacion simples
estimados. La estructura de la FACP para modelos estacionarios es de la forma:
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» Modelo AR(p)
Cuando un proceso sigue un modelo AR(p), {Z;} dependera directamente de
su pasado hasta el retardo p, de forma que las variables aleatorias separadas
1,2, ...,p periodos mantienen una relacion lineal directa aunque se elimine
el efecto de las variables intermedias, por lo que ¢,(kk) # 0. Para variables
separadas mas de p periodos, el coeficiente de autocorrelaciéon parcial es cero
porque no existe una relacion lineal directa entre ellas.

» Modelo MA(q)
Para este modelo, la FACP decrece rapidamente hacia cero de forma expo-
nencial cuando las raices del polinomio de medias moéviles son reales.

= Modelo ARMA(p,q)
Para estos modelos, los p primeros coeficientes de la FACP dependen de los
parametros autorregresivos y de medias moviles, y a partir del retardo p+1,
depende tinicamente de la estructura de la parte de medias moéviles, de modo
que decrece exponencialmente hacia cero.

Haciendo un resumen de los comportamientos que presenta la FACP, tenemos:

» Para un proceso AR(p) se anula para j > p.
» Para un proceso MA(q) decrece rapidamente pero no se anula.

» Para un proceso ARMA(p,q) decrece rapidamente pero no se anula.

Para la identificacion del modelo adecuado, se cuenta tinicamente con
los ajustes de la FAC y la FACP. Los estimadores de los coeficientes de autocorre-
lacion p.(k) v ¢.(kk) son variables aleatorias, por lo que es preciso determinar su
estructura realizando contrastes sobre la importancia individual de los coeficientes
de autocorrelacion simple y parcial estimados.

El estimador de los coeficientes de autocorrelacion p, (k) es una variable
que se distribuye asintoticamente como sigue, bajo el supuesto de que Z; es normal

y k> 0: 1
p=(k) ~ N(p:(k), V(p=(k))) con V(p:(k))) = —

El contraste de hipotesis que se realizara, para k =1,2,....,T — d es:

HO . pz<k) =0
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H,:p.(k)#0
Bajo la hipotesis nula, el estadistico de contraste se distribuye asintéticamente
como: .
p=(k) N
V(p-(k)
Se rechaza la hipotesis nula a un nivel de significancia del 5% si
p-(k)
V(p-(k))

Por lo tanto, i—\/% es la banda de confianza que delimita la zona de significancia

N(0,1)

‘ > 20,025

del coeficiente p, (;)

Con respecto a la funcion de autocorrelacion parcial, los coeficientes de
autocorrelacion parcial muestrales ¢,(kk), con k& > p, se distribuyen asintotica-
mente para procesos AR(p) de la forma:

O:(kk) ~ N(0,V(d-(kK))  con  V[@:(kk)] ~ —

Se busca realizar el contraste de hipotesis para k =1,2,....,T — d, de:
Hy:p.(k)=0 vs. H,:p.(k)#0
Bajo la hipotesis nula, el estadistico de contraste se distribuye asintéticamente
como: A
¢-(kk)
V(- (kK))

De donde rechazaremos la hipotesis nula de no significancia del coeficiente de
autocorrelacion a un nivel del 5% si:

~ N(0,1)

9. (kk)
V(¢ (kk))

> Zo 025

Por lo tanto, :l:Ti_d es la banda que delimita la zona de significancia del
coeficiente p, (k).
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Identificar el modelo ARMA (p,q) a través de las funciones de autoco-
rrelacion simple y parcial no es sencillo, pero en esta fase del método, lo importante
es acotar el conjunto de modelos ARIMA que pudieran haber generado la serie. Se
buscan los modelos més sencillos que reproduzcan las caracteristicas de la serie. La
identificacion del modelo es mas facil cuanto mayor sea el tamano de la muestra.

Inclusién del término independiente

La media de un proceso ARMA(p,q) estacionario esta directamente
relacionada con la constante §. Para saber si se incluye un término independiente
no nulo en el modelo, se contrastaran las siguientes hipotesis:

Hy:E[Z]=0 wvs. H,:E[Z]#0

El estadistico de contraste es:

Z
t=—n~t(T—d—-1)
0z
donde &QZ es el estimador de la varianza de la media muestral Z que se define como:
. C . R R
6% = _Od(l + 201 4 2P + .. + 2p)

donde Cy = >(Z; — Z)?/(T — 1) es la varianza muestral de la serie estacionaria y
(14 2p1 4 2p9 + ... + 2p,,) representa las n primeras autocorrelaciones muestrales
significativas de {Z;}.

Para calcular esta varianza se utiliza la aproximacion:

~92 CO
72T 4

Se rechazaré la hipotesis nula a un nivel de significancia «, dando como
consecuencia la inclusion del pardmetro d en el modelo, si:

t> ta/Q(T_d_ 1)
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3.1.2. Estimacién

Cuando ya se han identificado los modelos que pudieron haber generado
a la serie {Z,}, se procede a estimar los parametros desconocidos de los mismos:

B=00,01,0p01,.,0)) y oy

Estos pardmetros se pueden estimar de forma consistente por Minimos
Cuadrados o Maxima Verosimilitud, como se vio en el capitulo anterior.

Ambos métodos de estimacion se basan en el calculo de las innovaciones
a partir de los valores de la serie estacionaria. El método de Minimos Cuadrados
minimiza la suma de cuadrados:

Min E a;
t

La funcion de verosimilitud se puede derivar a partir de la funcion de densidad
conjunta de las innovaciones aq, as, ..., ar, que bajo el supuesto de normalidad, se
comporta de la forma:

T-d o
~(T-d) B N
flay,ag,...;ar) <o exp{ ;202}

Para resolver el problema de estimacion, las ecuaciones anteriores se deben expre-
sar en funcion del conjunto de informacion y de los parametros desconocidos del
modelo.

Para un modelo ARMA(p,q), por ejemplo, las innovaciones se pueden
escribir de la forma:

P q
ay = Zy — 0 — Z 12— — Z Oia—;
i=1 i=1

Por lo tanto, se requiere de un conjunto de valores iniciales Zy, Z,...,Z,_1 ¥
ap, a1, ..., ag—1 para calcular las innovaciones a partir de un conjunto de informa-
cion y de un vector de pardmetros desconocidos.
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El procedimiento consiste en aproximar las innovaciones estableciendo
una serie de condiciones sobre los valores iniciales, para obtener los estimadores de
Minimos Cuadrados Condicionados y de Mdzima Verosimilitud Condicionada. La
condicién impuesta sobre los valores iniciales es que las p primeras observaciones de
{Z} sean los valores iniciales y que las innovaciones previas sean cero. Se calculan
las innovaciones segun la tltima ecuacion desde ¢ = p + 1. Los estimadores de
Maxima Verosimilitud Condicionados a las primeras p observaciones son iguales a
los estimadores de Minimos Cuadrados Condicionados.

3.1.3. Validacion

En esta fase se procede a determinar qué tanto se ajustaron los modelos
a los datos. Se debe tener en cuenta que:

1. Si las estimaciones de los coeficientes del modelo son significativas y cumplen
las condiciones de estacionariedad e invertibilidad que deben satisfacer los
parametros del modelo.

2. Si los residuos del modelo tienen un comportamiento similar a las innova-
ciones, es decir, si son (Gaussianos.

Analisis de coeficientes estimados

Para empezar, se deben realizar los constrastes habituales de signifi-
cacion individual de los coeficientes ARy M A:

B=1(0,01,....0p,01,...,04)

para comprobar si se han incluido términos no relevantes.

En el caso méas general de un modelo ARM A(p, q) con constante, se
plantean los juegos de hipotesis como siguen:

Hy:0=0 ws. Hy:0#0

Ho:¢; =0 ws. H,:¢; #0
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Hoy:0,=0 ws. H,:0,#0

En general, la distribucion asintotica de los estimadores es:

Bi ~ N(Bi, VI[Bi]) Vi
con la varianza dada por la inversa de la matriz de informacién. De forma que para
contrastar la hipdtesis nula de no significatividad de cada uno de los parametros,
usaremos el estadistico ¢ que sigue asintdticamente una distribuciéon normal:

o
1= 220 N1

V{gi]

En donde se rechazara la hipotesis nula a un nivel de significancia a = 5% cuando:

~

Bi

~

m > Za/g(o, ].)

De forma paralela, se debe comprobar que las condiciones de estacionariedad e
invertibilidad se satisfacen para el modelo propuesto, calculando las raices del
polinomio autorregresivo qB(L) = 0, y las raices del polinomio de medias moviles,
é(L) = 0. Si alguna raiz se acerca a la unidad, podria indicar la ausencia de esta-
cionariedad o invertibilidad.

3.1.4. Analisis de residuos

Si el modelo ARM A(p, q) elegido para la serie estacionaria {Z;}

¢p(L)Z; = 04(L)ay

bp(L)
0q(L)

es adecuado, entonces a; = Z; es un proceso de ruido blanco. Los residuos del

modelo estimado son:

dt N <L) Zt
0,(L)
El analisis de residuos consiste en una serie de contrastes de diagnoéstico con el
objetivo de determinar si los residuos replican el comportamiento de un ruido
blanco, es decir, si su media es cero, su varianza es constante y las autocorrelaciones

son nulas.
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3.2. Prediccion Optima con modelos ARIMA (p,d,q)

El objetivo final del anélisis de series de tiempo, es construir modelos
que hagan predicciones 6ptimas en algiin momento futuro, mismos modelos que
estaran basados en un conjunto de informacién pasada disponible.

[T = {YT7 }/;717 YT*Q? }

Supongamos que se observa la serie de tiempo {Y;}, para ¢t = 0 hasta t = 7. La
prediccién implica hacer suposiciones de los valores que tomara la serie en momen-
tos futuros T+ ¢, donde ¢ representa el numero de periodos en el futuro que se
consideran. A la prediccion de Yy, que contiene la informacion pasada hasta el
momento 7" se le denotara por Yr(¢). Si £ = 1, entonces se predice el valor de Y7
y se calcula lo que se denomina prediccion un periodo hacia adelante.

Dado que estamos trabajando con procesos estocasticos, los valores que
se desean predecir son aleatorios, por lo que se debe pronosticar su funciéon de dis-
tribucion. Como esta es dificil de determinar sin hacer supuestos fuertes, arbitrarios
y poco realistas, se busca disefiar intervalos de confianza alrededor del valor Y7,
estos limites nos permitiran acotar el valor que se quiere predecir con grados de
confianza altos.

Llamaremos prediccion dptima a aquella que minimiza una funcion de
pérdida. Lo més comin es minimizar el Error Cuadratico Medio de Predicciéon
(ECMP), por lo que diremos que Y7 () es un predictor 6ptimo si se cumple que:

ElYri—Yr(O) < E[Yri - Y7.(0)) VYr_q({)
Se puede demostrar que, bajo condiciones de regularidad débiles, el
predictor 6ptimo es la esperanza condicionada al conjunto de informacion:
Yi(t) = EYryolTr] = E[Yrse Yo, Y1, Yoo, ] = Er[Yry]

es decir, el valor esperado de la distribucion de Y7 (¢) condicionada por la informa-
cion pasada.

Nada garantiza que esta esperanza condicionada sea una funcion lineal
del pasado de la serie, pero si el proceso sigue una distribucién normal, se puede
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demostrar que la esperanza condicionada se puede expresar como una funcién li-
neal del conjunto de informacion Ir. Por lo tanto, bajo el supuesto de normalidad,
el predictor 6ptimo en el sentido de minimizar el ECMP es lineal. Si no se cumple
este supuesto, la proyeccion lineal de Y7, en su pasado proporcionaria el predictor
optimo dentro de la clase de predictores lineales.

La prediccion 6ptima por intervalo se construira a partir de la distribu-
cién del error de prediccion que, bajo el supuesto de que a; ~ NWN(0,0?), es la
siguiente:

ET(g) = YT+g — YT(g) ~ N(O, VCLT{ET(g)])

Estandarizando se obtiene:
Yrie—Yr(€) =0 N
Varler ()]

N(0,1)

De forma que el intervalo de prediccion de probabilidad (1 — ) % es:

[YT(K) — Na/g\/ VCLT[ET(g)], YT(E) + Na/g VCLT[ET(E)]]

donde Var[er(¢)] depende de los parametros.

3.2.1. Predicciéon con modelos no estacionarios

La prediccion con modelos ARIM A(p, d, ¢) no estacionarios es en algiin
sentido, similar a la que se realiza con los modelos estacionarios ARM A(p, q). El
predictor 6ptimo de Y7, es la esperanza condicionada al conjunto de informaciéon
Ir, de la forma: Y (¢) = E7[Yr.]. Basta escribir el modelo en forma de ecuacion
y obtener las esperanzas condicionadas, sabiendo que:

. _ ) Yry; paraj <0
Er[Yrj] = { Yr(j) paraj >0

Y ademés:

ary; para j <0
ET[aT+j] = { 0 ! para j > 0

Para construir los intervalos de prediccion:

Yr(€) & Nojor/Var(er(£)]
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donde Varlep(0)] = o Zﬁ;é %, el modelo ha de estar escrito en la forma M A(oco)
ya que 1); son los pesos del modelo ARIM A escrito en forma de medias moviles.

3.3. Modelos estacionales

La estacionalidad es un elemento que se presenta en las series de tiempo
que implica fluctuaciones en periodos y amplitudes regulares.

Graficando una serie estacional, podemos observar el comportamiento
de la misma. Para que esta serie sea estacionaria, debe de cumplirse que la media
y la varianza sean constantes. Cuando no ocurre que la varianza es constante, es
necesaria una transformacion a través de raices n-ésimas o calculando logaritmos
para lograr que la serie sea estacionaria.

Las transformaciones seran de la forma:

* 1/n
Yy = yt/
O
yr = In(y:)

donde z; = y;. Cuando ocurre que lo que no es constante es la media, entonces se
procede con las transformaciones denominadas primeras diferencias, que se expre-
san de la forma:

* *
2t =Yy — Y
O bien, con las primeras diferencias estacionales, denotadas por:
% *
2t =Y — YL

donde L es el nimero de estaciones en el ano, dependiendo de que los datos sean
mensuales o trimestrales, por ejemplo.

Una vez aplicada alguna transformacion, se corrobora que sea la ade-
cuada a través del andlisis de la funcién de autocorrelacion.
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Los valores de la serie z,, 2,11, ...2,, se consideran estacionarios si la
funcion de autocorrelacion se extingue o trunca rapidamente.

Un modelo estacional MA(Q) tiene la forma:
2t = Ay — 91,Lat—L - 92,Lat—2L — GQ,Lat—QL

donde {a;_j.} ~ WN(0,0?) y 611,021, ...,00.1 son constantes.

Propiedades del modelo:

= La funcién de autocorrelacion parcial se extingue en los desfasamientos esta-
cionales L,2L,3L, ...

s La funcion de autocorrelacion tiene coeficientes diferentes de cero en los des-
fasamientos L,2L,3L, ..., QL y autocorrelaciones iguales a cero en los demas.

Un modelo estacional AR(P) tiene la forma:

2= Q1021 + Q2 0%—2r + ... + Ppr2—pr + 4

donde a; ~ WN(0,0?).
Cuyas propiedades son:

= La funcion de autocorrelacion parcial tiene autocorrelaciones diferentes de
cero en los desfasamientos L, 2L, ..., PL y autocorrelaciones iguales a cero en
los demas.

= La funcion de autocorrelacion se extingue en los desfasamientos estacionales
L.,2L,3L, ...
Una vez que la serie es estacionaria, se define el modelo general estacional como:
L\D d, *
2= (1-B")"(1-B)%;

donde B es el operador de retraso, d es el grado de diferenciacién no estacional y
D es el grado de diferenciacion estacional.
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3.4. Modelizacion ARIMA estacional

Para construir el modelo ARIM A(p,d,q)(P, D, @), apropiado para la
serie estacional {Z;} consta de las fases previamente vistas; Identificacion, Esti-
macion, Validacion y Prediccion, de la forma siguiente:

Identificacion

Se proponen los modelos ARIM A(p,d, q)(P, D,Q)s que puedan repre-
sentar la evolucion de la serie {Z,;}. Se analiza la estacionariedad de la serie, tanto
en media como en varianza, y una vez que se tiene la serie estacionaria, se se-
leccionan los ordenes (p,q) de la estructura regular estacionaria, y (P, Q) de la
estructura estacional estacionaria. Se analiza si es necesario incluir o no un término
independiente.

Analisis de estacionariedad

Para estudiar la estacionariedad en varianza de la serie, se utiliza el

grafico que permite observar si la variabilidad de la serie es homogénea a lo largo
del tiempo o no. En las series estacionales, la amplitud del ciclo estacional crece
con tendencia, generalmente. El andlisis de la estacionariedad en media de una
serie es a través del grafico de la funcion de autocorrelacion o de los contrastes de
raices unitarias, seglin sea el caso.
Cuando una serie ya transformada por logaritmos, sigue sin ser estacionaria en
media, ni en estructura regular ni en estacionalidad, se procede a diferenciarla.
Inicialmente, se toman diferencias estacionales para solucionar el problema de la
no estacionariedad estacional.

Una vez aplicada la diferenciacion (1 — LY)Ln(Z;), se debe revisar si
alin se observa un comportamiento estacional sistematico y diferencias de media
por periodo, si ha desaparecido el comportamiento tendencial de la serie. Todo
esto debido a que el operador de diferencias estacional elimina por un lado, la
estacionalidad, y a través del operador de diferencias regular, (1 — L), elimina la
no estacionariedad en tendencia.
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A continuacién, se analiza el correlograma para determinar si la serie es estacio-
naria.

Por dltimo, se aplica el contraste aumentado de Dickey-Fuller para la hipotesis
nula de existencia de raices unitarias en la serie ya diferenciada, (1 — L) Ln(Z;).

Una vez que se realizaron estos tres andlisis y se concluy6 que la serie no es esta-
cionaria, se toma entonces otra diferencia regular y se analiza la posible estacio-
nariedad de la serie (1 — L)(1 — L4)Ln(Z;).

Si esta vez, resulta que la serie ya es estacionaria, se dird que la serie es integrada
de de orden d en la parte regular e integrada de orden D en la parte estacional.

Seleccién de los o6rdenes (p,q) y (P,Q)

La eleccion del modelo apropiado para la serie estacionaria se realiza
estudiando las funciones de autocorrelacién simple y parcial. Por ejemplo, si el
grafico de la autocorrelacion simple muestra que el primer coeficiente regular y el
primer coeficiente de la parte estacional son significativamente distintos de cero, y
ademas, el grafico de la funcién de autocorrelacion parcial muestra comportamiento
decreciente y a los coeficientes regulares y estacionales significativamente distintos
de cero, entonces podemos proponer una estructura ARM A(0,1)(0, 1),. Este paso
se concluye decidiendo si es necesario incluir un término independiente o no, a
través del contraste de la hipotesis nula de media cero, con el estadistico:

Z
Oz

t =
Si la hipoétesis nula no se rechaza, no se incluird un término independiente en el
modelo.

Estimacion

Se estiman los pardmetros involucrados en el proceso usando los valores
observados de la serie de tiempo.

Validacion

Se comprueba que el modelo propuesto se ajusta bien a los datos y que
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reproduce la estructura de comportamiento de la serie.

Se comienza por el analisis de los coeficientes para saber si son estadisticamente
significativos. Se debe comprobar que el modelo propuesto es estacionario. Poste-
riormente, se realiza el anélisis de los residuos graficandolos, y comprobando que
estos oscilan en torno a cero con variabilidad homogénea. Por otro lado, el correlo-
grama de los residuos debe mostrar que ningtun coeficiente de autocorrelacion esta
fuera de la region critica, por lo que ninguno sera significativamente distinto de
cero.

Prediccion

Se procede a hacer calculos de los valores que tomara la serie una vez
que se ha elegido el modelo mas adecuado.
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Capitulo 4

Aplicacion de la metodologia

En este Capitulo se encontrara un modelo del Precio Promedio Sema-
nal del Crudo de Exportacion usando la metodologia de Box-Jenkins.

Se comenzard haciendo el andlisis gréafico de la serie de tiempo con la
que se trabajara. La grafica de la serie de tiempo bajo estudio refleja un compor-
tamiento no estacionario (Figura [4.1):

60 80 100 120
L L L

Precio Promedio Semanal

40
L

o |
~

T T T T
2000w1 2005w1 2010wl 2015w1
Fecha

Figura 4.1: Comportamiento del Precio

En el cuadro[4.1]se muestran los resultados de las pruebas Dickey-Fuller
de calculo de raices unitarias realizadas para comprobar que la serie no es estacio-
naria.

53
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Estadistico | Valor critico | Valor critico | Valor critico

de Prueba al 1% al 5% al 10%
Dickey-Fuller -1.32 -3.43 -2.86 -2.57
con intercepto
Dickey-Fuller -0.253 -3.96 -3.41 -3.12

con tendencia
e intercepto
Dickey-Fuller -0.39 -2.58 -1.95 -1.62
sin tendencia
ni intercepto

Cuadro 4.1: Pruebas de estacionariedad para la serie original

La Figura muestra las funciones de autocorrelacién simple y parcial del Precio
Promedio Semanal.
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Formula de Bartlett para MA(q) con bandas de confianza del 95% Bandas de confianza del 95% [es = 1/sart(n)]

Figura 4.2: Comportamiento de la FAC y FACP

Después de realizar las pruebas tanto graficas como numéricas, se afirma que la
serie no es estacionaria, pues la grafica de la funcién de Autocorrelacion presenta
un comportamiento decreciente lento sin tendencia a extinguirse.



%)

Se procede a analizar si existe algiin componente estacional que esté condicio-
nando el comportamiento de la serie.

Para esto, se utilizara el método Census X-12 utilizado por el Bur6 de
Censos de Estados Unidos, a través del software Eviews 6(Ladiray, 2001).

Justificaciones importantes de la desestacionalizacion:

» Estimar la componente estacional con el objetivo de planificar mejor, por
ejemplo.

= Estimar la componente estacional para eliminarla de la serie y robustecer la
evidencia de otras causas de variaciéon en la serie.

Causas de estacionalidad:

» Factores Naturales
» Medidas legales o administrativas

» Tradiciones sociales, culturales o religiosas (vacaciones, dias festivos)
A grandes rasgos, el método Census X-12 consiste en un proceso que:

1. Asume que hay una relaciéon multiplicativa entre los componentes de la serie
original.

2. Obtiene una tendencia de ciclo preliminar aplicando una tendencia de medias
moviles a la serie original.

3. Este estimador inicial se remueve del estimador original para proporcionar
una serie de tiempo sin tendencia.

4. Los valores atipicos son identificados y reemplazados en la nueva serie de
tiempo sin tendencia.

5. Se aplica un proceso de medias moviles estacional a la nueva serie sin ten-
dencia para cada mes de forma individual para proveer de estimadores pre-
liminares del componente estacional.
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6. Se obtiene la razon de la serie original con la nueva serie ajustada estacional-
mente.

7. Un término de medias moviles de Henderson se aplica a la estimacion final
de la serie ajustada estacionalmente; esto nos da un estimado final de la
tendencia.

Para éste anélisis, se requiri6é obtener promedios mensuales, pues es una
condiciéon del software para realizar el ajuste estacional.

A continuacion, se muestra en la grafica de la serie original com-
parada con la grafica de la serie ajustada estacionalmente.
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Figura 4.3: Precios Promedios Mensuales vs. Precios Promedios Mensuales Ajus-
tados Estacionalmente

De forma gréfica, se apreciar en la figura[4.3|que atn después de realizar
el ajuste estacional, la serie resultada no presenta diferencias significativas con res-
pecto a la serie original. Se puede descartar entonces que exista estacionalidad en
la serie. En la Figura se presentan los resultados de las pruebas estadisticas
que dan sustento a esta afirmacion:
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» Presencia de estacionalidad asumiendo estabilidad
= Test no paramétrico de presencia de estacionalidad asumiendo estabilidad

n Test de estacionalidad méovil

Test for the presence of seascnality assuming stabilitwy.

Sum of Dgrs.of Mean
Squares Freedom Square F-Value
Between months 5675.5907 11 515.96280 9.686%%
Residual 9587.9663 180 53.26648
Total 15263.5571 191

**Seasonality present at the 0.1 per cent lewvel.

Nonparametric Test for the Presence of Seascnality Assuming Stabilitcy

Kruskal-Wallis Degrees of Probability
Statistic Freedom Lewvel
79.4017 11 0.000%

Seascnality present at the cne percent lewel.

Moving Seasonality Test

Sum of Dgrs.of Mean
Squares Freedom Square F-wvalue
Between Years 1750.9522 15 116.730144 4.T781%=
Error 4028.821¢ 165 24.417101

**Moving seasonality present at the one percent lewvel.
COMEINED TEST FOR THE PRESENCE OF IDENTIFIABLE SEASONALITY

ICENTIFIABLE SEASONALITY NOT FRESENT
Figura 4.4: Pruebas de presencia de estacionalidad

Las tres pruebas rechazan estacionalidad, por lo que se concluye que la serie no
presenta estacionalidad identificable.

De esta forma, se descarta el uso de modelos SARIMA.

Se retoma el andlisis de la serie de Precios Promedios Semanales. Ya
se ha concluido que la serie no es estacionaria, por lo que se procede a realizar la
primera diferenciacién para lograr la estacionariedad en media.
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La grafica de la primera diferencia de los Precios Promedios Semanales
se muestra en la Figura [4.5

10
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Fecha

Figura 4.5: Primera diferencia de los PPS

Se realizan las pruebas de raiz unitaria para descartar no estaciona-
riedad en la serie a través del test de Dickey-Fuller, como se muestra en la tabla

42

Estadistico | Valor critico | Valor critico | Valor critico
de Prueba al 1% al 5% al 10%

Dickey-Fuller -21.140 -3.43 -2.86 -2.57

con intercepto

Dickey-Fuller con | -21.172 -3.96 -3.41 -3.12
tendencia

e intercepto

Dickey-Fuller -21.152 -2.58 -1.95 -1.62

sin tendencia

ni intercepto

Cuadro 4.2: Pruebas de estacionariedad para la primera diferencia de los PPS

A pesar de que la primera diferencia realizada a la serie genera una serie
ya estacionaria, el resultado grafico no satisface las expectativas de estacionariedad
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en varianza, por lo se opta por realizar una transformacién previa a la primera
diferenciacion.

Se realiza entonces la primer transformacion a la serie original de Pre-
cios Promedios Semanales para lograr la estacionariedad en varianza aplicando
logaritmos a las observaciones, pues se observa heteroscedasticidad; es decir, no
homogeneidad en varianza, y posteriormente se calculara la primer diferencia. La
grafica de la serie transformada en logaritmos queda como en la Figura [4.6

Logaritmo del Precio Promedio Semanal

2.5

T T T T
2000w1 2005w1 2010w1 2015w1
Fecha

Figura 4.6: Transformacion Logaritmica de la Serie

Esta transformacion provoca un reescalamiento de la serie original, aunque el com-
portamiento de la serie sigue siendo similar.

A continuacion, se realiza la primera diferencia de la serie transformada
a través de logaritmos y se obtiene la Figura que muestra un comportamiento
estacionario en media y varianza que satisface las expectativas visuales.

La transformacion de la serie a través de logaritmos corrige la heteroscedastici-
dad. Esta transformacion debe realizarse antes de la diferenciacion para evitar el
calculo de logaritmo de valores negativos.

De forma similar al procedimiento anterior, se realizan las pruebas de
Dickey-Fuller de estacionariedad y se grafican las funciones de Autocorrelacion
Simple y Parcial. Los resultados se muestran en el cuadro
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T T
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Figura 4.7: Primera Diferencia de la Serie Transformada

Estadistico | Valor critico | Valor critico | Valor critico
de Prueba al 1% al 5% al 10%

Dickey-Fuller -21.797 -3.43 -2.86 -2.57

con intercepto

Dickey-Fuller con | -21.833 -3.96 -3.41 -3.12
tendencia

e intercepto

Dickey-Fuller -21.806 -2.58 -1.95 -1.62

sin tendencia

ni intercepto

Cuadro 4.3: Pruebas de estacionariedad para la serie transformada

El valor del estadistico de prueba supera en términos estadisticos a los
valores criticos del 90, 95 y 99 %, por lo que se descarta la existencia de alguna raiz
unitaria; es decir, las transformaciones realizadas conducen a una serie estacionaria.

Graficando las funciones de AC y ACP de la serie transformada, se
obtiene la Figura 4.8

Ahora se puede afirmar que la serie es estacionaria al observar los estadisticos de
prueba, la grafica de la serie transformada y el comportamiento de las graficas de
la FAC y FACP.
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Figura 4.8: Comportamiento de la FAC y FACP

El correlograma mostrado en la Figura [4.9| confirma de manera mas
clara que solamente hay una espiga significante en cada una de las graficas de la
FAC y FACP.

-1 o 1-1 0 1

LG aC rAC Q Prob>y [Rutccorrelatien] [Bartial Autocor
1 0.2663 0.2663 58.574 0.0000 — —
z 0.0698 -0.000% 62.609 0.0000

3 0.121%  0.111% 74.%09 0.0000

4 0.0708 0.0122 79.06% 0.0000

5 0.0294 0.0034 79.786 0.0000

& -0.0448 -0.0717 S1.454 0.0000

7 0.0065 0.030§ 81.4% 0.0000

8 0.0104 -0.001% 81.579 0.0000

9 0.0075 0.0187 81.627 0.0000

10 0.0475 0.0470 83.513 0.0000

11 0.0158 -0.0107 83.723 0.0000

1z 0.0054 -0.0055 83.747 0.0000

13 -0.0360 -0.0511 84.831 0.0000

14 0.0052 0.0256 84.854 0.0000

15 -0.0470 -0.0616 86.71 0.0000

18 -0.037¢ 0.0057 87.887 0.0000

17 -0.0548 -0.0515 90.421 0.0000

18 -0.013% 0.0280 90.585 0.0000

13 -0.048% -0.0578 92.603 0.0000

20 -0.0326 0.0108 93.501 0.0000

Figura 4.9: Correlograma de la Serie transformada

De las graficas de Autocorrelacion Simple y Parcial de la serie transfor-
mada, se observa que la funcién de Autocorrelacion Parcial se extingue de manera
rapida y la funcion de Autocorrelacion Simple presenta el mismo comportamiento
después del primer retardo, por lo que se propone un modelo ARIMA(1,1,1).

Para estimar los parametros del modelo se utilizé el software Stata/IC 12.0,
asi como para realizar las graficas y las pruebas de estacionariedad previamente
presentadas. Los resultados del cuadro de estimacion de pardmetros nos llevan
al siguiente modelo ARIMA(1,1,1):
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Zy = 0,24602062;_1 + 0,021533€;,—1 + € + 0,0007199

’ Parametro \ Parametro Estimado \ Error Estandar \ P-value
AR(1) 0.24 0.100 0.0
MA(1) 0.02 0.103 0.001
Constante 0.00071 0.002 0.003
Desviacién estandar 0.041 0.0007 0.0

Cuadro 4.4: Resultados

Se utilizara el Criterio de Informacion de Akaike (AIC) y el Criterio de
Informacion Bayesiana (BIC) para verificar que el modelo ARIMA(1,1,1) sea el
que mejor se ajusta a los datos, comparandolo con tres modelos adicionalmente
propuestos.

El criterio de informacion de Akaike (AIC) establece que se debe de
seleccionar el modelo que minimiza a:

AIC(k) = =2 In(Funcin de Mxima Verosimilitud) + 2k
donde k asegura que se selecciona el modelo con el menor ntimero de parametros.

Se usard también el criterio de informacion Bayesiana de Schwartz
(SBIC) que establece como el mejor modelo al que minimiza:

SBIC(k) = =2 In(Funcin de Mzima Verosimilitud) + k In(n)

A través de estos criterios, se tiene la tabla [4.5

Los resultados obtenidos de la tabla [4.5]llevan a la conclusion de que el
modelo ARIMA(1,1,1) es el mejor modelo con base en los p-value, y los Criterios
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Cuadro 4.5: Comparativo de los p-valores de los modelos propuestos, con AIC y

BIC.
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de Informacion Bayesianos y de Akaike.

Uno de los planteamientos iniciales para determinar que el modelo de-
terminado es el adecuado, indica que los residuales tienen un comportamiento de
ruido blanco, es decir, presentan media nula, varianza constante y ausencia de au-
tocorrelacion.

Para verificar la normalidad de los residuales se grafican los residuales
contra el tiempo. Si el modelo es adecuado, los residuales deben estar distribuidos
de forma aleatoria alrededor del cero, sin mostrar patrén o tendencia.

Se hard un andlisis detallado de la estimacion de los residuales para

corroborar que se comportan como un ruido blanco.

En Stata 12.0/IC se realiza la estimacion de los residuales y se ob-
tienen las estadisticas de media y desviacion estandar:

u = —6,43e — 06
o = 0,419742
Mn = -0,198
Maxr = 0,153

La grafica de los residuales se comporta como en la Figura [4.10

El correlograma de la Figura[£.11) muestra que no hay correlacion entre
los residuales:

En la tabla se muestran las pruebas Dickey-Fuller para descartar
existencia de raices unitarias en los residuales.



65

1

Residuales
0

~

T T
2010w1 2015w1

Fecha

T T
2000w1 2005w1

Figura 4.10: Comportamiento de los Residuales

Estadistico | Valor critico | Valor critico | Valor critico
de Prueba al 1% al 5% al 10%
Dickey-Fuller -28.643 -3.43 -2.86 -2.57
con intercepto
Dickey-Fuller -28.674 -3.96 -3.41 -3.12
con tendencia
e intercepto
Dickey-Fuller -28.66 -2.58 -1.95 -1.62
sin tendencia
ni intercepto

Cuadro 4.6: Pruebas de estacionariedad para los residuales

Se concluye que los residuales presentan un comportamiento de ruido
blanco una vez analizadas la gréfica, el correlograma y las pruebas de Dickey-
Fuller.

Se hara uso de la prediccion dindmica de Stata/IC 12.0 con los esti-
madores obtenidos. Esta funcién, toma en cuenta la observacion inmediata ante-
rior para generar la observacion actual. Se substituiran los valores estimados de
los parametros en el modelo ARIM A(1,1,1) propuesto para pronosticar el Pre-
cio Promedio Semanal de Crudo de Exportacion Mexicano para 12 observaciones;
6 que se compararan con las ultimas reales observadas y 6 pronosticadas. Debe
recordarse que la serie fue transformada, por lo que es necesario revertir las trans-
formaciones. Los resultados se muestran en la tabla [4.7
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-1 a 1 -1 a 1

LEZ AT PRC Q Brob>( [Zutocorrelation] [BFartizl Autocor]

1 -0.0003 -0.0003 5.Te-05 0.3%940
2 -0.0253 -0.0253 528923 0.7678
3 0.101% 0.101= 9.08B12 0.0282
4 0.0382 0.0383 10.234 0.0358
5 0.026% 0.0323 10.836 0.0535
& -0.0616 -0.0715 14.051 0.0231
7 0.0178 0.011% 14.314 0.045%
8 0.007% -0.0031 14365 0.0727
=] -0.0077 0.0051 14.415 0.1083
10 0.047% 0.0513 16.328 0.0%0&
11 o.o027 0.0044 16.334 0.1232
1z 0.012& 0.0033 16.467 0.1708
1z -0.0448 -0.0557 18.146 0.1521
14 0.03201 0.0274 18.308 0.1685
15 -0.0453 -0.05&61 20.636 0.14835
14 -0.0136 0.0044 20.731 0.18&7
17 -0.043%0 -0.057% 22 _.814 0.1554
18 0.0137 0.0278 22.873 0.1%91s&
13 -0.0432 -0.0531 24 55 0.175%
20 -0.0225 -0.0032 24 976 0.2023

Figura 4.11: Correlograma de los residuales

En la figura se muestra la grafica comparativa de los precios reales
observados durante todo el ano hasta la semana 50 de 2015 contra los precios
promedios semanales generados por el modelo ARIMA(1,1,1) hasta la semana 2
de 2016.

Con estos resultados, se tiene ya un panorama general del compor-
tamiento del precio promedio semanal del crudo de exportaciéon mexicano a corto
plazo, que era el objetivo principal de este trabajo. A continuacion se establecen
las conclusiones con menciones relevantes y el trabajo a futuro.
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Total de | Semana PPS PPS

Semanas Observado | Pronosticado
825 45 35.36 37.981
826 46 33.44 37.9702
827 47 34.43 37.988
828 48 33.01 38.013
829 49 29.14 38.0397
830 50 27.54 38.0669
831 51 - 38.0942
832 52 - 38.1216
833 1 - 38.1490
834 2 - 38.17642
835 3 - 38.20385
836 4 - 38.23129

Cuadro 4.7: Pronosticos del precio promedio semanal de Crudo de Exportacion
Mexicano
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Precio Promedio Semanal Precio Modelado

Figura 4.12: Precios Promedios Reales contra Pronosticados
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Capitulo 5

Resultados, conclusiones y trabajo
futuro

Gracias a la metodologia Box-Jenkins; herramienta ttil para manipular
series de tiempo, y a las técnicas abordadas en esta tesis, se obtuvo un modelo
adecuado para pronosticar el Precio Promedio Semanal del Crudo Mexicano de
Exportacion.

Este modelo fue generado a partir de datos promedios semanales desde
la semana uno del ano 2000 hasta la semana 44 del ano 2015, obtenidos del Cen-
tro de Estudios de Finanzas Publicas de la H. Camara de Diputados. Tal modelo
resultd ser un ARIMA(1,1,1), del cual se estimaron los parametros con el fin de
realizar predicciones para las 12 semanas siguientes; 6 de las cuales ya se tenfan
registradas y sirvieron como punto de comparacion del modelo, y 6 que se pronos-
ticaron dinamicamente.

En la gréafica del pronoéstico, se puede observar una tendencia constan-
te, un tanto creciente, para las proximas 6 semanas. Las predicciones muestran el
posible panorama del precio promedio que se reportara si se continuara observando
el mismo comportamiento. Se observa que a pesar de que el modelo se ajusta a los
datos, no logra replicar el comportamiento real decreciente de la serie, pues aunque
en teoria se esperaban precios crecientes, o al menos constantes, existen factores
que lo afectaron de forma abrupta durante el cierre del ano 2015 y apertura del
2016.
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Entre estos factores, destacan el alza en la cotizacion del precio del
dolar, conflictos bélicos a escala internacional, aumento del volumen de reservas

de crudo en un mercado ya de por si saturado y la desaceleracion econdémica de
China.

Después de analizar este trabajo, surgen ideas de cémo mejorar los
resultados de predicciones. Una de ellas es incorporar variables dic6tomas, que
integren el factor exo6geno que condiciona la caida de los precios de manera tan
precipitada. De esta forma, aunque no sepamos con certeza qué fenémeno afecto
el comportamiento de la serie, existira una variable que respalde el cambio estruc-
tural.

Es factible, ademas, realizar analisis del comportamiento de la serie ba-
jo estudio a través de modelos ARCH, GARCH, VAR y ARIMAs multivariados,

entre otros.

También se propone identificar indicadores econdémicos o sociales que
tengan relacion directa con el precio del crudo de exportacion mexicano. Esto se
realizard a través de modelos con funciones de trasferencia, en los que la variable
de respuesta es una serie de tiempo que se relaciona con otra que se cree que influye
en la primera. La decision sobre cudl es la variable que influye, esta en funcion de
lo que se quiere correlacionar y de lo que se sabe que afecta la serie de respuesta.
Se propone analizar la influencia del tipo de cambio y las reservas a nivel mundial.

De la misma forma, queda claro que el precio del crudo es una variable
volatil, dificil de pronosticar, y en la que se debe tener especial atencion, pues
constituye aproximadamente el 35 % del total de la recaudacion (Alvarez, 2015). Es
necesaria la implementacion de modelos econométricos més completos que integren
a las variables ex6genas que afectan directa o indirectamente el precio del crudo de
exportacion en el pais, pues de esta forma, se aseguraré la correcta implementacion
de politicas fiscales que garanticen el buen uso del erario piblico.
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