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Introducción

El petróleo es la materia prima de la que se obtienen la mayor parte
de los productos procesados que se convierten en bienes de consumo, por lo que
es una base amplia de la dinámica económica de todo el mundo. El petróleo es
un hidrocarburo que se presenta en los tres estados de la materia: sólido (bitumen
natural), líquido (crudo) y gaseoso (gas natural).

Los yacimientos de petróleo se ubican en el subsuelo, a diferentes pro-
fundidades (hasta 6,000 m). Al fondo de los yacimientos se encuentra agua, por
debajo de las mezclas de hidrocarburos pastosos y líquidos (que son menos pesadas
que el agua) y en la parte más alta del depósito se ubican los hidrocarburos en
estado gaseoso.

La explotación petrolera deriva en dos productos. En el primero, el
petróleo crudo se exporta en barriles. En el segundo, el petróleo se procesa y se
transforma en productos como combustibles, asfaltos, lubricantes, grasas, coke y
para�nas entre otros. Todos estos productos componen a la industria petroquímica.

El Petróleo a Nivel Mundial

Desde el último tercio del siglo XIX, el petróleo es la energía primaria más impor-
tante del mundo. Prácticamente todas las actividades económicas se sustentan en
el petróleo como fuente energética, representando alrededor del 40% de las necesi-
dades energéticas mundiales.

El Medio Oriente es el mayor productor de petróleo: provee cerca de
un tercio del consumo mundial. Pero Europa, Asia (en especial, Rusia y el Reino
Unido) y Estados Unidos son también grandes productores. La diferencia radica
en que casi toda la producción de Medio Oriente es para exportación, mientras que
Estados Unidos no llega a cubrir su consumo doméstico; consume más de lo que
produce. Medio Oriente encabeza la lista de reservas de petróleo; la magnitud de
los yacimientos de Arabia Saudita e Irak hace que los del resto del mundo parezcan
pequeños; además, en otras zonas con reservas importantes, es mucho más costosa
la extracción, como en Canadá.
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A pesar de ser una región con las menores reservas, América del Norte
es la región que más petróleo consume y depende en gran medida de la importación
de hidrocarburos. La zona Asia-Pací�co es una gran consumidora de crudo, sien-
do la que menos yacimientos tiene. A ambas regiones se atribuye casi el 90% del
incremento del consumo de petróleo en los últimos 10 años.

El precio del barril de petróleo se considera un referente en el sistema
energético mundial. El mercado del petróleo forma parte vital de los mercados
�nancieros, afectando sus variaciones a casi la totalidad del resto de los sectores.
En muchos casos, su importancia es tal que se ha considerado como el origen de
importantes con�ictos políticos y bélicos.

Dentro de la producción de este combustible, la institución más im-
portante es la Organización de Países Exportadores de Petróleo (OPEP). Existe
gran controversia respecto al papel que ejerce esta institución dentro del mercado.
La OPEP controla la mayor parte de la producción mundial de petróleo, aunque
existen otros países (grandes productores) que no pertenecen a esta organización.

Al comienzo la OPEP estaba conformada solo por cinco países: Irak,
Irán, Kuwait, Arabia Saudita y Venezuela. Años después se sumaron 7 países más:
Nigeria, Libia, Qatar, Los Emiratos Árabes Unidos, Libia, Indonesia, Argelia y
Gabón.

El petróleo y su gama casi in�nita de productos derivados lo convierten
en uno de los factores más importantes del desarrollo económico y social en todo el
mundo. El petróleo y las decisiones estratégicas que sobre él se toman por los paí-
ses productores in�uyen en casi todos los componentes de coste de una gran parte
de los productos. Cuando sube el precio del petróleo se produce una subida de los
costes de forma más o menos inmediata, en casi todos los sectores productivos, en
consecuencia, este aumento se re�eja en los precios de los bienes de consumo.

La extracción y producción de petróleo está en manos de unos pocos
países productores y es controlada por la OPEP, quien con sus decisiones in�uyen
en los distintos mercados en los que se �jan los precios mínimos del crudo. Por
todo ello, es muy importante el impacto del petróleo en la economía mundial y
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en las de los diferentes países que dependen en gran medida de esta materia pri-
ma. La OPEP controla aproximadamente dos tercios de la exportación mundial
de petróleo.

Pemex

En México, cerca del 88% de la energía primaria que se consume proviene del
petróleo. Esta energía llega a nosotros cada día en una gran variedad de formas.
El petróleo es la principal fuente de insumos para generar energía eléctrica, además
de permitir la producción de combustibles como gasolina, gas y turbocina para los
sectores de transporte e industrial. El petróleo es también una materia prima de
una gran cantidad de productos como telas, medicinas y variados objetos de plás-
tico, polietilenos o polímeros, entre otros, que son indispensables para cualquier
área industrial y comercial.

Debido a la importancia del petróleo y sus derivados, el gobierno me-
xicano decidió expropiar la industria petrolera. Así, en 1938 fue creada la actual
paraestatal Petróleos Mexicanos que posee campos de extracción diversos en zonas
y aguas territoriales. Actualmente PEMEX es la mayor empresa de México y el
mayor contribuyente �scal del país, así como una de las empresas más grandes de
América Latina. Esta compañía paraestatal opera a través de un corporativo que
administra cuatro áreas:

PEMEX Exploración y Producción

PEMEX Re�nación

PEMEX Gas y Petroquímica Básica

PEMEX Petroquímica

Los ingresos de estas áreas son orientados a la economía nacional.

Petróleos Mexicanos es la empresa más importante del país, por los
ingresos que signi�ca para la federación, por la infraestructura creada y operati-
va a todo lo largo del territorio nacional, y por la importancia del petróleo en la
economía mundial. Es el décimo productor de crudo a nivel mundial.
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PEMEX, durante las últimas décadas, ha encontrado yacimientos de
petróleo en diferentes lugares de la república mexicana. Los principales estados
que producen petróleo en el país son:

Campeche

Tabasco

Veracruz

Tamaulipas

Para identi�car la calidad del petróleo se utiliza la medida de grados
del American Petroleum Institute (API); a mayor número de API, mayor calidad
y valor de venta. En México existen principalmente tres clases: Olmeca, Maya e
Itsmo. Su diferencia consiste en la densidad y contenido de azufre, siendo el Olme-
ca el de mejor calidad porque tiene mayor densidad y menor cantidad de azufre.
Por el contrario, el petróleo Maya es el de menor calidad por la alta concentración
de azufre y su baja densidad. El petróleo clase Istmo se encuentra a la mitad de la
escala, con cantidades de azufre y puntaje en API intermedios. Estos hidrocarburos
se encuentran en estado líquido y se les denomina crudos. Cuando se encuentran
en estado gaseoso reciben el nombre de gas natural.

Tipo Concentración Grados Origen Producción

Maya 3.3% azufre 22◦ API Campeche Más del 50% del total
Istmo 1.3% azufre 27◦ API Chiapas y Tabasco 30% de la producción
Olmeca 0.8% azufre 38◦ API Tabasco y Tamaulipas 20% de la producción

Cuadro 1: Clasi�cación de tipos de petróleo en México

La producción de las diferentes clasi�caciones de petróleo contribuyen
signi�cativamente a la economía mexicana. PEMEX aportaba aproximadamente
con un tercio de los ingresos del sector público del país y sus ventas equivalen
al 10% del PIB. La distribución de los ingresos petroleros ha quedado (de forma
aproximada y variable según el año) en 14% para los estados, 3% para municipios
y casi el 70% para el gobierno federal.
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País Tipo API

Medio Oriente Arabian Light 40 ◦

Noruega Brent 38 ◦

Asia Dubai 31 ◦

EE.UU. West Texas Intermediate (WTI) 39 ◦

México Maya (Pesado) 21.57 ◦

México Istmo (Ligero) 33.44 ◦

México Olmeca (Super Ligero) 38.30 ◦

Cuadro 2: Comparación del tipo de petróleo mexicano en grados API a nivel
mundial de acuerdo a la OPEC(2016)

A lo largo de la historia, el precio del petróleo ha sufrido una evolución
marcada por distintas circunstancias sociopolíticas y económicas. De forma gener-
al se ha establecido que los mayores precios del petróleo han ido acompañados de
fenómenos bélicos que han afectado a los países productores.

En el último año la atención pública se ha concentrado en el colapso
de precios del petróleo, así como en sus posibles consecuencias a corto y mediano
plazos sobre las �nanzas públicas y la situación �nanciera de Pemex. Los precios
de la canasta mexicana de crudos de exportación se desplomaron de un promedio
de 99 dólares por barril en junio de 2014 a 42 dólares en enero de 2015, lo que
representa una caída de 58 por ciento. Recientemente se observó una cierta recu-
peración, elevándose el precio a 55 dólares por barril en mayo pasado. (Lajous,
2015).

México, no pertenece a la OPEP, y es el caso único de un país en que la
gasolina siempre aumenta, de forma independiente al precio del petróleo en el mer-
cado internacional. Este fenómeno se debe a que el gobierno carga dos impuestos
a los consumidores: el Impuesto al Valor Agregado (IVA) y el Impuesto Especial
sobre Productos y Servicios (IEPS).

La oferta y la demanda es la lógica bajo la cual �uctúan los precios del
petróleo. Aunque se deben tener en cuenta otros factores también importantes. Es-
tos factores pueden estar relacionados a un incremento en el consumo, a con�ictos
bélicos o, incluso, a la especulación de los inversionistas y compradores de petróleo.
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Según el Congreso de Estados Unidos (2013), üna tercera parte del
precio del petróleo se relaciona directamente con la especulación de los Fondos
de Inversión y grandes bancos". De forma similar, la consultora Goldman Sachs
(2013) considera que el impacto de este fenómeno es del 40% en el precio. Así, el
precio del crudo de exportación estará regido por la ley de la oferta y la demanda,
y por la aceleración o desaceleración de la economía mundial.

A pesar de los diversos factores que intervienen en determinar el precio
del petróleo, es importante enfatizar la importancia de la producción y la demanda
en este proceso. Gersheson (1999) señala que cuando la producción es el elemento
determinante de los precios, a menudo se le denomina mercado de vendedores. Por
el contrario, cuando la demanda es el elemento determinante, se le llama mercado
de compradores.

Objetivo de la investigación

El crudo mexicano como pilar fundamental de la economía mexicana,
requiere un estudio especializado.

El Gobierno Federal a través del cobro de impuestos y otras contribu-
ciones de la sociedad, obtiene los ingresos necesarios para atender sus necesidades
de gasto; entre ellos los ingresos provenientes de la venta del petróleo; de la venta
de bienes y servicios de las empresas y organismos públicos, así también como de
los �nanciamientos que contrata.

Anualmente el Poder Ejecutivo Federal, por conducto de la Secretaría
de Hacienda y Crédito Público (SHCP), conforma el Paquete Económico, inte-
grado por los documentos fundamentales que determinan los objetos, directrices,
instrumentos y criterios de de�nición de la Política Fiscal.

El Paquete que elabora la SHCP se halla integrado por:
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1. Los Criterios Generales de Política Económica

2. Iniciativa de Ley Ingresos de la Federación

3. Decreto del Presupuesto de Egresos de la Federación

4. Presupuesto de Egresos de la Federación

5. Miscelánea Fiscal

La importancia fundamental del proceso de predicción de precios del
crudo de exportación mexicano, radica en el hecho de que este, junto con indi-
cadores como el crecimiento económico, la in�ación y el dé�cit, entre otros, son
la base para la formulación de la política �scal, pues en ellos se contiene la evolu-
ción reciente de la economía mexicana, su contexto y el comportamiento futuro
probable. Esta información da la pauta para establecer el cálculo de los ingresos
públicos y, por lo tanto, el volumen del gasto a disponer.

Los pronósticos son una parte importante del análisis econométrico, en
términos generales, hay cinco enfoques de pronósticos económicos basados en series
de tiempo (Gujarati, 2009) :

Métodos de Suavizamiento Exponencial

Modelos de Regresión Uniecuacionales

Modelos de Regresión de Ecuaciones Simultáneas

Modelos Autorregresivos Integrados de Promedios Móviles (ARIMA)

Modelos de Vectores Autorregresivos (VAR)

La metodología ARIMA, comúnmente conocida como metodología de
Box-Jenkins, se basa en el análisis de las propiedades probabilísticas o estocásticas
de las series de tiempo económicas.

Por esta razón, Box y Jenkins desarrollaron un método destinado a
identi�car, estimar y diagnosticar modelos dinámicos de series temporales en los
que la variable del tiempo juega un papel fundamental. Una parte importante
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de esta metodología está pensada para evitar la tarea de especi�car el modelo al
azar y dejar que los datos históricos de la variable indiquen las características de
la estructura probabilística subyacente. Box y Jenkins plantearon una familia de
modelos de series de tiempo que se ajustaran para explicar la evolución de una
variable a lo largo del tiempo.

El objetivo principal de este trabajo es establecer un modelo estadís-
tico paramétrico para realizar la predicción sobre el precio promedio semanal del
crudo de exportación mexicano, usando la metodología de Box-Jenkins para series
de tiempo. Construir un modelo para una serie de tiempo tiene como objetivo
principal predecir valores futuros de la serie con una precisión aceptable.

En este trabajo de tesis se realizó un estudio de los precios promedio se-
manales del crudo de exportación mexicano, obtenidos de forma diaria del vínculo:
http://www.cefp.gob.mx/intr/bancosdeinformacion/cortoplazo/indicado\

res_macroeconomicos/im020.xls

La información en dicho vínculo fue elaborada por el Centro de Estudios
de Finanzas Públicas de la H. Cámara de Diputados, con datos de la Secretaría
de Energía, PEMEX, REUTERS, el Mercado de Físicos, El Financiero y la Se-
cretaría de Economía. Esta base de datos cuenta con los indicadores de Precios
Internacionales de Petróleo en América (WTI, Brent, Olmeca, Istmo, Maya, Mez-
cla), Europa (Brent y Mezcla) y Asia (Dubai y Mezcla) recopilados desde el 3
de enero del año 2000 hasta el día 17 de diciembre de 2015, están expresados en
USD. Para los �nes de esta tesis se utilizará únicamente el Precio Promedio de
Exportación del Crudo Mexicano.

Para el desarrollo del trabajo se realizó inicialmente una reducción de
datos para eliminar el problema de los datos faltantes y la volatilidad alta que se
presentaba en días donde los precios cayeron o subieron abruptamente; de los 4114
datos diarios que se tenían, se calcularon los promedios semanales y así se obtuvo
una base de datos con únicamente 830 datos.

http://www.cefp.gob.mx/intr/bancosdeinformacion/cortoplazo/indicado\ res_macroeconomicos/im020.xls
http://www.cefp.gob.mx/intr/bancosdeinformacion/cortoplazo/indicado\ res_macroeconomicos/im020.xls
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Capítulo 1

Marco Teórico

1.1. Introducción

El uso de observaciones históricas hasta el instante t de una serie de
tiempo para pronosticar su valor en un futuro t + l, es la base para planeaciones
económicas, de negocios, de producción, control de inventarios y optimización
de procesos industriales, entre otros. Para muchos problemas en los Negocios,
Economía, Ingeniería, Física y Ciencias Ambientales, los datos de series de tiempo
pueden presentarse como diversas variables de interés.

A continuación, se proporcionan de�niciones necesarias para el desa-
rrollo de este trabajo:

Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad, donde Ω es el espacio muestral,
F es la sigma-álgebra de eventos de Ω y P es la medida de probabilidad de�nida
para F . Una variable aleatoria Y es una función con valores reales de�nida en Ω
tal que para cada número real c, Ac = {w ∈ Ω | Y (w) ≤ c} ∈ F .

Un proceso estocástico {Zt} es una familia de variables aletorias inde-
xadas por t ∈ T y de�nidas para un espacio de probabilidad dado.

1
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Supóngase ahora que T es un conjunto indexado con tantos elementos
como el conjunto de los enteros positivos. Un proceso estocástico discreto es una
función Y : T × Ω→ R tal que para cada t ∈ T , Y (t, ·) es una variable aleatoria.

Una serie de tiempo es un conjunto ordenado de observaciones, cada
una de las cuales está asociada a un momento en el tiempo. Cuando las obser-
vaciones estudiadas provienen de intervalos iguales de tiempo, entonces se está
trabajando con una serie de tiempo discreta. De la misma forma, cuando las ob-
servaciones se generan y observan de forma continua, la serie de tiempo es continua.

Cabe recalcar que mientras un proceso estocástico es el resultado de
la colección de variables aleatorias, una serie de tiempo es una observación de un
proceso estocástico. Es decir, existen in�nitas series de tiempo resultado del mismo
proceso estocástico.

Una de las principales razones de estudio de las series de tiempo, es
la generación de pronósticos. Como las series analizadas son estocásticas, su com-
portamiento futuro se puede determinar de forma parcial haciendo uso de las
distribuciones de probabilidad generadas por sus valores pasados.

Intuitivamente, cuando una serie oscila alrededor de un nivel constante
en un periodo de observación, se dice que es una serie estacionaria. En secciones
posteriores se estudiarán con más detalle.

Una serie de tiempo puede ser vista como el conjunto de componentes
elementales no observables, como la estacionalidad, la tendencia y el ciclo.

Que una serie sea estacional signi�ca que ésta muestra un compor-
tamiento periódico repetitivo. Generalmente se estudia la estacionalidad en inter-
valos de un año, pues, como el nombre lo dice, su comportamiento varía según la
estación del año.

La tendencia es la componente que caracteriza el movimiento a largo
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Figura 1.1: Serie de tiempo con comportamiento Estacional

plazo de la serie; ascendente o descendente.

Figura 1.2: Tendencia en Series de Tiempo

Operadores

Para eliminar la tendencia de las series, existen métodos que nos ayudan
a lograr la estacionariedad. Éstos métodos tienen como herramienta principal a los
operadores de diferencia y de retardo.
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1. Llamaremos operador de retardo a aquel denotado por B y que aplicado a
una función dependiente del tiempo, proporciona esa misma función pero
retardada un periodo:

BZt = Zt−1

para toda t, que de forma general se expresa como:

BkZt = Zt−k

2. La operación inversa se de�ne como el operador de adelanto F = B−1, que
es tal que:

FZt = Zt+1

para toda t, que de forma general se expresa como:

F kZt = Zt+k

3. Otro operador importante es el operador diferencia ∇, de�nido por:

∇Zt = Zt − Zt−1

Que puede ser escrito en términos de B como:

∇Zt = Zt − Zt−1 = (1−B)Zt

1.2. Procesos Estocásticos Estacionarios

Están basados en la premisa de que el proceso está en un estado partic-
ular de equilibrio estadístico. Un proceso estocástico es estrictamente estacionario
si sus propiedades no son afectadas por un cambio en el tiempo de origen, es decir,
que la distribución de probabilidad conjunta asociada a k observaciones realizada
en cualquier intervalo de tiempo es la misma.

1.2.1. Conceptos Preliminares

Media y Varianza de Procesos Estacionarios

Cuando se observa un proceso estocástico, la suposición de estacionarie-
dad implica que la distribución de probabilidad es la misma para todos los instantes
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t, entonces el proceso tiene una media constante que indica el nivel alrededor del
cual �uctúa

µ = E[zt] =

∫ ∞
−∞

zp(z)dz

y varianza constante que mide la amplitud del nivel:

σ2
z = E[(zt − µ)2] =

∫ ∞
−∞

(z − µ)2p(z)dz.

Estacionariedad estricta

Una serie de tiempo {Zt} con t = 0, 1, 2, .. es estrictamente estacionaria
si y sólo si para cualquier colección �nita de variables aleatorias se cumple que

FZt1,Zt2,...,Ztk = FZt1+h,Zt2+h,...,Ztk+h

Es decir, si seleccionamos k variables aleatorias y las desplazamos h unidades de
tiempo, la distribución conjunta de las variables aleatorias no cambia.

Estacionariedad débil

Se dice que una serie de tiempo es estacionaria en sentido débil o de
segundo orden si para cualquier colección �nita de variables aleatorias se cumple
que:

1. Es estacionaria en media, es decir, todas las variables aleatorias de la serie
tienen la misma media �nita, es decir, ∀t ∈ T :

E(Zt) = µ <∞

2. Todas las variables tienen la misma varianza y es �nita, es decir, la dispersión
alrededor de la media a lo largo del tiempo es la misma para todas las
variables de la serie de tiempo:

V ar(Zt) = E[Zt − µ]2 = σ2
z <∞, ∀t ∈ T.
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3. Las autocovarianzas sólo dependen del número de periodos de separación en-
tre las variables y no del instante, es decir, la covarianza entre dos variables
aleatorias de la serie de tiempo que disten k periodos de tiempo es la mis-
ma que existe entre cualesquiera otras dos variables que estén separadas k
periodos, independientemente del momento concreto de tiempo al que estén
referidas.

γz(k) := Cov(Zt+k, Zt) = E[Zt+k − µ][Zt − µ] <∞,∀k ∈ Z+

De forma similar, la autocorrelación con retraso k es:

ρz(k) =
E[(zt − µ)(zt+k − µ)√

E[(zt − µ)2]E[(zt+k − µ)2]
=
E[(zt − µ)(zt+k − µ)

σ2
z

=
γz(k)

γz(0)

Por lo tanto, se dice que un proceso estocástico es estacionario en covarianza si y
solo si:

E[Zt] = µ <∞

Cov[Zt+k, Zt] =

{
V ar[Zt] = σ2

Z <∞ si k = 0
γz(k) <∞ si k ≥ 1

Si un proceso estocástico es estacionario en covarianza y su distribución
es Normal, es estacionario en sentido estricto.

1.2.2. Funciones de autocovarianza y autocorrelación

Para un proceso estacionario {Zt}, la media y varianza constantes se
de�nen como E(Zt) = µ y V ar(Zt) = E(Zt−µ)2 = σ2. La covarianza Cov(Zt, Zk)
es una función de la diferencia de instantes |t−k|. Entonces escribimos al coe�ciente
de autocovarianza entre Zt y Zt+k como:

γz(k) = Cov(Zt, Zt+k) = E(Zt − µ)(Zt+k − µ)

La función de autocovarianzas de un proceso estocástico estacionario recaba toda
la información sobre la estructura dinámica lineal del mismo. Como esta depende
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de las unidades de medida de la variable, generalmente se utiliza la función de
autocorrelación.
El coe�ciente de autocorrelación entre Zt y Zt+k mide el grado de asociación lineal
que existe entre esas observaciones, y se de�ne como:

ρz(k) =
Cov(Zt, Zt+k)√

V ar(Zt)
√
V ar(Zt+k)

=
γz(k)√
γz(0)γz(0)

=
γz(k)

γz(0)

Este coe�ciente toma valores −1 ≤ ρz(k) ≤ 1. Cuando ρz(k) = 1, se dice que existe
una relación lineal perfecta y positiva entre las observaciones. Si ρz(k) = −1, en-
tonces existe una relación lineal perfecta pero negativa entre las mismas. Y cuando
ρz(k) = 0, entonces no existe relación lineal entre las observaciones.

La grá�ca de γz(k) contra los retardos k, recibe el nombre de función
de autocovarianza γz(k) (FACV) del proceso. La grá�ca del coe�ciente de autoco-
rrelación ρz(k) en función del retardo k es llamada la función de autocorrelación
ρz(k) (FAC) del proceso.

Podemos ver de las de�niciones que se cumple que γz(k) = ρz(k)σ2
z , por

lo que el conocimiento de un coe�ciente, implica el conocimiento del otro.

Propiedades de la FACV y de la FAC:

1. γz(0) ≥ 0

2. |γz(k)| ≤ γz(0)

3. γz(k) ≥ 0

4. El coe�ciente de autocorrelación de orden 0 es por de�nición igual a 1.

5. La función de autocorrelación de una serie de tiempo estacionaria tiende a
cero rápidamente cuando k tiende al ∞.

6. γz(·) y ρz(·) son funciones pares, es decir, γz(k) = γz(−k) y ρz(k) = ρz(−k)
para toda k, pues: γz(k) = E[Zt−µ][Zt+k−µ] = E[Zt−µ][Zt−k−µ] = γz(−k).
Es por esta razón que la función de autocorrelación se gra�ca únicamente
para retardos positivos. A este grá�co se le conoce como correlograma.
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7. Ambas funciones son semide�nidas positivas en el sentido de que:

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjγ|ti−tj | ≥ 0

y
n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjρ|ti−tj | ≥ 0

para cualquier conjunto de instantes t1, ...tm y cualesquiera números reales
α1, ..., αn. Una condición necesaria para que una función sea de autocova-
rianza o autocorrelación de un proceso, es que sea semide�nida positiva.

Función de Autocorrelación Parcial

Debido a condiciones de estabilidad, las funciones de autocorrelación
de procesos autorregresivos estacionarios de orden �nito siempre son sucesiones
que convergen a cero pero no llegan a él. Esto complica el distinguir entre procesos
de diferentes órdenes cuando se usa la función de autocorrelación. Para lidiar con
este problema, haremos uso de la función de autocorrelación parcial. La correlación
parcial entre dos variables aleatorias es la correlación que queda si el impacto
posible de todas las otras variables aleatorias ha sido eliminado.
Para esto haremos uso de la correlación condicional

Corr(Zt, Zt+k|Zt+1, ..., Zt+k−1)

que es mejor conocida como la autocorrelación parcial en el análisis de series de
tiempo.

La autocorrelación parcial puede ser obtenida considerando un modelo
de regresión, donde la variable dependiente Zt+k de un proceso estacionario con
media cero es retrasado en k variables Zt+k−1, Zt+k−2, ..., Zt de la siguiente forma:

Zt+k = φz(k1)Zt+k−1 + φz(k2)Zt+k−2 + ...+ φz(kk)Zt + et+k

donde φz(ki) denota el i-ésimo parámetro de regresión y et+k es el término de
error con media cero que no está correlacionado con Zt+k−j para j = 1, 2, ..., k.
Multiplicando ambos lados de la ecuación anterior por Zt+k−j, obtenemos

γz(j) = φz(k1)γz(j − 1) + φz(k2)γz(j − 2) + ...+ φz(kk)γz(j − k)
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y de ahí

ρz(j) = φz(k1)ρz(j − 1) + φz(k2ρz(j − 2) + ...+ φz(kkρz(j − k)

Para j = 1, 2, ..., k se tiene el sistema de ecuaciones:

ρz(1) = φz(k1ρz(0) + φz(k2)ρz(1) + ...+ φz(kk)ρz(k − 1),

ρz(2) = φz(k1)ρz(1) + φz(k2)ρz(0) + ...+ φz(kk)ρz(k − 2),
...

ρz(k) = φz(k1)ρz(k − 1) + φz(k2)ρz(k − 2) + ...+ φz(kk)ρz(0).

Usando la regla de Cramer sucesivamente para k = 1, 2, ... tenemos:

φz(11) = ρz(1)

φz(22) =

∣∣∣∣ 1 ρz(1)
ρz(1) ρz(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 ρz(1)
ρz(1) 1

∣∣∣∣

φz(33) =

∣∣∣∣∣∣
1 ρz(1) ρz(1)

ρz(1) 1 ρz(2)
ρz(2) ρz(1) ρz(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρz(1) ρz(2)

ρz(1) 1 ρz(1)
ρz(2) ρz(1) 1

∣∣∣∣∣∣
...

φz(kk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρz(1) ρz(2) . . . ρz(k − 2) ρz(1)

ρz(1) 1 ρz(1) . . . ρz(k − 3) ρz(2)
...

...
...

...
...

...
ρz(k − 1) ρz(k − 2) ρz(k − 3) . . . ρz(1) ρz(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρz(1) ρz(2) . . . ρz(k − 2) ρz(k − 1)

ρz(1) 1 ρz(1) . . . ρz(k − 3) ρz(k − 2)
...

...
...

...
...

...
ρz(k − 1) ρz(k − 2) ρz(k − 3) . . . ρz(1) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Esta última ecuación es conocida como la Función de Autocorrelación
Parcial (FACP).
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La grá�ca de la Función de Autocorrelación y de la Función de Autocorrelación
Parcial brindan información importante sobre el modelo que se ajusta al com-
portamiento de la serie de tiempo. Puede presentar comportamiento de extinción
exponencial, extinción lenta, movimientos sinoidales o truncamiento, como se apre-
cia en la �gura 1.3.

Figura 1.3: Comportamiento de las Funciones de Autocorrelación

Matríz de covarianza de un proceso estacionario

Una matriz de covarianza Γn de�nida de la forma siguiente, simétrica
y con elementos constantes en la diagonal principal, es llamada una matriz de
autocovarianza.

Γn =


γz(0) γz(1) γz(2) . . . γz(n− 1)
γz(1) γz(0) γz(1) . . . γz(n− 2)
γz(2) γz(1) γz(0) . . . γz(n− 3)
...

...
...

. . .
...

γz(n− 1) γz(n− 2) γz(n− 3) . . . γz(0)



= σ2
z


1 ρz(1) ρz(2) . . . ρz(n− 1)

ρz(1) 1 ρz(1) . . . ρz(n− 2)
ρz(2) ρz(1) 1 . . . ρz(n− 3)
...

...
...

. . .
...

ρz(n− 1) ρz(n− 2) ρz(n− 3) . . . 1

 = σ2
zPn
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La matriz de correlación correspondiente Pn es llamada matriz de autocorrelación.

Consideremos ahora cualquier función lineal de variables aleatorias:

Lt = l1zt + l2zt−1 + ...+ lnzt−n+1.

Como Cov(zi, zj) = γ|j−i| para un proceso estacionario, la varianza de
Lt es:

V ar[Lt] =
n∑
i=1

n∑
j=1

liljγ|j−i|

Que será positiva para cualquier l 6= 0.

Las matrices de autocovarianza y autocorrelación son de�nidas positi-
vas para cualquier proceso estacionario.

Existe una condición que la autocorrelación de un proceso estacionario
satisface, pues la de�nición positiva de la matriz de autocorrelación implica que
su determinante es mayor que cero. Por ejemplo, para n = 2, tenemos:∣∣∣∣ 1 ρz(1)

ρz(1) 1

∣∣∣∣ > 0⇒ 1− ρ2
z(1) > 0⇒ −1 < ρz(1) < 1.

Haciéndolo ahora para n = 3, tenemos:∣∣∣∣∣∣
1 ρz(1) ρz(2)

ρz(1) 1 ρz(1)
ρz(2) ρz(1) 1

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Lo que implica que

−1 <
ρz(2)− ρ2

z(1)

1− ρ2
z(1)

< 1

Podemos ver que la condición anterior se cumple además para cada n ≥ 4.

Funciones Muestrales

Cuando tratamos con fenómenos reales de cualquier índole, se tienen
datos observados pero se desconocen los parámetros de las variables aleatorias del
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proceso.

Para elegir un modelo adecuado de los datos, usaremos la función de
autocorrelación muestral (FACM). Si los datos provienen de una serie de tiempo
estacionaria, entonces la FACM nos dará un estimador de la función de autocorre-
lación de {Zt}.

Sea {z1, z2, ..., zn} una serie de tiempo, entonces la media muestral se
denota como:

µ̂ = Z̄ =
1

n

n∑
i=1

Zi

La varianza muestral es:

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Zi − Z̄)2

La autocovarianza muestral para −n < k < n es:

γ̂z(k) :=
1

n

n−|k|∑
i=1

(Zi+|k| − Z̄)(Zi − Z̄)

Y la autocorrelación muestral para −n < k < n es:

ρ̂z(k) =
γ̂z(k)

γ̂z(0)

La Función de Autocorrelación Muestral puede grá�camente darnos información
de la serie según sea el caso:

1. Si se corta rápido o tiende a cero, entonces la serie de tiempo es estacionaria.

2. Si tiende a cero lentamente, entonces la serie no será considerada estacionaria.

Cuando se tiene una serie de tiempo �nita de tamaño T , se pueden estimar a lo
más T − 1 coe�cientes de autocorrelación.

Proceso de ruido blanco

Si {Zt} es una sucesión de variables aleatorias no correlacionadas, cada
una con media constante, que usualmente se asume que es cero, y varianza σ2,
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entonces se dice que la sucesión es un ruido blanco. Por de�nición, se concluye que
un proceso de ruido blanco es estacionario.

Para indicar que la sucesión {Zt} es un ruido blanco, se usa la notación
{Zt} ∼ WN(0, σ2).

La función de autocovarianza de un proceso de ruido blanco es:

γz(k) =

{
σ2 para k = 0
0 para k 6= 0

A continuación se muestra el grá�co de un proceso de ruido blanco, en
donde se observa que la serie oscila alrededor del cero sin patrón de comportamien-
to, lo que se explica al no existir correlación entre sus observaciones.

Figura 1.4: Ruido Blanco

A continuación se gra�can la Función de Autocorrelación y la Función
de Autocorrelación Parcial de un proceso de ruido blanco.

Los procesos de ruido blanco son de suma importancia para la con-
strucción de modelos ARIMA(p, d, q), mismos que se describirán más adelante.

Como consecuencia de las de�niciones anteriores, cuando hablemos de
la autocorrelación y la autocorrelación parcial, nos referiremos a aquellas en las
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Figura 1.5: Grá�cas de la FAC y FACP de un Ruido Blanco

que k 6= 0, ya que en otro caso, ambas serán iguales a 1.

Estas dos funciones son iguales a cero en un proceso de ruido blanco.
Un proceso de ruido blanco será Gaussiano si su distribución conjunta es normal.

1.3. Modelos Lineales Estacionarios

1.3.1. Modelo lineal general

Cuando el objetivo es predecir el valor que tomará en el momento t
una variable que presenta dependencia temporal, la metodología indica, a grandes
rasgos, recolectar información pasada de la variable, observar y detectar patrones,
para �nalmente usarlos en el pronóstico de la misma.
La estructura de la dependencia temporal de un proceso estocástico se almacena
en las funciones de autocovarianza y autocorrelación. Se utiliza la información que
brindan ambas, para generar un patrón sistemático y posteriormente, un mode-
lo que represente el comportamiento de la serie, mismo que servirá para generar
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pronósticos.

En un modelo de series de tiempo, la serie se descompone en dos tér-
minos; el de error o innovación y la parte sistemática. La parte sistemática es el
conjunto de información con el que se construye el modelo, y la innovación es la
parte aleatoria que indica el término de error entre la serie observada y la modelada.

El problema de la modelación de series de tiempo, reside en el ajuste
de la parte sistemática de manera que la innovación tenga la distribución de un
Ruido Blanco.

Consideraremos dentro de los procesos estocásticos estacionarios solo a
los que se pueden representar como combinación lineal de variables aleatorias.

Bajo condiciones generales, para procesos estacionarios con distribución
normal y media cero, el proceso se puede representar como una combinación lineal
de los valores pasados más un ruido blanco, de la forma:

Zt = π1Zt−1 + π2Zt−2 + ...+ at ∀t, t = 1, 2, ...

Cumpliendo con las condiciones:

El proceso no debe ser anticipante, es decir, el futuro no puede determinar
el presente.

El proceso debe de ser invertible, es decir, el presente depende de forma con-
vergente de su propio pasado. En otras palabras, los parámetros del modelo
deben cumplir que:

∞∑
i=1

π2
i <∞

Existen al menos, tres formas de representar un modelo lineal:

1. Forma autorregresiva, en donde el valor presente de la variable se expresa en
función de su propio pasado más una innovación simultanea a la variable.
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2. A través de medias móviles, en donde el valor presente de la variable se
expresa en función de todas las innovaciones presentes y pasadas.

3. De forma �nita, en donde el valor de Zt depende del pasado de Z hasta el
momento t−p (parte autorregresiva), de la innovación actual y de su pasado
hasta el momento t − q (parte de medias móviles). Este modelo recibe el
nombre de Autorregresivo de Medias Móviles de orden (p, q); ARMA(p,q).

Cuando el modelo es conocido, se puede utilizar cualquier representación
dependiendo del objetivo que se persiga. Si el modelo no es conocido y debe
plantearse y estimarse, se utiliza la formulación �nita.

Cabe recalcar que cuando se construye un modelo, se pretende replicar
una realidad compleja, y el objetivo es lograr un modelo que se ajuste con su�ciente
precisión a las características que re�eje la función de autocorrelación de la serie
bajo estudio.

1.3.2. Procesos Autorregresivos (AR)

Procesos Autorregresivos de Orden p; AR(p)

El proceso AR(p) expresa a Zt en función de su pasado hasta el retardo
t− p más una innovación contemporánea, y se denota como:

Zt = φ1Zt−1 + φ2Zt−2 + ...+ φpZt−p + at

o de forma equivalente, como:

(1− φ1B − φ2B
2 − ...− φpBp)Zt = at ⇒ φp(B)Zt = at

Donde φp(B) es el polinomio autorregresivo y (φ1, φ2, ..., φp) es el vector de pará-
metros autorregresivos.

Es necesario comprobar si el proceso AR(p) es estacionario, por lo que
haremos uso del siguiente teorema:
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Teorema 1.1. Un proceso autorregresivo �nito AR(p) es estacionario sí y solo sí
el módulo de las raíces del polinomio autorregresivo φz(B) está fuera del círculo
unitario.(Box, 2008)

Todo modelo autorregresivo �nito cumple con las condiciones del mode-
lo lineal general; no anticipante e invertible, para cualquier valor de los parámetros.
Los procesos AR(p) son no anticipantes porque su formulación hace depender al
valor de Zt de su pasado y no de su futuro, y es invertible porque su fórmula �nita
hace que se cumpla la condición:

∞∑
i=1

π2
i <∞.

Un proceso estacionario AR(p) tiene como características:

1. Media:

E[Zt] = E[φ1Zt−1 + φ2Zt−2 + ...+ φpZt−p + at

= φ1E[Zt−1] + φ2E[Zt−2] + ...+ φpE[Zt−p] + E[at].

Como el proceso es estacionario, la media es constante:

(1− φ1 − φ2 − ...− φp)E[Zt] = 0⇒ E[Zt] = 0

Este modelo se puede generalizar para representar series con media distinta
de cero. El modelo AR(p):

Zt = δ + φ1Zt−1 + φ2Zt−2 + ...+ φpZt−p + at

tiene como media:

(1− φ1 − φ2 − ...− φp)E[Zt] = δ ⇒ E[Zt] =
δ

1− φ1 − φ2 − ...− φp
.

2. La función de autocorrelación ρz(k), para k = 0, 1, 2, ... de un proceso AR(p)
tiene la misma estructura que la de un proceso AR(1); decrece exponencial-
mente hacia cero sin truncarse.

La función de autocovarianza de un proceso AR(p) queda expresada de
la forma:

γk = φ1γk−1 + φ2γk−2 + ...+ φpγk−p,
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que una vez que se divide entre γ0, nos da la ecuación equivalente:

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2 + ...+ φpρk−p.

La ecuación anterior se cumple para k > 0, por lo que cuando k > p, la
última columna de la matriz en el numerador de φkk se puede escribir como una
combinación lineal de las columnas previas de la misma matriz.
Es por eso, que sabemos que la FACP desaparece después del retraso p.

1.3.3. Procesos de Medias Móviles (MA)

Otro tipo de modelo de gran importancia práctica en la representación
de series de tiempo es el proceso �nito de medias móviles. Estos procesos represen-
tan series de tiempo de memoria corta, describen fenómenos en los que los eventos
producen un efecto inmediato que dura periodos cortos de tiempo. Un proceso de
medias móviles tiene la forma:

Zt = at − θ1at−1 − ...− θqat−q

donde aj ∼ WN(0, σ2), j = t− q, ..., t.

Modelo MA(q)

Se puede reexpresar en términos del operador de retardo de la forma:

Zt = (1− θ1B − θ2B
2 − ...− θqBq)at ⇒ Zt = θq(B)at,

donde θq(B) es el polinomio de medias móviles dado por (1− B − B2 − ...− Bq)
y (θ1, θ2, ..., θq) es el vector de parámetros de medias móviles.

Al ser un modelo con más retardos, la memoria de éste aumenta y la
estructura dinámica representada por el modelo es más abundante, pues la pertur-
bación at en un modelo MA(q) permanece q periodos en el sistema. Esta memoria
se re�ejará en la estructura de las funciones de autocovarianza y autocorrelación.
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Como el modelo de medias móviles es un modelo lineal truncado en el
retardo q, entonces éste será estacionario bajo las mismas condiciones, es decir,
que la sucesión de los parámetros del modelo sea convergente:

q∑
i=1

θ2
i <∞.

Esta condición siempre se cumple ya que el número de parámetros de un modelo
MA(q) siempre es �nito.

La función de autocovarianza de un modelo MA(q) se de�ne como:

γz(k) =


(1 + θ2

1 + ...+ θ2
q)σ

2, si k = 0
(−θk − θ1θk+1 − ...− θq−kθq)σ2, si k = ¯1, q
0, si k > q.

Por ende, la función de autocorrelación se denota como:

ρz(k) =

{
−θk+θ1θk+1+...+θq−kθq

1+θ21+...+θ2q
, si k = 0

0, si k > 1

La función de autocorrelación de un proceso MA(q) se corta después
del retraso q, lo que nos permite identi�car si un serie de tiempo dada es generada
por un proceso de medias móviles.

Un modelo MA(q) es no anticipante, porque el futuro no in�uye en el
pasado y será invertible si su representación autorregresiva es tal que la in�uencia
de Zt−k es menor conforme se aleja del pasado. El siguiente teorema proporciona
las condiciones necesarias y su�cientes para que el modelo de medias móviles sea
invertible.

Teorema 1.2. Un proceso de medias móviles �nito es invertible si y sólo si el
módulo de las raíces del polinomio de medias móviles θq(B) está fuera del círculo
unitario. (Box, 2008)
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1.3.4. Procesos autorregresivos de medias móviles; ARMA(p,q)

Un proceso estacionario e invertible puede ser representado de la forma
autorregresiva o de medias móviles. En la práctica, pueden sucitarse problemas
en su representación al contener demasiados parámetros, aunque el modelo sea
de orden �nito, por lo que se procede a la unión de ambos modelos en uno solo
que recibe el nombre de proceso autorregresivo de medias móviles ARMA, pues
un modelo con demasiados parámetros reduce la e�ciencia de la estimación. Un
proceso ARMA determina a Zt en función de su pasado hasta el retardo p, de la
innovación contemporánea y el pasado de la innovación hasta el retardo q:

Zt = φ1Zt−1 + ...+ φpZt−p + at + θ1at−1 + ...+ θqat−q

donde {Zt} es estacionaria y {at} ∼ WN(0, σ2) Y de forma equivalente se expresa
como:

(1− φ1B − ...− φpBp)Zt = (1− θ1B − ...− θqBq)at

o bien:

Φp(B)Zt = Θq(B)at

donde Φp(B) es el polinomio autorregresivo y Θq(B) es el polinomio de
medias móviles.

Las condiciones de estacionariedad del modelo ARMA(p, q) vienen im-
puestas por la parte autorregresiva, dado que la parte de medias móviles �nita
siempre es estacionaria, mientras que las condiciones de invertibilidad del modelo
se comprueban a partir de la parte de medias móviles, pues la parte autorregresiva
�nita siempre lo será.

En otras palabras, para que este proceso sea invertible, se requiere que
las raíces de las ecuaciones θq(B) = 0 y φp(B) = 0 estén fuera del círculo unitario.
Se asumirá que ambas ecuaciones no comparten raíces comunes.

La función de autocovarianza de un proceso ARMA(p, q) es:
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γz(h) = E[ztzt−h]

= E[(φ1zt−1 + ...+ φpzt−p + at + θ1at−1 + ...+ θqat−q)zt−h]

= φ1γ(h− 1) + φ2γ(h− 2) + ...+ φpγ(h− p)

y de esta podemos obtener la función de autocorrelación:

ρz(h) =
φ1γz(h− 1) + φ2γz(h− 2) + ...+ φpγz(h− p)

γ0

= φ1ρz(h− 1) + φ2ρz(h− 2) + ...+ φpρz(h− p)

1.3.5. Comportamiento de las Funciones de Autocorrelación
y Autocorrelación Parcial

Dada una serie de tiempo estacionaria, es posible realizar una identi�-
cación tentativa del modelo Box-Jenkins no estacional que se ajuste a los datos a
través del análisis del comportamiento de las funciones de autocorrelación simple
y parcial.

Modelo FAC FACP

AR(p) Se extingue Se trunca después
del desfasamiento p

MA(q) Se trunca después del desfasamiento q Se extingue
ARMA(p,q) Se extingue Se extingue

Cuadro 1.1: Comportamiento de las FAC y FACP

1.4. Modelos no estacionarios

Los modelos anteriores se basan en el supuesto de estacionariedad en
covarianza, en los que la media y la varianza son constantes y �nitas y las auto-
covarianzas no dependen del tiempo, sino del número de periodos de separación
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entre las variables. Muchas series encontradas en el mundo de los negocios o la in-
dustria presentan comportamientos no estacionarios, pues tienen media o varianza
no constante.

Cuando una serie no es estacionaria en varianza, se utilizaran las trans-
formaciones Box− Cox:

Z
(λ)
t =


Zλt −1

λ
, si λ 6= 0;

ln(Zt), si λ = 0.

donde λ es el parámetro de transformación. Usualmente, las transfor-
maciones Box-Cox, además de estabilizar la varianza, mejoran la aproximación a
la distribución normal del proceso {Zt}.

En las series económicas, la tendencia es una característica dominante,
que puede ser creciente, decreciente, lineal o exponencial. Las series que presentan
este tipo de comportamientos, no son estacionarias.

La no estacionariedad en media se puede modi�car modelando tenden-
cias, mediante modelos globales que especi�quen a la tendencia como una función
del tiempo:

Zt = f(t) + ut

donde f(t) es una función determinista del tiempo, ya sea lineal, cuadrática, ex-
ponencial, etc., y ut es un proceso estocástico estacionario con media cero. Estos
modelos reciben el nombre de modelos de tendencia determinista ya que suponen
que la serie evoluciona de forma perfectamente predecible.

Cuando no hay estacionariedad en medias, es posible modelar a través
de los modelos ARMA(p, q), pues éste no será estacionario si alguna raíz de su
polinomio AR no está fuera del círculo unitario, por lo que hay dos situaciones:

Si alguna raíz está dentro del círculo unitario, la serie decrecerá o crecerá
rápidamente al in�nito. Esta evolución no es comunmente observada en series
económicas.
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Si alguna raíz es igual a la unidad, la serie seguirá un modelo que describe
realizaciones con comportamiento similar a lo largo del tiempo, pero que
varían de nivel. Esta conducta es comunmente observada en series económi-
cas, por lo que procederemos a modelar series no estacionarias a través de
modelos ARMA(p, q) no estacionarios.

1.4.1. Modelos ARIMA(p,d,q)

Los modelos ARIMA permiten describir un valor como una función line-
al de datos anteriores y errores aleatorios, además de que incluyen un componente
cíclico o estacional. Supongamos un modelo ARMA(p, q) de la forma:

Φp(B)Zt = Θq(B)at

donde el polinomio AR se puede factorizar en función de sus p raíces B1, B2, ..., Bp,

Φp(B) = (1−B−1
1 B)(1−B−1

2 B)...(1−B−1
p B)

Supongamos ahora que (p − 1) raíces son estacionarias (con módulo fuera del
círculo unitario) y la restante es una raíz unitaria. Entonces, el polinomio AR se
puede escribir de la forma:

Φp(B) = (1−B−1
1 B)(1−B−1

2 B)...(1−B−1
p B)

= φp−1(B)(1− (1)−1B)

⇒ Φp(B) = φp−1(B)(1−B)

donde el polinomio Φp−1(B) es el producto de los (p− 1) polinomios de orden uno
asociados a las raíces fuera del círculo unidad. Sustituyendo este polinomio en el
modelo ARMA(p, q) obtenemos:

Φp−1(B)(1−B)Zt = Θq(B)at ⇒ Φp−1(B)∆Zt = Θq(B)at

donde el polinomio Φp−1(B) es estacionario porque todas sus raíces están fuera del
círculo unitario y el polinomio ∆ = (1−B) contiene a la raíz unitaria.

El modelo Φp−1(B)∆Zt = Θq(B)at representa el comportamiento de
un proceso Zt que no es estacionario porque contiene una raíz unitaria y recibe el
nombre de proceso integrado de orden 1.
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En general, el polinomio AR del modelo puede contener más de una
raíz unitaria, y se descompone de la forma:

Φp(B) = φp−d(B)(1−B)d

que sustituyendo en el modelo ARMA(p, q) nos da como resultado:

Φp−d(B)∆dZt = Θq(B)at

donde el polinomio Φp−d(B) es estacionario y el polinomio de orden d, ∆d =
(1− L)d, contiene las d raíces unitarias no estacionarias.

Este proceso recibe el nombre de proceso integrado de orden d y se de-
nota por Zt ∼ I(d). A continuación se proporciona una de�nición importante:

De�nición 1.1. Un proceso Zt es integrado de orden d, Zt ∼ I(d), si Zt no es
estacionario, pero su diferencia de orden d, ∆dZt, sigue un proceso ARMA(p−d, q)
estacionario e invertible.

En este proceso, el orden de integración es el número de diferencias
que hay que tomar para lograr la estacionariedad en media. En la práctica, d casi
siempre toma los valores de 0, 1 y a lo máximo 2.

En general, si una serie {Zt} es integrada de orden d, se representa con
el modelo:

Φp(B)∆dZt = δ + Θq(B)at

donde el polinomio autorregresivo estacionario Φp(B) y el polinomio invertible de
medias móviles Θq(B) no tienen raíces comunes.

Este modelo recibe el nombre de Modelo Autorregresivo Integrado de
Medias Móviles de orden (p,d,q) o de forma sintetizada ARIMA(p,d,q), donde p es
el orden del polinomio autorregresivo estacionario, d es el orden de integración de
la serie, es decir, el número de diferencias que hay que tomar a la serie para que
sea estacionaria, y q es el orden del polinomio de medias móviles invertibles.



Capítulo 2

Estimación de Máxima
Verosimilitud

2.1. Introducción

Consideremos un modelo ARMA de la forma

Yt = c+ φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + ...+ φpYt−p + εt + θ1εt− 1 + θ2εt−2 + ...+ θqεt−q,

en donde {εt} es un ruido blanco con varianza σ2 > 0.

En este capítulo trabajaremos en la estimación de los valores de los
parámetros poblacionales (c, φ1, ..., φp, θ1, ..., θq, σ

2) en base a las observaciones de
Y . El principio básico de esta estimación será la máxima verosimilitud. El vector
de parámetros poblacionales se denotará por ~θ ≡ (c, φ1, ..., φp, θ1, ..., θq, σ

2). Su-
pongamos que tenemos una muestra de tamaño T ; (y1, y2, ..., yT ). El enfoque será
calcular la distribución de probabilidad

fYT ,YT−1,...,Y1(yT , yT−1, ..., y1; θ̄)

.

La estimación de máxima verosimilitud de θ̄ es el valor en el cual la
muestra es más susceptible a haber sido observada, es decir, el valor de θ̄ que

25
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maximiza a la distribución de probabilidad.

Este enfoque requiere que εt sea un ruido blanco Gausiano tal que

εt ∼ i.i.d.N(0, σ2).

Aunque el supuesto es fuerte, los estimadores obtenidos de θ̄ servirán en ocasiones
para procesos no Gausianos también.

Encontrar estimadores de máxima verosimilitud consiste en dos pasos;
primero, calcular la función de verosimilitud, y segundo, encontrar los valores de
θ que maximizan esta función (Hamilton, 1994). A lo largo de este capítulo, se
mostrará cómo calcular la función de verosimilitud de procesos Gausianos ARMA
y se analizarán técnicas de optimización numérica.

2.2. Función de Verosimilitud para un Proceso Gaus-
siano AR(p)

Consideremos el proceso Gaussiano AR(p)

Yt = c+ φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + · · ·+ φpYt−p + εt (2.1)

con εt ∼ i.i.d.N(0, σ2). En donde el vector de parámetros de población para ser
estimado es θ = (c, φ1, φ2, . . . , φp, σ

2).

Las primeras p observaciones en la muestra (y1, y2, . . . , yp) son agru-
padas en un vector de tamaño p, que se considera la realización de una variable
Gaussiana. La media de este vector es µp, que denota un vector (p× 1), con cada
uno de sus elementos dados por:

µ = c/(1− φ1 − φ2 − · · · − φp) (2.2)

Sea σ2Vp la matriz de varianza-covarianza (p× p) de (Y1, Y2, . . . , Yp):

σ2Vp =


E(Y1 − µ)2 E(Y1 − µ)(Y2 − µ) · · · E(Y1 − µ)(Yp − µ)

E(Y2 − µ)(Y1 − µ) E(Y2 − µ)2 · · · E(Y2 − µ)(Yp − µ)
...

... · · · ...
E(Yp − µ)(Y1 − µ) E(Yp − µ)(Y2 − µ) · · · E(Yp − µ)2
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Por ejemplo, para un proceso autorregresivo de primer orden,Vp es el escalar 1/(1−
φ2).
Para un proceso autorregresivo de orden p, se tiene que:

σ2Vp =


γy(0) γy(1) γy(2) · · · γy(p− 1)
γy(1) γy(0) γy(1) · · · γy(p− 2)
γy(2) γy(1) γy(0) · · · γy(p− 3)
...

...
... · · · ...

γy(p− 1) γy(p− 2) γy(p− 3) · · · γy(0)



La densidad de las primeras p observaciones es entonces una variable
N(µp, σ

2Vp):

fYp,Yp−1,...,Y1(yp, yp−1, . . . , y1; θ)

= (2π)−p/2|σ−2V−1p |1/2 exp

[
− 1

2σ2
(yp − µp)

′
V−1p (yp − µp)

]
= (2π)−p/2(σ−2)p/2|V−1p |1/2 exp

[
− 1

2σ2
(yp − µp)

′
V−1p (yp − µp)

]
Para las observaciones restantes de la muestra, (yp+1, yp+2, ..., yT ), la descomposi-
ción de predicción de errores puede ser usada. Condicionada a las primeras t − 1
observaciones, la t−ésima observación es Gaussiana con media

c+ φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p

y varianza σ2. Sólo las p observaciones más recientes son importantes para esta
distribución.
Por lo tanto, para t > p,

fYt|Yt−1,Yt−2,...,Y1(yt | yt−1, yt−2, . . . , y1; θ)

= fYt|Yt−1,Yt−2,...,Yt−p(yt | yt−1, yt−2, . . . , yt−p; θ)

=
1√

2πσ2
exp

[
−(yt − c− φ1yt−1 − φ2yt−2 − · · · − φpyt−p)2

2σ2

]
así, la función de verosimilitud para la muestra completa es:
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fYT ,Y T−1,...,Y 1(y T , y T−1, . . . , y 1; θ)

= fYp,Yp−1,...,Y1(yp, yp−1, . . . , y1; θ)× (2.3)
T∏

t = p+1

fYt|Yt−1,Yt−2,...,Yt−p(yt | yt−1, yt−2, . . . , yt−p; θ)

por tanto, la función logaritmo de verosimilitud es:

L(θ) = log fY T ,Y T−1,...,Y1(y T , y T−1, . . . , y1; θ)

= − p

2
log(2π) − p

2
log(σ2) +

1

2
log |V−1

p |

− 1

2σ2
(y p − µp)

′
V−1
p (y p − µp)

− T − p
2

log(2π) − T − p
2

log(σ2)

−
T∑

t = p+1

(yt − c− φ1y t−1 − φ2y t−2 − · · · − φpy t−p)2

2σ2
(2.4)

= − T

2
log(2π) − T

2
log(σ2) +

1

2
log |V−1

p |

− 1

2σ2
(yp − µp)

′
V−1
p (yp − µp)

−
T∑

t = p+1

(yt − c− φ1y t−1 − φ2y t−2 − · · · − φpy t−p)2

2σ2
.

La evualuación de la ecuación (4.9), requiere de la matriz inversa deVp.

Denotaremos al elemento de la �la i y columna j de V−1
p como vij(p).

Los valores de vij(p) para i > j pueden inferirse del hecho en que V−1p

es simétrica, es decir; vij(p) = vji(p). Por ejemplo, para un proceso AR(1), V−1
p es

un escalar cuyo valor se encuentra tomando i = j = p = 1:

V−1
1 =

[
0∑

k = 0

φk φk −
1∑

k = 1

φk φk

]
= (φ2

0 − φ2
1) = (1 − φ2)

Así, σ2V1 = σ2/(1 − φ2) que de hecho reproduce la fórmula para la varianza de
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un proceso AR(1). Para p = 2, se tiene que:

V−1
2 =

[
(1 − φ2

2) −(φ1 + φ1 φ2)
−(φ1 + φ1 φ2) (1 − φ2

2)

]
De donde es fácil calcular:

|V−1
2 | =

∣∣∣∣(1 + φ2)

[
(1 − φ2) −φ1

−φ1 (1 − φ2)

]∣∣∣∣ = (1 + φ2)2[(1 − φ2)2 − φ2
1]

, y

(y2 − µ2)
′
V−1

2 (y2 − µ2)

= [(y1 − µ) (y2 − µ)](1 + φ2)

[
(1 − φ2) −φ1

−φ1 (1 − φ2)

] [
(y1 −µ)
(y2 −µ)

]
= (1 + φ2) × {(1 − φ2)(y1 − µ)2

−2φ1(y1 − µ)(y2 − µ) + (1 − φ2)(y2 − µ)2}

2.3. Función de Verosimilitud para un Proceso Gaus-
siano MA(q)

Para un proceso MA(q),

Yt = µ + εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q, (2.5)

un enfoque simple es la condición en la que suponemos que los primeros q valores
para ε son cero:

ε0 = εt−1 = · · · = ε−q+1 = 0 (2.6)

De estos valores iniciales podemos iterar

εt = yt − µ − θ1εt−1 − θ2εt−2 − · · · − θqεt−q (2.7)

para t = 1, 2, . . . , T. Sea ~ε el vector (ε0, εt−1, . . . , ε−q+1)
′
de tamaño q, entonces

el logaritmo de la verosimilitud condicionada es:

L(θ) = log fYT , YT−1,..., Y1|ε0=0(yT , yT−1, . . . , y1 | ε0 = 0; θ)

= −T
2

log(2π) − T

2
log(σ2) −

T∑
t=1

ε2
t

2σ2
, (2.8)
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donde θ = (µ, θ1, θ2, . . . , θq, σ
2). La expresión (2.8) es útil solo si todos los valores

de z para los cuales
1 + θ1z + θ2z

2 + · · ·+ θqz
q = 0

se encuentran fuera del círculo unitario.(Hamilton,1994)

2.4. Función de Verosimilitud para un Proceso Gaus-
siano ARMA(p,q)

Un proceso Guassino ARMA(p, q) toma la forma

Yt = c+φ1Yt−1 +φ2Yt−2 + · · ·+φpYt−p + εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q (2.9)

donde εt ∼ i.i.d.N(0, σ2).

El objetivo es estimar el vector de parámetros de población:

θ = (c, φ1, φ2, . . . , φp, θ1, θ2, . . . , θq, σ
2)
′

La aproximación a la función de verosimilitud para una autorregresión
condicionada es sobre los valores iniciales de las y′s. La aproximación a la función
de verosimilitud para un proceso condicionado de medias móviles es sobre los va-
lores iniciales de las ε′s. Una aproximación común a la funcion de verosimilitud
para un proceso ARMA(p, q) condiciona sobre las y′s y los ε′s.

Tomando los valores iniciales y0 ≡ (y0, y−1, . . . , y−p+1)
′
y

(ε0, ε−1, . . . , ε−q+1)
′
, la sucesión {ε1, ε2, . . . , εT} puede ser calculada de {y1, y2, . . . , yT}

iterando sobre

εt = yt− c− φ1yt−1− φ2yt−2− · · · − φpyt−p− θ1εt−1− θ2εt−2− · · · − θqεt−q (2.10)

para t = 1, 2, . . . , T. Entonces, la verosimilitud condicionada es

L(θ) = log fYT ,YT−1,...,Y1|Y0,ε0(yT , yT−1, . . . , y1 | y0, ε0; θ)

= −T
2

log(2π) − T

2
log(σ2) −

T∑
t = 1

ε2
t

2σ2
. (2.11)
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Una opción es establecer el conjunto inicial de las y′s y de los ε
′
s iguales a sus

valores esperados, es decir, ys = c/(1 − φ1 − φ2 − · · · − φp) para s =
0, −1, . . . , −p + 1 y εs = 0 para s = 0, −1, . . . , −q + 1, y de ahí se procede
con la iteración de la expresión (2.10) para t = 1, 2, . . . , T .
De forma alternativa se recomiendan igualar los ε

′
s a cero pero que las y′s sean

iguales a sus valores reales.(Box, 2008)
Así, en la expresión (2.10), la iteración comienza en el momento t = p + 1 con
y1, y2, . . . , yp igualados a los valores observados y

εp = εp−1 = · · · = εp−q+1 = 0

Entonces, la función logaritmo de verosimilitud condicionada calculada es:

log f(yT , . . . , yp+1 | yp, . . . , y1, εp = 0, . . . , εp−q+1 = 0)

= −T − p
2

log(2π) − T − p
2

log(σ2) −
T∑

t = p+1

ε2
t

2σ2
.

Como en el caso de los procesos de medias móviles, esta aproximación será usada
solo si para todos los valores de z se satisface que

1 + θ1z + θ2z
2 + · · ·+ θqz

q = 0

está fuera del círculo unitario.
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Capítulo 3

Modelación y Predicción ARIMA

3.1. Modelación ARIMA

En esta sección se detallarán los pasos de la metodología de modelación
ARIMA.

Si se conocen los parámetros del modelo teórico

Φ(B)(1−B)dZt = δ + Θ(B)at

a partir de una realización concreta del ruido blanco y de los valores iniciales para
Z se genera la serie temporal Z1, Z2, ..., ZT , que es la realización de tamaño T del
proceso estocástico.

A partir de una misma estructura ARIMA(p, d, q) se pueden obtener
in�nitas realizaciones. Para cada una, el ruido blanco y la serie temporal variarán.
A pesar de esto, las series generadas que provienen de una misma estructura pre-
sentarán similitudes en su comportamiento dinámico.

Para la modelación ARIMA, haremos uso de la metodología Box-
Jenkins, la cual tiene un proceso inverso al descrito en el párrafo anterior. En
este caso, se conocen los valores de la serie temporal {Zt}y se busca determinar el

33
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modelo ARIMA(p, d, q) que la pudo haber generado.

Este modelo se construirá a través de un proceso de cuatro etapas:

1. Identi�cación. Utilizando los datos disponibles, se sugiere un modelo pre-
liminar ARIMA(p, d, q) que ayude a determinar los órdenes de las variables
que reproduzcan las características de la serie en estudio. Es posible identi-
�car varios modelos posibles.

2. Estimación. Se realiza la inferencia sobre los parámetros condicionada a
que el modelo propuesto sea el adecuado.

3. Validación. Se contrastan diagnósticos para comprobar si el modelo se ajus-
ta a los datos; de no ser así, se analizan los cambios posibles del modelo
propuesto para mejorar el ajuste.

4. Predicción. Se obtienen pronósticos de los valores futuros de la variable en
términos probabilísticos y se evalúa la calidad predictiva del modelo.

Esta metodología se fundamenta en dos principios:

1. Forma iterativa. Se plantea la posibilidad de rehacer etapas previas en cada
una de ellas.

2. Parametrización escueta o principio de parsimonia. Sugiere un modelo que
represente a la serie con el mínimo de parámetros posibles y se amplía el
número de ellos sólo en caso de ser estrictamente necesario para describir el
comportamiento de la serie.

3.1.1. Identi�cación

Se selecciona el modelo ARIMA(p, d, q) que reproduzca las caracterís-
ticas de la serie. Hay dos fases para identi�car el modelo:

a) Análisis de estacionariedad, en donde se determina el número de transfor-
maciones necesarias para obtener una serie estacionaria:
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Estacionariedad en varianza

Estacionariedad en media

b) Elección de los órdenes p y q. Una vez que se tiene una serie estacionaria, se
determinará el proceso que lo generó.

Para esto, haremos uso de dos herramientas:

Correlogramas muestrales y grá�cos de la serie original

Correlogramas muestrales y grá�cos de determinadas transformaciones de la
serie: logaritmos, diferencias, etc. (en caso de ser necesario)

Contrastes de raíces unitarias

Análisis de estacionariedad

Estacionariedad en varianza

Una serie será estacionaria cuando se mantenga el supuesto de que la
variabilidad de la serie en torno a su media se mantiene constante a lo largo del
tiempo. Cuando la serie no es estacionaria en varianza, se utilizan las transforma-
ciones ya mencionadas de Box-Cox, que incluyen una familia in�nita de funciones.
Como las series económicas suelen ser positivas y sin valores cero, la transforma-
ción más utilizada es la logarítmica.

Para analizar la estacionariedad en varianza de una serie se utilizan el
grá�co de la serie original y el grá�co de las transformaciones correspondientes.

Estacionariedad en media

Ahora, debemos identi�car si la serie oscila en torno a un nivel cons-
tante o no, es decir, si es estacionaria en media. Para llegar a esto, se analizarán
las características que diferencían a las series estacionarias de las no estacionarias.
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Características de las series estacionarias:

Fluctúan alrededor de una media constante.

La función de autocorrelación decae exponencialmente

Características de las series no estacionarias:

Presentan intervalos con medias diferentes.

Los procesos con alguna raíz unitaria generalmente tienen una función de
autocorrelación muestral con decrecimiento lento.

Si la serie no es estacionaria en media, se considerarán d diferencias
sucesivas de orden 1 sobre la serie hasta obtener una serie estacionaria:

Yt = (1− L)dZt

Comunmente, ocurren dos problemas al momento de identi�car el número
de diferencias necesarias para hacer a la serie estacionaria:

Raíz autorregresiva cercana a la unidad.

Sobrediferenciación al elegir un orden de integración d cuando la serie ∆d−1Zt
ya es estacionaria.

Cabe mencionar que el objetivo en esta fase de la modelización es determinar
el menor número de diferencias d que conviertan a la serie en estacionaria.

Como se mencionó anteriormente, los valores d más comunes para las
series económicas son d = 0, 1, 2. Para saber cual es el más certero, utilizaremos
alguna herramienta de las a continuación enlistadas:

a) Grá�co de la serie original y sus transformaciones correspondientes.

b) Correlograma estimado de la serie original y de sus transformaciones corres-
pondientes, para veri�car que decrece rápidamente hacia cero.
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c) Contrastes de raíces unitarias, que permiten hacer inferencia sobre la exis-
tencia de raíces unitarias en una serie.

Los contrastes de raíces se basan en la hipótesis nula de existencia de
raíz unitaria en ∆d−1Zt. Cuando esta se rechaza, ya no se diferencía más la serie,
en caso contrario, se tomará una diferencia más de orden 1.

Existe al menos un método de contraste de raíces unitarias que es am-
pliamente utilizado en la práctica para análisis de series de tiempo económicas, a
saber:

Contraste de Dickey-Fuller Aumentado

Supongamos que la serie sigue un proceso ARMA(p, q), que se puede apro-
ximar hasta el grado de bondad requerido mediante un modelo AR(p).

Zt = φ1Zt−1 + φ2Zt−2 + ...+ φpZt−p + at, at ∼ WN(0, σ2)

Este modelo se puede reparametrizar de la forma:

∆Zt = βZt−1 + α1∆Zt−1 + ...+ αp−1∆Zt−p+1 + at

donde

β =

p∑
i=1

φi − 1 y αi =
i∑

j=1

φp−i+j

Dado que un proceso AR(p) tiene una raíz unitaria cuando
∑p

i=1 φi = 1,
contrastar la hipótesis nula de existencia de raíz unitaria es equivalente a
contrastar la H0 : β = 0 en la reparametrización anterior. A este contraste
de raíz unitaria se le llama Dickey-Fuller Aumentado (ADF) y se basa en la
estimación de MCO del parámetro β en el modelo y en el estadístico t co-
rrespondiente. Este estadístico tiene la misma distribución que para el caso
del modelo AR(1), por lo que se utilizan los mismos valores tabulados.

Identi�cación del modelo estacionario

Una vez que se ha determinado el orden de diferenciación d, se tiene la
transformación estacionaria de la serie Zt = (1 − L)dZt que puede representarse
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mediante un proceso ARMA(p, q) estacionario. Ahora se busca identi�car los ór-
denes p y q del proceso que puede replicar las características de la serie estacionaria
y analizar el bene�cio de incorporar el parámetro δ asociado a la media.

Identi�cación de los órdenes p, q.

La función de autocorrelación contiene la información de las caracterís-
ticas dinámicas del proceso estacionario, por lo que será el instrumento básico
para identi�car los ordenes p y q del modelo ARMA adecuado para representar
las características de la serie estacionaria {Zt}.

Para identi�car los órdenes p y q, se compararán las funciones de au-
tocorrelación muestral con las FAC teóricas de los modelos ARMA cuyas carac-
terísticas ya conocemos:

1. Para un proceso AR(p) no se anula, pero decrece rápidamente.

2. Para un proceso MA(p) se anula para j > q.

3. Para un proceso ARMA(p,q) no se anula pero decrece rápidamente.

Si el correlograma muestral de la serie {Zt} se anula a partir de un
retardo �nito j, la identi�cación del proceso adecuado para la misma es sencilla,
ya que corresponderá a la FAC teórica de un MA(j). Pero si el correlograma no
se anula pero decrece de forma exponencial, entonces la identi�cación no es tan
sencilla, ya que podría corresponder a un modelo AR o ARMA de cualquier orden.

Para evitar este problema, haremos uso de la función de autocorrela-
ción parcial que, como vimos en capítulos anteriores, mide el grado de asociación
lineal existente entre las variables Zt y Zt−k una vez que fue ajustado el efecto
lineal de todas las variables intermedias.

Es posible ajustar la función de autocorrelación parcial a partir de los
datos de la serie como una función de los coe�cientes de autocorrelación simples
estimados. La estructura de la FACP para modelos estacionarios es de la forma:
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Modelo AR(p)
Cuando un proceso sigue un modelo AR(p), {Zt} dependerá directamente de
su pasado hasta el retardo p, de forma que las variables aleatorias separadas
1, 2, ..., p periodos mantienen una relación lineal directa aunque se elimine
el efecto de las variables intermedias, por lo que φz(kk) 6= 0. Para variables
separadas más de p periodos, el coe�ciente de autocorrelación parcial es cero
porque no existe una relación lineal directa entre ellas.

Modelo MA(q)
Para este modelo, la FACP decrece rápidamente hacia cero de forma expo-
nencial cuando las raíces del polinomio de medias móviles son reales.

Modelo ARMA(p,q)
Para estos modelos, los p primeros coe�cientes de la FACP dependen de los
parámetros autorregresivos y de medias móviles, y a partir del retardo p+ 1,
depende únicamente de la estructura de la parte de medias móviles, de modo
que decrece exponencialmente hacia cero.

Haciendo un resumen de los comportamientos que presenta la FACP, tenemos:

Para un proceso AR(p) se anula para j > p.

Para un proceso MA(q) decrece rápidamente pero no se anula.

Para un proceso ARMA(p,q) decrece rápidamente pero no se anula.

Para la identi�cación del modelo adecuado, se cuenta únicamente con
los ajustes de la FAC y la FACP. Los estimadores de los coe�cientes de autocorre-
lación ρ̂z(k) y φ̂z(kk) son variables aleatorias, por lo que es preciso determinar su
estructura realizando contrastes sobre la importancia individual de los coe�cientes
de autocorrelación simple y parcial estimados.

El estimador de los coe�cientes de autocorrelación ρ̂z(k) es una variable
que se distribuye asintóticamente como sigue, bajo el supuesto de que Zt es normal
y k > 0:

ρ̂z(k) ∼ N(ρz(k), V (ρ̂z(k))) con V (ρ̂z(k))) ' 1

T − d
El contraste de hipótesis que se realizará, para k = 1, 2, ..., T − d es:

H0 : ρz(k) = 0
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Ha : ρz(k) 6= 0

Bajo la hipótesis nula, el estadístico de contraste se distribuye asintóticamente
como:

ρ̂z(k)√
V (ρ̂z(k)

∼ N(0, 1)

Se rechaza la hipótesis nula a un nivel de signi�cancia del 5% si∣∣∣∣∣ ρ̂z(k)√
V (ρ̂z(k))

∣∣∣∣∣ ≥ Z0,025

Por lo tanto, ± 2√
T−d es la banda de con�anza que delimita la zona de signi�cancia

del coe�ciente ρz(k).

Con respecto a la función de autocorrelación parcial, los coe�cientes de
autocorrelación parcial muestrales φ̂z(kk), con k > p, se distribuyen asintótica-
mente para procesos AR(p) de la forma:

φ̂z(kk) ∼ N(0, V (φ̂z(kk)) con V [φ̂z(kk)] ' 1

T − d

Se busca realizar el contraste de hipótesis para k = 1, 2, ..., T − d, de:

H0 : pz(k) = 0 vs. Ha : pz(k) 6= 0

Bajo la hipótesis nula, el estadístico de contraste se distribuye asintóticamente
como:

φ̂z(kk)√
V (φ̂z(kk))

∼ N(0, 1)

De donde rechazaremos la hipótesis nula de no signi�cancia del coe�ciente de
autocorrelación a un nivel del 5% si:∣∣∣∣∣∣ φ̂z(kk)√

V (φ̂z(kk))

∣∣∣∣∣∣ ≥ Z0,025

Por lo tanto, ± 2
T−d es la banda que delimita la zona de signi�cancia del

coe�ciente pz(k).
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Identi�car el modelo ARMA(p,q) a través de las funciones de autoco-
rrelación simple y parcial no es sencillo, pero en esta fase del método, lo importante
es acotar el conjunto de modelos ARIMA que pudieran haber generado la serie. Se
buscan los modelos más sencillos que reproduzcan las características de la serie. La
identi�cación del modelo es más fácil cuanto mayor sea el tamaño de la muestra.

Inclusión del término independiente

La media de un proceso ARMA(p,q) estacionario está directamente
relacionada con la constante δ. Para saber si se incluye un término independiente
no nulo en el modelo, se contrastarán las siguientes hipótesis:

H0 : E[Zt] = 0 vs. Ha : E[Zt] 6= 0

El estadístico de contraste es:

t =
Z̄

σ̂Z̄
∼ t(T − d− 1)

donde σ̂2
Z̄
es el estimador de la varianza de la media muestral Z̄ que se de�ne como:

σ̂2
Z̄ =

C0

T − d
(1 + 2ρ̂1 + 2ρ̂2 + ...+ 2ρ̂n)

donde C0 =
∑

(Zt − Z̄)2/(T − 1) es la varianza muestral de la serie estacionaria y
(1 + 2ρ̂1 + 2ρ̂2 + ...+ 2ρ̂n) representa las n primeras autocorrelaciones muestrales
signi�cativas de {Zt}.

Para calcular esta varianza se utiliza la aproximación:

σ̂2
Z̄ ∼

C0

T − d

Se rechazará la hipótesis nula a un nivel de signi�cancia α, dando como
consecuencia la inclusión del parámetro δ en el modelo, si:

t > tα/2(T − d− 1)
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3.1.2. Estimación

Cuando ya se han identi�cado los modelos que pudieron haber generado
a la serie {Zt}, se procede a estimar los parámetros desconocidos de los mismos:

β = (δ, φ1, ..., φp, θ1, ..., θq)
′ y σ2

a

Estos parámetros se pueden estimar de forma consistente por Mínimos
Cuadrados o Máxima Verosimilitud, como se vio en el capítulo anterior.

Ambos métodos de estimación se basan en el cálculo de las innovaciones
a partir de los valores de la serie estacionaria. El método de Mínimos Cuadrados
minimiza la suma de cuadrados:

Min
∑
t

a2
t

La función de verosimilitud se puede derivar a partir de la función de densidad
conjunta de las innovaciones a1, a2, ..., aT , que bajo el supuesto de normalidad, se
comporta de la forma:

f(a1, a2, ..., aT ) ∝ σ−(T−d)exp

{
−

T−d∑
t=1

a2
t

2σ2

}

Para resolver el problema de estimación, las ecuaciones anteriores se deben expre-
sar en función del conjunto de información y de los parámetros desconocidos del
modelo.

Para un modelo ARMA(p,q), por ejemplo, las innovaciones se pueden
escribir de la forma:

at = Zt − δ −
p∑
i=1

φ1Zt−i −
q∑
i=1

θiat−i

Por lo tanto, se requiere de un conjunto de valores iniciales Z0, Z1, ..., Zp−1 y
a0, a1, ..., aq−1 para calcular las innovaciones a partir de un conjunto de informa-
ción y de un vector de parámetros desconocidos.
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El procedimiento consiste en aproximar las innovaciones estableciendo
una serie de condiciones sobre los valores iniciales, para obtener los estimadores de
Mínimos Cuadrados Condicionados y de Máxima Verosimilitud Condicionada. La
condición impuesta sobre los valores iniciales es que las p primeras observaciones de
{Zt} sean los valores iniciales y que las innovaciones previas sean cero. Se calculan
las innovaciones según la última ecuación desde t = p + 1. Los estimadores de
Máxima Verosimilitud Condicionados a las primeras p observaciones son iguales a
los estimadores de Mínimos Cuadrados Condicionados.

3.1.3. Validación

En esta fase se procede a determinar qué tanto se ajustaron los modelos
a los datos. Se debe tener en cuenta que:

1. Si las estimaciones de los coe�cientes del modelo son signi�cativas y cumplen
las condiciones de estacionariedad e invertibilidad que deben satisfacer los
parámetros del modelo.

2. Si los residuos del modelo tienen un comportamiento similar a las innova-
ciones, es decir, si son Gaussianos.

Análisis de coe�cientes estimados

Para empezar, se deben realizar los constrastes habituales de signi�-
cación individual de los coe�cientes AR y MA:

β = (δ, φ1, ..., φp, θ1, ..., θq)

para comprobar si se han incluído términos no relevantes.

En el caso más general de un modelo ARMA(p, q) con constante, se
plantean los juegos de hipótesis como siguen:

H0 : δ = 0 vs. Ha : δ 6= 0

H0 : φi = 0 vs. Ha : φi 6= 0
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H0 : θi = 0 vs. Ha : θi 6= 0

En general, la distribución asintótica de los estimadores es:

β̂i ∼ N(βi, V [β̂i]) ∀i

con la varianza dada por la inversa de la matriz de información. De forma que para
contrastar la hipótesis nula de no signi�catividad de cada uno de los parámetros,
usaremos el estadístico t que sigue asintóticamente una distribución normal:

t =
β̂i − 0

V [β̂i]
∼ N(0, 1)

En donde se rechazará la hipótesis nula a un nivel de signi�cancia α = 5 % cuando:∣∣∣∣∣ β̂i

V [β̂i]

∣∣∣∣∣ > Zα/2(0, 1)

De forma paralela, se debe comprobar que las condiciones de estacionariedad e
invertibilidad se satisfacen para el modelo propuesto, calculando las raíces del
polinomio autorregresivo φ̂(L) = 0, y las raíces del polinomio de medias móviles,
θ̂(L) = 0. Si alguna raíz se acerca a la unidad, podría indicar la ausencia de esta-
cionariedad o invertibilidad.

3.1.4. Análisis de residuos

Si el modelo ARMA(p, q) elegido para la serie estacionaria {Zt}

φp(L)Zt = θq(L)at

es adecuado, entonces at = φp(L)

θq(L)
Zt es un proceso de ruido blanco. Los residuos del

modelo estimado son:

ât =
φ̂p(L)

θ̂q(L)
Zt

El análisis de residuos consiste en una serie de contrastes de diagnóstico con el
objetivo de determinar si los residuos replican el comportamiento de un ruido
blanco, es decir, si su media es cero, su varianza es constante y las autocorrelaciones
son nulas.
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3.2. Predicción Óptima con modelos ARIMA (p,d,q)

El objetivo �nal del análisis de series de tiempo, es construir modelos
que hagan predicciones óptimas en algún momento futuro, mismos modelos que
estarán basados en un conjunto de información pasada disponible.

IT = {YT , Yt−1, YT−2, ...}

Supongamos que se observa la serie de tiempo {Yt}, para t = 0 hasta t = T . La
predicción implica hacer suposiciones de los valores que tomará la serie en momen-
tos futuros T + `, donde ` representa el número de periodos en el futuro que se
consideran. A la predicción de YT+` que contiene la información pasada hasta el
momento T se le denotará por YT (`). Si ` = 1, entonces se predice el valor de YT+1

y se calcula lo que se denomina predicción un periodo hacia adelante.

Dado que estamos trabajando con procesos estocásticos, los valores que
se desean predecir son aleatorios, por lo que se debe pronosticar su función de dis-
tribución. Como esta es difícil de determinar sin hacer supuestos fuertes, arbitrarios
y poco realistas, se busca diseñar intervalos de con�anza alrededor del valor YT+`,
estos límites nos permitirán acotar el valor que se quiere predecir con grados de
con�anza altos.

Llamaremos predicción óptima a aquella que minimiza una función de
pérdida. Lo más común es minimizar el Error Cuadrático Medio de Predicción
(ECMP), por lo que diremos que YT (`) es un predictor óptimo si se cumple que:

E[YT+` − YT (`)]2 ≤ E[YT+` − Y ∗T (`)]2 ∀YT−d(`)

Se puede demostrar que, bajo condiciones de regularidad débiles, el
predictor óptimo es la esperanza condicionada al conjunto de información:

Yt(`) = E[YT+`|IT ] = E[YT+`|YT , YT−1, YT−2, ...] = ET [YT+`]

es decir, el valor esperado de la distribución de YT (`) condicionada por la informa-
ción pasada.

Nada garantiza que esta esperanza condicionada sea una función lineal
del pasado de la serie, pero si el proceso sigue una distribución normal, se puede
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demostrar que la esperanza condicionada se puede expresar como una función li-
neal del conjunto de información IT . Por lo tanto, bajo el supuesto de normalidad,
el predictor óptimo en el sentido de minimizar el ECMP es lineal. Si no se cumple
este supuesto, la proyección lineal de YT+` en su pasado proporcionaría el predictor
óptimo dentro de la clase de predictores lineales.

La predicción óptima por intervalo se construirá a partir de la distribu-
ción del error de predicción que, bajo el supuesto de que at ∼ NWN(0, σ2), es la
siguiente:

εT (`) = YT+` − YT (`) ∼ N(0, V ar[εT (`)])

Estandarizando se obtiene:

YT+` − YT (`)− 0√
V ar[εT (`)]

∼ N(0, 1)

De forma que el intervalo de predicción de probabilidad (1− α) % es:

[YT (`)−Nα/2

√
V ar[εT (`)], YT (`) +Nα/2

√
V ar[εT (`)]]

donde V ar[εT (`)] depende de los parámetros.

3.2.1. Predicción con modelos no estacionarios

La predicción con modelos ARIMA(p, d, q) no estacionarios es en algún
sentido, similar a la que se realiza con los modelos estacionarios ARMA(p, q). El
predictor óptimo de YT+` es la esperanza condicionada al conjunto de información
IT , de la forma: YT (`) = ET [YT+`]. Basta escribir el modelo en forma de ecuación
y obtener las esperanzas condicionadas, sabiendo que:

ET [YT+j] =

{
YT+j para j ≤ 0
YT (j) para j > 0

Y además:

ET [aT+j] =

{
aT+j para j ≤ 0
0 para j > 0

Para construir los intervalos de predicción:

YT (`)±Nα/2

√
V ar[εT (`)]
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donde V ar[εT (`)] = σ
∑`−1

j=0 ψ
2
j , el modelo ha de estar escrito en la forma MA(∞)

ya que ψj son los pesos del modelo ARIMA escrito en forma de medias móviles.

3.3. Modelos estacionales

La estacionalidad es un elemento que se presenta en las series de tiempo
que implica �uctuaciones en periodos y amplitudes regulares.

Gra�cando una serie estacional, podemos observar el comportamiento
de la misma. Para que esta serie sea estacionaria, debe de cumplirse que la media
y la varianza sean constantes. Cuando no ocurre que la varianza es constante, es
necesaria una transformación a través de raíces n-ésimas o calculando logaritmos
para lograr que la serie sea estacionaria.

Las transformaciones serán de la forma:

y∗t = y
1/n
t

o
y∗t = ln(yt)

donde zt = y∗t . Cuando ocurre que lo que no es constante es la media, entonces se
procede con las transformaciones denominadas primeras diferencias, que se expre-
san de la forma:

zt = y∗t − y∗t−1

O bien, con las primeras diferencias estacionales, denotadas por:

zt = y∗t − y∗t−L

donde L es el número de estaciones en el año, dependiendo de que los datos sean
mensuales o trimestrales, por ejemplo.

Una vez aplicada alguna transformación, se corrobora que sea la ade-
cuada a través del análisis de la función de autocorrelación.
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Los valores de la serie zv, zv+1, ...zw se consideran estacionarios si la
función de autocorrelación se extingue o trunca rápidamente.

Un modelo estacional MA(Q) tiene la forma:

zt = at − θ1,Lat−L − θ2,Lat−2L − ...− θQ,Lat−QL

donde {at−jL} ∼ WN(0, σ2) y θ1,L, θ2,L, ..., θQ,L son constantes.

Propiedades del modelo:

La función de autocorrelación parcial se extingue en los desfasamientos esta-
cionales L, 2L, 3L, ...

La función de autocorrelación tiene coe�cientes diferentes de cero en los des-
fasamientos L, 2L, 3L, ..., QL y autocorrelaciones iguales a cero en los demás.

Un modelo estacional AR(P) tiene la forma:

zt = φ1,Lzt−L + φ2,Lzt−2L + ...+ φP,Lzt−PL + at

donde at ∼ WN(0, σ2).
Cuyas propiedades son:

La función de autocorrelación parcial tiene autocorrelaciones diferentes de
cero en los desfasamientos L, 2L, ..., PL y autocorrelaciones iguales a cero en
los demás.

La función de autocorrelación se extingue en los desfasamientos estacionales
L, 2L, 3L, ...

Una vez que la serie es estacionaria, se de�ne el modelo general estacional como:

zt = (1−BL)D(1−B)dy∗t

donde B es el operador de retraso, d es el grado de diferenciación no estacional y
D es el grado de diferenciación estacional.



3.4. MODELIZACIÓN ARIMA ESTACIONAL 49

3.4. Modelización ARIMA estacional

Para construir el modelo ARIMA(p, d, q)(P,D,Q)s apropiado para la
serie estacional {Zt} consta de las fases previamente vistas; Identi�cación, Esti-
mación, Validación y Predicción, de la forma siguiente:

Identi�cación

Se proponen los modelos ARIMA(p, d, q)(P,D,Q)s que puedan repre-
sentar la evolución de la serie {Zt}. Se analiza la estacionariedad de la serie, tanto
en media como en varianza, y una vez que se tiene la serie estacionaria, se se-
leccionan los órdenes (p, q) de la estructura regular estacionaria, y (P,Q)s de la
estructura estacional estacionaria. Se analiza si es necesario incluir o no un término
independiente.

Análisis de estacionariedad

Para estudiar la estacionariedad en varianza de la serie, se utiliza el
grá�co que permite observar si la variabilidad de la serie es homogénea a lo largo
del tiempo o no. En las series estacionales, la amplitud del ciclo estacional crece
con tendencia, generalmente. El análisis de la estacionariedad en media de una
serie es a través del grá�co de la función de autocorrelación o de los contrastes de
raíces unitarias, según sea el caso.
Cuando una serie ya transformada por logaritmos, sigue sin ser estacionaria en
media, ni en estructura regular ni en estacionalidad, se procede a diferenciarla.
Inicialmente, se toman diferencias estacionales para solucionar el problema de la
no estacionariedad estacional.

Una vez aplicada la diferenciación (1 − Ld)Ln(Zt), se debe revisar si
aún se observa un comportamiento estacional sistemático y diferencias de media
por periodo, si ha desaparecido el comportamiento tendencial de la serie. Todo
esto debido a que el operador de diferencias estacional elimina por un lado, la
estacionalidad, y a través del operador de diferencias regular, (1 − L), elimina la
no estacionariedad en tendencia.
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A continuación, se analiza el correlograma para determinar si la serie es estacio-
naria.
Por último, se aplica el contraste aumentado de Dickey-Fuller para la hipótesis
nula de existencia de raíces unitarias en la serie ya diferenciada, (1− Ld)Ln(Zt).
Una vez que se realizaron estos tres análisis y se concluyó que la serie no es esta-
cionaria, se toma entonces otra diferencia regular y se analiza la posible estacio-
nariedad de la serie (1− L)(1− Ld)Ln(Zt).
Si esta vez, resulta que la serie ya es estacionaria, se dirá que la serie es integrada
de de orden d en la parte regular e integrada de orden D en la parte estacional.

Selección de los órdenes (p,q) y (P,Q)

La elección del modelo apropiado para la serie estacionaria se realiza
estudiando las funciones de autocorrelación simple y parcial. Por ejemplo, si el
grá�co de la autocorrelación simple muestra que el primer coe�ciente regular y el
primer coe�ciente de la parte estacional son signi�cativamente distintos de cero, y
además, el grá�co de la función de autocorrelación parcial muestra comportamiento
decreciente y a los coe�cientes regulares y estacionales signi�cativamente distintos
de cero, entonces podemos proponer una estructura ARMA(0, 1)(0, 1)s. Este paso
se concluye decidiendo si es necesario incluir un término independiente o no, a
través del contraste de la hipótesis nula de media cero, con el estadístico:

t =
Z̄

σZ

Si la hipótesis nula no se rechaza, no se incluirá un término independiente en el
modelo.

Estimación

Se estiman los parámetros involucrados en el proceso usando los valores
observados de la serie de tiempo.

Validación

Se comprueba que el modelo propuesto se ajusta bien a los datos y que
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reproduce la estructura de comportamiento de la serie.
Se comienza por el análisis de los coe�cientes para saber si son estadísticamente
signi�cativos. Se debe comprobar que el modelo propuesto es estacionario. Poste-
riormente, se realiza el análisis de los residuos gra�cándolos, y comprobando que
estos oscilan en torno a cero con variabilidad homogénea. Por otro lado, el correlo-
grama de los residuos debe mostrar que ningún coe�ciente de autocorrelación está
fuera de la región crítica, por lo que ninguno será signi�cativamente distinto de
cero.

Predicción

Se procede a hacer cálculos de los valores que tomará la serie una vez
que se ha elegido el modelo más adecuado.
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Capítulo 4

Aplicación de la metodología

En este Capítulo se encontrará un modelo del Precio Promedio Sema-
nal del Crudo de Exportación usando la metodología de Box-Jenkins.

Se comenzará haciendo el análisis grá�co de la serie de tiempo con la
que se trabajará. La grá�ca de la serie de tiempo bajo estudio re�eja un compor-
tamiento no estacionario (Figura 4.1):

Figura 4.1: Comportamiento del Precio

En el cuadro 4.1 se muestran los resultados de las pruebas Dickey-Fuller
de cálculo de raíces unitarias realizadas para comprobar que la serie no es estacio-
naria.

53
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Estadístico Valor crítico Valor crítico Valor crítico
de Prueba al 1% al 5% al 10%

Dickey-Fuller -1.32 -3.43 -2.86 -2.57
con intercepto
Dickey-Fuller -0.253 -3.96 -3.41 -3.12
con tendencia
e intercepto
Dickey-Fuller -0.39 -2.58 -1.95 -1.62
sin tendencia
ni intercepto

Cuadro 4.1: Pruebas de estacionariedad para la serie original

La Figura 4.2 muestra las funciones de autocorrelación simple y parcial del Precio
Promedio Semanal.

Figura 4.2: Comportamiento de la FAC y FACP

Después de realizar las pruebas tanto grá�cas como numéricas, se a�rma que la
serie no es estacionaria, pues la grá�ca de la función de Autocorrelación presenta
un comportamiento decreciente lento sin tendencia a extinguirse.
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Se procede a analizar si existe algún componente estacional que esté condicio-
nando el comportamiento de la serie.

Para esto, se utilizará el método Census X-12 utilizado por el Buró de
Censos de Estados Unidos, a través del software Eviews 6(Ladiray, 2001).

Justi�caciones importantes de la desestacionalización:

Estimar la componente estacional con el objetivo de plani�car mejor, por
ejemplo.

Estimar la componente estacional para eliminarla de la serie y robustecer la
evidencia de otras causas de variación en la serie.

Causas de estacionalidad:

Factores Naturales

Medidas legales o administrativas

Tradiciones sociales, culturales o religiosas (vacaciones, días festivos)

A grandes rasgos, el método Census X-12 consiste en un proceso que:

1. Asume que hay una relación multiplicativa entre los componentes de la serie
original.

2. Obtiene una tendencia de ciclo preliminar aplicando una tendencia de medias
móviles a la serie original.

3. Este estimador inicial se remueve del estimador original para proporcionar
una serie de tiempo sin tendencia.

4. Los valores atípicos son identi�cados y reemplazados en la nueva serie de
tiempo sin tendencia.

5. Se aplica un proceso de medias móviles estacional a la nueva serie sin ten-
dencia para cada mes de forma individual para proveer de estimadores pre-
liminares del componente estacional.
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6. Se obtiene la razón de la serie original con la nueva serie ajustada estacional-
mente.

7. Un término de medias móviles de Henderson se aplica a la estimación �nal
de la serie ajustada estacionalmente; esto nos da un estimado �nal de la
tendencia.

Para éste análisis, se requirió obtener promedios mensuales, pues es una
condición del software para realizar el ajuste estacional.

A continuación, se muestra en la grá�ca 4.3 de la serie original com-
parada con la grá�ca de la serie ajustada estacionalmente.

Figura 4.3: Precios Promedios Mensuales vs. Precios Promedios Mensuales Ajus-
tados Estacionalmente

De forma grá�ca, se apreciar en la �gura 4.3 que aún después de realizar
el ajuste estacional, la serie resultada no presenta diferencias signi�cativas con res-
pecto a la serie original. Se puede descartar entonces que exista estacionalidad en
la serie. En la Figura 4.4 se presentan los resultados de las pruebas estadísticas
que dan sustento a esta a�rmación:
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Presencia de estacionalidad asumiendo estabilidad

Test no paramétrico de presencia de estacionalidad asumiendo estabilidad

Test de estacionalidad móvil

Figura 4.4: Pruebas de presencia de estacionalidad

Las tres pruebas rechazan estacionalidad, por lo que se concluye que la serie no
presenta estacionalidad identi�cable.

De esta forma, se descarta el uso de modelos SARIMA.

Se retoma el análisis de la serie de Precios Promedios Semanales. Ya
se ha concluido que la serie no es estacionaria, por lo que se procede a realizar la
primera diferenciación para lograr la estacionariedad en media.
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La grá�ca de la primera diferencia de los Precios Promedios Semanales
se muestra en la Figura 4.5.

Figura 4.5: Primera diferencia de los PPS

Se realizan las pruebas de raíz unitaria para descartar no estaciona-
riedad en la serie a través del test de Dickey-Fuller, como se muestra en la tabla
4.2.

Estadístico Valor crítico Valor crítico Valor crítico
de Prueba al 1% al 5% al 10%

Dickey-Fuller -21.140 -3.43 -2.86 -2.57
con intercepto

Dickey-Fuller con -21.172 -3.96 -3.41 -3.12
tendencia
e intercepto
Dickey-Fuller -21.152 -2.58 -1.95 -1.62
sin tendencia
ni intercepto

Cuadro 4.2: Pruebas de estacionariedad para la primera diferencia de los PPS

A pesar de que la primera diferencia realizada a la serie genera una serie
ya estacionaria, el resultado grá�co no satisface las expectativas de estacionariedad
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en varianza, por lo se opta por realizar una transformación previa a la primera
diferenciación.

Se realiza entonces la primer transformación a la serie original de Pre-
cios Promedios Semanales para lograr la estacionariedad en varianza aplicando
logaritmos a las observaciones, pues se observa heteroscedasticidad; es decir, no
homogeneidad en varianza, y posteriormente se calculará la primer diferencia. La
grá�ca de la serie transformada en logaritmos queda como en la Figura 4.6.

Figura 4.6: Transformación Logarítmica de la Serie

Esta transformación provoca un reescalamiento de la serie original, aunque el com-
portamiento de la serie sigue siendo similar.

A continuación, se realiza la primera diferencia de la serie transformada
a través de logaritmos y se obtiene la Figura 4.7, que muestra un comportamiento
estacionario en media y varianza que satisface las expectativas visuales.

La transformación de la serie a través de logaritmos corrige la heteroscedastici-
dad. Esta transformación debe realizarse antes de la diferenciación para evitar el
cálculo de logaritmo de valores negativos.

De forma similar al procedimiento anterior, se realizan las pruebas de
Dickey-Fuller de estacionariedad y se gra�can las funciones de Autocorrelación
Simple y Parcial. Los resultados se muestran en el cuadro 4.3.
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Figura 4.7: Primera Diferencia de la Serie Transformada

Estadístico Valor crítico Valor crítico Valor crítico
de Prueba al 1% al 5% al 10%

Dickey-Fuller -21.797 -3.43 -2.86 -2.57
con intercepto

Dickey-Fuller con -21.833 -3.96 -3.41 -3.12
tendencia
e intercepto
Dickey-Fuller -21.806 -2.58 -1.95 -1.62
sin tendencia
ni intercepto

Cuadro 4.3: Pruebas de estacionariedad para la serie transformada

El valor del estadístico de prueba supera en términos estadísticos a los
valores críticos del 90, 95 y 99 %, por lo que se descarta la existencia de alguna raíz
unitaria; es decir, las transformaciones realizadas conducen a una serie estacionaria.

Gra�cando las funciones de AC y ACP de la serie transformada, se
obtiene la Figura 4.8.

Ahora se puede a�rmar que la serie es estacionaria al observar los estadísticos de
prueba, la grá�ca de la serie transformada y el comportamiento de las grá�cas de
la FAC y FACP.
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Figura 4.8: Comportamiento de la FAC y FACP

El correlograma mostrado en la Figura 4.9 con�rma de manera más
clara que solamente hay una espiga signi�cante en cada una de las grá�cas de la
FAC y FACP.

Figura 4.9: Correlograma de la Serie transformada

De las grá�cas de Autocorrelación Simple y Parcial de la serie transfor-
mada, se observa que la función de Autocorrelación Parcial se extingue de manera
rápida y la función de Autocorrelación Simple presenta el mismo comportamiento
después del primer retardo, por lo que se propone un modelo ARIMA(1, 1, 1).

Para estimar los parámetros del modelo se utilizó el software Stata/IC 12.0,
así como para realizar las grá�cas y las pruebas de estacionariedad previamente
presentadas. Los resultados del cuadro 4.4 de estimación de parámetros nos llevan
al siguiente modelo ARIMA(1, 1, 1):
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Zt = 0,2460206Zt−1 + 0,021533εt−1 + εt + 0,0007199

Parámetro Parámetro Estimado Error Estándar P-value

AR(1) 0.24 0.100 0.0
MA(1) 0.02 0.103 0.001

Constante 0.00071 0.002 0.003
Desviación estándar 0.041 0.0007 0.0

Cuadro 4.4: Resultados

Se utilizará el Criterio de Información de Akaike (AIC) y el Criterio de
Información Bayesiana (BIC) para veri�car que el modelo ARIMA(1, 1, 1) sea el
que mejor se ajusta a los datos, comparándolo con tres modelos adicionalmente
propuestos.

El criterio de información de Akaike (AIC) establece que se debe de
seleccionar el modelo que minimiza a:

AIC(k) = −2 ln(Funcin de Mxima V erosimilitud) + 2k

donde k asegura que se selecciona el modelo con el menor número de parámetros.

Se usará también el criterio de información Bayesiana de Schwartz
(SBIC) que establece como el mejor modelo al que minimiza:

SBIC(k) = −2 ln(Funcin de Mxima V erosimilitud) + k ln(n)

A través de estos criterios, se tiene la tabla 4.5.

Los resultados obtenidos de la tabla 4.5 llevan a la conclusión de que el
modelo ARIMA(1, 1, 1) es el mejor modelo con base en los p-value, y los Criterios
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Cuadro 4.5: Comparativo de los p-valores de los modelos propuestos, con AIC y
BIC.
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de Información Bayesianos y de Akaike.

Uno de los planteamientos iniciales para determinar que el modelo de-
terminado es el adecuado, indica que los residuales tienen un comportamiento de
ruido blanco, es decir, presentan media nula, varianza constante y ausencia de au-
tocorrelación.

Para veri�car la normalidad de los residuales se gra�can los residuales
contra el tiempo. Si el modelo es adecuado, los residuales deben estar distribuidos
de forma aleatoria alrededor del cero, sin mostrar patrón o tendencia.

Se hará un análisis detallado de la estimación de los residuales para
corroborar que se comportan como un ruido blanco.

En Stata 12.0/IC se realiza la estimación de los residuales y se ob-
tienen las estadísticas de media y desviación estándar:

µ = −6,43e− 06

σ = 0,419742

Mn = −0,198

Max = 0,153

La grá�ca de los residuales se comporta como en la Figura 4.10

El correlograma de la Figura 4.11 muestra que no hay correlación entre
los residuales:

En la tabla 4.6 se muestran las pruebas Dickey-Fuller para descartar
existencia de raíces unitarias en los residuales.
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Figura 4.10: Comportamiento de los Residuales

Estadístico Valor crítico Valor crítico Valor crítico
de Prueba al 1% al 5% al 10%

Dickey-Fuller -28.643 -3.43 -2.86 -2.57
con intercepto
Dickey-Fuller -28.674 -3.96 -3.41 -3.12
con tendencia
e intercepto
Dickey-Fuller -28.66 -2.58 -1.95 -1.62
sin tendencia
ni intercepto

Cuadro 4.6: Pruebas de estacionariedad para los residuales

Se concluye que los residuales presentan un comportamiento de ruido
blanco una vez analizadas la grá�ca, el correlograma y las pruebas de Dickey-
Fuller.

Se hará uso de la predicción dinámica de Stata/IC 12.0 con los esti-
madores obtenidos. Esta función, toma en cuenta la observación inmediata ante-
rior para generar la observación actual. Se substituirán los valores estimados de
los parámetros en el modelo ARIMA(1, 1, 1) propuesto para pronosticar el Pre-
cio Promedio Semanal de Crudo de Exportación Mexicano para 12 observaciones;
6 que se compararán con las últimas reales observadas y 6 pronosticadas. Debe
recordarse que la serie fue transformada, por lo que es necesario revertir las trans-
formaciones. Los resultados se muestran en la tabla 4.7.
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Figura 4.11: Correlograma de los residuales

En la �gura 4.12 se muestra la grá�ca comparativa de los precios reales
observados durante todo el año hasta la semana 50 de 2015 contra los precios
promedios semanales generados por el modelo ARIMA(1, 1, 1) hasta la semana 2
de 2016.

Con estos resultados, se tiene ya un panorama general del compor-
tamiento del precio promedio semanal del crudo de exportación mexicano a corto
plazo, que era el objetivo principal de este trabajo. A continuación se establecen
las conclusiones con menciones relevantes y el trabajo a futuro.
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Total de Semana PPS PPS
Semanas Observado Pronosticado

825 45 35.36 37.981
826 46 33.44 37.9702
827 47 34.43 37.988
828 48 33.01 38.013
829 49 29.14 38.0397
830 50 27.54 38.0669
831 51 - 38.0942
832 52 - 38.1216
833 1 - 38.1490
834 2 - 38.17642
835 3 - 38.20385
836 4 - 38.23129

Cuadro 4.7: Pronósticos del precio promedio semanal de Crudo de Exportación
Mexicano

Figura 4.12: Precios Promedios Reales contra Pronosticados
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Capítulo 5

Resultados, conclusiones y trabajo
futuro

Gracias a la metodología Box-Jenkins; herramienta útil para manipular
series de tiempo, y a las técnicas abordadas en esta tesis, se obtuvo un modelo
adecuado para pronosticar el Precio Promedio Semanal del Crudo Mexicano de
Exportación.

Este modelo fue generado a partir de datos promedios semanales desde
la semana uno del año 2000 hasta la semana 44 del año 2015, obtenidos del Cen-
tro de Estudios de Finanzas Públicas de la H. Cámara de Diputados. Tal modelo
resultó ser un ARIMA(1, 1, 1), del cual se estimaron los parámetros con el �n de
realizar predicciones para las 12 semanas siguientes; 6 de las cuales ya se tenían
registradas y sirvieron como punto de comparación del modelo, y 6 que se pronos-
ticaron dinámicamente.

En la grá�ca del pronóstico, se puede observar una tendencia constan-
te, un tanto creciente, para las próximas 6 semanas. Las predicciones muestran el
posible panorama del precio promedio que se reportará si se continuara observando
el mismo comportamiento. Se observa que a pesar de que el modelo se ajusta a los
datos, no logra replicar el comportamiento real decreciente de la serie, pues aunque
en teoría se esperaban precios crecientes, o al menos constantes, existen factores
que lo afectaron de forma abrupta durante el cierre del año 2015 y apertura del
2016.
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Entre estos factores, destacan el alza en la cotización del precio del
dólar, con�ictos bélicos a escala internacional, aumento del volumen de reservas
de crudo en un mercado ya de por sí saturado y la desaceleración económica de
China.

Después de analizar este trabajo, surgen ideas de cómo mejorar los
resultados de predicciones. Una de ellas es incorporar variables dicótomas, que
integren el factor exógeno que condiciona la caída de los precios de manera tan
precipitada. De esta forma, aunque no sepamos con certeza qué fenómeno afectó
el comportamiento de la serie, existirá una variable que respalde el cambio estruc-
tural.

Es factible, además, realizar análisis del comportamiento de la serie ba-
jo estudio a través de modelos ARCH, GARCH, VAR y ARIMAs multivariados,
entre otros.

También se propone identi�car indicadores económicos o sociales que
tengan relación directa con el precio del crudo de exportación mexicano. Esto se
realizará a través de modelos con funciones de trasferencia, en los que la variable
de respuesta es una serie de tiempo que se relaciona con otra que se cree que in�uye
en la primera. La decisión sobre cuál es la variable que in�uye, está en función de
lo que se quiere correlacionar y de lo que se sabe que afecta la serie de respuesta.
Se propone analizar la in�uencia del tipo de cambio y las reservas a nivel mundial.

De la misma forma, queda claro que el precio del crudo es una variable
volátil, difícil de pronosticar, y en la que se debe tener especial atención, pues
constituye aproximadamente el 35% del total de la recaudación (Álvarez, 2015). Es
necesaria la implementación de modelos econométricos más completos que integren
a las variables exógenas que afectan directa o indirectamente el precio del crudo de
exportación en el país, pues de esta forma, se asegurará la correcta implementación
de políticas �scales que garanticen el buen uso del erario público.
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