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Resumen

Este articulo se refiere a los procesos de decision de Markov descontados con una funcién de recompensa
difusa de forma trapezoidal. Partimos de un modelo de control de Markov habitual y no difuso (ver
Hernandez-Lerma, 1989) con conjuntos de acciones compactos y recompensa R, se induce un modelo de
control solo sustituyendo R en el modelo habitual por una funcion difusa trapezoidal adecuada que
involucra a R. De esta manera, para este modelo inducido se considera un problema de control éptimo
descontado, teniendo en cuenta tanto un horizonte finito como infinito, y funciones objetivo difusas. Para
obtener la solucién éptima, se utiliza el orden parcial en los cortes de nimeros difusos, y la funcion de
valor 6ptimo y la politica Optima para los procesos de decision de Markov difusos inducidos se relacionan
(r:]og_la imcic’m de valor 6ptimo y la politica 6ptima correspondiente a los procesos de decision de Markov
abituales.

Palabra claves: Procesos de decision de Markov, politica éptima, nimeros difusos trapezoidales.

1 Introduccidén titula  Conjuntos  difusos  (zadeh,1965).
Posteriormente, en la literatura sobre el tema se
pueden encontrar diversos articulos de
investigacion y textos referentes a la teoria
difusa, ademas, es posible ubicar extensiones de
la teoria en otros campos de las ciencias
matematicas, como la teoria de control, ver
(Zadeh, 1965).

En este manuscrito, se proporciona un
proceso de decision de Markov (MDP) con un
espacio de estado finito, conjuntos de acciones
los numeros difusos para incorporar este tipo de compa clos y caracteristicas d|fusqs en su
caracteristicas o afirmaciones a modelos fl_Jnc_lon de pago 0 recompensa La idea es la
matematicos. La teoria basica del tema de los slguiente: Se considera un modglo de control de
numeros difusos fue propuesta por L. Zadeh en Markov nitido (MC.M)’ es decir, un MCM del
su articulo fundamental escrito en 1965, que se tipo que se ha analizado en (Hernandez-Lerma,

' 1989), con recompensa R como base y se induce

1

En diversas areas aplicadas, como
ingenieria, investigacion de  operaciones,
economia, finanzas e inteligencia artificial, entre
otras, los datos requeridos para proponer un
modelo matematico presentan ambigiedad,
vaguedad o caracteristicas aproximadas del
problema de interés (ver, por ejemplo, (Fakoor et
al., 2016), (Efendi et al., 2018)). En este contexto,
es posible encontrar en la literatura el enfoque de
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un nuevo MCM cambiando solo R por una
funcion de recompensa con valores difusos R.
Especificamente, se asume que la funcion de
recompensa difusa es trapezoidal. De esta forma,
el problema de control difuso consiste en
determinar una politica de control que maximice
la recompensa difusa descontada total esperada,
donde la maximizacion se realiza con respecto al
orden parcial en los cortes a de nimeros difusos.

La metodologia que se sigue en este
articulo para garantizar la existencia de politicas
Optimas en el problema difuso consiste en
aplicar la existencia de politicas 6ptimas y la
validez de la programacion dinamica para el
problema de control nitido, asi como ciertas
propiedades de los numeros trapezoidales
difusos.

2 Teoria basica de numeros
difusos

Definicion 2.1 Sea @ un conjunto no vacio,
entonces un conjunto difuso A en @ esta definido
en términos de la funcién de membresia fi: @ —
[0,1]. En consecuencia, un conjunto difuso A
puede ser expresado como un conjunto de pares
ordenados: {(x, A(x)):x € @}. Diremos que un
conjunto difuso A en @ es normal si existe un
x € 0 tal que i(x) = 1.

Definicion 2.2 Un nimero difuso en el conjunto
R, se define en términos de la funciéon de
pertenencia fi, que asigna a cada elemento de R,
un valor real del intervalo [0,1] y esta dada por
la siguiente forma

( 0 Si x<a
I(x) sia<x<bh

1 <c

d

flx) = sib< x @Y
r(x) sic< x<
k 0 sid<x

donde a, b, c, d son numeros reales, [(x) es una

funcion no-decreciente y r(x) es una funcion no-
creciente.
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Definicion 2.3 Un numero difuso trapezoidal, es
un conjunto difuso definido en los numeros
reales caracterizado por la funcion de
pertenencia

( 0 Si x <
X—a
sias<x<b
. b—a
A(x) = < 1 sib<x<c (2)
d—x o< x < g
1 < sic< x <
\ 0 sid<x

donde a, b, ¢, d son numeros reales que 0 < a <
b<c<d.

Definicion 2.4 Un numero difuso trapezoidal se
denota por i = (a, b, c,d) y su a-corte denotado
por f,, se define como el conjunto {x €
0:4(x) = a}.

Observacion 2.5 Para un numero difuso
trapezoidal (a, b, c, d), su a-corte es el intervalo
cerrado

(a,b,c,d)y =[(b—a)a+a, d—(d—c)a]

Definicion 2.6 Denotemos por « a cualquiera de
las cuatro operaciones aritméticas basicas y sean
Ay B dos nimeros difusos. Entonces es definido
el conjunto difuso en R, A « B, por la expresién

fia.p(x) sup min{i,(y), Ap(2)}

X=YeZ
Lema 2.7 Si A = (ay,a,,a;,a,)Y B = (by, by, b3, by)
dos numeros difusos trapezoidales, entonces, de
la definicion 2.6 se tiene que:

A+ B = (a; + by, a, + by, a; + by, a, +by)
Sea I el conjunto de todos los intervalos
acotados cerrados A =[a;, a,] en la linea real

R. Para A, B € I se define

d(A, B) = max[a; — by, a,, — by ] 3)



Es posible comprobar que (I, d) es un
espacio métrico completo.

Ademas, para A, B en I definamos: A < B
si ysolosi a<b Yy a,<b,donde A=
la;,a,] Y B =[a;,a,], se tiene que <es un
orden parcial en 1.

Sea F(R) el conjunto de todos los
nimeros difusos con funcion de membresia
semi-continuas superiormente, convexas,
normales y tienen soporte compacto. Definamos
la funcion real-valuada p:F(R) x F(R) - R por

p(A,V) = sup d(Ug, Va) 4)

a€lo,1]

con i,V € F(R)

Es sencillo ver que p es una métrica en F(R).
Ademas, para f,7 € F(R) definimos

A <7vsiysolosifj, <7, (5)
cona € [0,1].

Lema 2.8 EIl espacio métrico (F(R),p) es
completo.

Definicion 2.9 Se dice que una secuencia {X,}
de numeros difusos es convergente al nimero
difuso X, si para cada € > 0 existe un entero
positivo N tal que p(X,,, X) < e paran>N.

Lema 2.10 Para un numero difuso trapezoidal la
siguiente declaracion se mantiene:

a) Si{(ay, by, ¢y, dy):1 <n < N}donde N es
un entero positivo

N N N
Z(anlbnvcnl d,) = (Z anlz bn'z Cn'z dr)
n=1 n=1

= n=1 n=1 n=1

b) Si ﬁ'n = {(an’ bn’ Cor dn): 1 S n} y Zr‘lxz)l an 1
X bn, X2 ch, 22 d, < oo, entonces
Spi= X1, n<1 converge al
ndmero difuso trapezoidal:

(B2 a0, 22 bn, o Cny Xy dny).
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Definicion 2.11 Sea (€, F) un espacio medible
y (R,#(R)) el espacio medible de los nimeros
reales. Una variable aleatoria difusa es una
funcion X: Q - F(R) tal que paratodo (a, B) €
[0,1] xB(R), {w € Q:X(w),NB * @} € F.
De manera equivalente, X debe verse como un
intervalo  generalizado con  funcién de
pertenencia u y a-corte:

X: (@e = [X7(0), X *(w)].

Definicion 2.12 Sea (Q,F,P) un espacio de
probabilidad y sea X una variable aleatoria difusa
discreta con rango {s;,s,,...,s,} € F(R). La
esperanza matematica de es un nimero difuso,
E(X), tal que

E(X) = z siP(X =s)) (6)
k=0
Sea Xy Y variables aleatorias difusas
discretas con rango finito. Entonces

3 Problema de control de
Markov optimo con descuento con
funciones de recompensa difusas.

Considere un modelo de decision de Markov

(X,4,{A(x):x € X},Q,R) (7)
donde

a) X es un conjunto finito, llamado
espacio de estado.

b) A esun espacio de Borel, denominado
control o espacio de accion.

c) {A(x):x € X} es una familia de
subconjuntos no vacios A(x) de A, cuyos
elementos son las acciones factibles.

d) Q es la ley de transicion, que es un
nucleo estocastico en X dado K:= {(x,a):x €

3



X,a € A(x)}, este conjunto se denomina el
conjunto de pares de estados-acciones factibles.

e) R es una funcion de recompensa difusa
en K en un solo paso.

La evolucion del sistema estocéstico
difuso es la siguiente: si el sistema esta en el
estado x; = x en el momento t y se aplica el
control a; =a € A(x), entonces dos cosas
suceden:

a) Una recompensa difusa R(x,a) es
obtenida.

b) El sistema salta al préximo estado
X¢4+1 de acuerdo con la ley de transicion Q, i.e.

Q(x € B|x,a)=Prob(|Jx € B|x; = x,a; = a)
con B € X.

Para  un modelo no  difuso
(X,A,{A(x):x € X},0Q,R), larecompensa en un
solo paso es una funcién R: K — R . Unapolitica
es una secuencia w={m:t=20,1,..} de
kérneles estocasticos m; en el conjunto de control
A dado el historial H, del proceso hasta el
momento t, donde H, := K X X y H, := X. El
conjunto de todas las politicas se indicara con II.
IF denota el conjunto de funciones f:X — A tales
que f(x) € A(x), para todo x € X. Una politica
determinista de Markov es una secuencia T = f;
tal que f; €F, t=0,1,... Se dice que una
politica de Markov = f; es estacionaria si f; es
independiente de t, es decir, f; = f, para todo
t = 0,1, .... En este caso, m se denota por f y IF se
denomina el conjunto de politicas estacionarias.

Sea (Q,F) el espacio medible que consta
del espacio canénico Q =H, =X xXA)* y
F la correspondiente ¢ —algebra producto. Los
elementos de  son secuencias de la forma w =
(x9,a9,x4,0a4,...)CON x; € XY a; € Aparatodo
t =0,1,.... Las proyecciones x; Yy a; desde Q a
los conjuntos X y A se denominan variables de
estado y accion, respectivamente.

Sea m = m; una politica arbitraria y u una
medida de probabilidad arbitraria en X llamada
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distribucion inicial. Entonces, segun el teorema
de C. lonescu-Tulcea, hay una medida de
probabilidad Unica P en (Q,F) que es
compatible con H,,, es decir, P"(H,) = 1.

El proceso estocastico (Q,F,PF,x;) se
denomina Proceso de control de Markov o
proceso de decision de Markov. El operador de
esperanza con respecto a P se denota por E7. Si
i se concentra en el estado inicial x € X,
entonces Bt y EF se escriben como Py
ET respectivamente.

La ley de transicion de un proceso de
control de Markov a menudo se especifica por
una ecuacion en diferencias de la forma x;,; =
F(x;a.,é), t=01,..., con x,=x€X.
conocido, donde &, es una secuencia de variables
aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (iid) con valores en un espacio de
Borel S y wuna distribucion comin A,
independiente del estado inicial. En este caso, la
ley de transicién Q viene dada por Q(x,a) =
Elz[F(x,a,é)],Bc X, (x,a) EK. E es la
esperanza con respecto a la distribucién A,
I denota la funcién indicadora del conjunto B.

Definicion 3.1 Sea (X,A4,{A(x):x € X},Q,R)
un modelo de Markov con recompensa difusa,
para una politica 7 y cada estado x € X, se define
el costo total descontado esperado con
recompensa difusa de la siguiente manera

V(m,x): = Zzoatﬁ'}}[ﬁ(x, a)] (8)

Ademas, se define la recompensa difusa
en laetapa N de la siguiente manera

y(mx):= ) 1tv=—01 a'ET[R(x, a)]
©)

Definicion 3.2 La funcion de valor éptimo se
define como

V(x) = sup v(m, x), (10)

mell



x € X. Entonces el problema de control éptimo
es encontrar una politica ™ tal que

(", x) = v(x). (12)

Para el modelo no difuso
(X,A,{A(x):x € X},Q,R), el costo total
descontado esperado con recompensa Yy la
recompensa en la etapa N (con recompensa no-
difusa) estan definidos de la siguiente manera

V(mx):= EF[Y. " a'R(x,a)] (13)

Vy(m,x): = EF[ thvz_ol a'R(x,a)] (14)

El problema de control de interés es la
maximizaciébn de la recompensa difusa
descontada total esperada del horizonte
finito/infinito (ver (8) y (9)). En la siguiente
seccion demostrara que (9) converge a la funcion
objetivo (8) con respecto a la métrica p (ver (4)).
Se considera el siguiente supuesto para la
funcion de recompensa del modelo difuso.

Supuesto 3.3 Sea B,C,D y E numeros reales,
tales que B < C <D < E. Asumimos que la
recompensa difusa es un niamero trapezoidal (ver
definicion 2.3), especificamente

R(x,a) = (BR(x,a),CR(x,a),DR(x,a),ER(x,a)) (12)

para cada (x,a) € K donde R:K - R es la
funcion recompensa del modelo no difuso.
observemos que, bajo el Supuesto 3.3 y el Lema
2.10, la recompensa difusa en N-pasos es un
namero difuso trapezoidal

El siguiente supuesto garantiza la existencia
de una politica optima y proporciona la funcion
de valor para el caso no difuso.

Supuesto 3.4 a) Paratodo x € X, A(x) esun
conjunto compacto en A(A), donde AB(A) es la
o-algebra de Borel del espacio A.

b) La funcion recompensa no difusa R es una
funcién no-negativa y acotada.
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c) Para cada x,y € X, los mapeos a = R(x,a)
y a = Q(y|x,a) son continuos en A(x).

Teorema 3.5 [Programacion dindmica]: Bajo el
supuesto 3.2, la siguiente afirmacion se
mantiene:
a) Definamos Wy (x) =0y paracada t =
N—-1,N-2,..,1,0, consideremos

Wy () = mix (RG,@) aEWoys (F(x,a, )} (15)

x € X. Entonces para cada t = 0,1,2 ... existe
f: € Ftal que

Wy (x) = {R(x, fe (X)) + aE[Wya (F(x, fe(x), f))]}ile)

y = {fo, fi, -, fy—1 } €S una politica 6ptima
markovianay vy (", x) = Wy, x € X.

b) La funcion de valor éptimo V, satisface
la siguiente ecuacion de programacion
dinamica:

V(x) = argAéé){R(x, a) + aE[V(F(x,a,§)]}
(17)
c) Existe una politica f* € F tal que el
control f*(x) € A(x) y

V() ={R(x, f*(x)) + aE[V(F(x, f(x), S?fg
d) Definamos las funciones de iteracion de
valor como sigue:

V() = max (RCx,f7 () + Ve (F (£ (), OD)
(19)
para toda x e X yn=12,.. con V,(.) =0.
Entonces las funciones de iteracién de valor
convergen puntualmente a la funcién de valor
optimo Vi.e.
)11_)r(r)10 h(x)=V(x), xelX.

4 Resultados para recompensa
difusa



Los siguientes resultados estan referidos a la
convergencia de la recompensa difusa de la etapa
N a la recompensa difusa descontada total
esperada en el horizonte infinito. Se verificara la
existencia de politicas 6ptimas y vigencia de la
programacion dinamica.

Lema4.l Paracadamellyx € X fijos,

I\llim p(Wy, V) =10
donde p es la métrica de Hausdorff (ver (4)).
Demostracién: Sean w € [1'y x € X fijos. Para
simplificar la notacion denotaremos por vy vy a
v(mx)ya vy (m, x) respectivamente. Entonces,
de acuerdo a (17) el a-corte de la funcion de

recompensa difusa, esta dado por

AN = (BVN,CVN,DVN,EVN)a
=[B(1 —a)Vy + aCVy, E(1 — a)Vy + aDVy]

Anélogamente, el a-corte de (8) esta dado por

A= (BV,CV,DV,EV),
=[B(1—a)V +aCV, E(1—-a)V + aDV]

Por lo tanto, por (4), se obtiene que

p(Ay,A) = sup d(AR,A%)

a€l0,1]
Ahora, debido a la identidad:

max(c,b) =(c+b+|b—c|)/2
con b, c € R, se produce que
d(Ay,0) =(1—a)E(V —Vy)+aD(V —Vy)
Entonces,

p(Ay, D) = Sup](V —VN(E —a(E - D))

a€lo,1
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= (V-VpyE (18)

Por lo tanto, cuando N tiende a infinito en
(9), se concluye que

l\llim p(Wy, V) = l\llim (Vv—=Vy)E =0.

La segunda igualdad es una consecuencia de
(13) y (14).
El problema de control &ptimo difuso
consiste en determinar una politica ™ tal que;
V(m,x) < V(" x),
para todo mw €I, y x € X. En consecuencia,

V(m*, x) = sup V(m, x)
mell

para todo x € X. En este caso, se define la
funcion de valor 6ptimo difusa como

V(x) =9(", x),

x € Xy m* es llamada la politica éptima del
problema de control 6ptimo difuso. Se pueden
establecer definiciones similares de manera
analoga para Vy, intercambiando V por V.

Observacion 4.2: Una consecuencia directa de
la definicion anterior y la aplicacion del Teorema
3.3 y los Supuestos 3.4 y 3.5 es el siguiente
resultado.

Teorema 4.3: Bajo los Supuestos 3.4 y 3.5 se
cumplen las siguientes afirmaciones:

a) La politica 6ptima 7* del problema de
control 6ptimo finito no-difuso (ver (14))
es la politica 6ptima para vy,, es decir,
Vy(m, x) < Vy(m*,x) paratodam €11 y
x € X.

b) La funcion de valor difuso optimo finito
estd dada por

Ty (x) = (BVy(x), CVy(x), DVy(x), EVy(x)),  (19)



donde Vy(x) = sup Vy(m, x),x € X.
mell

Teorema 4.4: Bajo los Supuestos 3.4y 3.5 se
cumplen las siguientes afirmaciones:

a) La politica éptima del problema de control
difuso es la misma que la politica 6ptima del
problema de control 6ptimo.

b) Lafuncion de valor difuso 6ptimo esta dada
por

7(x) = (BV(x),CV(x),DV(x),DV(x)), (20)
x € X.

Demostracion:

a) Sean w €I,y x € X, fijos, Primero,
observemos que (8) es equivalente a

V(m, x) = (BV(m, x),CV(x,x), DV (m, %), EV (7, X)),

Como una consecuencia de supuesto
(3.4). Entonces el a-corte de v(rm,x) estd dado
por

V(m, x)=[BV (m,x) + a(C — B)V(m,x), EV (1, X) +
a(D —E)V(m,x)]

Ahora, por teorema 3.5, existe f* € F tal que
BV (,x) + a(C — B)V(m,x)
< BV(f*(x),x) + a(C — BYV(f*(x),x)
y

EV(m,x) + a(D —E)V(m,x) < EV(f*(x),x) + a(D —
EY(f*(x),%).

y como x € Xy € II son arbitrarios, resulta lo
siguiente.
b) Por teorema 4.4 a)

9(0) = (BV(f*(x),%), CV(f*(2),%), DV (f* (x),%), EV (f* (x),%))

para cada x € X, de esta manera, aplicando (3.5)
se concluye que

Yoo = (BV(x),CV(x),DV (x),EV(x)),
x€X.
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5 Conclusiones

En este articulo, los procesos de decision de
Markov fueron estudiado bajo el criterio de
recompensa con descuento total esperado y
considerando una funcién de recompensa difusa,
especificamente del tipo trapezoidal. Este
proceso fue inducido a partir de un proceso
nitido, teniendo en cuenta algunas de sus
propiedades para inducir ciertas propiedades en
el caso difuso. Trabajo futuro en la direccion de
este trabajo consiste en aplicar la metodologia a
otros criterios de optimalidad como el caso
promedio o los criterios sensibles al riesgo.
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