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Resumen

En el presente trabajo se revisa los aspectos importantes que se deben considerar cuando trabajamos con
el algoritmo de Reversible Jump propuesto por Green (1995). El algoritmo es de gran utilidad cuando
trabajamos modelos con inferencia bayesiana en donde la distribucion a posterior es compleja, ademas de
que al momento de utilizar métodos Monte Carlo via cadenas de Markov (MCMC) el espacio de estado

correspondiente a las simulaciones cambia de dimension.

Palabra claves: Inferencia bayesiana, MCMC, reversible jump.

Introduccion:

Cuando trabajamos sobre modelo estadisticos,
podemos abordar las caracteristicas del modelo
(media, varianza, etc.) mediante inferencia
clasica o bayesiana. Para ambos enfoques
debemos tener en cuenta la informacion con la
que se cuenta sobre el modelo, sin embargo, cada
uno tiene sus ventajas y desventajas. En esta
ocasion abordamos el enfoque bayesiano, que
tiene soporte sobre el teorema de Bayes.

Dada la observacion y con distribucion P(8,y),
donde 6 es el parametro(s) del modelo, entonces
debemos hallar la distribucion de probabilidad
conjunta entre 6 y y. La funcion de distribucion
de probabilidad conjunta es el producto de dos
densidades; una es Ilamada distribucion a priori
(P(6)) y la otra distribucion de muestreo
(distribucién de los datos P(y|6)),

P(6,y) =P(O)P(yl6). (1.1)
Condicionando el wvalor conocido de la
observacion y y utilizando la regla de Bayes
tenemos la distribucion de interés llamada a
posterior
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P P(O)P
2ol = PO _POPOI)
P(y) P(y)
donde P(y) =XoP(6)P(y[6), o P(y)=
[ P(@)P(y|0) ya sea en el caso discreto o
continuo respectivamente. Como puede observar
el factor de (1.2) no depende de 6, asi se
considera constante y se tiene la ecuacion

equivalente:

n(6ly) <« P(6)P(y|0), (1.3)
donde P(y|@) es la funcion de verosimilitud del
modelo. Cuando se tiene una distribucion a
posterior compleja se utilizan algoritmos
conocidos como métodos Monte Carlo via
cadenas de Markov (MCMC) para obtener una
muestra simulada y extraer conclusiones e
inferencia.
2. Algoritmos MCMC
Los elementos que forman parte de los
algoritmos son las cadenas de Markov y los
métodos Monte Carlo. En general los métodos
Monte Carlo se dividen en dos categorias
(Adrian Barbu 2020):
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1. Monte Carlo secuencial, es util en
espacios de dimension pequefia.

2. MCMC, que simulan una cadena de
Markov cuya distribucion estacionaria
converge a la distribucion objetivo.

2.1 Métodos Monte Carlo.
Considere un conjunto de observaciones
{x1, x5, ..., xp }~f (x) que representa una muestra
del modelo probabilistico verdadero f(x),
aunque sea desconocido se puede aproximar por
una muestra empirica de las observaciones. Para
construir un algoritmo MCMC se necesita:
1. Simular un sistema con su respectiva
distribucion de probabilidad (x).
2. Estimar  cantidades mediante la
integracion Monte Carlo.

c=E(f00) = [r)f@dr. @D

3. Optimizar la distribucion a posterior para
hallar los momentos (maximos o
minimos).

x* = argmax m(x) (2.2)

4. Conocer los parametros de un conjunto
de entrenamiento para optimizar algunas
funciones de perdida, como la estimacidn
de méaxima verosimilitud de un conjunto
simulado {x;,i = 1,2, ..., M}.

M
0" = argmax Z logP(x;,0). (2.3)
i=1

5. Visualizar el panorama de una funcién
objetivo y cuantificar asi la dificultad de
una de las tareas anteriores y la eficiencia
de varios algoritmos.

2.2 MCMC

Los MCMC son una técnica de propdsito
general, que nos ayuda a generar muestras a
partir de una probabilidad en un espacio de
dimension grande, donde se generan ndmeros
aleatorios extraidos de una distribucion uniforme
sobre [a, b]. La cadena de Markov simulada esta
disefiada para tener una funcion de distribucion
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de probabilidad, (x),

probabilidad estacionaria.
Una cadena de Markov {X}, sobre un espacio de
estados general E, es una sucesion de variables
aleatorias {X;,t = 1,2,...,n} que cambia de
estado a estado en tiempo discreto (continuo) a
partir del kernel de transicion P. Este concepto
tiene propiedades sobre una sigma algebra de
Borel B (ver [6]). Las condiciones bajo las cuales
la i-ésima iteracion del kernel de transicion
converge a la distribucion limite  cuando t —
co. Se necesitan las condiciones siguientes (ver

[1]):

junto con su

1. Invariante. La distribucion invariante
(o estacionaria) es aquella que
satisface:

n(B) = [ P(y,B)n(dy), VBe B(E).

2. Lacadena de Markov es irreducible y
aperiodica.

La distribucion invariante utiliza la condicion de
reversibilidad, aunque esta condicion es
suficiente, pero no es necesaria para asegurar la
convergencia de la cadena a esta distribucion.
Una cadena de Markov es reversible si satisface
la condicion de equilibrio, w(dx)P(x,dx) =
m(dy)P(y,dx).Por ultimo, la cadena simulada
debe ser recurrente para asegurar la convergencia
a la distribucion limite.

Para obtener inferencia Bayesiana se suele
utilizan los métodos Monte Carlo via cadenas de
Markov, podemos utilizar los valores simulados
de esta cadena para poder obtener caracteristicas
del modelo. Observe que el uso de una cadena de
un algoritmo MCMC con distribucion limite 7 es
similar al uso de una muestra independiente e
idénticamente distribuida (iid) en el sentido de
que el teorema ergddico garantiza la
convergencia de la media empirica. Dos de los
algoritmos mas simples para esto, son el
algoritmo Metropolis-Hastings y el muestreador
de Gibbs, aunque estos métodos no son Utiles
cuando consideramos el espacio de estado como



una union de subespacios de diferente
dimension.
2.2.1 Algoritmo Metropolis-Hastings
El algoritmo Metropolis-Hastings consiste en lo
siguiente:
Suponga que la distribucion de probabilidad de
interés es dada por m(x), xVe Q el estado actual
de la cadena, y la distribucion de probabilidad
propuesta q(x, x"), entonces:

1. Proponemos un nuevo estado x” mediante

la distribucion de propuesta g (x®, x").
2. Calculamos la  probabilidad  de

aceptacion:
a(x(t),x’)
l; /] ®)
w(x )
= min+1, ( )q(x il )
m(x)q(x®, x")

3. Con probabilidad a(x®,x") aceptamos
el movimiento y hacemos x** = x’, en
otro caso x¢+D = x(®,

2.2.1 Algoritmo muestreador de Gibbs.

El método del muestreador de Gibbs consiste en
lo siguiente: Suponga que la distribucion de
probabilidad de interés es dada por n(x), también
el estado actual de la cadena ahora es de la forma
x® = (x,x,.., %) €Q y sea xt*D e un
nuevo estado de la cadena, para generar este
estado se realiza lo siguiente

1. Seleccionamos una posicién i =
{1,2,---,d} aleatoriamente, tomando
L valores y;,v,, ..., yL.

2. Calculamos la probabilidad
condicional  del vector wu=
(uq, Uy, ..., up), donde
u, = m(x; = vi|x_;), donde x_;
toma el vector completo excepto el
valor x;.

3. Muestrear j~u y el conjunto

D) _ O x@+D) _ )
' i j

X X

—1i —i

El orden de seleccidn de las variables del paso 1,
puede ser aleatorio o seguir un esquema definido.
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3. Reversible Jump MCMC.
Otro algoritmo de gran utilidad que utiliza los
métodos MCMC es conocido como Reversible
Jump (saltos reversibles), que inicialmente fue
propuesto por Green ([2]). Lo novedoso de esta
propuesta es que la cadena que se genera por
medio de esté algoritmo no necesita tener un
espacio de estado fijo, es decir, que la dimension
del espacio de estado puede estar cambiando. De
manera formal podemos decir que: si Q =
Uiz, Q; es el espacio de estados descrito como la
union de subespacios de diferente dimension
(dim(Q;) =d;), y si m es la distribucion de
probabilidad definida sobre €, entonces la
cadena simulada puede cambiar de Q; a Q;, y
ademas se debe cumplir la ecuacion de balanceo
con respecto a m. EI movimiento de reversible
jump q(x,x) quevadex €Q; a x" €Q; se
obtiene primero muestreando j a partir de una
distribucion de probabilidad q(j|i, x) mediante
un vector auxiliar u € R™ (donde m es alguna
dimension  especificada) con  funcién
determinista x” = f; (x,u). Un movimiento de
reversa q(x’,x) se puede definir de manera
similar, primero se realiza un muestreo para i con
probabilidad q(i|j,x") y un vector auxiliar u” €
R™con fd x = f,(x",u"). Asi debemos hallar
una biyeccion f:Q; x R™ - Q; x R™ tal que
flx,u) = (x",u).
Con lo anterior, definimos una condicion sobre
igualdad de dimensiones, d; + m = d; + m” que
debe satisfacerse, asi como 222 = YW by
dxdu d(x,u)
satisfacer la ecuacion de equilibrio, el
movimiento propuesto q(x,x") es aceptado con
probabilidad (Green 1995):

«(x,x) = min {1 n()q| x)q(ty,x) | OF (X, u)|}_
’ " on(x)q(ulx)q(li, x) a(x,u) |

4. Conclusion.

Como pudimos observar, las caracteristicas
principales del método de reversible jump no
difieren en gran proporcién a los algoritmos
tradicionales, ya que, dado que es un MCMC,
utiliza teoria respecto a cadenas de Markov y los
métodos Monte Carlo. La parte quizas

3



complicada es hacer una buena definicion de la
funcion biyectiva que haga la conexion entre los
subespacios de diferente dimension, y que
ademas cumpla la ecuacion de equilibrio.
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