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Resumen

Este trabajo trata sobre teoria de juegos, donde se presenta un modelo econémico de tipo pesquerias (“fisheries”). Para
este modelo se caracteriza un equilibrio de Nash en la clase de politicas estacionarias. Ademads, este modelo de pesquerias
es analizado para el caso de un duopolio con utilidad logaritmica para el cual se caracteriza un equilibrio de Cournot-Nash

y otro de Stackelberg y se hace una comparacion para estos equilibrios.
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1. Introduccion

La teorfa de juegos (véase [6]) consiste en modelos
matemdticos usados para el estudio de situaciones
de conflicto. Donde un conflicto es compuesto de
participantes (jugadores), quienes pueden seleccionar
libremente sus estrategias las cuales los conducirdn a
varios resultados posibles sobre los cuales ellos tienen
ciertas preferencias. El objetivo principal de teoria de
juegos es analizar cuales son las mejores estrategias de
cada jugador cuando se enfrenta a algin conflicto, y de
esta forma proporcionar al jugador una guia para tomar
un comportamiento racional para la toma de decisiones.

La teoria de juegos fue desarrollada como una
herramienta para entender el comportamiento de la
economia. Los primeros estudios de juegos en la literatura
econdmica fueron dados por Cournot (véase ), Bertrand
(véase [2]) y Edgeworth ( [5]) en precios y produccién
en un oligopolio. Posteriormente la idea general de la
teoria de juegos fue introducida por John von Neuman y
Oscar Morgenstern (véase [11]1): Theory of Games and
Economic Behavior, el cual propone que los problemas de
economia deben ser abordados usando teoria de juegos.
Nash mads tarde introduce lo que llegd a ser conocido
como “equilibrio de Nash” (véase [10])), el cual fue una
forma de extender el andlisis tedrico de juegos de suma
cero.

En este trabajo se retoman estas ideas y se aplican
los resultados a un modelo econémico de tipo pesquerias
("fisheries”), donde se caracteriza un equilibrio de Nash
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en la clase de politicas estacionarias. El estudio del
modelo de pesquerias es analizado para el caso de
un duopolio con utilidad logaritmica para el cual se
caracteriza un equilibrio de Cournot-Nash y otro de
Stackelberg.

Finalmente, se presenta una comparacién de los
equilibrios encontrados para el caso cuando el ruido en
la transicién se encuentre concentrado en un punto (el
estado inicial del proceso). Es importante mencionar
que este modelo fue estudiado inicialmente por: Levhari
and Mirman (véase y [OD). En estas referencias se
presenta un razonamiento heuristico para el célculo de
las estrategias de equilibrio de Nash, en cambio, ahora se
propone un método iterativo para la solucién del mismo.

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente
manera, primero se dan los conceptos basicos de teoria
de juegos. Luego, se presenta la contribucidn principal
de este trabajo: un equilibrio de Cournot-Nash y otro de
Stackelberg para el caso de pesquerias, finalmente se dan
las conclusiones.

2. Juegos Estocasticos y Equilibrio de Nash

La teorfa de juegos estudia la elecciéon de la conducta
optima cuando los costos y los beneficios de cada opcién
no estan fijados de antemano, sino que dependen de las
elecciones de otros individuos.

Definicion 1. Considérese el modelo del juego
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estocdstico de suma no cero para dos jugadores

GM = {X7 (Auq’i(x)ari)i:l.,Z’Q’N} M
donde

(1) X es un espacio de Borel, el cual es llamado espacio
de estados.

(2) Cada jugador i = 1,2 es caracterizado por tres
elementos (A;,®;(x),r'), donde

(a) A; es el espacio de acciones para el jugador i.
Sea A = A; X Ay, a denota un elemento de A;
y ademds, dichos espacios se suponen que son
espacios de Borel.

(b) ®; es una multifunciéon de X a A;, la cual
define para cada x € X el conjunto de
acciones admisibles para el jugador i en el
estado x. Sea, ®(x) = Pj(x) x Dp(x) y
K := {(x,a) |xeX,ac ®P(x)} el cual es un
subconjunto de Borel de X x A X Aj.

(¢) ¥ : K= R, i =1,2, es una funcién medible y
acotada que representa (para cada x € X y cada
accién a € ®(x) tomadas por los jugadores en
x) la recompensa r'(x,a) para el jugador i.

(3) 0 € P(X | K) es un kernel estocéstico en X dado K
6 ley de transicién del juego (donde P(X | K) es el
conjunto de todas las medidas de probabilidad de X
dado K).

(4) N € Nes el horizonte del juego.

El juego se desarrolla de la siguiente manera: en
cada fase (o tiempo t) t+ = 0,1,...N, cada jugador
observa el estado actual x € X del sistema y entonces
independientemente del otro jugador, elige la accién a; €
®;(x), i = 1,2. Como consecuencia de esto, ocurre lo
siguiente:

1. cada jugador i = 1,2 recibe una recompensa r’(x,a),

2. el sistema se mueve a un nuevo estado y con
distribucién Q (y | x,a).

2.1. Estrategias. Sea Hy:= X y H, := KxH,_; para
cadatr = 1,2,..., un elemento h, € H;, el cual estd dado
por

hy = (x0,80,, .., X—1,81,%)

representa una historia del juego hasta el tiempo ¢, donde
(xj,a;) € K paratodo j=0,1,....,t =1y x; € X. Una
estrategia para el jugador i = 1,2 es definida como una
sucesion 7; = {7:,-,}?’;01 de probabilidades de transicion 7;
en P(A; | Hy) tal que

7r,~,(<I>,~(x,) | /’l[) =1

Vhy e H,t=0,1,....

Se denotard por II; a la familia de todas las
estrategias para el jugador i. Sea IT:=II; x I, asi un
elemento de II serd denotado por 7 y es llamada una
multiestrategia.

Una estrategia 7; = {m,}fv;()l es llamada de Markov si
my € P(A; | X) paracadat =0,1,...,i.e., cada m; depende
sélo del estado actual x; del sistema, el conjunto de todas
las estrategias de Markov para el jugador i = 1,2 serd
denotado por IT;;. Luego, se dice, que una estrategia
de Markov w; = {m,}ﬁ\’:_ol es una estrategia estacionaria si
existe f € P(A; | X) tal que m; = f paracadar =0,1,....
En este caso, la estrategia estacionaria m; serd denotada
por f, asi, Il;s denota el conjunto de todas estrategias
estacionarias para el jugador i. Entonces

I1;s C Il C IT,.
De manera similar
HS (- HM c I,

donde ITg := IT;s x IIs es el conjunto de multiestrategias
estacionarias y Iy := Iljy x Ilpy es el conjunto de
multiestrategias de Markov.

Sea (,F) un espacio medible, que consiste del
espacio muestral Q := (X XxA)” con la o-dlgebra
producto §. Entonces para cada estrategia w € II
y cada estado inicial x € X, por el Teorema de
Tonescu-Tulcea (véase [1]] pag. 109), existe una
medida de probabilidad P¥ y un proceso estocastico
{(x,a;),t=0,1,...} definido en (Q,F) en su forma
canonica, donde x;, a, representa el estado y las acciones
para cada uno de los jugadores en cada tiempot =0, 1,.. ..
El operador esperanza con respecto P es denotado por

2.2. Criterio de Optimalidad.

Definicion 2. Sea o; un nimero en (0, 1) fijo, definase la
funcion de pago esperado descontado en N etapas para el
jugador i, como

N—1
Vin (x,7t) = E¥ [Z O‘fri(%ar)] ; @
t=0

para cada multiestrategia 7 € I y estado inicial x € X,
donde N es un entero positivo conocido. El niimero ¢; se
le llama factor de descuento del jugador i = 1,2.

Definicion 3. Una multiestrategia 7* = (7], 7;) € IT es
un equilibrio de Nash del juego en N etapas si

VLN ()C, ﬂ:*) >Vin (x7 (7[17 7[;))

Van (x,7°) > Vo (x, (7], m2))

paratodom €I}, m el yxe X



2.3. Existencia de Equilibrios de Nash. Considérese
el modelo del juego estocdstico en (1)) con las siguientes
condiciones.

Suposicion 1.
(a) A; compacto.

(b) ®;(x):X — A, es una multifuncién compacto valuada
en X.

(¢) r es acotada y medible en (x,a); y ademds, continua
en a para cada x € X fijo.

(d) Paracada B € B(X), Q(B | x,-) es continua para cada
x € X;ie. sia, — aentonces Q(- | x,a,) converge a
Q( ‘ xva)'
La prueba del siguiente teorema, puede consultarse
en [4].

Teorema 1. Supongase que la Supocicién[Z](a), (b), (c)y
(d) se cumplen y que N es finito. Entonces, el modelo del
juego estocdstico GM tiene un equilibrio de Nash en las
estrategias Markovianas (posiblemente no estacionarias).

3. Equilibrio Dinamico de Cournot-Nash

La competencia de Cournot es un modelo econémico,
donde compiten dos empresas con respecto a la cantidad
que producen dichas empresas y deciden al mismo tiempo
de forma independiente una de la otra cuanto producir.
Tiene las siguientes caracteristicas:

1. Hay dos empresas las cuales elaboran un producto
homogéneo, es decir, no hay diferenciacién de
productos;

2. Las empresas no cooperan (no hay colusién);

3. Las empresas tienen poder de mercado, en otras
palabras, la decisién de produccién de cada empresa
afecta el precio del bien;

4. Las empresas compiten por cantidades y las eligen
de forma simultanea;

5. Las empresas son econdmicamente racionales
y actdan estratégicamente, por lo que buscan
maximizar sus utilidades dadas las decisiones de sus
competidores.

Sea h : X — [0,%) la funcién que determina el
crecimiento de pescado, dada por A(x) = x®. La utilidad
para el jugador 1 y 2, estdn dadas por u;j(a;) = Ina
y uz(az) = Inay para cada g; € A;(x), i = 1,2, donde
X =A| =A; =0,00). Por lo cual, el conjunto de acciones
admisibles para cada jugador estdn dadas por A;(x) =
Ar(x) = [0,x5], parax € X.

Luego, la dindmica estd dada por x4 =
(x,—al,—azt)gé,, t =0,1,..., donde x; es el stock

en el tiempo #; y {&} es una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(v.a.i.i.d), las cuales representan la tasa de mortalidad de
peces o la proporcion de stock que migra, con valores en
S=1[0,00) y E(In&) = pt < o

Noétese, que en este modelo no se cumplen la
Supocisién [I] (a) y (c), ya que, los espacios de acciones
no son conjuntos compactos y las funciones de utilidad no
estdn acotadas. Pero a pesar de que no se cumplen dichas
condiciones es posible encontrar un equilibrio de Nash,
aun cuando el horizonte es infinito.

De esta forma se tiene que las ecuaciones de
programacién dindmica (véase [7]]) para cada jugador son
de la siguiente forma

V,,(x): max {lna1+tx1E[Vn,1((xfalfg,,(x))‘sé)]} 3)

a1€[0,x9]

Vo(x) = max_{may+oE[l, 1 ((—fulx)-w)PE)]}  (4)
ar€[0,x9]

con Vo (x) = Vo(x) = 0.

Lema 1. Las funciones de iteracion de valores satisfacen
las siguientes Ecuaciones de Euler

ol (x e 5
o 8E {v,i-] ((x—lvfgfj’—%vn,f?jf) 5)5} S)

R I
,(x, e _1f ) (1-g,(x)

—~ e ) 4 5
Vi) = "‘254‘7471(("*%*19%;’) 5)5} (6)

(o= 1w\
X—W—ﬁi ( _fn(x))=

Vi)

para el pais 1 y 2 respectivamente, para cada n > 2y
x € (0,400).

Dem. Para el caso del pais 1, derivando con respecto a a;
la parte que estd entre llaves de la ecuacién (3), se tiene
que

ﬁ—fllE[V,{,l ((x—a1—gn(x))& )] 8 (x—a; —gn(x))~'=0,

paracada a; € (0,x5). En particular, la ecuacién anterior
se cumple para el maximizador f, € F, i.e.

@ = E Vit (0 fu0) —gn(6)) 2§ )E]8 (x—fu (1) —gu())> ", (7)

x € (0,400).
Por otro lado,

Vo(x) = EV_ ((—fulx)—ga(x)?E)E] (®)

8 (x—fu(x)—gn(x))° " (1=g (x)).



Evaluando (8) en (7) se llega a que

1_ /!
Vi) = 18,
Ju(x)
x € (0,+400), de lo cual se sigue que
1-g,(x)
w(x) = ——= 9
il = 22 ©
Anélogamente, se llega a que
- A1)
xX) = —"1—, (10)
gn(x) V(%)

€ (0,4-c0).
Luego sustituyendo las ecuaciones (9) y (I0) en (8)
se obtiene (3). Similarmente se tiene la ecuacién (€). m

Teorema 2. Las funciones de valor dptimo y las politicas
estdn dadas por

V(x) =KInx+C, V(x) = KlInx+C
y
. 0628(1—0615)
U = (1—ad)(1— o)
g(x) _ OC16(1—0626)

1—(1—d)(l—0d)"
para cada x € X, donde
__
1—oé’
1

[
1—0625

i a8 oy 0 82 T
1 T &151n< (1—051152)(1—0525))

S(1—0y5 ,
+In (17(?30515)?1172125)) + 12 |

:1—061

O!25 ln o (X252

G 1 T—0,0 ( (17(115)(17(125))
— 016(1—0p98) onpu '
I=0 | +n ( 17(11705,5)(1270(25)) 105 |
Ademds, (fn,gn) es un equilibrio de Nash para el
Jjuego.

Dem. Obsérvese, que cuando n = 1, se tiene que V; (x) =
Vi(x) = 81nx, entonces Vi(x) = ‘71’ (x) = g para cada x €
(0,+00).

Para n = 2, en el caso del jugador 1, usando la
ecuacion (3))

Vi) = oE [v{ ((x—fg(x) -

B(x—falx)—g
01 8%(1 — gh(x))
x— fa(x) —ga(x)

22(0)°¢) €]
2(0)°7 (1 - g3(x))

Ahora, sustituyendo las ecuaciones (9) y (I0) paran =2,
se tiene que

_ 0‘152(1*82()6))
0= T em . A
V3 (%) V3 (x)

de lo cual se sigue que

o~

(046% +1)(1—g5(x))V3(x)

V. 11
0= - - Aw) .
Similarmente
(028> +1)(1 = f(x))V5(x)
K (e I
Luego, sustituyendo (12) en (TT)) se llega a que
Vi) = (0082 +1)(0p8%+1) —1] (1—g’2(x))’ 13)

06252)6
nuevamente sustituyendo (I3)) en (I2)) se concluye que

s [+ 1) (0 +1) — 1] (1 - f3(x))
V() = 5 a4

para cada x € (0, +co).
Pero de las ecuaciones (9) y (I0) se llega a que

- f3(x) = g2(x)V3 (x) (15)

1=&(x) = L(0)V2 ), (16)
para cada x € (0, +o0).
Otra vez sustituyendo, (T6) en (T3) se tiene que

Vi) = (0187 +1) (082 +1) — 1] fo(x)V3(x)
2 06262)6 ’
de lo cual se sigue que
Ohx

Hx) =

0082+ oy + 0o’
para cada x € X. Analogamente, sustituyendo (I3) en (T4)

o x
o0opd2+oy+a’

g (x) =

para cada x € X.
Luego de lo anterior se sigue que

OC152+1
V s
4 = 1%
y 5
0o~ +1
W =20+

para cada x € (0, +o0).



En general, para todo n > 2, supéngase que

Kn—l

Vi (x) = P (17)
y o~

= —1

Vrf—l(x) = ’;

para cada x € (0,+o0), donde

n—2
K, 1= Z (0616)l + 0611725"71
i=0

n—2
Kio1=Y (8) + oy 28"
i=0

Entonces, para el jugador 1 sustituyendo (I7) en (3)

_ 048Ky (x— ful(x) —ga(x))° ' (1 -8 (x))
(x*fn(x)*gn(x))a ’

para cada x € (0,+c0). Luego, sustituyendo de nuevo las

ecuaciones (9) y (I0)

oy Q6K 1(1—g,(x))
Vo) =
AC T

V,(x)

X

andlogamente como en el caso n = 2, se tiene que

(18K 1+ 1)(1 = g3(0) Vi ()
AVI(x) = (1= f1(x))

V,(x) =

51 (028K, -1+ 1) (1= £3()Va(x)
Va (x) = .
xVa(x) = (1 =g, (x))
Una vez mds, haciendo los mismos pasos que en el
caso n =2 se tiene que

82K, 1K, -0y 8K, _|—0n 5K, 1-¢/
V,:(X)= [051002 n—1%n—1 ‘;121("7:—1'1 ] n—l]( gn(x)) (18)
y
- 0 0y 82K, K,y —04 8K, | —0p 8K,y 1 | (1= £ (x))
v,;(x):[ R 7] e wa )0 . (19)

Por otra parte, de las ecuaciones () y (I0) se tiene
respectivamente que

1= f2(x) = gn(x)V, (%) (20)

1= £0(x) = fa(x)V, (), @n
para cada x € (0, +o0).

Luego, sustituyendo @ZI) y @0) en (I8) y (I9)

respectivamente se obtiene

_ 0wk, 1x
01 020K, 1K1 + o1 Ky—1 + 00K,

Ju(x)

- oK, 1x
o OCZSKn—lKn—l + alKn—l + a2Kn—1

gn(x)

paracadax € X.
Por lo tanto,

_ o1 6K,_1+1 Ky

v/ _— =,

AP LT R

y ~ ~
-~ wéK,_1+1 K,
i) - 90k +1_ Ko

donde K, = Y} (1 8)' + af 18", K, = Y (8) +
ch_15”. De esta forma,

Vau(x) = Ky Inx+C,,

para cada x € X.
Ahora, tomando el limite cuando n — oo, se llega a
que

Va(x) = KyInx+C, = V(x) = Klnx+C

V,(x) = K,Inx+C, — V(x) = KInx+C,

para cada x € X, donde

K = I1limK,
n—soo
1
= 22
1—0615 (22)
y
K = limKk,
n—soo
1
= — 23
1—0625 23
Asi,
Khnx+C = max {lnal+(X1E[V((x—a1—g(x))5§)]}
ay€[0,x9]
= max {lna;+o;6KIn(x—a;—g(x))+oy uK+o C},
a;€[0,x9)

para cada x € X. Derivando la parte que estd entre llaves
de la ecuacién anterior se tiene que

ii (X16K -0
a x—ar—gx)

de lo cual se tiene que



Similarmente
xS
1+ 006K
Resolviendo las ecuaciones anteriores simultineamente,
se llega a que

g(x)

oK
x) = 2 _x (24)
10 0KK + o K + apK
Y K
o
g(x) = = X, (25)
010 0KK + o K + op K

Luego, sustituyendo las ecuaciones 22) y (23) en las
ecuaciones anteriores (24) y (23] se concluye que
(X26 1— 0616)
1) = 2 .
1—(1—0d)(1—md)

O!]5(1 - 0525)
g(x) = X,
I1—(1—08)(1—m9)
paracadax € X.
De esta forma, para x € X,

3 . wmk
KInx+C=(1+0; 6K)Inx+In < o) 0p KK+ K+Ot21?>

oy a26KE
+018KIn ( 0 0y SKK+ay K+0pK ) +ou (Ku+C)

Por lo tanto,

K = 1+06K
B 1
1—o0yd’
y
oc16 1 o 06252
1 -8 M\ T-(1—0y0)(1—9)
T 11— 0d(l—oyd) oyl
I-a +1“(1—(13a15)(11—a26)) + a8
similarmente
K = 1+mdkK
_ 1
1— OC26 ’
y
s o082
G 1 =05 1“(1-(1—03152)(1—0525))
1 o 8(1-0p9) U
1-o +ln(]7(]ia|6)(127a26)) + a5
Atin més, (f,,g,) cumple con la Definicién[3] i.e. es
un equilibrio de Nash. |

Corolario 1. Las funciones de valor optimo son iguales 'y
las politicas optimas también son iguales, y ademds estdn
dadas por R

V(x)=V(x)=Klnx+C,

fx) = glx) = Aex
respectivamente para x € X, donde

1
K=— ",
1—ad

C= g [ 195 In(3%85 ) (=23 )+ %]

l-ao

2—ad’
Ademds, (fn,8n) es un equilibrio de Nash.

Dem. Este resultado es una consecuencia inmediata del
Teoremal|T} cuando o = o) = 5. [ ]

4. Equilibro Dinamico de Stackelberg

El modelo de liderazgo de Stackelberg es un juego
estratégico en economia, donde la empresa lider
(empresa 1) selecciona primero su estrategia a seguir y
posteriormente la empresa seguidora (empresa 2). Este
tipo de modelo tiene la caracteristica de que los jugadores
estan compitiendo por las cantidades de produccién.
Ademds, también se supone que el lider debe conocer
a priori que el seguidor observard su acciéon. En otras
palabras, si una empresa conoce la cantidad de produccién
de la otra empresa, también debe determinar cuanto
producir.

Anélogamente, como en el caso de Cournot
supéngase que la economia presenta las mismas
caracteristicas del modelo. Pero ahora, supéngase que el
pais 1 es el lider y el pais 2 es el seguidor y que existen
fn € Fy g, €F tales que cumplen con

Va(x) = max {Inaj+oq E[V,—1 ((x—a1—ga(a1))%€)]}  (26)

ay€[0,x9)

Vo(x) = max_{imb+oE[l,  ((—ful-a)%€)]}  (27)

ar€[0,x9]

con Vo (x) = Vo(x) = 0.

Teorema 3. Para el caso de Stackelberg, se cumple que
las funciones de valor dptimo y politicas optimas estdn
dadas por

V(x) =Klnx+C, V(x) = Klnx+C

J)=(1—-aid)x g(f(x)) =oud(1—-0nd)x
para cada x € X, donde

K= 1
o 1—0616




1

K=—°,
1—0625

1 )8 2 au
C=rl [ﬁln(alaﬁ )+ln(1—a15)+]7:115]

C— 15 | 7275 In( @ 028 +in(a 8(1-028))+ 12255 .
Dem. Sea x € X fijo. De las ecuaciones (26) y se
sigue que Vi (x) = Vi(x) = d1Inx. Luego, si n =2 para el
pais 2 se tiene que

Va(x) = max {ma+omE[V((-fHx)-a)’E)]}
ar€[0,x9]

= max {1na2+0€252ln(X7f2(x)7a2)+O!25[.L}
azE[O,Xa]

Derivando la parte que estd entre llaves se tiene que

1 we
a x—fr(x)—ay
de lo cual se sigue que
x— fo(x)
=—=". 2
22(f2(x)) 062 11 (28)

Luego, sustituyendo la ecuacién anterior (28) en (26)
paran =2, se llega a que

Vg(x) = max {1na1+(x1E[V1((x—al—gz(al))‘sﬁ)]}

a1€[0,x%]

2 (x—
max {lna1+a1521n(%)zcal))+a18u},
ac[0,x9] 0871

luego, derivando la parte que estd entre llaves de la
ecuacion anterior se tiene que

1 06162 06262

a,  @8(-a) p,82+1
(1252-‘1-1

0

la cual implica que
X

flx) = PYLESE

Sustituyendo (29) en (28)
04 62)(
(0182 +1) (6% +1)

(29)

82(fa(x)) =

Por lo tanto,

Vz(x) = (l+a]52)lnx71n(a]62+l)
2 wast
+oy 8 ln((a152+1)(a252+1)>+a15ﬂ
y
- o 2 a; 82
Va(x) = (1+mé )lnx+ln<(a152+1)'m)

2 a st
+oé ln< (a162+1)(00262+1) )-5-0625#‘

Ahora, supéngase que

V-1 (X) =Ky—1Inx+Cy_q,

y
|/ ()C) =K, Inx+ Cnfla
donde
n—2
K, 1= Z (0615)1 + (1?_25"_1
i=0
y
Kio1=) (0p8)+ 063‘26"_1
i=0
Asi, paran > 2
A (x) = max_{na+mE[K, In((x—fa(x)-a2)?€)+C,1]}

ar€[0,x9]

max {lna2+a251?,,,1 In(x—fn (x)—llz)-‘rotzén,l },
ar€[0,x%]

derivando la parte que estd dentro de las llaves se tiene que

i, 0528En—1 —0
a x—fox)—ay
de lo cual se sigue que
x— fa(x)
X)) =——""—. 30
gn(fa(x)) BOR, 1 +1 (30

Luego, sustituyendo la ecuacién anterior (30) en (26)
se llega a que

Va(x)

= max {lnu1+a]E[Vn—l((x*a]*g2(al)>65)]}
a1€[0,x9]

_ 8K, (x—ay)

= max {lna+048K, 1 (%)
ale[O,x‘s]{ raT o1 08K, _1+1

+ alanl.u-‘FalCnfl},

luego, derivando la parte que estd entre llaves de la
ecuacion anterior se tiene que

1 16K, OCzSEn,l _
ar @K it—a) 08K, +1

oK, 1+1

lo cual implica que
X
B — 31
T = K+ 1 Gl
Sustituyendo (1)) en (30)
00K, _1x

gn(fu(x)) = =
(1 6K,—1+1) (0625an1 + 1)



Por lo tanto,

Va(x) = (1+ @1 6K,—1)Inx+
061 6K’171 1[]( dl%ﬁzK,171En71 )

(018K, _1+1) (228K, +1)

—In(06K,—1+1)+oquk,—1 +04Cpy

\7,,(x) = (1 + 06251?,,_1) Inx

0K,
+1n((aléKn,1+l)(a2§En,l+l) )

—+0n 52,,_1 In < l aZSZK”’IEﬁ’l )

(08K, _1+1) (028K, 1 +1)

+oouk, 1 +00C, ;.
Por lo tanto, se concluye que

n—1
K=Y (048) + 08",
i=0

n—1
Kioi=Y (8) + a5 '8"
i=0

(aléKn,IJrl)(aQEIZn,ﬁrl)

—ln(ocl 6K,,,|+1>+(X| UK, 1+a;Cypq,

Cn = o 8Kn7] ln< o1 0‘252Kn—lkn—1 )

& = In(—

" (0 8K,y +1) (28K, 1 +1)

| 0‘252Kn—1 En—l
(alékn,lﬂ)(azﬁkn,lﬂ)

+auk, 1+t

+025En,1 In (

Tomando, el limite cuando n — oo, se tiene que

Vu(x) = KyInx+C, = V(x) =KInx+C

Vi(x) = K,Inx+C, — V(x) = KInx+C,
donde

K = 1limK,

n—so0

1
1—0616

lim K,
n—yoo

1
1—0625'

=)
I

Asi,
Kinx+C = max {1na2+a|E[V((xff(x)faz)‘sé)]}
a,€[0,x9]
= max {1na2+a|I?ln(xff(x)faz)+a2ul?+a26},
ay€[0,x9)

para cada x € X. Derivando la parte que estd entre llaves
de la ecuacion anterior se tiene que

1 wsk
ay x—ar—glx)
de lo cual se tiene que
gl = =L
1+ bk
Sustituyendo, la ecuacién anterior en (26) se tiene
que

Kinx+C
= max {ln01+alE{anl((X—ﬂl—g(al))55>]}
a1 €[0,x9)
_ wZSI?(:(fa )
= 011;1[33)((5]{1na1+a16kln(7a2ék+ll >+alku+alc},

luego, derivando la parte que estd entre llaves de la
ecuacion anterior se llega a que

1 o 0K (XzSﬁ .
ai @Ke-a) 8K +1
a28K+l

lo cual implica que

Ju(x)

- X
oy dK+1°

Entonces,
fx)=(1-ad)x,
de esto se sigue que

g(f(x) =oud(1—d)x.

Ademas,
Klnx—!—Cz(1 05 Inx+
— 0
%]n(am@&%n(ﬁ)qtlf}x‘:SJra]C
y

Klnx+C = (ks ) InxHin(oy 5(1-05))

6 ~
+ 12{25 In( 0y 0p82)+ 1%26*“20

De donde también se obtiene que

1 [ %9 ln(a1a252)+ln(lfa15)+ =L ],

= T—ap | T-04 8 a8
= s o
C= l—laz [17%!25 ln(oq a252)+1n((x15(170z25))+ 17%2;5].



En el caso particular, cuando a; = o = @, se tiene
el siguiente corolario:

Corolario 2. Las funciones de valor optimo y las
politicas optimas estdn dadas por

V(x) =KInx+C, V(x) = Klnx+C

Fx) =Lx, g(f(x)) = Asx
para cada x € X, donde

K:1+a6K=1+1fi5: 1—1056’
y
:% 10‘5 ln( 252)+1n1 ad)+ ]
C= 115 [ 125 In(0?82) +In(ad(1-a8))+ 1245,
A= (1-ad)ryds = ad(l-ad)x

Dem. Este resultado es una consecuencia inmediata del
Teorema 3] s6lo basta hacer la siguiente sustitucién o =
oh = 0. ]

Nota 1. Para el caso del duopolio la politica de
Cournot-Nash es g¢(x) = Acx. Para el caso de Stackelberg
se tiene que las politicas éptimas estdn dadas por f7,(x) =
Arx, gs(fi(x)) = Asx la politica éptima del jugador lider
y el jugador seguidor, respectivamente. Notese que

),L_l—oc6>7tc—1_gg 32)
g 1—as
lgzaé(l—a3)<7tc:2:36 33)
Ademas,
2Ac < Ap 4+ Ag. (34)

De la relacién (32)) se concluye que para el duopolio un
s6lo pais del caso de Cournot-Nash consume menos que
el lider en el caso de Stackelberg. Por otra parte, dice
que el pais seguidor, en el caso de Stackelberg, consume
menos que un soélo pafs del caso de Cournot-Nash.
Ademds, la desigualdad (34) concluye que los dos paises
juntos del caso de Cournot-Nash consumen menos que los
dos paises juntos del caso de Stackelberg.

5. Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los juegos estocdsticos de
suma no cero con criterio de pago descontado para dos
jugadores. En esta clase de juegos se prueba la existencia
de un equilibrio de Nash. Este estudio se abordé un
modelo econdémico de pesquerias (fisheries), donde se
presentan funciones de utilidad de cada pais y una ley de
transicién dada en funcién del crecimiento de la poblacién

de pescado. Ademds, se supone que cada pais tiene su
propio factor de descuento. Con lo cual se encontrd un
equilibrio de tipo Cournot-Nash.

Finalmente, se hizo una comparacién con el caso
de Cournot-Nash, donde se obtuvo (véase, Nota E] que
en el caso del equilibrio de Stackelberg, la poblacién de
pescado disminuird més que en el caso de Cournot-Nash.
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