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Resumen
En el presente trabajo se enuncian los diferentes estudios que se han realizado para estudiar el problema del punto de cambio en la función de
riesgo de modelos de supervivencia, estos incluyen a la función de riesgo constante por partes y modelos de regresión tipo Cox con puntos de
cambio.
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1. Introducción

El problema de probar y estimar los puntos de cambio
ha atraı́do mucha atención en la literatura, uno de los modelos
más estudiado en el problema del punto de cambio es el
modelo normal (univariado o multivariado), esto se debe a
que el modelo normal es el modelo más común en la práctica.
Sin embargo, el problema del punto de cambio también se ha
estudiado en los modelos: exponencial, gamma, de regresión
y en supervivencia, por mencionar algunos.

En el Análisis de supervivencia el modelo más sencillo
es el de la función de riesgo constante, el cual corresponde a
la distribución exponencial y ha sido ampliamente estudiado,
sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones este modelo no
es el más adecuado por lo que se utilizan otras distribuciones
como la Weibull, Gamma, Gamma generalizada, etc., para
obtener mejores ajustes. Otra alternativa para tener mejores
ajustes fue introducir un punto de cambio a la función de
riesgo. La primera función de riesgo que se estudió con
un punto de cambio fue la función de riesgo constante,
es decir, el riesgo es igual a una constante hasta cierto
momento desconocido a partir del cual el riesgo es igual a
otra constante. Este modelo es diferente al estudiado por
Hinkley [10] quien consideró un punto de cambio en una
sucesión de variables aleatorias.

A continuación se presentan diferentes resultados de
estudios de puntos de cambio en la función de riesgo de
modelos de supervivencia, en algunos casos se cambia la
notación original para tener homogeneidad de notación.
El escrito esta organizado en las siguientes sección: la
Sección 2 presenta los resultados sobre la función de riesgo
constante por partes, la Sección 3 presenta modelos de

riesgo no constante con puntos de cambio y en la Sección
4 se enuncian modelos de regresión tipo Cox con puntos de
cambio.

2. Función de riesgo constante por partes
Uno de los primeros estudios que incluyen un punto de

cambio en la función de riesgo de un modelo de supervivencia
es el de Matthews y Farewell [15] quienes estudiaron el
modelo de tiempo de falla con función de riesgo constante
por partes con un punto de cambio, por lo que la función de
riesgo esta dada por

h(t) =

{
λ1, si t 6 τ

ρλ1, si τ < t,
(1)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(1) de [15]) y se tienen que estimar los parámetros λ1 >
0, ρ > 0 y τ > 0. Al parámetro τ se le denomina
punto de cambio. Dado que la inferencia estándar de
verosimilitud asintótica no se puede aplicar, ellos citaron un
método numérico para calcular los estimadores de máxima
verosimilitud, simularon la distribución del estadı́stico de
razón de verosimilitud para la hipótesis nula del juego de
hipótesis

H0 : ρ = 1 y τ = 0 contra H1 : ρ 6= 1 y τ > 0, (2)

y realizaron una aplicación de este modelo a datos de
pacientes con leucemia aguda no linfoblástica. Como
resultado, obtuvieron que para muestras de tiempos sin
censura, ciertos percentiles de la distribución nula simulada
del estadı́stico razón de verosimilitud, 2Λ̂0, son cercanos a los
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percentiles de la distribución χ2
(2), que serı́a la distribución

asintótica de 2Λ0 si se pudiera aplicar la teorı́a de la razón
de verosimilitud asintótica. También, obtuvieron que los
procedimientos para datos sin censura se pueden aplicar a
datos censurados.

Posteriormente, Nguyen, Rogers y Walker [18] también
estudiaron al modelo de supervivencia con función de riesgo
constante por partes con un punto de cambio expresando a la
función de riesgo como

h(t) = aI(0 6 t 6 τ) + bI(τ < t), (3)

donde I(A) es la función indicadora del conjunto A. En este
caso se tienen que estimar los parámetros a > 0, b > 0
y τ > 0, este último es el parámetro punto de cambio.
Ellos consideraron a la función de densidad como una
combinación de dos densidades exponenciales (una truncada
a la derecha en τ y la otra con retraso en τ ) con pesos
desconocidos que dependen de los parámetros a estimar y
demostraron que la función log de verosimilitud, l(·), es
no acotada cuando b = 1/(tn − τ) y τ es cercano a tn,
donde tn es el tiempo de vida más grande observado, y que
si a > b, l(·) es acotada. Además, para τ conocido Nguyen,
Rogers y Walker [18] calcularon los estimadores de máxima
verosimilitud de los reciprocos de a y b, denotados por
An(τ) y Bn(τ), respectivamente, los cuales dependen de τ .
Mientras que para τ desconocido, obtuvieron un estimador
consistente, τ̂ , examinando un proceso estocástico con el cual
An(τ̂) −→ 1/a y Bn(τ̂) −→ 1/b ambos con probabilidad 1.
Por último, mostraron el comportamiento de los estimadores
vı́a simulación.

Matthews y Farewell [16] eliminaron la singularidad
identificada por Nguyen, Rogers y Walker [18] en la función
de log verosimilitud para el modelo de tasa de riesgo
constante por partes con un punto de cambio (3) definiendo
adecuadamente a la función de verosimilitud como

L(a, b, τ) =

[
n−1∏
i=1

{
e−ati(eaε − e−aε)

}]
× {e−a(tn−ε) − e−aτ−b(tn+ε−τ)}, (4)

cuando tn − ε < τ < tn + ε. La Ecuación (4) se debe a
que el producto de los valores de la función de densidad de
probabilidad en las observaciones debe considerarse como
una aproximación a la probabilidad verdadera, luego la
contribución a la verosimilitud correspondiente a un valor
observado ti es proporcional a {F (ti + ε) − F (ti − ε)}, la
probabilidad de que la observación pertenezca a un pequeño
intervalo alrededor de ti.

Matthews, Farewell y Pyke [17] estudiaron el problema
de probar una tasa de riesgo constante contra una tasa de
riesgo constante por partes que involucra un solo punto de
cambio en el que se reduce la tasa de riesgo. Ellos expresaron

a la función de riesgo como

h(t) =

{
λ, si 0 6 t < τ

(1− ξ)λ, si τ 6 t,
(5)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(1) de [17]) donde 0 6 ξ < 1, λ > 0 y τ > 0. Ası́, τ es
un parámetro de punto de cambio para la tasa de riesgo y los
parámetros a estimar son λ, ξ y τ . Ellos demuestran que el
nivel de significancia asintótico para la prueba del juego de
hipótesis

H0 : ξ = 0 contra H1 : ξ 6= 0, (6)

basada en las estadı́sticas de score máxima involucra la
solución al problema del primer tiempo de paso para un
proceso Ornstein-Uhlenbeck, para esto se supone que
τ ∈ [τl, τu] con τl y τu conocidos. Por último, aplican sus
resultados a datos de pacientes con linfoma no Hodgkin.

Yao [24] retoma el modelo (3) y elimina el problema
de la función de log verosimilitud no acotada proponiendo
la restricción τ 6 t(n−1) donde t(n−1) es el (n − 1)-ésimo
estadı́stico de orden de los tiempos de vida observados.
Yao [24] calcula los estimadores de máxima verosimilitud
restringidos para τ , a y b, denotados por τ̂ , â y b̂
respectivamente, demuestra que τ̂ es consistente, deriva
las distribuciones limite de τ̂ , â y b̂ y demuestra que τ̂ , â y b̂
son asintóticamente independientes.

El modelo (5) también fue estudiado por Yao [25],
el propuso una prueba para contrastar la hipótesis nula
de función de riesgo constante contra la alternativa de un
punto de cambio en la función de riesgo constante por
partes (juego de hipótesis (6)). Yao [25] muestra que este
problema está relacionado con un problema de control
de calidad (mencionado como Problema B), debido a
esta relación el propone una prueba estadı́stica para (6)
que se basa en una prueba con enfoque Bayesiano del
Problema B. Las principales ventajas de esta prueba son su
simplicidad computacional y la disponibilidad de la teorı́a de
la distribución de muestras pequeñas y grandes.

Worsley [22] también estudio el juego de hipótesis de
función de riesgo constante contra un punto de cambio en
la tasa de riesgo constante por partes en un tiempo no
especı́ficado. Worsley [22] enuncio a la función de riesgo
como sigue

h(t) =

{
λ1, si t 6 τ

λ2, si τ < t,
(7)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la primera
ecuación de [22]) donde λ1 > 0 y λ2 > 0 son las tasas de
riesgo y τ > 0 es el punto de cambio. Dado que la razón de
verosimilitud es no acotada, Worsley proporciona alternativas
para eliminar la singularidad (en las cuales se supone que
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el punto de cambio pertenece a un intervalo y en censurar
artificialmente la observación más grande) y encuentra la
distribución nula exacta de un estadı́stico de prueba de
razón de verosimilitud restringido. Esta distribución no es
afectada por la censura tipo II pero depende fuertemente
del intervalo en el que se asume que pertenece el punto de
cambio. También compara puntos porcentuales exactos con
puntos porcentuales simulados reportados en la literatura.
Por último, aplica sus resultados a los datos de pacientes
con leucemı́a aguda no lifoblástica que previamente habian
estudiado Matthews y Farewell [15].

Chang, Chen y Hsiung [3] consideran modelos de tasa
de riesgo con un punto de cambio que permite la censura
aleatoria en el que

h(x) = β + θI(τ 6 x), (8)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(1.1) de [3]) donde β > 0, β + θ > 0 y τ > 0 es el
parámetro del punto de cambio. Ellos proponen un estimador
del punto de cambio examinando un estimador funcional del
tipo Nelson-Aalen en el contexto de los procesos de conteo
y establecen la consistencia y la distribución asintótica del
estimador propuesto.

Chen y Baron [4] estudian el modelo con función de tasa
de riesgo constante λ(x) = λ0 hasta un tiempo desconocido
τ , el cambio ocurre en el tiempo τ y λ(x) cambia a un nuevo
valor λ1 y permanece ası́ a partir de entonces. Por lo tanto,

h(x) = λ0I(x 6 τ) + λ1I(x > τ), (9)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(1) de [4]) donde λ0, λ1 > 0 y τ > 0 es el punto de
cambio, el principal parámetro de interés. Ellos proponen un
nuevo procedimiento de estimación alternativo basado en la
estimación de Kaplan-Meier de la función de supervivencia
seguida de la estimación por mı́nimos cuadrados del punto
de cambio y establecen consistencia fuerte de todos los
estimadores. Chen y Baron [4] aplicaron sus métodos a los
datos de un ensayo clı́nico del programa de tratamiento para
la drogodependencia fuerte.

Goodman, Li y Tiwari [8] estudian el siguiente modelo
de supervivencia cuya función de riesgo es constante por
partes

h(t) =


α1, si 0 6 t 6 τ1,

α2, si τ1 < t 6 τ2,
...
αk+1, si τk < t,

(10)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(1) de [8]) donde 0 = τ0 < τ1 < . . . < τk < ∞ son
los puntos de cambio, k el número de puntos de cambio
en el modelo y αj el valor de la función de riesgo entre

los tiempos τj−1 y τj . Goodman, Li y Tiwari [8] proponen
una estimación de máxima verosimilitud por perfiles y con
base en la independencia de las estimaciones de αj y τj que
demostro Yao [24] proponen un estadı́stico de prueba tipo
Wald únicamente para los parámetros de la tasa de riesgo
(αj) mientras tratan a los parámetros del punto de cambio
(τj) como fijos, es decir, el juego de hipótesis que contrastan
es

H0 : αk−1 − αk = 0 contra H1 : αk−1 − αk 6= 0. (11)

Además, proponen un algoritmo de selección de modelo
que utiliza pruebas secuenciales para el modelo de riesgo
constante por partes, este método se basa en los datos y
permite estimar no solo el número de puntos de cambio
en la función de riesgo, sino también dónde ocurren esos
cambios y desarrollan un esquema de gasto alfa de manera
que el número máximo de puntos de cambio, k, no necesita
ser preespecificado. Por último, ellos realizan estudios de
simulación que confirman la validez de la prueba propuesta
y aplican sus métodos para probar los puntos de cambio en
las tasas de riesgo de pacientes con cáncer de próstata.

3. Función de riesgo no constante con un
punto de cambio
En muchas aplicaciones la función de riesgo no es

constante antes o después del punto de cambio por lo que
se necesita un modelo que abarque otras posibilidades. Wu,
Zhao y Wu [23] extendieron el modelo con función de riesgo
constante con un punto de cambio y estudiaron el modelo con
función de riesgo dada por

h(t) = [β + θI(t > τ)]λ0(t; γ), (12)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(1.2) de [23]) donde λ0(·; γ) es una función de riesgo
basal continua que depende de un vector de parámetros
desconocido γ. El modelo (12) cubre muchos modelos
importantes de uso común en el Análisis de Supervivencia,
tales como los modelos exponencial (λ0(x; γ) = 1), Weibull
(λ0(x; γ) = xγ), extremo (λ0(x; γ) = eγx) y log-logı́stico
(λ0(x; γ) = xγ1/(1 + γ2x

γ1+1)). Considerando una muestra
aleatoria con censura aleatoria, Wu, Zhao y Wu propusieron
un estimador no paramétrico del punto de cambio en el
contexto de procesos de conteo. Además, mostraron que
tanto el estimador del punto de cambio como los demás
estimadores son consistentes.

Brazzale, et. al [2] estudian el modelo de supervivencia
con una tasa de riesgo decreciente antes del punto de cambio
y tasa de riesgo constante después del punto de cambio dado
por

h(t) = h1(t)I(t < τ) + λI(t > τ), (13)

donde λ > 0, τ > 0 es el punto de cambio, h1(·) es una
función de riesgo continua antes del punto de cambio y la
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función de riesgo también es continua en el punto de cambio,
es decir, h1(τ) = λ. Ellos presentan un nuevo método
para estimar el punto de cambio que se basa en ajustar
una regresión a los p valores de las pruebas de las tasas de
riesgo en intervalos de tiempo pequeños. Al final, presentan
tres ejemplos de datos reales que describen los patrones de
supervivencia de pacientes gravemente enfermos, cuyas tasas
de mortalidad persisten más allá de la alta hospitalaria.

4. Modelos de regresión tipo Cox con puntos
de cambio
El modelo de riesgo proporcional o de Cox se utiliza

para estudiar la relación entre el tiempo de supervivencia
y las covariables, las cuales pueden ser constantes o
dependientes del tiempo, y se puede estudiar mediante
métodos paramétricos y semiparamétricos. El modelo
semiparamétrico de riesgos proporcionales propuesto por
Cox [5] ha sido ampliamente adoptado en ensayos clı́nicos
con resultados de tiempo hasta el evento para comparar un
tratamiento de atención experimental con el estándar. Una
suposición clave en el modelo de Cox es que la función
de la razón de riesgo es una constante en el tiempo, lo que
con frecuencia se viola, ya que habrá un perı́odo de retraso
antes de que el tratamiento experimental alcance su efecto
completo. Por ejemplo, las estimaciones de Kaplan-Meier
de las curvas de supervivencia en muchos ensayos clı́nicos
de oncologı́a con dos brazos de tratamiento se superponen
en el inicio del perı́odo de tratamiento hasta un cierto punto
de tiempo y luego comienzan a separarse, lo que indica que
la suposición de razón de riesgo constante puede haber sido
violada y puede haber un punto de cambio en la función de la
razón de riesgo [9].

En la literatura se han investigado varias extensiones del
modelo de Cox, por ejemplo, el modelo de regresión de dos
pasos estudiado por Anderson y Senthilselvan [1]

h(t, z) =

{
λ0(t) exp(α′z), si t 6 B,

λ1(t) exp(γ′z), si B < t,
(14)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(3) de [1]) donde λ0(·) y λ1(·) son funciones deconocidas,
z es un vector de covariables, α y γ se refieren a la
dependencia de la función de riesgo en z a corto y largo
plazo, respectivamente y B es un punto de corte. Otras
extensiones del modelo de riesgo proporcional que también
incluyen puntos de cambio en la función de riesgo se
presentan a continuación.

Liang, Self y Liu [12] consideraron el modelo

h(t) = λ0(t) exp{(β + θI{t6τ})Z + γ′X},

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(1) de [12]) donde λ0(·) es la tasa de riesgo subyacente, Z es

una variable que se cree está relacionada, posiblemente con
diferentes magnitudes, con el tiempo de supervivencia, X un
vector de covariables cuyos efectos no varian en el tiempo y τ
es un punto de cambio en el tiempo que pertenece al intervalo
[a, b] con a y b conocidos. Ellos proponen un estadı́stico de
prueba de score máxima para el juego de hipótesis

H0 : θ = 0 contra H1 : θ 6= 0, (15)

y aplican sus resultados a un conjunto de datos de un estudio
longitudinal de la hipertensión.

Luo y Boyett [13] estudiaron el siguiente modelo

h(t) = λ0(t) exp{β0I{X6θ0} + α′0Z}, (16)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(1) de [13]) donde X es una covariable unidimensional y Z
es p-dimensional, en este modelo se agrega una constante
después de alcanzar un umbral. Los parámetros que se tienen
que estimar son θ0, β0 y α0. Ellos prueban consistencia de
los estimadores de máxima verosimilitud parcial. Por último,
aplican el método anterior a una cohorte de pacientes con
leucemia de linaje B tratados en el Hospital de Investigación
Infantil St. Jude.

Luo, Chen y Boyett [14] también estudian el modelo
(16), presentan distribuciones asintóticas para los estimadores
de máxima verosimilitud y aplican sus resultados a datos
simulados y datos de pacientes tratados por leucemia
linfoblástica aguda recién diagnosticada.

Pons [21] introdujo el modelo

h(t) = λ0(t) exp{α′Z1(t) + β′Z2(t)I{Z36ζ} + γ′Z2(t)I{Z3>ζ}},
(17)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la
ecuación (1.1) de [21]) donde la influencia de una covariable
salta en un cierto lı́mite ζ. En este caso se mostró que
el estimador del parámetro de punto de cambio salto es
n-consistente, los estimadores de los parámetros de regresión
son n1/2-consistentes y establecio las distribuciones
asintóticas de los estimadores.

He, Fang y Su [9] estudiaron el siguiente modelo de
punto de cambio

β(t) =


β1, si 0 6 t 6 τ1,

β2, si τ1 < t 6 τ2,
...
βk+1, si τk < t,

(18)

donde β(·) es la función logarı́tmica de la razón de riesgo,
0 = τ0 < τ1 < . . . < τk < τk + 1 = ∞ son los puntos de
cambio, k es el número de puntos de cambio en el modelo
y βj es el valor del logaritmo del cociente de riesgo entre
los puntos de tiempo τj−1 y τj . Ellos proponen maximizar
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la función de log verosimilitud parcial para obtener las
estimadores y un procedimiento de prueba secuencial para
determinar el número de puntos de cambio en la función
logarı́tmica de la razón de riesgo.

Dupuy [6] estudia el siguiente modelo de riesgo con un
punto de cambio:

h(t|Z) = (α+ θ1{t>τ}) exp{(β + γ1{t>τ})
′Z}, (19)

(la función h(·) corresponde a la función λ(·) de la ecuación
(3) de [6]) dónde α > 0, α+θ > 0 y τ es un punto de cambio
desconocido en el tiempo; además, β y γ son coeficientes
de regresión desconocidos. También considera la siguiente
función de riesgo, que permite que las covariables dependan
del tiempo, las cuales aparecen a menudo en la literatura del
análisis de supervivencia:

h(t|Z) = (α+ θ1{t>τ}) exp{(β + γ1{t>τ})
′Z(t)}. (20)

Dupuy [6] obtuvo estimadores consistentes para los modelos
(19) y (20) y demostro que bajo algunas condiciones
establecidas, los estimadores convergen en probabilidad,
esto se prueba mediante la teorı́a de procesos empı́ricos
modernos. Posteriormente Palmeros, Tajonar y Juárez [20]
desarrollan el caso de covariables dependientes del tiempo ya
que Dupuy [6] solo menciona que se deben considerar para
realizar las demostraciones en este caso.

Palmeros [19] propone el siguiente modelo paramétrico
combinado:

h(t|Z,X) = (α+ θ1t>τ )λζ(λt)
ζ−1 exp{[β+γ1t>τ ]Z+ρ′X}, (21)

donde α > 0, α + θ > 0, λ > 0, ζ > 0, τ es el parámetro
de punto de cambio, β ∈ R, γ ∈ R − {0} y ρ ∈ Rq es
el coeficiente de regresión, Z es la covariable encargada
de registrar un tratamiento y X ∈ Rq es un vector de
otros factores de riesgo asociados con el evento de interés.
Palmeros [19] desarrolló el proceso de estimación y demostró
la consistencia de los estimadores propuestos.

Gandy, Jensen y Lütkebohmert [7] estudian la siguiente
variante del modelo de Cox con un punto de cambio suave en
un lı́mite desconocido

hi(t, θ) = λ0(t)Ri(t) exp{β′1Z1i(t) + β2Z2i + β3(Z2i − ξ)+}, (22)

(la función hi(·) corresponde a la función λi(·) de [7]) donde
θ = (ξ, β′)′ con β = (β′

1
, β2, β3)′ ∈ B ⊂ Rp+2 es el vector

de los parámetros de regresión y λ0(·) es la función de riesgo
basal y Ri(·) es un proceso que sólo toma los valores 1 o 0
que indica si un individuo está en riesgo o no. El punto de
cambio esta indicado por ξ, que es un parámetro que pertence
a un intervalo compacto [ξ1, ξ2] de parámetros conocidos
ξ1 y ξ2. Se supone que el verdadero valor del parámetro,
θ0 = (ξ0, β

′
0
)′, donde β

0
= (β′

10
, β20, β30)′, es identificable,

con β30 6= 0. En este modelo θ0 es estimado por el valor
θ̂n que maximiza el logaritmo de la verosimilitud parcial.
Por último, Gandy, Jensen y Lütkebohmert [7] demuestran

que bajo algunas condiciones existe una vecindad Θ0 de θ0
tal que si θ̂n pertenece a Θ0, se sigue que θ̂n converge en
probabilidad a θ0 cuando n −→∞.

El modelo propuesto por Jensen y Lütkebohmert [11]
es una extensión adicional del sugerido en Gandy, Jensen
y Lütkebohmert [7]. Ahora se permite que más de un solo
punto de cambio esté en el modelo, que las covariables sean
dependientes del tiempo y que el proceso de conteo pueda
saltar más de una vez. El modelo involucra m puntos de
cambio y p covariables ordinarias (sin puntos de cambio), y
está dado cómo sigue

hi(t, θ) = λ0(t)Ri(t) exp{β′
1
Z1i(t)+β

′
2
Z2i(t)+β

′
3
(Z2i(t)−ξ)

+}, (23)

(la función hi(·) corresponde a la función λi(·) de la ecuación
(1) de [11]) dónde θ = (ξ′, β′)′ con ξ ∈ Ξ ⊂ Rm

y β = (β′
1
, β′

2
, β′

3
)′ ∈ B ⊂ Rp+2m. Aquı́ ξ y β son

los vectores de puntos de cambio y de los parámetros de
regresión, respectivamente, λ0(·) es la intensidad basal y
Ri(·) es un proceso que toma sólo los valores 1 y 0 para
indicar si el sujeto está en riesgo o no.

λi(t, θ) = λ0(t)Ri(t) exp{β′Z̃i(t; ξ)}, (24)

dónde Z̃i(t; ξ) = (Z ′1i(t), Z
′
2i(t), ((Z2i(t) − ξ)+)′). Se

asume que el vector de puntos de cambio pertenece a
un rectángulo conocido Ξ := [ξ11, ξ21] × [ξ12, ξ22] ×
. . . × [ξ1m, ξ2m]. El supuesto de que los valores
ξ11, ξ21, ξ12, ξ22, . . . , ξ1m, ξ2m son conocidos no es una gran
restricción en aplicaciones reales. El parámetro fundamental
θ0 de este modelo tipo Cox se puede estimar con el valor
θ̂n que maximiza el logaritmo de la verosimilitud parcial.
Jensen y Lütkebohmert [11] muestran que los estimadores
de los parámetros de regresión y de los puntos de cambio
son
√
n−consistentes, demostraron normalidad asintótica y

aplicaron su modelo a tres conjuntos de datos: actuariales, de
cirrosis biliar primaria (PBC) y de motores electricos.

5. Conclusión
El problema del punto de cambio se ha estudiado en

diferentes tipos de modelos, en particular, en los modelos
de supervivencia. El primer modelo de supervivencia con
punto de cambio que se estudio fue el que tiene función de
riesgo constante por partes con un punto de cambio, en este
caso la función de log verosimilitud es no acotada cuando el
punto de cambio es cercano al tiempo observado más grande,
por lo que se realizaron diferentes estudios con alternativas
para eliminar este problema y posteriormente se estudio el
modelo con varios puntos de cambio. Dado que en la mayorı́a
de los casos el riesgo constante no es adecuado también se
incluyeron puntos de cambio en otro tipo de funciones de
riesgo, entre las cuales se encuentran las que corresponde a
los modelos de regresión tipo Cox, al introducir puntos de
cambio en estos modelos se definieron diferentes funciones
de riesgo pues el punto de cambio puede ocurrir en un tiempo
desconocido o depender de una covariable. Otra alternativa
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que se ha estudiado es la función de riesgo continua con
un punto de cambio pues un cambio brusco no es muy
realista para la mayoria de las aplicaciones. Como resultado
de todos estos estudios se tiene una variedad de modelos
de supervivencia con puntos de cambio, en la mayoria, la
estimación se basa en la función de verosimilitud aunque
recientemente se han explorado otras opciones y se han
propuesto algoritmos que permiten identificar más de un
punto de cambio.
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