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Resumen

Este trabajo estd relacionado con la teorfa de los procesos de decisiéon de Markov con horizonte aleatorio y soporte
finito [[1,3,[9,[10]. EI criterio de rendimiento considerado para evaluar la calidad de las politicas admisibles es el de
la recompensa total esperada. Uno de los principales objetivos de la ciencia de datos es ayudar a que se tomen las
mejores decisiones para obtener el mayor beneficio o en su defecto el minimo costo. Los procesos de decisiéon de Markov
proporcionan un sistema muy til para crear e implementar un proceso en la toma de decisiones con varios escenarios
posibles donde los resultados son en parte al azar. La cuestion principal es encontrar una regla de decisién que nos ayude
a maximizar el criterio de rendimiento total esperado. Intentaremos resolver este problema utilizando un enfoque de
proceso de decision de Markov con horizonte aleatorio. El problema que da nombre a este trabajo es aquél conocido
como el de rastreo de indice [1]].

Keywords: Horizonte aleatorio, programacion dindmica, rastreo de indice.

1. Introduccion

Los procesos de decision de Markov (PDM),
proporcionan un marco matematico para la toma de
decisiones en situaciones en las que los resultados

2. Procesos de decision de Markov con
horizonte determinista (finito)

son en parte al azar y en parte bajo el control de un En esta seccién definiremos el tema principal de este
tomador de decisiones, los PDM son ttiles para el estudio trabajo: los procesos de decisién de Markov, que serd el
de una amplia gama de problemas de optimizacion medio que nos guiard a resolver el problema de rastreo
resueltos a través de la técnica de programacion de indice descrito en la seccién 5. Como estado inicial,
dindmica 14]. Un PDM es un el horizonte se considerard como un nimero natural fijo.
proceso estocdstico de control a tiempo discreto, en cada Por tanto, en tal entorno se proporcionard la siguiente
paso, el proceso estd en cierto estado y el tomador de definicién:

decisiones puede elegir cualquier accién que se encuentre

disponible. EIl proceso responde en la siguiente etapa Definicién 1. Un modelo de decision de Markov
moviéndose al azar a un nuevo estado y dando al tomador con horizonte fijo N € IN, consiste del conjunto
de decisiones una recompensa. El problema central de (E,A,D,Q,ry,8) conn=0,1,...,N —1, donde

los PDM es encontrar una “politica 6ptima”. Los PDM se
pueden resolver mediante las técnicas de programacion
lineal o programacién dindmica. En este trabajo nos
enfocaremos en la programaciéon dindmica. Los PDM
son usualmente estudiados considerando un horizonte

e FE esun espacio de Borel, llamado espacio de estados,
dotado con la o-dlgebra €. Los elementos son
denotados por x € E.

e A es un espacio de Borel, llamado espacio de

finito. Sin embargo, existe la posibilidad de que factores acciones, dotado con la G-dlgebra L. Los elementos
externos obliguen a concluir el proceso antes de lo son denotados por a € A.

planeado. De esta manera, es necesario considerar al

horizonte como una variable aleatoria, la cual puede ser e D(x) = {a € A|(x,a) € D,} es el conjunto de
independiente del proceso. acciones admisibles para el estado x en el tiempo n.
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e 1, : D — R es una funcién medible, r, proporciona
la recompensa en una etapa del sistema en el tiempo
n, si el estado actual es x y la accién tomada es a.

e g:E — R es una funcién medible, gy (x) provee la
recompensa terminal del sistema en el tiempo N si el
estado es x.

Cuando la transiciébn de un estado a otro es
influenciado por factores que redefinen la ley
de transicion de dichos estados, es posible
expresarlas de la siguiente forma. Supongamos
que Zy,Z»,...,Zy son variables aleatorias en el
espacio medible (Z,3). A estas variables se les
llamara perturbaciones.

e Z es el espacio de perturbaciones, equipada con la
o-dlgebra 3.

e (7 es un kérnel de transicion estocéstico para B € 3
y (x,a) € D. Q%(B|x,a) denota la probabilidad de
que la perturbacion de la transicién del sistema esté
en B si el estado actual es x y la accién a € D(x) es
tomada. Se le conoce como la ley de distribucién de
Z.

e T :D xZ — E es una funciéon medible del sistema y
es conocida como la funcién de transicién. T (x,a,z)
suministra el siguiente estado del sistema cuando la
accion a es tomada y la perturbacion z ocurre.

Q(Bl|x,a) := Q*({z € Z|T (x,a,z) € B}|x,a), B€ €.

e (O es un kérnel de transicion estocdstico de E dado
D para cualquier par fijo (x,a) € D, la funcién
B — Q(B|x,a) es una medida de probabilidad sobre
¢y (x,a) = Q(Blx,a) es medible para cualquier
B € €. La cantidad Q(BJx,a) nos proporciona la
probabilidad de que el estado esté en B si el estado
actual es x y la accidn a es tomada. Q describe la ley
de transicion.

Los conceptos que a continuacién se enuncian,
constituyen (grosso modo) el mecanismo encargado de la
toma de decisiones como complemento del modelo antes
descrito.

Definicion 2.

a) Una regla de decision determinista-markoviana en
el instante n, es una funcién medible f, : E — A,
con la propiedad f;,(x) € D(x) para cualquier x € E.
Denotamos a F como el conjunto de todas las reglas
de decision determinista-markovianas.

b) Una sucesiéon de reglas de decision 7© =
(fo, fi,--sfn—1) con f, € F es llamada una
politica o estrategia.

Existen otros tipos de politicas, tanto mas generales
como mds particulares. El conjunto de todas la politicas
es denotado por I1, una referencia importante que aborda
su clasificacién es [6]]. La formalizacion del Modelo de
Decisiéon de Markov bajo un espacio de probabilidad,
nos permitird asociarle una medida de probabilidad y en
consecuencia se prodrd definir la esperanza matematica,
que es de gran interés para el desarrollo de estos modelos.

Consideremos un Modelo de Decisiéon de Markov
de N etapas. Asi, con el fin de ser matematicamente
mads precisos, es posible definirlo de manera formal, es
decir, asocidndolo con un espacio de probabilidad. La
construccion canonica de este espacio es como sigue [[1]].
Definimos un espacio medible (Q,.#) en donde

Q=FE"! Z=¢w.. . 0¢

Los elementos de Q son de la forma o =
(x0,X1,-..,xv—1) y las variables aleatorias X;, Xa,...,
Xy_1 estdn definidas en (Q,.%) por

X (@) = X (x0, X1, ..., XN) = X

en donde X, () es la n-ésima proyeccién de @.

Sean © = (fo,f1,---,fn—1) una politica y x € E
el estado inicial del sistema. Entonces por el Teorema
de Ionescu-Tulcea [/1], existe una tunica medida de
probabilidad PT sobre (Q,.7) tal que:

i) PT(xo € B) = 6;(B) paracada B€ €y

ii) ]P);C(Xn+l € B‘X()aX]a"'?Xn) = P;F(XnJr] € B|Xn) =
Q(B[Xy, fn(Xn)).

La expresion ii) es llamada Propiedad de Markov. La
variable aleatoria X, representa el estado del sistema en el
instante n y a (X,) se le conoce como Proceso de Decision
de Markov. Ahora se tendrd que imponer un supuesto que
garantice que cualquier esperanza que aparezca, esté bien
definida. Para esto, se denotard por x* = max{0,x} a la
parte positiva de x.

Suposicion 1. Parax € E

N—-1

6]\/()(?) = supIEf[ Z r;r(Xk,fk(Xk)) +g+(XN)] < oo,
T k=0

Se observa ademés que la suposicién|[I]se satisface si
ry g estdn acotadas superiormente. Para poder determinar
qué tan buena es una politica se introducird un criterio
de rendimiento para cada estrategia. Se define para n =
0,1,...,N —1 y una politica © = (fy, f1,...,fv—1) a la
funcién V (7, x) definida por

N—-1

V(mx) =EF | Y r(Xe, fi(Xe)+8(Xn)|, x€E. (1)
k=0



V (7, x) es llamada recompensa total esperada. La funcién
de valor V* estd definida por

Vi(x):= sugV(ﬂ:,x)7 x€eE.
e

V*(x) es la mdxima recompensa total esperada. Las
funciones V(m,x) y V*(x) estdn bien definidas ya que

V(m,x) <V*(x) < Oy(x) <o, x€E.

En general, la existencia de una politica Optima
no estd garantizada. Se tendrd que hacer la siguiente
Suposicién adicional sobre la estructura del problema para
asegurar ésto.

Suposicién 2.  Existen conjuntos M C IM,,(E) := {v:
E — [—o0,00)|v}, donde v es medible y A, C F, tales que
para cualquiern =0,1,... . N —1:

(i) g€ My.

(i) Si v € M,4| entonces F,v estd bien definida y
Ty € My, (donde Zpv(x) := sup,epir(x,a) +

[v(¥)Q%(dX|x,a)}, (x.a) € D).

(iii) Para cualquier v € IM,;; existe un maximizador
de v, fo € Ay e, Tpv(x) = r(nfa) +
Jv()Q4(dX |x, ) = Twv(x), x € E.

A menudo M, es independiente de n y
es posible elegir A, = F, N A para un conjunto
A C {f : E — A medible}, es decir, que cualquier
funcién de valor y cualquier maximizador tienen las
mismas propiedades estructurales [ 1.

El siguiente Teorema proporciona un método de
solucidn para los Problemas de Decision de Markov.

Teorema 1.
cumple:

Si se satisface el supuesto [2] entonces se

a) Vy, € M, y la sucesion (V,,) satisface la ecuacion de
Bellman, i.e. paran=0,1,... N—1

Va(x) = sup {rn(x,a)+/Vn+1(x')Qn(dx’|x,a)},

a€Dy(x)

xeE.

b) V,= TnTntl---TN-18N-

c) Para n =0,1,...,N — 1 existen maximizadores f,
de V,i1 con f, € A, y cada sucesion de maxi-
mizadores f; de V,11 define una politica dptima
(fo fis- -  fy_y) paralas N etapas del problema de
decision de Markov.

3. Proceso de decision de Markov con
horizonte aleatorio

En la literatura pueden hallarse referencias en donde
se estudian problemas de control a tiempo discreto con
horizonte aleatorio [1}3,|4,{10./14]]. Se han considerado;
por ejemplo, las siguientes condiciones: distribucién de
probabilidad arbitraria para el horizonte con soporte finito
o distribucién geométrica para el soporte infinito.

Sea 7 una variable aleatoria asociada a un espacio de
probabilidad (Q',.#’,P). Suponga que la distribucién de
T es conocida, dada por p, :=P(t=n),n=0,1,2,...,N
donde N es un nimero entero positivo o N = oo, Considere
el modelo de decision de Markov (E,A,{D(x) : x €
E},0,r) y definimos como criterio de rendimiento

T

Vi(m,x):=E Zr(xnaan)l{r<N}+g(xf)1{r:N} , (@)
n=0

w e€lIl, x € E, E denota el valor esperado con respecto a
la distribucién conjunta del proceso {(xn,an)} y 7.

Luego, consideremos el correspondiente problema
de control éptimo. Para ello, definamos a la funcién de
valor éptimo como

Vix) = ;rellfTVT(ﬂ:,x), x€E. 3)

De esta manera, el problema de control éptimo con
horizonte aleatorio consiste en encontrar una politica
m* €Il tal que V*(7*,x) = V*(x), x € E. Se considerard
la siguiente suposicion.

Suposicién 3.  Para cada x € E y € II el proceso
inducido {(x,,a,)|n=0,1,2,...} es independiente de 7.

Entonces, bajo la suposicion [3| y la ecuacién (2)
tenemos que el criterio de rendimiento se reduce a

N—1
Z Pur(xy,a,) +Pnglxn) |, x€E, mell

n=0
“
Endonde m €I, x€ E, P, .= ):ﬁ’:mpn =P(t>n),n=
0,1,2,...,N. Con esto se muestra una equivalencia entre
un problema de control 6ptimo con horizonte aleatorio T
y un problema de control éptimo con horizonte N 41, con
recompensa por etapa dado por IP,,.

Vi(m,x)=E7

4. Mercados financieros

De manera preliminar al planteamiento y solucién del
problema de rastreo de indice con horizonte aleatorio T de
soporte finito, se realizardn las siguientes consideraciones
técnicas concernientes al mercado financiero subyacente.



Se considerard un mercado financiero de N-periodos
con d activos riesgosos y un bono sin riesgo. Se asumird
que las variables aleatorias estdn definidas en un espacio
de probabilidad (Q,.7,P) con filtracién (%,) y Fo :=
{0,Q}. El mercado financiero esta dado por:

e Un bono sin riesgo con Sg =ly

SO =821 4ipg1), n=0,1,...,N—1

donde i, denota la tasa de interés determinista para
el periodo [n,n+1). Sila tasa de interés es constante,
i.e. i, =i, entonces S = (1 +i)".

e Existen d activos riesgosos y el proceso de precios
asociado con el k-€simo activo estd dado por S](‘) = s](‘)
y
Sk =SkRE,,, n=0,....N—1.
El proceso (S¥) se supone que es adaptado con
respecto a la filtracién (.%,) para cualquier k.
Ademads, se supondrd que Iéﬁ 4+1 > 0 P-as. para
cualquier k y n con s determinista. R, es el
cambio de precio relativo en el intervalo [n,n+ 1)
para el activo riesgoso k.

De aqui y en adelante se considerard la siguiente
notacién: S, := (S!,...,89), R, := (R.,....RY) y 75 :=
6(80,-.-,5,). Como (S,) es (%#,) adaptado se tiene:
FS C Fyparan=0,1,....N—1. Se asumird también
que, (%) es la filtracién generada por el precio de las
acciones, es decir ., = .F5.

Definicién 3. Un portafolio o cartera de negociacién es
un proceso estocdstico (.%,) adaptado ¢ = (¢?, ¢,) donde
o' cRyd,=(¢),....0¢) e R paran=0,1,...,.N—1.
La cantidad ¢ denota el monto de dinero que es invertido
en el activo k durante el intervalo de tiempo [n,n+1).

Finalmente, se considerard la siguiente Suposiciéon
relacionada con los mercados financieros para que las
esperanzas estén bien definidas.

Suposicién 4. E||R|| := |Ri|+...+ |R4| < oo, donde R €
Ry Ry ::%—lparacadak: 1,....d.

5. Problema de rastreo de indice con
horizonte aleatorio 7 y soporte finito

El problema de rastreo de indice puede considerarse como
una aplicacién de cobertura de media y varianza en un
mercado incompleto [1]]. Supongamos que tenemos un
mercado financiero con un bono sin riesgo y d activos
riesgosos. Ademds de los activos negociables existe

un activo no comerciable cuyo proceso de precios (S,)
evoluciona conforme a

Sn+1 = San+1'

La variable aleatoria positiva R,.1 que es el cambio
de precio relativo del activo no negociado puede ser
correlacionado con R,41. Asumimos que los vectores
aleatorios (Ry,R;),(R2,R>),... son independientes y la
distribucién conjunta de (Rn,Rn) es conocida.

El objetivo ahora es rastrear el activo no negociado
lo més cercanamente posible para invertir en el mercado
financiero. El error de rastreo es medido en términos
de la distancia cuadrética de la riqueza del portafolio al
proceso de precios (S,).

El problema de rastreo de indice considerando al
horizonte aleatorio T que tiene soporte finito estd dado
por:

[ ZZO(X,? fﬁn)z] — min,

¢ = (¢»,) es un portafolio de inversién,

donde ¢, es .#, = 6(Ry,...,R,,R1,...,R,) medible. Este
problema puede ser formulado como un problema lineal
cuadrético [1]. Es importante sefialar que, el espacio
de estados del modelo de decision de Markov incluye
(ademds de la riqueza) el precio del activo no negociado.

Asi el modelo de decision consta de los siguientes
componentes,

e E:=R xR, donde (x,§) € Eyxeslariquezay §el
valor del activo no negociado,

e A:=R“ donde a € A es la cantidad de dinero que es
invertida en cada activo riesgoso,

e D(x,$) :=A,

o ¥ = (fl,oo)d xRy donde z= (z1,22) € £ y 71
es el riesgo relativo del activo negociado y z, es el
cambio de precio relativo del activo no negociado.

e La funcién de transicion estd dada por

T((x,3),a,(z1,22)) == My (ivf) + Bya,

— (H+int1 O — ( (tipyn)ed
donde M, = ("G ) y By = ((Hinen)ar),
e 0%(-|(x,$),a) estd dado por la distribucién conjunta
de (Ry11,R,+1) (independiente de ((x,5),a)),
o r((x,8),a) == —(x—ys)2,

o g(x,8) = —(x—3§)>.



El problema () puede ser resuelto por el modelo de
decision de Markov descrito anteriormente. La funcion de
valor (funcién de costo) estd dada por

V(x,$) ;= infE%
T

i(xk S})ﬂ , (x,8) €E
k=0

y Vo(x,8) es el minimo valor del problema (). Si
definimos a
(1 -1
we=(41)

el problema es equivalente a minimizar

T
IEk:O

(e -

k=0

Teorema 2.

a) Sean las matrices W, definidas de forma recursiva

por
WN':IPNW
W, =P, W +EM, Wy 1Myi1] — E[M, Wy 1By1]
- 1
(E[Bys1War1Bur1])  E[By Wi 1Myi1].

Entonces W, es simétrica, semidefinida positiva y la
funcion de valor del problema () estd dada por

Vn+1 (xaf) =0
Valx,8) = (5) W (%), (x.9) € E

paran=0,...,N y ademds la matriz W es simétrica
y semidefinida positiva.

b) El portafolio dptimo ©* = (f5,...
dado por

) es lineal y

£i06,8) = = (B[R 1R, 1))~

w21 A
EllR —FR,11R 3
|:< n+1, (1+in+1)W11 n+1 n+l):| (s)

donde los elementos de W son denotados por wi;.

Dem.  Comprobaremos la Suposicién [2] Es razonable
asumir que

M:= {v (R — Ry |v(x,$) = (’S‘)TW(’;)

con W simétrica y definida positiva} .

También resultard que los conjuntos A, := ANF,
pueden ser elegidos como los conjuntos de todas las
funciones lineales, i.e.

A:={f:E—=A|f(x,8) =C(x,$)
para algin C € R x R x ]Rd}.

Empezaremos analizando que se cumple la parte i)
del Supuesto 2}

Tyv(x) = inf APN (W (5) +Ev{Tve1 ((x,5), 4, (21,22))]}
:agg{lPN( HW(5) +0}

= (x,5)PyW (%)

= (x,sA)WN()Sf).
Por lo tanto se tiene que Py (?)TW (%) e M.
Abora, sea v(xd) = (9T Won(5) € M.

Intentaremos resolver el siguiente problema de
optimizacién, por el Teorema |I| tenemos que:

ZV(X)Zaiefgd{an(x,SA)W( §) +Ev[T ((x,8),a, (21,22))]

Ademas, .7,v(x) tiene la siguiente forma:
Tuwlx) = inf {P,(5) WD) +(3)
eR4

E {((Hgm) Z()Z)TWn+1((1+in+l) 0)}

0 22
(D) +2(5) B [(" ) W
(¢ 1+:,1+. ] )} atd'E |:((l+ingl)le)TWn+l
((1+ln6r])z{ >:| (1} ,
como W es simétrica y definida positiva, tenemos que
B[ (159 ) i (050

es también simétrica y definida positiva [1]], por lo tanto
regular y la funcién entre los corchetes es convexa en a
(para x € E fija). Optimizando a la funcién Z,v(x) con
respecto de a obtenemos que

ITv(x)
da 0
o) w ()]
N ) da
OB B (U5 )] ()]
T da
(9 :2(§)T]E [((1+81+1) ZOZ)TWH+1 ((lJFinOJrl)Z{)] a]
+ ] da
9 _aTE [((l+ingl)z{)TWn+l((1+i,1a.|)z{)} a]

=0

da



produce que

. 3 ) T Tov(x) =Pu(5) W (%
040+ {2(,5)71@ [((Hgm) Z(;)TWn+l<(l+ln0+l)Z{):H ( )+ (x)(TE) [((1(+i3+1) O)TW (<1+,-n+1) 0)} (x)
+2E{((]H"OH)ZIT)TWHH((Hinomz{)}azo S T (lj-i )Zzo Tr~l+1 0' ZZT S
+2(3) B [(5) ) Wy (1] |

(
(- (B [RurkL) ™

:2{ {( 1+z,l+1 ) e ( 1+ln+1)z‘;)” (%) E {RHI,WZI.)IénHRnH] (f))

wit(1+int1

2 U(HMJI)Z] ) W’“((HZ"JI)ZI )]a=0 + (= (B [RuiRL))
T
wa1 N .
E |:Rn+17Vlm(1—F%L])R"+1R’1+1] (Y)>
() (0 (0 0
] it i —1
—2 [IE [((l+l,16r|>Z1T)TWn+l((1+81+1) Z(;)H (2) (— (E [Rus1RY,,])

w21 A
E |Rys1, ————Ru,1 1R x
|: n+1 W1](1+in+]) n+1 n+1:| ( ))

i wwmzﬂ@> =) {Paw B [ ) W (V1 )

0 193 0 22

_E |:((1+ln+l) )TWn+l (<1+in(;rl)2{):| (E I:Rn+lR£+1:|)7l

i 1+iy,e1 O
Asi, tenemos que el Gnico punto minimo estd dado E { 1+ ”“ Zl Wn+1( +o+1 zz)} } ()sc)
P! = (3)"Wa(3) e M.
. - . -1 i i
(1 §) = — (E [((H’"JI)ZIT)TW,,H ((I‘Hna—l)ZlT )D Finalmente se obtiene que
T.~
B[ ) Wt (V50 9] 2) ) = () W (3) € M.

Asi, tenemos que se cumple la Suposicién [2] y
ademds por los Teoremas|I]y la Suposicién [3]el problema
puede ser resuelto recursivamente, por lo tanto, se tiene
que al usar induccién hacia atrds obtenemos la siguiente
férmula recursiva.

Vn(xaf) ( )W (Jsf)

Desarrollando la expresién anterior podemos obtener
el siguiente resultado,

:m®=—@de’E%bvm->@4(”

wit (1441

donde
v — <1+in l) 0Ty (1+in l) 0
Dado que W es simétrica y definida positiva, ademds W= {IP”W tE [( 0 zz) Wari ( 0 ) >]
de que z; es el riesgo relativo del activo negociado R y [ (tins1) ONT % (14ips1)a" ] T 1\l
) . —-E ot W, 2t 3 )| (E [Ry+1R
23 es el cambio de precio relativo del activo no negociado ("% 12) wit 0 )] (E [RusiRyi])
R, entonces podemos escribir a la politica éptima de la E [((Hi"“)Z‘T)TWnH ( Itipyy 0 )} }
siguiente manera, 0 0 2z

Para Vy(x,§) = (x,5)Wo (), donde
—1
£(x,8) = — (E[Rur1RL1]) - B - B -1
o Wo = PoW +E[M] WiM,] —E[M{ W, B,] (E[B{ W1 B])
E (Ryi1,————R, 1R 1. 7
net gy R R (3) E[BT WM.

Con esto queda concluida la demostracién del Teorema.
A continuacidn, al substituir la politica en J,v(x) se ]



6. Conclusiones

Los procesos de decision de Markov son realmente
importantes ya que aparecen con bastante frecuencia en
la prictica. En este trabajo se han descrito conceptos
necesarios que son de utilidad para el entendimiento de la
resolucion del problema de rastreo de indice con el costo
total esperado como criterio de rendimiento, en donde se
consideraron los casos:

(a) Cuando el horizonte es un nimero fijo finito N.

(b) El horizonte es considerado como una variable
aleatoria que tiene soporte finito.

Por lo que, a lo largo del trabajo descrito aqui,
se obtuvo el siguiente resultado: el problema recursivo
simplifica la formulacién y resolucién de problemas,
ademds se obtuvo la politica 6ptima del problema de
rastreo de indice con horizonte aleatorio, en esta se ve
que casi coincide con la politica de problema de rastreo
de indice con horizonte fijo [1]], pero la politica para el
problema con horizonte aleatorio depende de la funcién de
masa de la variable T en cada etapa del problema. Como
era de esperarse la funcién de valor también depende de
la funcién de masa de la variable fau con respecto a la
funcién de valor del problema que tiene un horizonte fijo
finito N.
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