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Resumen

Este trabajo está relacionado con la teorı́a de los procesos de decisión de Markov con horizonte aleatorio y soporte
finito [1, 3, 9, 10]. El criterio de rendimiento considerado para evaluar la calidad de las polı́ticas admisibles es el de
la recompensa total esperada. Uno de los principales objetivos de la ciencia de datos es ayudar a que se tomen las
mejores decisiones para obtener el mayor beneficio o en su defecto el mı́nimo costo. Los procesos de decisión de Markov
proporcionan un sistema muy útil para crear e implementar un proceso en la toma de decisiones con varios escenarios
posibles donde los resultados son en parte al azar. La cuestión principal es encontrar una regla de decisión que nos ayude
a maximizar el criterio de rendimiento total esperado. Intentaremos resolver este problema utilizando un enfoque de
proceso de decisión de Markov con horizonte aleatorio. El problema que da nombre a este trabajo es aquél conocido
como el de rastreo de ı́ndice [1].
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1. Introducción

Los procesos de decisión de Markov (PDM),
proporcionan un marco matemático para la toma de
decisiones en situaciones en las que los resultados
son en parte al azar y en parte bajo el control de un
tomador de decisiones, los PDM son útiles para el estudio
de una amplia gama de problemas de optimización
resueltos a través de la técnica de programación
dinámica [1–4, 6–8, 8–11, 13, 14]. Un PDM es un
proceso estocástico de control a tiempo discreto, en cada
paso, el proceso está en cierto estado y el tomador de
decisiones puede elegir cualquier acción que se encuentre
disponible. El proceso responde en la siguiente etapa
moviéndose al azar a un nuevo estado y dando al tomador
de decisiones una recompensa. El problema central de
los PDM es encontrar una “polı́tica óptima”. Los PDM se
pueden resolver mediante las técnicas de programación
lineal o programación dinámica. En este trabajo nos
enfocaremos en la programación dinámica. Los PDM
son usualmente estudiados considerando un horizonte
finito. Sin embargo, existe la posibilidad de que factores
externos obliguen a concluir el proceso antes de lo
planeado. De esta manera, es necesario considerar al
horizonte como una variable aleatoria, la cual puede ser
independiente del proceso.

2. Procesos de decisión de Markov con
horizonte determinista (finito)

En esta sección definiremos el tema principal de este
trabajo: los procesos de decisión de Markov, que será el
medio que nos guiará a resolver el problema de rastreo
de ı́ndice descrito en la sección 5. Como estado inicial,
el horizonte se considerará como un número natural fijo.
Por tanto, en tal entorno se proporcionará la siguiente
definición:

Definición 1. Un modelo de decisión de Markov
con horizonte fijo N ∈ N, consiste del conjunto
(E,A,D,Q,rn,g) con n = 0,1, . . . ,N−1, donde

• E es un espacio de Borel, llamado espacio de estados,
dotado con la σ -álgebra E. Los elementos son
denotados por x ∈ E.

• A es un espacio de Borel, llamado espacio de
acciones, dotado con la σ -álgebra A. Los elementos
son denotados por a ∈ A.

• D(x) = {a ∈ A|(x,a) ∈ Dn} es el conjunto de
acciones admisibles para el estado x en el tiempo n.
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• rn : D→ R es una función medible, rn proporciona
la recompensa en una etapa del sistema en el tiempo
n, si el estado actual es x y la acción tomada es a.

• g : E → R es una función medible, gN(x) provee la
recompensa terminal del sistema en el tiempo N si el
estado es x.

Cuando la transición de un estado a otro es
influenciado por factores que redefinen la ley
de transición de dichos estados, es posible
expresarlas de la siguiente forma. Supongamos
que Z1,Z2, . . . ,ZN son variables aleatorias en el
espacio medible (Z,Z). A estas variables se les
llamará perturbaciones.

• Z es el espacio de perturbaciones, equipada con la
σ -álgebra Z.

• QZ es un kérnel de transición estocástico para B ∈ Z
y (x,a) ∈ D. QZ(B|x,a) denota la probabilidad de
que la perturbación de la transición del sistema esté
en B si el estado actual es x y la acción a ∈ D(x) es
tomada. Se le conoce como la ley de distribución de
Z.

• T : D×Z→ E es una función medible del sistema y
es conocida como la función de transición. T (x,a,z)
suministra el siguiente estado del sistema cuando la
acción a es tomada y la perturbación z ocurre.

Q(B|x,a) := QZ({z ∈ Z|T (x,a,z) ∈ B}|x,a), B ∈ E.

• Q es un kérnel de transición estocástico de E dado
D para cualquier par fijo (x,a) ∈ D, la función
B 7→ Q(B|x,a) es una medida de probabilidad sobre
E y (x,a) 7→ Q(B|x,a) es medible para cualquier
B ∈ E. La cantidad Q(B|x,a) nos proporciona la
probabilidad de que el estado esté en B si el estado
actual es x y la acción a es tomada. Q describe la ley
de transición.

Los conceptos que a continuación se enuncian,
constituyen (grosso modo) el mecanismo encargado de la
toma de decisiones como complemento del modelo antes
descrito.

Definición 2.

a) Una regla de decisión determinista-markoviana en
el instante n, es una función medible fn : E → A,
con la propiedad fn(x) ∈ D(x) para cualquier x ∈ E.
Denotamos a F como el conjunto de todas las reglas
de decisión determinista-markovianas.

b) Una sucesión de reglas de decisión π =
( f0, f1, . . . , fN−1) con fn ∈ F es llamada una
polı́tica o estrategia.

Existen otros tipos de polı́ticas, tanto más generales
como más particulares. El conjunto de todas la polı́ticas
es denotado por Π, una referencia importante que aborda
su clasificación es [6]. La formalización del Modelo de
Decisión de Markov bajo un espacio de probabilidad,
nos permitirá asociarle una medida de probabilidad y en
consecuencia se prodrá definir la esperanza matemática,
que es de gran interés para el desarrollo de estos modelos.

Consideremos un Modelo de Decisión de Markov
de N etapas. Ası́, con el fin de ser matemáticamente
más precisos, es posible definirlo de manera formal, es
decir, asociándolo con un espacio de probabilidad. La
construcción canónica de este espacio es como sigue [1].
Definimos un espacio medible (Ω,F ) en donde

Ω = EN+1, F = E⊗ . . .⊗E.

Los elementos de Ω son de la forma ω =
(x0,x1, . . . ,xN−1) y las variables aleatorias X1, X2, . . . ,
XN−1 están definidas en (Ω,F ) por

Xn(ω) = Xn(x0,x1, . . . ,xN) = xn.

en donde Xn(ω) es la n-ésima proyección de ω .

Sean π = ( f0, f1, . . . , fN−1) una polı́tica y x ∈ E
el estado inicial del sistema. Entonces por el Teorema
de Ionescu-Tulcea [1], existe una única medida de
probabilidad Pπ

x sobre (Ω,F ) tal que:

i) Pπ
x (x0 ∈ B) = δx(B) para cada B ∈ E y

ii) Pπ
x (Xn+1 ∈ B|X0,X1, . . . ,Xn) = Pπ

x (Xn+1 ∈ B|Xn) =
Q(B|Xn, fn(Xn)).

La expresión ii) es llamada Propiedad de Markov. La
variable aleatoria Xn representa el estado del sistema en el
instante n y a (Xn) se le conoce como Proceso de Decisión
de Markov. Ahora se tendrá que imponer un supuesto que
garantice que cualquier esperanza que aparezca, esté bien
definida. Para esto, se denotará por x+ = max{0,x} a la
parte positiva de x.

Suposición 1. Para x ∈ E

δN(x) := sup
π

Eπ
x [

N−1

∑
k=0

r+k (Xk, fk(Xk))+g+(XN)]< ∞.

Se observa además que la suposición 1 se satisface si
r y g están acotadas superiormente. Para poder determinar
qué tan buena es una polı́tica se introducirá un criterio
de rendimiento para cada estrategia. Se define para n =
0,1, . . . ,N − 1 y una polı́tica π = ( f0, f1, . . . , fN−1) a la
función V (π,x) definida por

V (π,x) := Eπ
x

[
N−1

∑
k=0

r(Xk, fk(Xk))+g(XN)

]
, x ∈ E. (1)
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V (π,x) es llamada recompensa total esperada. La función
de valor V ∗ está definida por

V ∗(x) := sup
π∈Π

V (π,x), x ∈ E.

V ∗(x) es la máxima recompensa total esperada. Las
funciones V (π,x) y V ∗(x) están bien definidas ya que

V (π,x)≤V ∗(x)≤ δN(x)< ∞, x ∈ E.

En general, la existencia de una polı́tica óptima
no está garantizada. Se tendrá que hacer la siguiente
Suposición adicional sobre la estructura del problema para
asegurar ésto.

Suposición 2. Existen conjuntos M ⊂Mn(E) := {v :
E → [−∞,∞)|v}, donde v es medible y ∆n ⊂ Fn tales que
para cualquier n = 0,1, . . . ,N−1:

(i) g ∈MN .

(ii) Si v ∈ Mn+1 entonces Tnv está bien definida y
Tnv ∈ Mn, (donde Tnv(x) := supa∈D(x){r(x,a) +∫

v(x′)QZ(dx′|x,a)}, (x,a) ∈ D).

(iii) Para cualquier v ∈ Mn+1 existe un maximizador
de v, fn ∈ ∆n; i.e., T fnv(x) = r(x, fn) +∫

v(x′)QZ(dx′|x, fn) = Tnv(x), x ∈ E.

A menudo Mn es independiente de n y
es posible elegir ∆n = Fn ∩ ∆ para un conjunto
∆ ⊂ { f : E → A medible}, es decir, que cualquier
función de valor y cualquier maximizador tienen las
mismas propiedades estructurales [1].

El siguiente Teorema proporciona un método de
solución para los Problemas de Decisión de Markov.

Teorema 1. Si se satisface el supuesto 2, entonces se
cumple:

a) Vn ∈Mn y la sucesión (Vn) satisface la ecuación de
Bellman, i.e. para n = 0,1, . . . ,N−1

VN(x) = g(x),

Vn(x)= sup
a∈Dn(x)

{
rn(x,a)+

∫
Vn+1(x′)Qn(dx′|x,a)

}
,

x ∈ E.

b) Vn = τnτn+1 . . .τN−1gN .

c) Para n = 0,1, . . . ,N − 1 existen maximizadores fn
de Vn+1 con fn ∈ ∆n y cada sucesión de maxi-
mizadores f ∗n de Vn+1 define una polı́tica óptima
( f ∗0 , f ∗1 , . . . , f ∗N−1) para las N etapas del problema de
decisión de Markov.

3. Proceso de decisión de Markov con
horizonte aleatorio

En la literatura pueden hallarse referencias en donde
se estudian problemas de control a tiempo discreto con
horizonte aleatorio [1, 3, 4, 10, 14]. Se han considerado;
por ejemplo, las siguientes condiciones: distribución de
probabilidad arbitraria para el horizonte con soporte finito
o distribución geométrica para el soporte infinito.

Sea τ una variable aleatoria asociada a un espacio de
probabilidad (Ω′,F ′,P). Suponga que la distribución de
τ es conocida, dada por ρn :=P(τ = n), n = 0,1,2, . . . ,N
donde N es un número entero positivo o N =∞, Considere
el modelo de decisión de Markov (E,A,{D(x) : x ∈
E},Q,r) y definimos como criterio de rendimiento

V τ(π,x) := E

[
τ

∑
n=0

r(xn,an)1{τ<N}+g(xτ)1{τ=N}

]
, (2)

π ∈ Π, x ∈ E, E denota el valor esperado con respecto a
la distribución conjunta del proceso {(xn,an)} y τ .

Luego, consideremos el correspondiente problema
de control óptimo. Para ello, definamos a la función de
valor óptimo como

V τ(x) := inf
π∈Π

V τ(π,x), x ∈ E. (3)

De esta manera, el problema de control óptimo con
horizonte aleatorio consiste en encontrar una polı́tica
π∗ ∈ Π tal que V τ(π∗,x) = V τ(x), x ∈ E. Se considerará
la siguiente suposición.

Suposición 3. Para cada x ∈ E y π ∈ Π el proceso
inducido {(xn,an)|n = 0,1,2, . . .} es independiente de τ .

Entonces, bajo la suposición 3 y la ecuación (2)
tenemos que el criterio de rendimiento se reduce a

V τ(π,x)=Eπ
x

[
N−1

∑
n=0
Pnr(xn,an)+PNg(xN)

]
, x∈E, π ∈Π.

(4)
En donde π ∈ Π, x ∈ E, Pn := ∑

N
n=m ρn = P(τ ≥ n), n =

0,1,2, . . . ,N. Con esto se muestra una equivalencia entre
un problema de control óptimo con horizonte aleatorio τ

y un problema de control óptimo con horizonte N+1, con
recompensa por etapa dado por Pn.

4. Mercados financieros
De manera preliminar al planteamiento y solución del
problema de rastreo de ı́ndice con horizonte aleatorio τ de
soporte finito, se realizarán las siguientes consideraciones
técnicas concernientes al mercado financiero subyacente.
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Se considerará un mercado financiero de N-periodos
con d activos riesgosos y un bono sin riesgo. Se asumirá
que las variables aleatorias están definidas en un espacio
de probabilidad (Ω,F ,P) con filtración (Fn) y F0 :=
{ /0,Ω}. El mercado financiero está dado por:

• Un bono sin riesgo con S0
0 ≡ 1 y

S0
n+1 := S0

n(1+ in+1), n = 0,1, . . . ,N−1

donde in+1 denota la tasa de interés determinista para
el periodo [n,n+1). Si la tasa de interés es constante,
i.e. in ≡ i, entonces S0

n = (1+ i)n.

• Existen d activos riesgosos y el proceso de precios
asociado con el k-ésimo activo está dado por Sk

0 = sk
0

y
Sk

n+1 = Sk
nR̃k

n+1, n = 0, . . . ,N−1.

El proceso (Sk
n) se supone que es adaptado con

respecto a la filtración (Fn) para cualquier k.
Además, se supondrá que R̃k

n+1 > 0 P-a.s. para
cualquier k y n con sk

0 determinista. R̃k
n+1 es el

cambio de precio relativo en el intervalo [n,n + 1)
para el activo riesgoso k.

De aquı́ y en adelante se considerará la siguiente
notación: Sn := (S1

n, . . . ,S
d
n), R̃n := (R̃1

n, . . . , R̃
d
n) y F S

n :=
σ(S0, . . . ,Sn). Como (Sn) es (Fn) adaptado se tiene:
F S

n ⊂ Fn para n = 0,1, . . . ,N − 1. Se asumirá también
que, (Fn) es la filtración generada por el precio de las
acciones, es decir Fn = F S

n .

Definición 3. Un portafolio o cartera de negociación es
un proceso estocástico (Fn) adaptado φ = (φ 0

n ,φn) donde
φ 0

n ∈R y φn = (φ 1
n , . . . ,φ

d
n ) ∈Rd para n = 0,1, . . . ,N−1.

La cantidad φ k
n denota el monto de dinero que es invertido

en el activo k durante el intervalo de tiempo [n,n+1).

Finalmente, se considerará la siguiente Suposición
relacionada con los mercados financieros para que las
esperanzas estén bien definidas.

Suposición 4. E‖R‖ := |R1|+ . . .+ |Rd | < ∞, donde R ∈
Rd y Rk := R̃k

1+in
−1 para cada k = 1, . . . ,d.

5. Problema de rastreo de ı́ndice con
horizonte aleatorio τ y soporte finito

El problema de rastreo de ı́ndice puede considerarse como
una aplicación de cobertura de media y varianza en un
mercado incompleto [1]. Supongamos que tenemos un
mercado financiero con un bono sin riesgo y d activos
riesgosos. Además de los activos negociables existe

un activo no comerciable cuyo proceso de precios (Ŝn)
evoluciona conforme a

Ŝn+1 = ŜnR̂n+1.

La variable aleatoria positiva R̂n+1 que es el cambio
de precio relativo del activo no negociado puede ser
correlacionado con Rn+1. Asumimos que los vectores
aleatorios (R1, R̂1),(R2, R̂2), . . . son independientes y la
distribución conjunta de (Rn, R̂n) es conocida.

El objetivo ahora es rastrear el activo no negociado
lo más cercanamente posible para invertir en el mercado
financiero. El error de rastreo es medido en términos
de la distancia cuadrática de la riqueza del portafolio al
proceso de precios (Ŝn).

El problema de rastreo de ı́ndice considerando al
horizonte aleatorio τ que tiene soporte finito está dado
por: {

Exŝ

[
∑

τ
n=0(X

φ
n − Ŝn)

2
]
→min,

φ = (φn) es un portafolio de inversión,
(5)

donde φn es Fn = σ(R1, . . . ,Rn, R̂1, . . . , R̂n) medible. Este
problema puede ser formulado como un problema lineal
cuadrático [1]. Es importante señalar que, el espacio
de estados del modelo de decisión de Markov incluye
(además de la riqueza) el precio del activo no negociado.

Ası́ el modelo de decisión consta de los siguientes
componentes,

• E :=R×R+ donde (x, ŝ) ∈ E y x es la riqueza y ŝ el
valor del activo no negociado,

• A :=Rd donde a ∈ A es la cantidad de dinero que es
invertida en cada activo riesgoso,

• D(x, ŝ) := A,

• Z := (−1,∞)d ×R+ donde z = (z1,z2) ∈ Z y z1
es el riesgo relativo del activo negociado y z2 es el
cambio de precio relativo del activo no negociado.

• La función de transición está dada por

T ((x, ŝ),a,(z1,z2)) := Mn
( x

ŝ
)
+Bna,

donde Mn =
(1+in+1 0

0 z2

)
y Bn =

(
(1+in+1)zT

1
0

)
.

• QZ(·|(x, ŝ),a) está dado por la distribución conjunta
de (Rn+1, R̂n+1) (independiente de ((x, ŝ),a)),

• r((x, ŝ),a) :=−(x− s)2,

• g(x, ŝ) :=−(x− ŝ)2.

14◦ SIEP, 2021 4



El problema (5) puede ser resuelto por el modelo de
decisión de Markov descrito anteriormente. La función de
valor (función de costo) está dada por

V (x, ŝ) := inf
π
Eπ

xŝ

[
τ

∑
k=0

(Xk− Ŝk)
2

]
, (x, ŝ) ∈ E

y V0(x, ŝ) es el mı́nimo valor del problema (5). Si
definimos a

W :=
( 1 −1
−1 1

)
el problema es equivalente a minimizar

Eπ
k=0

[
τ

∑
k=0

(Xk
Ŝk

)TW
(Xk

Ŝk

)]
=

Eπ
k=0

[
N

∑
k=0
Pn
(Xk

Ŝk

)TW
(Xk

Ŝk

)]
.

Teorema 2.

a) Sean las matrices W̃n definidas de forma recursiva
por

W̃N := PNW

W̃n := PnW +E[MT
n+1W̃n+1Mn+1]−E[MT

n+1W̃n+1Bn+1](
E[BT

n+1W̃n+1Bn+1]
)−1E[BT

n+1W̃n+1Mn+1].

Entonces W̃n es simétrica, semidefinida positiva y la
función de valor del problema (5) está dada por

VN+1(x, ŝ) = 0

Vn(x, ŝ) =
( x

ŝ
)TW̃n

( x
ŝ
)
, (x, ŝ) ∈ E

para n = 0, . . . ,N y además la matriz W es simétrica
y semidefinida positiva.

b) El portafolio óptimo π∗ = ( f ∗0 , . . . , f ∗N) es lineal y
dado por

f ∗n (x, ŝ) =−
(
E[Rn+1RT

n+1]
)−1

E
[(

Rn+1,
w21

(1+ in+1)w11
R̂n+1Rn+1

)]( x
ŝ
)

donde los elementos de W son denotados por wi j.

Dem. Comprobaremos la Suposición 2. Es razonable
asumir que

M :=
{

v :Rm→R+|v(x, ŝ) =
( x

ŝ
)TW

( x
ŝ
)

con W simétrica y definida positiva} .

También resultará que los conjuntos ∆n := ∆ ∩ Fn
pueden ser elegidos como los conjuntos de todas las
funciones lineales, i.e.

∆ := { f : E→ A| f (x, ŝ) =C(x, ŝ)

para algún C ∈R×R+×Rd
}
.

Empezaremos analizando que se cumple la parte i)
del Supuesto 2:

TNv(x) = inf
a∈Rd
{PN(x, ŝ)W

( x
ŝ
)
+Ev[TN+1((x, ŝ),a,(z1,z2))]}

= inf
a∈Rd
{PN(x, ŝ)W

( x
ŝ
)
+0}

= (x, ŝ)PNW
( x

ŝ
)

= (x, ŝ)W̃N
( x

ŝ
)
.

Por lo tanto se tiene que PN ( x
ŝ )

T W ( x
ŝ ) ∈M.

Ahora, sea v(x, ŝ) = ( x
ŝ )

T W̃n+1 (
x
ŝ ) ∈ M.

Intentaremos resolver el siguiente problema de
optimización, por el Teorema 1 tenemos que:

Tnv(x)= inf
a∈Rd
{Pn(x, ŝ)W

( x
ŝ
)
+Ev[Tn+1((x, ŝ),a,(z1,z2))]},

Además, Tnv(x) tiene la siguiente forma:

Tnv(x) = inf
a∈Rd

{
Pn
( x

ŝ
)TW

( x
ŝ
)
+
( x

ŝ
)T

E
[( (1+in+1) 0

0 z2

)TW̃n+1
( (1+in+1) 0

0 z2

)]
( x

ŝ
)
+2
( x

ŝ
)TE

[( (1+in+1) 0
0 z2

)TW̃n+1(
(1+in+1)zT

1
0

)]
a+aTE

[(
(1+in+1)zT

1
0

)TW̃n+1(
(1+in+1)zT

1
0

)]
a
}
,

como W es simétrica y definida positiva, tenemos que

E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)]
es también simétrica y definida positiva [1], por lo tanto
regular y la función entre los corchetes es convexa en a
(para x ∈ E fija). Optimizando a la función Tnv(x) con
respecto de a obtenemos que

∂τnv(x)
∂a

= 0

=
∂

[
Pn
( x

ŝ
)TW

( x
ŝ
)]

∂a

+
∂

[( x
ŝ
)TE

[( (1+in+1) 0
0 z2

)
W̃n+1

( (1+in+1) 0
0 z2

)]( x
ŝ
)]

∂a

+
∂

[
2
( x

ŝ
)TE

[( (1+in+1) 0
0 z2

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)]
a
]

∂a

+
∂

[
aTE

[(
(1+in+1)zT

1
0

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)]
a
]

∂a
= 0
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= 0+0+
[
2
( x

ŝ
)TE

[( (1+in+1) 0
0 z2

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)]]T

+2E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)]
a = 0

= 2
[
E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
( (1+in+1) 0

0 z2

)]]( x
ŝ
)

+2E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)]
a = 0

=−2E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)]
a

= 2
[
E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
( (1+in+1) 0

0 z2

)]]( x
ŝ
)

⇒ a =−
(
E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)])−1

E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
( (1+in+1) 0

0 z2

)]( x
ŝ
)

.

Ası́, tenemos que el único punto mı́nimo está dado
por

f ∗n (x, ŝ) =−
(
E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)])−1

E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
( (1+in+1) 0

0 z2

)]( x
ŝ
)
.

Desarrollando la expresión anterior podemos obtener
el siguiente resultado,

f ∗n (x, ŝ) =−
(
E
[
z1zT

1
])−1E

[
z1,

w12

w11(1+ in+1)
z2z1

]( x
ŝ
)
.

Dado que W es simétrica y definida positiva, además
de que z1 es el riesgo relativo del activo negociado R y
z2 es el cambio de precio relativo del activo no negociado
R̂, entonces podemos escribir a la polı́tica óptima de la
siguiente manera,

f ∗n (x, ŝ) =−
(
E
[
Rn+1RT

n+1
])−1

E
[

Rn+1,
w21

w11(1+ in+1)
R̂n+1Rn+1

]( x
ŝ
)
.

A continuación, al substituir la polı́tica en Tnv(x) se

produce que

Tnv(x) = Pn
( x

ŝ
)TW

( x
ŝ
)

+
( x

ŝ
)TE

[( (1+in+1) 0
0 z2

)TW̃n+1
( (1+in+1) 0

0 z2

)]( x
ŝ
)

+2
( x

ŝ
)TE

[( (1+in+1) 0
0 z2

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)]
(
−
(
E
[
Rn+1RT

n+1
])−1

E
[

Rn+1,
w21

w11(1+ in+1)
R̂n+1Rn+1

]( x
ŝ
))

+
(
−
(
E
[
Rn+1RT

n+1
])−1

E
[

Rn+1,
w21

w11(1+ in+1)
R̂n+1Rn+1

]( x
ŝ
))T

E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)]
(
−
(
E
[
Rn+1RT

n+1
])−1

E
[

Rn+1,
w21

w11(1+ in+1)
R̂n+1Rn+1

]( x
ŝ
))

=
( x

ŝ
)T
{
PnW +E

[( (1+in+1) 0
0 z2

)TW̃n+1
( (1+in+1) 0

0 z2

)]
−E

[( (1+in+1) 0
0 z2

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)](
E
[
Rn+1RT

n+1
])−1

E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
(1+in+1 0

0 z2

)]}( x
ŝ
)

=
( x

ŝ
)TW̃n

( x
ŝ
)
∈M.

Finalmente se obtiene que

Tnv(x) =
( x

ŝ
)TW̃n

( x
ŝ
)
∈M.

Ası́, tenemos que se cumple la Suposición 2 y
además por los Teoremas 1 y la Suposición 3 el problema
puede ser resuelto recursivamente, por lo tanto, se tiene
que al usar inducción hacia atrás obtenemos la siguiente
fórmula recursiva.

Vn(x, ŝ) = (x, ŝ)W̃n
( x

ŝ
)
.

donde

W̃n =
{
PnW +E

[( (1+in+1) 0
0 z2

)TW̃n+1
( (1+in+1) 0

0 z2

)]
−E

[( (1+in+1) 0
0 z2

)TW̃n+1
(
(1+in+1)zT

1
0

)](
E
[
Rn+1RT

n+1
])−1

E
[(

(1+in+1)zT
1

0

)TW̃n+1
(1+in+1 0

0 z2

)]}
Para V0(x, ŝ) = (x, ŝ)W̃0

( x
ŝ
)
, donde

W̃0 = P0W +E[MT
1 W̃1M1]−E[MT

1 W̃1B1]
(
E[BT

1 W̃1B1]
)−1

E[BT
1 W̃1M1].

Con esto queda concluida la demostración del Teorema.
�
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6. Conclusiones

Los procesos de decisión de Markov son realmente
importantes ya que aparecen con bastante frecuencia en
la práctica. En este trabajo se han descrito conceptos
necesarios que son de utilidad para el entendimiento de la
resolución del problema de rastreo de ı́ndice con el costo
total esperado como criterio de rendimiento, en donde se
consideraron los casos:

(a) Cuando el horizonte es un número fijo finito N.

(b) El horizonte es considerado como una variable
aleatoria que tiene soporte finito.

Por lo que, a lo largo del trabajo descrito aquı́,
se obtuvo el siguiente resultado: el problema recursivo
simplifica la formulación y resolución de problemas,
además se obtuvo la polı́tica óptima del problema de
rastreo de ı́ndice con horizonte aleatorio, en esta se ve
que casi coincide con la polı́tica de problema de rastreo
de ı́ndice con horizonte fijo [1], pero la polı́tica para el
problema con horizonte aleatorio depende de la función de
masa de la variable τ en cada etapa del problema. Como
era de esperarse la función de valor también depende de
la función de masa de la variable tau con respecto a la
función de valor del problema que tiene un horizonte fijo
finito N.
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[1] BÄUERLE N., RIEDER U., ‘‘Markov Decision

Processes with Aplications to Finance”. Springer
Verlang, ISBN9783642183232, 2011.

[2] BERTSEKAS D. P. AND S. E. SHREVE, ‘‘Stochastic
Optimal Control: The Discrete-Time Case”. Athena
Scientific. ISBN1886529264, 1978.
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