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Resumen

En este trabajo se estudiardn métodos iterativos y estocasticos para resolver sistemas de ecuaciones lineales
de modo que una aproximaciéon a su solucién se determine en el menor tiempo posible.
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Introduccion

En general, llamamos al problema que consiste en
encontrar la solucion (posiblemente multiple) x € K™ si
existe, de la siguiente ecuaciéon algebraica

Ax =D

un sistema lineal. La matriz A € M,, ,,,(K) se llama "ma-
triz de coeficientes del sistema", y b € K™, vector de
coeficientes independientes ambos datos del problema; el
vector z € K™ es desconocido. K denota el campo R 6

C.

Consideremos sistemas lineales con el mismo namero de
ecuaciones e incognitas: n = m.

(Cuando aplicar métodos iterativos en lugar de
métodos directos? si tomamos en cuenta que la cantidad
de operaciones que se deben realizar en un método
directo para llegar a la solucién el valor es del orden
n? donde n es el ntimero de renglones en la matriz o el
numero de ecuaciones en el sistema. Si hablamos de un
sistema de 100 o 200 ecuaciones entonces se requiere del
orden de 1,000,000 u 8,000,000 de operaciones para
resolver esos sistemas respectivamente. Es de considerar
el trabajo computacional que deben hacer las maquinas
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o el ser humano, si lo resolvemos a lapiz y papel,
debemos entonces buscar alternativas para llegar a la
solucién de una manera eficiente.

Por ello, este trabajo estd dedicado a presentar algunos
métodos iterativos (deterministas y estocésticos) que
nos ayuden a determinar la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales, de tal manera que la solucién
del problema se determine de manera exacta o aproxi-
mada y que el trabajo computacional no sea muy costoso.

Metodologia

Método de Jacobi

El primero de los métodos que consideramos es el
que Carl Gustav Jacobi (1804-1851) desarroll6 en 1845.
Su mecanica es muy simple: supongamos que se desea
resolver el sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incognitas

a1121 + a12%2 + a13x3 = by
a21%1 + A22%2 + a23T3 = by

a3121 + az2x2 + azsrz = b3

Admitiendo que los coeficientes a11, ass y ass son distin-
tos de cero, se puede despejar de la primera ecuacion



la incognita x1, de la segunda x5 y x3 de la tercera,

1

xrp = *(51 — 122 — CL13$3)
aii
1

xy = —(by — a21@1 — ag3w3)
a22
1

3 = —(bs — a1y — azaT2)
ass

la ¢ — esima ecuacion en el sistema Az = b es

1
i = —(bi = > airy);

J#i

t=1,...,n

La generalizacién de esta idea es la base del método ite-
rativo de Jacobi. La relacion general de recurrencia para
un sistema de tamafo n x n es:

1
xEkH) = 0,7“ bi—Zaijxgk) ) i = 1,...,n
JFi
(1)
(k+1)

en donde x es la iteracion k + 1-ésima para la

i
variable x; y acg

unitario o nulo.

0 ) .
) la mayoria de veces es igual al vector

Convergencia del método de Jacobi

Se presenta ahora un resultado para garantizar la
convergencia del método de Jacobi

Teorema 1 Sea A una matriz simétrica y definida po-
sitiva. El método iterativo de Jacobi para un sistema de
ecuaciones con matriz de coeficientes A es convergente si
y solo si la matriz

2D - A

es una matriz definida positiva,

donde D es la matriz diagonal formada con los
elementos de la diagonal principal de la matriz A.

Método de Gauss-Seidel

En el método de Jacobi cada una de las compo-
nentes del vector solucién en la iteracion k + 1 se
determina a partir de las de la iteracion k. En el de Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) y Phillip Ludwig Seidel
(1874) se modifica el de Jacobi utilizando en el céalculo
de cada componente de la solucién en una iteracion el
valor de aquellos ya calculados en esa misma iteracién.
Volviendo al sistema de tres ecuaciones que se considerd
para introducir el método de Jacobi, son distintos de
cero, el esquema iterativo del método de Gauss-Seidel es
el siguiente:

1
x&kﬂ) = 7(()1 — algxék) — algxék))
ail
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1
x(2k+1) _ 7(()2 . a21x5k+1) . aggxék))
a2
1
l’:(’,kﬂ) = a7<b3 - a31x§k+1) - a32$ék+1))
33

Si en el método de Jacobi las relaciones de recurrencia
que conformaban su esquema iterativo se obtenian de
despejar cada variable en su correspondiente ecuacion,
en el método de Gauss- Seidel esas relaciones surgen de
hacer esto mismo, pero de una forma escalonada. En efec-
to, no es dificil comprobar que el método de Gauss-Seidel
tiene una relacién directa al escribir el sistema original
en la forma

a11x1 = by — a1222 — a13x3
(21T + G22T2 = by — a933
a3121 + azax2 + azzrs = b3

La relaciéon de recurrencia general para un sistema n X n
es la siguiente:

1 i—1 n
(k+1) j : (k+1) 2 : (k) 1.
x; = af bl — aijxj — aijxj ]
v j=1 j=it+1

1=1,...,n

0 .
donde xg) la mayoria de veces se escoge como el

vector unitario o nulo.

Convergencia del método de Gauss-Seidel

A continuacion se presenta un teorema importante para
la convergencia del método de Gauss-Seidel.

Teorema 2 El método iterativo de Gauss—Seidel es con-
vergente para todo sistema de ecuaciones cuya matriz de
coeficientes es simétrica y definida positiva.

Sobre-relajaciéon sucesiva (SOR)

Los dos métodos iterativos que se han estudiado
hasta ahora, se pueden generalizar. En efecto, las
relaciones de recurrencia de estos dos métodos se pueden
escribir de la forma

2D ) 40,

7 I

1=1,...,n

En el caso del método de Jacobi, se tiene que

k
bz’ — Zaijxg- )
j=1

)

k
TE ) _
(2273

mientras que en el de Gauss-Seidel se observa que

i—1 n
k+1 k
b= > ey =3 aia
(k) j=1 j=1

T = M
3 bl
Q5




Visto asi, estos dos procedimientos iterativos llegan a la
solucién a través de un nimero de pasos, en cada uno de
los cuales se avanza una cantidad %) [5].

La idea de los métodos de relajacién consiste, en cada
iteracién, aplicar la relacién de recurrencia,

2D = xgk) + wr

i

(k) i=1,..

i - 1,

de tal forma que se mejoren las iteraciones del procedi-
miento avanzando un paso mas amplio, w > 1, 0 més
corto, w < 1. Al parametro w se le conoce como parame-
tro de relajacién. El método de relajacién més conocido
es el SOR, (Successive Overrelaxation): resulta de apli-
car esta idea sobre la base del método de Gauss-Seidel.
Su relaciéon de recurrencia es:

n
R
Qx5 Qi

j=i+1

i—1
k+1 w k+1
;vEJr):— bi—g aij.’L'(-+)—
J
(027} —
Jj=1

Jr(lfw):cgk), i=1,...,n.
donde xEO) la mayoria de veces se escoje como el
vector unitario o nulo.

Una eleccion adecuada del valor de w puede mejorar la
convergencia del método. La idea que debe dirigir esa
eleccion es que si la correccion que introduce cada itera-
cion en la solucién es excesiva, se puede disminuir con un
factor w < 1. Por el contrario, si la correccién tiende a
quedarse corta, se puede aumentar con un factor w > 1.

La eleccion del pardmetro w plantea dos problemas:
en primer lugar, que ha de estudiarse el conjunto de
valores del pardmetro que hacen que el método SOR
converja; en segundo, que hay que determinar el valor
del parametro que haga que la convergencia sea lo més
rapida posible.

Convergencia del método de relajacion suce-
siva

Para matrices estrictamente diagonales, se tiene el
siguiente resultado.

Proposicion 1 Para 0 < w < 1, el método de relajacion
es convergente para matrices de diagonal estrictamente
dominantes

Mayor interés tiene el hecho de que cuando se tiene una
matriz simétrica definida positiva, el método de relaja-
cion SOR converge para todos los valores permisibles del
pardmetro w, es decir para w € (0,2). En este caso la
condicién que antes se dio como necesaria se convierte
en suficiente.

Teorema 3 (Ostrowski-Reich) Para un sistema de ecua-
ciones con matriz simétrica y definida positiva, el método
iterativo de relajacion SOR converge si y sélo si el pard-
metro de relajacion cumple que 0 < w < 2.
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Numero de operaciones de los metodos iterativos

Los métodos iterativos tienen un costo computacional;
expresado en nimero de operaciones de n?x no. de
iteraciones. Si el nuimero de iteraciones es pequeno
comparado con n, los métodos iterativos son preferibles
a los directos ya que, el niimero de operaciones necesarias
al utilizar métodos directos para resolver sistemas de
ecuaciones lineales es del orden de n?

Método iterativo de K. Sabelfeld

En esta seccion se estudiard un analogo estocéastico a los
presentados con anterioridad. Sea H la matriz cuadrada
de dimensién n, tal que A = I — H. Entonces el sistema
de ecuaciones lineales Az = b, puede ser escrito como

r=Hz+b,

en donde x = (z1,...,2,)T, b = (b1,...,b,)T € R* y
H = (h; ), donde T representa la operacién transpuesta.

Se presenta el siguiente resultado que nos dice, cuando
la matriz A = I — H es invertible.

Corolario 1 La serie de Neumann
oo
> H
k=0

converge si p(H) < 1 y diverge si p(H) > 1, en donde
p(H) es el radio espectral de la matriz H

La solucion del sistema Ax = b, se puede determinar por
x=A"1b.Si A=1— H entonces A~! se puede escribir
como una serie de Neumann, suponiendo que tal serie es
finita, es decir

At =(T-H)"'=> H*

donde A° = 1.

Por lo tanto, si H tiene radio espectral menor que uno,
la solucién de x = Hzx + b se puede calcular mediante el
método de iteracion de Richardson simple [5]

x(ﬂl—‘rl) — H.’I}(m) + b7 .’L’(O) — b7 m = O’ 17 2, .

Muestreo de columnas sin reemplazo.

A continuacién, se presentard una version estocas-
tica del citado método de Richardso. Para esto, sea
G un estimador insesgado para la matriz H que se
define como una matriz aleatoria tal que E[G] = H,
y sea GO G . GM-1 yna muestra aleatoria del
estimador aleatorio G. El procedimiento iterativo se
define por [6]

gt — glmem) Ly g =0,1,...,M —1



donde £ = b. Dado que G, m = 0,1,... son in-
dependientes obtenemos de £+ = GUMelm) L que
E[¢M] = 2M. Y M es el niimero de términos considera-
dos en la serie de Neumann.

Consideremos el caso particular en el que se elige G co-
mo una matriz dispersa. Construiremos la matriz G en
columnas: fijemos un entero arbitrario ! menor que n, y
elija un conjunto aleatorio J de [ enteros elegidos uni-
formemente de 1 a n sin reemplazo, es decir, elegimos j;
entero uniformemente entre 1,2,...,n entonces jo entre
el resto de n — 1 enteros, etc., el altimo es j; y definimos
las entradas de G por

n .
e [
le - { 0

parat=1,2,...,n

para k € J
en otro caso

Por ejemplo, si H es una matriz de tamano 4 y elegimos
J = {1,4}, entonces

2h11 0 0 2hy
G |2 00 2n
2hs1 0 0 2hsy
241 0 0 2hy

Por lo tanto la matriz aleatoria GG tiene exactamente [ co-
lumnas distintas de cero, y es obvio que para cualesquiera
i, k tenemos

ElGix] = GixP{k € J} = Hyp.

Notemos que para el célculo de componentes del vector
£(m+1) necesitamos solo ! componentes del vector &(™)
y para calcularlos solo necesitamos [ componentes de
£(m=1) "etc. En consecuencia, necesitamos 2 operaciones
en cada etapa. Para hallar un valor de la aproximacion
M) necesitamos del orden de MI? operaciones, donde
M es la longitud de corte de la serie de Neumann.

Una forma de elegir el valor de M es establecer
cierta tolerancia (¢) con respecto a la diferencia entre
dos términos sucesivos de la serie de Neumann; es
decir, M es el natural méas pequeno tal que la norma
de la diferencia de dos términos sucesivos es menor que €.

Resultados y discusiones

Sea,
1 1/10 -1/5 0 1/5 —1/8 3/8
1/10 1 1/10 -3/8 1/10 -1/5 1/10
-1/5 1/10 1 1/8 1/12 0  1/12
A= 0 -3/8 1/8 1 —1/8 1/10 —1/5
1/5 1/10 1/12 —1/8 1 0 0
~1/8 —-1/5 0 1/10 0 1 -2/5
3/8 1/10 1/12 —1/5 0 —2/5 1
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La matriz de un sistema de ecuaciones lineales y

3/5
25/11
~10/11
15/8
2/3
—5/7
4/3

b:

el vector soluciéon. Resolviendo el sistema de ecuaciones
en Matlab se obtiene que la solucién exacta es:

—1.5631
4.0222
—2.5183
4.3733
1.3336
0.5930
2.8390

Se resolverd el sistema con cada uno de los métodos
mencionados anteriormente y se analizaran los resultados

Método de Jacobi

Notemos que A es simétrica, y veamos que es defi-
nida positiva. Haciendo los céalculos se obtiene que los
valores propios de A son:

Ap = 0.3204, Ay = 0.6891, A3 = 0.7080, Ay =
A5 = 1.1312, \g = 1.2262 y Ay = 1.8482

1.0676,

Como podemos observar, todos los valores propios
son positivos. Por lo tanto, A es definida positiva.

Por el teorema 1, hay que verificar que 2D — A es
definida positiva, es decir, que los valores propios de
2D — A sean positivos. En este caso, los valores propios
de 2D — A son iguales a los de A. Por lo tanto, 2D — A
es definida positiva.

tomando =z =

Con ayuda de Matlab, vy

00000 0 07 como vector inicial y una
tolerancia de 0.000001 obtenemos que

—1.5631018
4.02221079
—2.5183140
4.3733152
1.3335902
0.5930427
2.8390161

Por lo tanto, el nimero de operaciones que se realizan
es: 49 x 83 = 4067.

Como podemos observar el namero de operaciones



que se requiere es muy alto.
Método de Gauss-Seidel

Por el teorema 2 y los resultados obtenidos antes,
la matriz A es simétrica y definida positiva.

Sea x = (00 0 0 0 0 0)" el vector inicial
y una tolerancia de 0.000001, la solucién del sistema con
este algoritmo es:

—1.56310
4.02221
—2.51831
4.37331
1.33359
0.59304
2.83901

€r =

En la iteracion 20, el método se aproxima a la solucién
del sistema. Por lo tanto, se necesitan 49 x 20 = 980
operaciones.

El numero de operaciones es menor, pero aun falta
analizar los otros métodos.

Método SOR

Por los métodos anteriores, se tiene que la ma-
triz A es simétrica y definida positiva. Si tomamos
2=(0 0 0 0 0 0 0) el vector inicial y w = 1.5
con 20 iteraciones obtenemos,

—1.5631063
4.0221967
—2.5183090
4.3733057
1.3335896
0.5930396
2.8390146

Tr =

se obtiene una buena aproximacion a la solucion. Asi, se
necesitan 49 x 20 = 980 operaciones.

El numero de operaciones en este caso es igual al
del método de Gauss-Seidel.

Método iterativo de K. Sabelfeld

En [6] los autores refieren que el valor de [ deber
ser mucho menor que ”"n” (la dimension del sistema);
es decir, el método estocastico presentado es eficaz si el
sistema de ecuaciones es substancialmente grande. Por
ejemplo, veamos que dicho método no es eficiente si el

sistema de ecuaciones es pequeno,

Con ayuda de Matlab, se observa que p(H) = 0.8483.
Sea | = 2 y hacemos 30 iteraciones del algoritmo en
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Matlab, de donde se obtiene lo siguiente:

—1.3297
4.7252
—0.2893
3.0811
2.0906
0.7143
2.7572

Tr =

De acuerdo a lo anterior, el nimero de operaciones que
se requieren es [2M = (2)% x 30 = 120.

Concluimos que dicha situacion ocurre ya que las
observaciones de las matrices GO, G, ... GM) tien-
den a repetirse incluso para valores pequenos de M.
Ademas se consideré a un sistema de ecuaciones de
dimensiéon 50 cuya matriz y vector soluciéon asociados
son generados aleatoriamente apartir de la distribucién
normal estandar, de modo que se satisfagan las hipotesis
del método de Sabesfeld: p(A) = 0.688.

En este caso, se considerd a M = 10, ya que el radio
espectral de H'' — H'0 es del orden de 1075, Ademas
se considerd a | = 10; es decir, el 20% de las columnas
de la matriz A seran muestreadas en cada repetecion.

¢ i
0 ET3 1000 180

Figura 1:

En la la Figura 1 se observa la evolucién del error
absoluto medio de A con respecto a b; en donde € es el
promedio de las aproximaciones generadas por el método
de Sabelfeld, de manera més precisa, el promedio de

|AE — bl
Conclusiones

Segun los resultados obtenidos, con respecto al vector
inicial, tolerancia, aproximaciéon y el ntimero de ope-
raciones, el método de Gauss-Seidel y el método SOR
son mejores que el método de Jacobi. Sin embargo, hace
falta analizar el caso en que el orden de la matriz sea
muy grande para decir que método es mas eficiente.
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