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Resumen

La distribucién hipergeométrica es una distribucién discreta que se define por 3 parametros: tamafio de la
poblacion (N), conteo de eventos en la poblacion (R) y tamafio de le muestra (n). Y el método de
estimacion de méaxima verosimilitud que es un método habitual para ajustar el modelo y estimar sus
parametros, son dos de los conceptos mas importantes que se llegan a ver en los cursos de probabilidad y
estadistica. Sin embargo, como menciona Hanwen Zhang (junio 2009) los estimadores de méaxima
verosimilitud de N y R de la distribucién hipergeométrica Hg(n; R; N) no son abordados en la mayoria
de los libros de textos estadisticos. Por lo que el proposito de este trabajo es presentar una manera de
obtener dichos estimadores utilizando el método de maxima verosimilitud.
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Introduccion

El método de estimacion de méaxima
verosimilitud es uno de los procedimientos que
méas se usan en la estadistica inferencial que
consiste en estimar valores de parametros
desconocidos. En muchas de las distribuciones
probabilisticas de uso comun, estimar sus
parametros por el método de maxima
verosimilitud no resulta complicado. Sin
embargo, el estimar el tamafio de la poblacion N
en la distribucién hipergeométrica no es claro en
los textos de estadistica inferencial o en varios no
es abordado, por ejemplo, Mood & Boes (1974),
Bickel & Doksum (2001) y Casella y Berger
(2002). Por otro lado, Shao (2003) proporciona
el estimador de méaxima verosimilitud de N, y de
R. Lo que se pretende hacer en esta exposicion es
mostrar como Hanwen Zhang proporciona una
manera adecuada de estimar N y R.
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Estimacién de N

Supdngase que X ~H(n; R; N) y se requiere
estimar el tamafio de la poblacién N, en este caso,
al tomar como parametro objetivo a N, la funcion
de verosimilitud se denotard por:

Glem
LIN) = L(x, N) = =352 1)
Si max(n — N + R,0) < x < min(R,n). Ahora
como la funcion L(N) es discreta, no se puede
determinar el méximo al tomar derivadas con
respecto a N, sino, mas bien hay que observar en
donde L(N) es creciente y decreciente. Asi que,
para hacer analisis, se calcula la relacion
D(N) = L(N)/L(N — 1),y se averigua donde
D(N) > 1ydonde D(N) < 1. Estoes:


mailto:felipe94buap@gmail.com

G2

ooy > 1
(]G

D(N) =

o0 bien,

(N-R)!(N-D!(N-n)!(N-R—-1-n+x)!
(N-R—1)INI(N-n—1)!(N-R—n+x)!

D(N) = > 1

Factorizando, nos llevaa D(N) > 1 siy solo si
(N-R)(N—n) > N(N—-R—-n+x). Por
lo tanto, los valores de N donde D(N) > 1 esta
dado por N < Rn/x. Anadlogamente, D(N) <
lparaN > Rn/x.
De acuerdo con Hanwen Zhang (junio 2009)
algunos establecen que el estimador de méxima
verosimilitud de N es Rn/x. Sin embargo, la
afirmacion no es correcta, puesto que, en la
definicibn de méaxima verosimilitud, la
realizacion del estimador debe caer en el espacio
paramétrico. Pero la realizacion de la estadistica
Rn/x puede ser fraccional y no califica para ser
estimador de maxima verosimilitud de N.
Shao (2003, pag. 277) nos proporciona el
estimador de maxima verosimilitud correcto de
N, que es N,;,, = [Rn/x] donde [a] denota la
parte entera de a. Ademas, al tener en cuenta la
propiedad creciente y decreciente de L(N) nos
lleva a tener dos candidatos para ser el estimador
de maxima verosimilitud de N: [Rn/x] y
[Rn/x] + 1. Para verificar cuando el estimador
de méxima verosimilitud es de hecho [Rn/x]
recuérdese que D(N)<1 si N > Rn/x.
Ademas, se puede ver que [Rn/x] + 1 > Rn/x,
entonces D([Rn/x] + 1) < 1 por lo que L([Rn/
x] +1)/L([Rn/x]) < 1. Asise concluye que:
L([Rn/x] +1) < L([Rn/x]) . (2)
Ademas, se puede concluir que [Rn/x] es el
Unico estimador de maxima verosimilitud ya
que en (2) nunca se puede tener la igualdad.
Hanwen Zhang proporciona un ejemplo al
suponer R =5, n=4y x = 3, para este caso
[Rn/x] = [6.67] = 6 que es el estimador de
méaxima verosimilitud como se ve en la figura.
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Figura 1.
Estimacién de R

Ahora supdngase que el parametro de interés es
R, el numero de individuos con alguna
caracteristica especifica en una poblacion de
tamafio N, y en una muestra de tamafio n, x
individuos con esta caracteristica  son
seleccionados. Nuevamente al considerar la
funcién de verosimilitud como una funcion de R,
al ser éste el parametro de interés, esto es

(69 s
s
()
Nuevamente se calcula el cociente D(R) =

L(R)/L(R + 1) y se observa en qué valores de
R, D(R) > 1y paraqué valores, D(R) < 1. Asi

(9] G
(R; 1) (Nr—ll_t; 1

Que es equivalente a

L(R) =

D(R) = > 1.

DN) = R+1-DWN-B _
(R+1D)(N—R-n+x)

Que asu vez es equivalentea (R + 1 — x)(N —
R)>(R+1)(N—R—n+x). Por lo que
D(R) >1siysolosiR> (x(N+1) —n)/n,
es decir, L(R) disminuye para enteros mayores
que (x(N+1)—n)/n e incrementa para
enteros mayores que (x(N + 1) —n)/n, lo que
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llevaria a que Ry, = (x(N + 1) — n)/n, pero
esto es verdad solo si (x(N + 1) —n)/n es un
entero y en el caso que D(R) = 1, entonces

L <x(N +n1 — n)) 1 <x(N +n1 -n) N 1)

y el estimador de méxima verosimilitud puede

N+1- N+1- ;.
ser X - ) o X - ™) + 1y no es Gnico.
Sj x(N+1-n)

no es un numero entero, los valores
.. N+1-
de R que maximiza L(R) es [Q] 0

[@] + 1 considerando que el estimador
de R debe tomar valores en el conjunto de los

nameros enteros. Sin embargo, nuevamente por
el argumento anterior, se puede afirmar que

e N (e

x(N+1-—n)

ya que
x(N+1—n) < x(N+1—n)
n n ’
y en este caso,
_[x(N+1-n) 1o x(N+1)
Mv — n - n
Resumiendo, se tiene que
Ry
x(N +1) ,x(N+1)
— 1, si ——— es un entero
n n
x(N+1) ,x(N+1)
= _, SI ——— es un entero
n n
x(N+1) Cx(N+1)
n , Sl n no es un entero

Hanwen Zhang proporciona unos ejemplos al
suponer N = 19,n = 5 y x = 2, para este caso
(x(N + 1))/n = 8 que es un entero, por lo que
el estimador de méaxima verosimilitud de R
puede ser 7 u 8 como se ve en la figura, es decir,
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el estimador de maxima verosimilitud para R no
es Unico en este caso.

Ahora al suponerque N =20,n =15y x = 2,
entonces (x(N +1))/n=284, asi que el
estimador de maxima verosimilitud de R es
[8.4] = 8 como se ve en la figura.
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Figura 2.
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Conclusiones

Lo que se pretendi6 con esta exposicion
fue presentar las estimaciones de maxima
verosimilitud en la distribucion hipergeométrica
y observar que dado que los parametros
manejados Ny R son ndmeros enteros se debe
hacer un analisis alternativo al método de la
segunda derivada, para determinar en que valores
de N y R la funcién de verosimilitud alcanza su
méaximo, puesto que la funcién de verosimilitud
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de la hipergeométrica es discreta en las variables
NYyR.
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