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Resumen

En este trabajo hablaremos un poco de la Teoria Difusa en Probabilidad. Definimos un conjunto difuso, nimero difuso y
los ov—cortes, para trabajar la aritmética de los nimeros difusos a través de oc—cortes y aritmética de intervalos. Ya que
tenemos bien definidas nuestras operaciones y conjuntos, podemos abordar las funciones. Después definimos nuestro
espacio de probabilidad, independencia de conjuntos y también aplicamos la regla de Bayes. Finalizando con un ejemplo

en el que se trata de ilustrar todo esto dltimo.
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1. Introduccion

Consideremos la siguiente situacién: un conjunto X =
{x1,...,x%,} y P una medida de probabilidad definida
sobre todos los subconjuntos de X, con P(x;) = a,
1<i<n 0<ag <1ly¥Y! a =1 vemos que X
y P forman una distribuciéon discreta, en la practica
estos «@; son conocidos y muchas veces estimados o
propuestos por expertos. Suponiendo que algunos de
éstos valores a; son inciertos, lo que buscamos es modelar
ésta incertidumbre. Para ello estudiaremos primero la
Teoria Difusa y después desarrollaremos los conceptos
necesarios para la probabilidad difusa.

2. Teoria Difusa

Para iniciar con la teoria difusa es necesario dejar claro
sobre qué conjunto vamos a trabajar. Si £ es un conjunto,
un subconjunto difuso A de Q esta definida por esta
funcién de pertenencia, denotada porA(x), con valores en
[0, 1] para todo x € Q. Asf, A(x) es una funcién que va de
Q al intervalo [0, 1]. Si A(xo) = 1, entonces decimos que
xo pertenece a A, si A(x1) = 0 decimos que x; no pertenece
a A,y siA(xy) = 0.6 decimos que el valor de pertenencia
de x; en A es 0.6. Cuando A(x) es siempre igual a uno o a
cero tenemos un subconjunto crisp (no-difuso) de Q. Para
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todos los conjuntos difusos B,C, ... usamos B(x),C(x),...
para los valores de la funcién de pertenencia en x.

2.1. Nuameros difusos. Un nimero difuso de forma
tridngular P estd dado en la Figura Es solo parcialmente
especificado por tres nimeros 1.2, 2 'y 2.4 desde el grafico
en [1.2,2] y [2,2.4], no es un segmento de linea recta.
Para ser un ndmero difuso de la forma tridngular se
requiere que la grafica sea continua y: (1) mondtonamente
creciente en [1.2,2] y (2) monétonamente decreciente en
[2,2.4]. Para un nimero difuso de la forma tridngular P
usamos la notacion P =~ (1.2,2,2.4) para mostrar que éste
es parcialmente definido por tres nimeros 1.2, 2y 2.4 con
vértice (valor de pertenencia 1) en x = 2.

2.2. «-cortes. Los a-cortes, son cortes a través de
un conjunto difuso que produce conjuntos regulares (no
difusos). Si A es un subconjunto difuso de €, entonces un
a-corte de A, denotado por A[«] estd definido como:

Alo] = {x € QA(x) > a}, )

para todo 0 < o < 1. El & = 0 corte 0 A[0] puede definirse
por separado.

Sea N el nimero difuso de la Figura 1. Entonces
N[0] = [1.2,2.4]. Note que usando la ecuacién [1| para
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Fig. 1. Ndmero difuso: (1.2/2/2.4)

definir N[0] obtendriamos N = todos los niimeros reales.
DE manera similar, en la Figura 2 N[0] = [1.2,2.4]. Para
cualquier conjunto difuso A, A[0] es llamado el soporte, o
base, de A.

El ndcleo de un ndmero difuso es el conjunto de
valores donde los valores de pertenencia son igual a uno.
Si N = (a/b/c) o N =~ (a/b/c), entonces el nicleo de N
es el punto b.

Para un nimero difuso Q, sabemos que O[] es un
intervalo cerrado y acotado para 0 < o < 1. Escribiremos
esto como:

Ola] = [g1(a),q2(a)],
donde g¢gi(ct) (g2(@)) es una funcién creciente
(decreciente) de o con g (1) < ga(1).

2.3. Aritmética difusa. Si A y B son dos ndmeros
difusos podemos sumarlos, restarlos, multiplicarlos y
dividirlos. Para estas operaciones usaremos la aritmética
de intervalos y los a—cortes.

Sabemos que los a—cortes son intervalos cerrados
y acotados, asi sea A[a] = [aj(a),ax(a)], Bla] =

[b1(a),ba(c)]. Entonces si C = A + B tenemos
Cla] = Alo] + Bla].

Calculando C = A — B obtenemos

para todo & € [0, 1].

También paraC = A - B

Y cuando C = %, siempre que el cero no pertenezca
a B|o] para todo «,

24. Funciones Difusas. Una funcién difusa es un
mapeo que va de los nimeros difusos a los nimeros
difusos. Escribimos H(X) = Z para una funcién difusa
con una variable independiente X. Usualmente X serd
un nimero difuso tridngular obteniendo también a Z un
ndmero tirdngular difuso.

Para dos variables independientes tenemos
H(X,Y) = Z. De dénde provienen estas funciones
difusas? Usualmente son extenciones de funciones de
valor real. Sea £ : [a,b] — R. Esto significa que z = h(x)
para x € [a,b] y z un ndmero real, & : [a,b] — R se
extiende a H(X) = Z de dos formas: (1) el principio de
extensién, o (2) usando los a—cortes y aritmética de
intervalos.

Todas las funciones que usamos tienen un algoritmo
que, utilizando un ndimero finito de sumas, restas,
multiplicaciones y divisiones, pueden evaluar la funcién
con la precision requerida. Estas funciones se pueden
extender usando «a—cortes y aritmética de intervalos,
a funciones difusas. Sea h : [a,b] — R una de tales
funciones. Entonces su extension H(X) = Z, X € [a,b]
se realiza, usando aritmética de intervalos, mediante la
relacion h(X[a]) = Z[a], a € [0,1]. Ingresamos el
intervalo X[a]|, realizamos las operaciones aritméticas
necesarias para evaluar & en este intervalo, y obtenemos
el intervalo Z[ot]. Luego, juntamos estos @—cortes para
obtener el valor de Z.

3. Probabilidad Difusa

Sea X = {xi,...,x,} un conjunto finito y sea P una
funcién de probabilidad definida sobre los subconjuntos
de X con P{x;}) =a;, 1 <i<n, 0<a; <1 para
toda i y Y ;a; = 1. Entonces, X y P forman una
distribucién de probabilidad discreta. Los a; pueden
ser no todos inciertos, algunos pueden conocerse con
exactitud y se dan como un nimero crisp (real). Si esto

pasa, seguiremos escribiendo a a; como un nimero difuso.

Si alguna probabilidad a; ha sido estimada a través
de datos o expertos, se usard un nimero difuso para esta
probabilidad. Escribimos P para P difusa y tenemos
P{x})=a,1<i<n0<aG<1,1<i<n.

Ahora la reestriccion que pondremos sobre los
valores d; es: existe a; € g;[1].

3.1. Probabilidad. Sean A y B subconjuntos (crisp)
de X. Encontraremos P(A) y P(B) con aritmética
difusa. Cualesquiera que sean los valores de a; en g;[¢(]
debemos tener a; + ...+ a, = 1. Esta es la base de



nuestra aritmética difusa restringida. Supongamos A =
{x1,...,x¢}, 1 <k < n, entonces definimos

k
P(A) = {za,ws} @)
i=1

para0 < o < 1 donde S ={a; € @;[a],1 <i<n,Y}  a;=
1}.  Esta es nuestra aritmética difusa restringida.
Notemos que primero elegimos una distribucién de
probabilidad discreta para los a-cortes antes de calcular
una probabilidad en la ecuacién (). Y también que
P(A)[a] no es la suma de los intervalos a;[a], 1 <i <k
usando aritmética de intervalos. Ahora mostramos que
P(A)[a] son los a-cortes de un nimero difuso P(A).
Primero necesitamos algunas definiciones.

Definimos

n
S= {(xla‘”axn”xi ZOparatoda i’zxi = 1}
i=1

L

y también
Dom[a] = <ﬁdi[(x]> ns 3)
i=1

para0 < a < 1. En primero tenemos el producto de
n intervalos cerrados que producen un “rectingulo” en
un espacio n-dimensional que luego se intersecta con el
conjunto S. Ahora definimos una funcién f sobre Dom|co(]
a los nimeros reales como

n
f(ala"'7an)zzai7 (4’)
i=1
para (ay,...,a,) € Dom[a], f es continua, Dom[a] es

conexo, cerrado y acotado; lo que implica que el rango
de f es un intervalo cerrado y acotado de niimeros reales.
Definimos

] = f(Dom|a])

para 0 < o < 1. Pero, de la ecuacién @, vemos que

para todo a. Por lo tanto IP(A) es un nimero difuso ya
que estd normalizado. (P(A)[1] # 0).

Ahora podemos argumentar que:
1. SiAUB =0, entonces P(A) + P(B) > P(AUB).

2. SiAC By P(A)[a] = [pg (@), pa, ()] y P(B) =
[Py, (@), Py, (0t)], entonces py, () < pp, () para i
1,2y0<a<l.

3. 0<P(A) <1 para todo A con P(0) =0, P(X) =1
crisp “uno”.

4. P(A) + P(A") > 1, crisp “uno”, donde A’ es el
complemento de A.

5. CuandoANB=0,P(AUB) <P(A)+P(B)=P(AN
B).

3.2 Probabilidad Condicional Difusa. Sean
A={x1,..., x5} yB={xs,...,xp} paraa <l <k<m<n,
de manera que A y B no son disjuntos. Queremos definir
la probabilidad difusa de A dado B y usaremos la notacién
P(A|B). Presentamos dos definiciones, sin embargo
trabajaremos con la primera.

Nuestra primer definicion es:

k
— . a;
p(aB) = § =% g\
Z,’:] ai
En esta primer definicién, el numerador es la suma
de los a; que se encuentran en la intersecciéon de A y B,

mientras que el denominador es la suma de los a; que
pertenences a B.

La segunda definici6n es:

_ P(ANB
p(ap) = LAOB)
IP(B)

Debido a la aritmética difusa, esta probabilidad pues
de salirse del intervalo [0, 1], mientras que la primer
definicién siempre produce una probabilidad difusa en
[0,1].

3.3. Independencia Difusa. Existen varias formas de
presentar la independencia de dos conjuntos, aqui solo
mostraremos dos y trabajaremos solo con la segunda.

Sean A y B eventos, diremos que son fuertemente
independientes si

P(A|B) = P(A),

P(B|A) = P(B).

Como las igualdades de las ecuaciones anteriores son
dificiles de satisfacer tenemos una definicion alterna. Se
dice que A y B son debilmente independientes si

P(A|B)[1] = P(A)[1]

P(BJA)[1] = P(B)[1].

En esta dltima definicidn solo requerimos la igualdad
para el niicleo de los nimeros difusos. Y ademds notamos



que si se tiene independencia fuerte se tiene entonces
independencia débil.

La segunda defincién de independencia se sigue
como en el caso crisp (real). Se dice que A y B son
independientes si

P(AUB) =P(A)P(B).

Debido a la multiplicacién difusa, trabajamos con la
primera definicién ya que seria dificil obtener la igualdad
de la segunda definicidn.

3.4. Formula de Bayes Difusa. Consideremos A4;, 1 <
i < m, una particién de X = {xj,...,n}. No conocemos
la probabilidad de estos eventos pero si conocemos la
probabilidad condicional de A; dado el estado natural.
Existe un conjunto finito de eventos aleatorios, también
llamado de estados naturales, . = {Si,...,Sk} sobre el
que no tenemos control, pero lo que si sabemos es

aix = P(Ai|Sk),

paral <i<my 1l <k<K. Siel estado natural S,
entonces los a;; dan las probabilidades de los eventos A;.

Los ay = P(S;), 1 < k < K, son llamados la
distribucién de probabilidad a priori sobre los estados
naturales y son estimados por los expertos. De estas
estimaciones construimos probabilidades difusas d.

La probabilidad de que el estado Sj esté en vigor,
dada la informacién de que el resultado A; ha ocurrido,
esta dado por

P(A;|Sk)P(Sk)
i P(A;|SK)P(Sk)
para 1 <k < K. LaP(Si|Aj) = aj, | <k <K, esla

distribucion de probabilidad a posteriori sobre los estados
naturales.

P(Sk|Aj) =

&)

Usando los a;; y la distribucién a priori ai, podemos
calcular IP(4;) como

K
Z (AilSo)P

para 1 <i<m. Siel evento A; ha ocurrido podemos
actualizar la informacién y vamos de la a priori a la a
posteriori, obteniendo asi una mejor estimacién de las
probabilidades para A; como

>

P(A) =Y P(Ai|S)P(SkIA)),
=1

paral <i<m.

Ahora haciendo los cambios necesarios y suponiendo
que A; ha ocurrido, los a—cortes de la distribucion de
probabilidad difusa son

- ajray
P(SklAj) =4 <g=——IS ¢,
/ Y& ajar
para 1 < k < K, donde S = {a € @foa],1 < k <
KYK a=1}.

Un método alternativo para el calculo de la férmula
de Bayes difusa es sustituir los nimeros difusos P(S;) =
di en la ecuacién (3) y calcular el resultado. Aunque
corremos el riesgo de producir un nimero difuso fuera del
intervalo [0, 1].

4. Ejemplo

Este es un ejemplo numérico con el que tratamos de
ilustrar cémo una probabilidad difusa IP(A;) cambia de a
priori difusa a posteriori difusa. Supongamos que solo hay
dos estados naturales S; y S» con probabilidades difusas
a priori p; = P(S1) = (0.3/0.4/0.5) y pr = P(Sy) =

(0.5/0.6/0.7).  También hay solo dos condiciones
conocidas p;; = P(A;]S1) = 0.2, p21 = P(A2]S1) =0.8,
P12 = IP(A1|S2) =0.7 Yy p2» = ]P(A2|Sz) = 0.3. Primero

encontremos la probabilidad difusa P(A;) usando la
probabilidad a priori difusa. Estos ¢-cortes son

P(A))[a] = {(0.2)p1 +(0.7) p2| S} (6)

donde S = p; € pi[a], 1 <i<2, p;+ pr = 1. Evaluamos
facilmente en la ecuacion (6) y obtemos el nimero
triangular difuso P(A;) = (0.41/0.50/0.59).

Ahora supongamos que tenemos informacién de que
el evento A; ocurrira. Necesitamos obtener P(S]A;) y
P(S,|A;) para la férmula de Bayes difusa en la seccién
3.5. Primero calculamos

(0. 2)171 }
P(S|A —— S
(0.7)p2 }
S$H|A —_—S
F(S2/an)(e) = {(0 D1+ O07)ps
donde S = p; € pi[a], i = 1,2, pi+p2 = 1. Ambos
o-cortes son féciles de encontrar.  Sea pi[a] =

[pin(@), (@), para i = 1,2. Entonces P($1/d1)[a] =
(0.2)py; (@) (0.2)p1r(a)

0.2)p11 (@) +(0.7)p22(@)* (0.2)p12(c)+(0.7) p2r (00) y
. (0.7)p21 () (0.7)px(0)
P(S21A1)[a] = [(ozmz( 102 @ 02 (e) -0 7p2(@)
para todo o

B(s1]A1)[] = [g:ggﬂmxa) 0.10—

(0.02)()
—(0.05)(ax)” 0.45+0.05(cx) ]



~ [0.35+(0.07)(ax) 0.49—(0.07)(cx)
10454 (0.05)(cx)’ 0.55—0.05(cx)

P(S2/A1)[a]

Ahora podemos calcular P(A;) wusando las
probabilidades a posteriori. Tenemos q-cortes

(0.2)P(S1|A1)[e] + (0.7)P(S2]A1) ]

Fig. 2. P(A) usando la distribucién difusa a priori.

La grifica de P(A;) usando la a priori difusa se
muestra en la Figuray IP(A1) de la a posteriori difusa se
muestra en la Figura[3] El nimero difuso en la Figura[2]es
el ndmero triangular difuso (0.41/0.50/0.59). El nimero
triangular en la Figura[3|no es un nimero difuso.

Fig. 3. P(A1) usando la distribucién difusa a posteriori.
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