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Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio y aplicacién de los modelos VAR (andlogo multivariado de los Procesos Auto-
regresivos) que involucra al PIB trimestral de las actividades primarias (AP), secundarias (AS) y terciarias (AT), reg-
istradas entre 1993 y 2019. Se considerard a la estimaciéon por minimos cuadrados y asi mismo se presentardn algunos

prondsticos a futuro.
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1. Introduccion

En esta seccién se presentard la definicién de series
de tiempo multidimensionales, las caracteristicas y
propiedades de los procesos autorregresivos vectoriales
(VAR), ademads se dardn a conocer qué suposiciones son
necesarias para el estudio y modelacién de estos.

Las siguientes definiciones son fundamentales para
el estudio de los proceso VAR.

Definicion 1.
Un proceso estocdstico miltiple es una funciéon

y:ZxQ — Rk

medible con respecto a la sigma lgebra de Borel en R¥

Definicion 2. Una serie de tiempo multidimensional es
considerada como una realizacion o una parte finita de una
realizacién de un proceso estocastico.
Una serie de tiempo multiple consiste por ejemplo, de
vectores de la forma (y; (@), ...y (®)).
El objeto de estudio es el modelo autorregresivo

vectorial de orden p (VAR(p))

Vi=V+AY 1+ FAY—ptu, t=0£1£2,... (1)

donde y; = (Yis, -+ Vir ), es un vector aleatorio, las matrices

A; (con i = 1,2,...,p) son las matrices (k X k) de
. ! .

coeficientes , v = (vy,...V,) es un vecor fijo (kx 1)y
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finalmente u; = (uy,, ..., ux ) €s un proceso de ruido blanco,
esto es, E(u;) = 0, E(up,u; ) = X, y E(u,us ) = 0 para
s#tL.

Equivalentemente, podemos escribir

Y, =v+AY, 1+ U, (2)
donde
Yt

Yi—1
YI = N )

Yt—;H—l

v

0
vi=1|.]1,

0

U

0
U[ = K

0

Ay Ay - Ap1 Ap

I, 0 0 O
A= 0L~ 0 O

Definicion 3. Se dice que el proceso Y; es estable si
det(Ixy —Az) #0 3)

para |z] < 1.
Luego, su vector de media de (Y;) es

pi=E) =y —A)"'v @
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y las autocovarianzas estdn dadas por

Iy(h) =Y A"'5y (A, )
=0

donde Xy := E(Uy, U,'). Considerando a la matriz,
J:=[:0:...:0], 6)

de dimensién (K x Kp), el proceso puede ser escrito
como y; =JY;.

El polinomio (Ix, —A;) =det(l[y —Az—---—A,ZP),
se conoce como el polinomio caracteristico del proceso
VAR(p). Ademids, se dice que el proceso (??) es estable
si el polinomio caracteristico no tiene raices en y sobre el
circulo unitario complejo. Es decir, y; es estable si

det(Iy —A1z1 — ... —ApzP) #0 para |z <1 (7)

Esta condicidn es llamada condicién de estabilidad.

A continuacién se enuncia una definicién que
complementa a la idea de estabilidad y dard pie a
que los estimadores considerados mds adelante tengan
propiedades deseables, tales como: consistencia y
distribucién normal.

Definicion 4. (Proceso estacionario) Un proceso
estocdstico es estacionario si su primero y segundo
momentos son invariantes, esto €s, si

E(yt) = :u'a
E[(yi — 1) - — 1) ] = Ty(h) = Ty(—h)

paratodory h=0,1,2,....
La siguiente Proposicién relaciona a las dos caracteristicas
asociadas a los procesos VAR.

Proposicion 1. (Condicién de estacionariedad) Todo pro-
ceso VAR(p) estable (y;), es estacionario.

2. Estimacion

Se asume que una serie multiple K-dimensional yy,...,yr
con y;, = (Yir,...,Vk) estd disponible y que es generada
por

Vi=VHAYy 1+ Ayt (8)

ademds, Vv,Aq,...,A, y X, se suponen desconocidos,
motivo por el cual deseamos estimar un proceso VAR(p).

2.1. Estimacion multivariada por minimos cuadra-

dos. En esta seccion se discute la estimacién multiple

por minimos cuadrados (LS). Se considera el estimador

obtenido para la forma estidndar (??) de un proceso

VAR(p) y se enuncian algunas propiedades del estimador.
Para esto, consideramos

Y:(yla"'vyT) (KXT)v
B=(V,A1,...,A)) (Kx(Kp+1)),
Z=(2p,....,Zr-1) ((Kp+1)xT),
U= (u,...,ur) (KxT),
y=vec(Y) (KT x1), ©)
B =vec(B) ((K’p+K)x1)
b=vec(B') ((K*p+K)x]1)
u=vec(U) (KT x1),
1
z=| 7" | (kp1)x),
Vt—p+1

aqui vec es el operador de apilamiento de columnas.
Entonces el modelo VAR(p) puede ser escrito de
forma compacta como

Y=BZ+U (10)
o
y=(Z' xIx)B+u (11)
Note que la matriz de covarianza de u es
L, =IrQL,. (12)

Por lo tanto, la estimacién LS multivariada de 8 se basa
en elegir el estimador que minimiza

S(B) =Y (o=, Yy +B (ZeIx) (1%, ) (Z @ Ix)B

—2B'(Z®Ix)(Ir @ ®%; )y,
(13)

consecuentemente, el estimador LS es
B=((zz) "' ox;'y)
=((zZ))'z®Ik)y.

Y también puede ser escrito como,

(14)

B=YZ (27!
= (BZ+U)Z'(zZ')7! (15)
=B+UZ(zZ")7".
Como las propiedades de muestras pequefias del
estimador LS son dificiles de derivar analiticamente, se
refiere a las propiedades asintéticas. La consistencia y la

normalidad asintética del estimador LS se establecen en lo
siguiente.



Proposicion 2. (Propiedades asintéticas del estimador
LS) Sea y, un proceso VAR(p) K—dimensional estable,
con error de ruido blanco estdndar, B=YZ'(ZZ')" es el
estimador LS de los coeficientes B del proceso VAR. En-
tonces

plimB = B (16)

y
VT(B—B)=VTvec(B—B) % 4 (0, ' ®%,), (17)

donde T = plimZZ'|T, plim denota convergencia en

probabilidad y 2 denota convergencia en distribucion.

Para evaluar las propiedades asintdticas del
estimador LS, necesitamos conocer (0 al menos estimar)
I'y X,. Un estimador consistente de I" es [?]

r=2z7T. (18)

Como X, = E(u;u,), un estimador plausible para esta
matriz es [?]

Y, = %(Y—E‘Z)(Y—E)/. (19)

A menudo se desea un ajuste de grados de libertad.
Entonces puede considerarse el estimador [?]

- T ~
=—>,. 20
= Ry 20)
La siguiente proposiciébn permite conocer

propiedades asintéticas importantes, de los estimadores
Xy Xy

Proposicion 3. Sea y, un proceso VAR(p) es-
table K—dimensional con innovaciones de ruido blanco
estandar y B un estimador de B tal que \/Tvec(B — B)
converge en distribucion. Ademds sea

Y=(Y—-BZ)(Y-BZ) /(T —c),
donde c es una constante fija. Entonces

plimVT(Z, —UU'/T) =0
Es decir, los estimadores ¥, y X, tienen las mismas
propiedades asintéticas que el estimador

uu’
T

2y

y son estimadores consistentes de X,. Este resultado se
establece en el siguiente corolario:

Corolario 1.  Bajo las condiciones de la proposicion
anterior, se tiene que

plim¥, = plimE, = plim(UU'/T) =%, (22)

2.2 Estimacion por Maxima Verosimilitud.
Suponiendo que la distribucién del proceso es conocida,
la estimaciéon de maxima verosimilitud (ML) es una
alternativa a la estimacén de LS. Consideraremos la
estimaciéon ML bajo la suposicién de que el proceso y; es
Gaussiano. Aqui la funcién log-verosimilitud es

mL(p,e.%,) = —Xlim2r — Lin|z,| — Ler[(Y0 -
AX)'Z (Y0 — AX)]

donde YO = (yl — U,y — IJ')’ A= (Al7'“ 7A[7)
y o =vec(A).

Para determinar los estimadores ML de i, & y ¥, se
necesita el sistema de derivadas parciales de primer orden

dinL . _
o = lk-AGeRE [Z (V- —AY}’_I)} (23)
t
yr—H
donde, ¥ = y j:=(1,---,1) es un vector

Ye—p+1 —H
(px 1) de unos.

dlnL

S = (Xery-p) - (Xx'er, e 24
all’lL_ T —1 1 1 0 0 ! -1
oy, = 3% T3% (Y?—Ax) (v’ -AXx) %, ',

(25)
dondey:=vec(Y),p=(t',---,u').
Igualando a cero el sistema de ecuaciones, se
obtienen los estimadores ML para la media, las matrices
de coeficientes y la matriz de covarianza de u

1 ~\ 7! ~
h== (IK —ZAz) Y <yt _ZAiyt—i> , (20
7 i

t
Q= <(§Z§Z’)15?®IK) (v—H), @7)
T, = % (170 —K;?) ()70 —X)'Z) , (28)

donde X y Y? son obtenidos de X y Y0, respectivamente
reemplazando ( por f.

Comparando los resultados con los estimadores LS
obtenidos, resulta que los estimadores ML de U y «
son semejantes a los estimadores LS. Por lo tanto
y @ son estimadores consistentes si y, es un proceso
VAR(p) Gaussiano estable y vT (i — ) y VT(& — )
son asintéticamente normalmente distribuidas. Ademas la
matriz de covarianza de la distribucién asintética de los
estimadores de ML es el limite de T multiplicado por la
matriz de informacidn inversa [?].

Las propiedades de los estimadores descritos
anteriormente se resumen en la siguiente proposicién



Proposicion 4.  Sea y, un proceso VAR(p) Gaussiano
estacionario y estable, entonces los estimadores o, oy
6 =vec(X,) ML son consistentes y

VT la@—a| 5[0, l0 55 o], @9
6—0’ 0 0 26'

asi que [l es asintoticamente independiente de ayr,ya
es asintéticamente independiente de [l y X,,. Las matrices
de covarianza son

—1 —1

L= (k-YaA| E(k-YA (30)
1 1

Y =Ty(0) 'z, (31)

Y5 = 2D} (2, ®%,)D} (32)

(Donde D} es la matriz de duplicacion y D,ng =
/

(DkDg)~'D'x)

Se pueden estimar consistentemente reemplazando las

cantidades desconocidas por sus estimadores de ML y es-

timando Ty (0) por XX'/T.

Dem. La demostracién puede verse en [?] . [ ]

3. Aplicacion del analisis de series de
tiempo multiples

Se denomina Producto Interno Bruto o PIB al valor total
de todos los bienes y servicios finales producidos en una
economia en un periodo de tiempo definido y estimado
en unidades monetarias [?]. Cuando se habla de bienes y
servicios finales, se hace referencia a aquellos que compra
el consumidor final.

En este trabajo se hace un andlisis de la serie de
tiempo multiple que involucra al PIB trimestral de las
actividades primarias (AP), secundarias (AS) y terciarias
(AT), registradas entre 1993 y 2019; con el objetivo de
elegir un modelo estadistico para la predicciéon de datos
de las mismas, usando el método de Box-Jenkins [?], con
ayuda de Matlab.

La Figura ?? muestra el grafico de las tres variables
con las que se trabaja, es posible observar que las
tres series presentan tendencia y no oscilan alrededor
de un valor constante, en consecuencia no presentan
estacionariedad. No obstante, con ayuda de Matlab se
hizo la prueba de Dickey-Fuller aumentada que comprob6
que en efecto la series son no estacionarias, por lo que se
procedid a aplicar logaritmos a las series, como se puede
ver en la Figura ??.

Gréficamente se puede observar que la varianza se
ha estabilizado; pero las tres series siguen mostrando
una tendencia creciente y ademds, la serie no oscila

Datos Originales.

Producto Intero Bruto

Fig. 1. Gréfica del PIB trimestral de las actividades primarias,
secuandarias y terciarias, para el periodo de enero de
1993 a diciembre del 2019.

Producto Int

Fig. 2. Gréifica del logaritmo del PIB trimestral de las activi-
dades primarias, secundarias y terciarias, para el periodo
de enero de 1993 a diciembre del 2019.

alrededor de un valor constante. Es decir, no son
estacionarias; lo que se confirma al emplear nuevamente
la prueba de Dickey-Fuller aumentada. Para eliminar la
no estacionariedad se hizo una segunda transformacion
aaplicando primeras diferencias a los datos que ya habian
sido transformados y como resultado se obtuvieron los
datos observados en la Figura 2?.

Notamos ahora que las series muestran un mejor
comportamiento, a partir de la Figura 4.3 se puede
apreciar que los valores de las series tienden a oscilar
alrededor de una media constante y la variabilidad con
respecto a esa media también permanece constante en el
tiempo, es decir, las tres series son ahora estacionarias.
Para ratificar esto se recurrid nuevamente a la prueba
de Dickey-Fuller aumentada, la cual nos constata que
las tres series satisfacen la condicién de estacionariedad
requerida.

Se propuso primero un modelo de orden p=1. Los
criterios de seleccion de orden indican los siguientes
resultados, AIC=-1000.6, BIC=-969.105, en donde AIC
es el criterio de infromacién de Akaike y BIC es el criterio
de informacién bayesiano [?]. Para la diagnosis del
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Fig. 3. Gréfica de las primeras diferencias del logaritmo del PIB
trimestral de las actividades primarias, secundarias y ter-
ciarias, para el periodo de enero de 1993 a diciembre del
2019.

modelo se hizo primero la prueba de Portmanteau [?], la
cual indicé6 que los residuos no estan autocorrelacionados.
Luego se hizo uso de la herramienta Q-Q plot (Figura ??)
para la comprobacién de la normalidad de los residuos,
donde grificamente se observa que el conjunto de datos
estd distribuido sobre la linea recta, lo que sugiere que
los datos se distribuyen normalmente; por otro lado, al
realizar la prueba de Shapiro-Wilks, se obtiene que los
residuos no tiene una distribucién normal.

Fig. 4. Q-Q plot de los residuos para el modelo VAR(1).

A partir de las estimaciones, este modelo se puede
escribir como:

0.05607
y=| 0.013184
0.02532
—0.68437 —0.056522 —0.10646
+ | 0.42613 0.075018 0.3197 Vi-1-
—1.0385 0.45033 —0.1532

Por lo anterior se recurrié a un modelo de orden p=2,
los resultados obtenidos se muestran en la figura ??, la
cual incluye las estimaciones de los pardmetros, con los
correspondientes errores estandar y p-valores.

Los criterios de seleccion de orden devuelven los
siguientes resultados, AIC=-1052.59 y BIC=-997.674; en
este caso los valores obtenidos son menores en el modelo
VAR(2) respecto al modelo VAR(1). Al estudiar los
residuos, la prueba de Pormanteau indica que no hay
autocorrelacion entre ellos.

Fig. 5. Estimacion usando el modelo VAR(2).

De forma similar al procedimiento anterior, se
recurrio6 a la herramienta Q-Q plot (Figura ??), se observa
que los datos se ajustan a una distribucién normal pues
los datos se distribuyen sobre la linea recta, por otro lado,
de la prueba de Shapiro-Wilks se obtiene que en efecto
los residuos tienen una distribucién normal. El modelo
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Fig. 6. Q-Q plot de los residuos en el modelo VAR(2).

resultante queda escrito como:

0.010393
yr=1| 0.0049179
0.013732
—0.61416  0.020022 —0.02934
+ | —0.031053 0.025708  0.23597 Vi1
—1.4408 0.67415 0.016638



—0.27151  0.12873 0.095684
+ | 0.63235 —0.058705 0.00075403 | y;—».
2.0562 0.024355 0.19916

A partir de los resultados obtenidos del anélisis de
los modelos, se puede decir que los resultados del modelo
VAR(2) mejoran respecto al modelo VAR(1), pues los
valores resultantes de los criterios de seleccioén de orden
son menores en el modelo VAR(2), y ademads, el modelo
VAR(2) si satisface la normalidad en los residuos.

Por lo anterior se eligié trabajar con el modelo
VAR(2).

Para los prondsticos se omitieron los dltimos cuatro
trimestres con el propdsito de comparar los datos reales
con los datos pronosticados. Ademads, se pronosticaron
cuatro trimestres futuros mas, de los cuales no se conocia
alguna informacién. A continuacién se muestran en la
Tabla ??, los errores relativos, expresados en millones
de pesos, para las tres variables; en la Tabla ?? se
presentan los cuatro prondsticos futuros y finalmente las
grificas que comparan los datos reales con los datos
pronosticados. Cabe mencionar que en los resultados
presentados, las transformaciones que se hicieron a los
datos para conseguir la estacionariedad requerida, ya han
sido invertidas.

[ Trimestre | PIB AP | PIB AS | PIB AT |

T1 19 0.42693 | 0.04401 | 0.09467
T2 19 0.14156 | 0.06749 | 0.0927
T3 19 0.74057 | 0.08366 | 0.12346
T4 19 0.2944 0.09073 | 0.15381
Tabla 1. Errores Relativos.
Trimestre | PIB AP | PIB AS | PIB AT
T120 1252000 | 8492000 | 17297000
T2 20 1113000 | 8711000 | 17742000
T3 20 1320000 | 8937000 | 18203000
T4 20 1175000 | 9178000 | 18694000

Tabla 2. Prondsticos a futuro.

4. Conclusiones

Se puede decir que, en general, lo errores son
pequefios. Note ademads, que los menores errores relativos
corresponden al PIB de AS, seguido de los errores
relativos del PIB AT y finalmente PIB AP, con los mayores
errores relativos.

A partir de los resultados obtenidos, se puede
concluir que el PIB de las actividades secundarias y
terciarias crece para los cuatro trimestres de 2020;
mientras que para los cuatro trimestres del mismo afo,

Pronéstico del PIB de AP
T

Fig. 7. Prondstico del PIB Actividades Primarias contra datos
reales del PIB Actividades Primarias.

Pronéstico del PIB de AS

eeeeeeeeee

Fig. 8. Prondstico dle PIB Actividades Secundarias contra datos
reales del PIB Actividades Secundarias.

Pronéstico del PIB de AT
T

Fig. 9. Prondstico del PIB Actividades Terciarias contra datos
reales de PIB Actividades Terciarias.

el PIB de las actividades primarias muestra crecimiento
y decrecimiento en distintos puntos. Lo cual de podria
indicar noticias positivas para la economia.

Se puede concluir que trabajar con un modelo
autorregresivo vectorial es relativamente facil cuando
el orden del modelo es pequefio, como en este caso.
Ademéds, se puede notar que en el caso especifico que
se trabaja aqui, los prondsticos no son tan buenos
simultdneamente, tienen un orden jerarquico respecto a la
bondad. Es posible que éste sea el precio que se tenga que
pagar por trabajar con multiples series.



A partir de lo anterior, se espera que mas adelante se

pueda analizar e investigar mds profundamente acerca de
la relacion entre la cantidad de series, el orden del proceso
y la bondad de los prondsticos.
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