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Formulación de Plebański Modifiación de Krasnov

Formulación de Plebański para la relatividad general

S [A,Σ, C] =

∫
M4

[
Σi ∧ F i[A]− Cij

2
Σi ∧ Σj +

Λ

3
Σi ∧ Σi

]
,

• Ai es una 1-forma de conexión valuada en su(2) y
F [A] = dAi + 1

2
εi jkA

j ∧ Ak es su curvatura.

• Cij es una matriz compleja, simétrica y de traza cero.

• Λ es la constante cosmológica.
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Ecuaciones de movimiento para la acción de Plebański

S [A,Σ, C] =

∫
M4

[
Σi ∧ F i[A]− 1

2

(
Cij +

Λ

3
δij

)
Σi ∧ Σj

]
,

δAi : DΣi = 0, (3× 4 = 12 ecuaciones),
δΣi : F i[A] = Ci

jΣ
j + Λ

3
Σi, (3× 6 = 18 ecuaciones),

δCij : Σi ∧ Σj − 1
3
δijΣk ∧ Σk = 0, (5 ecuaciones).
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δCij : Σi ∧ Σj − 1
3δ
ijΣk ∧ Σk = 0

5 ecuaciones para 18 variables Σi = Σi
µνdx

µ ∧ dxν .

Σi = e0 ∧ ei +
i

2
εi jke

j ∧ ek

Σ
i

= e0 ∧ ei − i

2
εi jke

j ∧ ek

que satisfacen
Σi ∧ Σ

j
= 0,

Σi ∧ Σi + Σ
i ∧ Σi = 0,

Σk ∧ Σk = 6i e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3 = −Σ
k ∧ Σk.
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Métrica de Urbantke y operador de Hodge

Se define la métrica de Urbantke para el conjunto de 2-formas
U i como:

g̃µν = εijkU
i
µαU

j
βγU

k
δν η̃

αβγδ.

El operador de Hodge sobre una k-forma
α = αi1i2...ikdx

i1 ∧ ... ∧ dxik se define como:

∗α =
| det(gij)|1/2

(n− k)!
εl1...lng

i1l1 . . . giklkαi1...ikdx
lk+1 ∧ . . . ∧ dxln
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La métrica de Urbantke usando las soluciones Σi y Σ
i
:

g̃µν = −12 det (eIα) eIµe
J
νηIJ ,

donde ηIJ = diag(−1,+1,+1,+1). Definimos

gµν = g(∂µ, ∂µ) = eIµe
J
νηIJ , eI(∂J) = δIJ ,

Usando esta métrica se obtiene

∗Σi = iΣi,
∗Σ

i
= −iΣi

.
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δAi : DΣi = dΣi + εi jkA
j ∧ Σk = 0

Suponemos que la conexión de espacio tiempo es la conexión
de spin ωI J que satisface

deI + ωI J ∧ eJ = 0,

dηIJ − ωIJ − ωJI = 0,

y tenemos

DΣi = εi jk
(
Aj − iω0j + εj lmω

lm
)

Σk

por lo tanto

Aj = iω0j + εj klω
kl
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Con

F i[A] = dAi +
1

2
εi jkA

j ∧ Ak y Aj = iω0j + εj klω
kl,

se obtiene

F i = iRoi[ω]− 1

2
εi jkR

jk[ω],

donde

RI
J [ω] = dωI J + ωI K ∧ ωK J .
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Usando

RIJ =
1

2
RIJ

KLe
K ∧ eL y F i =

1

2
F i

KLe
K ∧ eL,

se tiene:

F i
0l = iR0i

0l −
1

2
εi jkR

jk
0l,

F i
lm = iR0i

lm −
1

2
εi jkR

jk
lm.

De modo que las componentes de F i están en términios de las
36 componentes de la curvatura RIJ

KL.

RI
J ∧ eJ = 0

RIJKL = RKLIJ

RI[JKL] = 0
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Usando

RIJ =
1

2
RIJ

KLe
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1
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F i

KLe
K ∧ eL,

se tiene:
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1
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εi jkR
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Formulación de Plebański Modifiación de Krasnov

δΣi : F i = C i
jΣ

j − Λ
3 Σj =

(
C i

j − Λ
3 δ

i
j

)
Σj

Por componentes

F i
0j = Ci

j +
Λ

3
δij

F i
kl = i

(
Ci

j +
Λ

3
δij

)
εj kl

En términos de RIJ
KL

Ci
j +

Λ

3
δij = iR0i

0j −
1

2
εi lkR

lk
0j,

Ci
j +

Λ

3
δij =

1

2

(
R0i

klε
kl
j +

i

2
εi mnR

mn
klε

kl
j

)
.
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Método

• Σi∧Σj− 1
3δ
ijΣk∧Σk = 0 −→

Σi = e0 ∧ ei +
i

2
εi jke

j ∧ ek

Σ
i

= e0 ∧ ei −
i

2
εi jke

j ∧ ek

• dΣi + εi jkA
j ∧ Σk = 0 −→ Aj = iω0j + εj klω

kl

• F i[A] = Ci
jΣ

j + Λ
3
Σi −→ RIJ

KL
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Modificación de Krasnov

Partiendo de la acción de Plebański

S [A,Σ] =

∫
M4

[
Σi ∧ F i[A]− 1

2

(
Cij +

Λ

3
δij

)
Σi ∧ Σj

]
,

Krasnov considera la siguiente modificación

S[A,B, φ] =

∫
M4

{
Bi ∧ F i[A]− 1

2

[
φij +

(
Λ

3
+ Φ(φ2, φ3)

)
δij

]
Bi ∧Bj

}
• φij es una matriz simétrica de traza cero.

• φ2 := Trφ2 y φ3 := Trφ3
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Cosideramos

S[A,B, φ] =

∫
M4

{
Bi ∧ F i[A]− 1

2

[
φij +

(
Λ

3
+ αTrφ2

)
δij

]
Bi ∧Bj

}
,

• α modula el acoplamiento del término Trφ2.

• Si α = 0 recuperamos la acción de Plebański.

δAi : Bi + εi jkA
j ∧Bk = 0, (3× 4 = 12 ecuaciones)

δBi : F i[A] = φi jB
j +

(
Λ
3 + αTrφ2

)
Bi, (3× 6 = 18 ecuaciones)

δφij : Bi ∧Bj − 1
3∆ijBk ∧Bk = 0, (5 ecuaciones)

donde ∆ij = δij − 6αφij .
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Cosideramos
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Bi ∧ F i[A]− 1
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Λ

3
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δφij : Bi ∧Bj − 1
3∆ijBk ∧Bk = 0

Tomando
Bi = ai jΣ

j + bi jΣ
j
,

donde Σ y Σ son las 2-formas de la formulación de Plebański,
tenemos[
ai ka

jk − bi kbjk −
1

3
∆ij(ak lak

l − bk lbk l)
]

Σl ∧ Σl = 0.

Con Σl ∧ Σl 6= 0, las soluciones están dadas por:

ai j = ± (δi j − 3αφi j),

bi j = ± 3αφi j,

ai j = ± 3αφi j,

bi j = ± (δi j − 3αφi j)
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Encontramos 4 tipos de soluciones

1Bi =
ε1
2

[
(δi j + ∆i

j)Σ
j + (δi j −∆i

j)Σ
j
]
, (ε1)2 = 1,

2Bi =
ε2
2

[
(δi j + ∆i

j)Σ
j − (δi j −∆i

j)Σ
j
]
, (ε2)2 = 1,

3Bi =
ε3
2

[
(δi j −∆i

j)Σ
j + (δi j + ∆i

j)Σ
j
]
, (ε3)2 = 1,

4Bi =
ε4
2

[
−(δi j −∆i

j)Σ
j + (δi j + ∆i

j)Σ
j
]
, (ε4)2 = 1,
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En términos de las tétradas los 4 sectores se escriben como

1Bi = ε1

[
e0 ∧ ei +

i

2
∆i

jε
j
mne

m ∧ en
]
,

2Bi = ε2

[
∆i

je
0 ∧ ej +

i

2
εi jke

j ∧ ek
]
,

3Bi = ε3

[
e0 ∧ ei − i

2
∆i

jε
j
mne

m ∧ en
]
,

4Bi = ε4

[
∆i

je
0 ∧ ej − i

2
εi jke

j ∧ ek
]
.

∆ij = δij − 6αφij

S1[eI , Ai, φi j ] = ε1

∫
M4

[
e0 ∧ ei +

i

2
∆ijε

j
mne

m ∧ en
]
∧ F i[A]

−3i

∫
M4

(
Λ

3
− αTrφ2

)
e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3.
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En términos de las tétradas los 4 sectores se escriben como

1Bi = ε1

[
e0 ∧ ei +

i

2
∆i

jε
j
mne

m ∧ en
]
,

2Bi = ε2

[
∆i

je
0 ∧ ej +

i

2
εi jke

j ∧ ek
]
,

3Bi = ε3

[
e0 ∧ ei − i

2
∆i

jε
j
mne

m ∧ en
]
,

4Bi = ε4

[
∆i

je
0 ∧ ej − i

2
εi jke

j ∧ ek
]
.

∆ij = δij − 6αφij

S1[eI , Ai, φi j ] = ε1

∫
M4

[
e0 ∧ ei +

i

2
∆ijε

j
mne

m ∧ en
]
∧ F i[A]

−3i

∫
M4

(
Λ

3
− αTrφ2

)
e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3.
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Es fácil ver que se satisfacen las relaciones

1B
i ∧ 3B

j
= 0,

1B
i ∧ 1Bi + 3B

i ∧ 3Bi = 0,

2B
i ∧ 4B

j
= 0,

2B
i ∧ 2Bi + 4B

i ∧ 4Bi = 0.

Condiciones de realidad

Σi ∧ Σ
j

= 0, Σi ∧ Σi + Σ
i ∧ Σi = 0.
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Formulación de Plebański Modifiación de Krasnov

Definimos una métrica de Urbantke a partir de cada sector de
la solución:

g̃µν := εijk B
i
µαB

j
βγ B

k
δν η̃

αβγδ.

Aśı se obtiene que

1g̃µν = ε1 hµν ,
2g̃µν = ε2 kµν ,

3g̃µν = ε3 hµν ,
4g̃µν = ε4 kµν ,

donde

hµν = −12 det (eIα)
[
−e0

µe
0
ν + det (∆i

j)(∆
−1)ije

i
µe
j
ν

]
y

kµν = −12 det (eIα)
[
− det (∆i

j)e
0
µe

0
ν + ∆ije

i
µe
j
ν

]
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Formulación de Plebański Modifiación de Krasnov

Definimos h = hMNe
M ⊗ eN y k = kMNe

M ⊗ eN con

hMN = −δ0
Mδ

0
N + det(∆i

j)(∆
−1)klδ

k
Mδ

l
N ,

kMN = − det(∆i
j)δ

0
Mδ

0
N + ∆klδ

k
Mδ

l
N .

Cuyas inversas están dadas por

(h−1)MN = −δ0Mδ0N +
∆kl

det(∆i
j)
δMk δ

N
l

(k−1)MN = − δ0Mδ0N

det(∆i
j)

+ (∆−1)klδMk δ
N
l .
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Denotamos por ◦ al operador Hodge con respecto a la métrica
hMN y por • al operador Hodge con respecto a kMN . Entonces

◦
(
e0 ∧ ei

)
= −1

2
∆i

jε
j
mne

m ∧ en,

◦
(
ei ∧ ej

)
= εij k(∆

−1)k me
0 ∧ em,

•
(
e0 ∧ ei

)
= −1

2
(∆−1)i jε

j
mne

m ∧ en,

•
(
ei ∧ ej

)
= εij k∆

k
l e

0 ∧ el.

◦(1B
i
) = i(1B

i
),

◦(3B
i
) = −i(3B

i
),

•(2B
i
) = i(2B

i
),

•(4B
i
) = −i(4B

i
).
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2
∆i

jε
j
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◦
(
ei ∧ ej

)
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−1)k me
0 ∧ em,

•
(
e0 ∧ ei

)
= −1

2
(∆−1)i jε

j
mne

m ∧ en,

•
(
ei ∧ ej

)
= εij k∆

k
l e

0 ∧ el.
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δAi : DBi = dBi + εi jkA
j ∧Bk = 0

Usando Bi = 1
2B

i
MNe

M ∧ eN , dBi = 1
3!dB

i
MNLe

M ∧ eN ∧ eL, y

Ai = Ai
Me

M ,

1

3
dBi

MNBe
M ∧ eN +

1

2
εi jkA

j
MB

k
NLe

M ∧ eN ∧ eL = 0.

Podemos escribirla en forma matricial dB − ΞA = 0, donde

Ξ =

 0 Υ1 Υ2

ΥT
1 0 Υ3

ΥT
2 ΥT

3 0

 , con Υi matrices complejas 4× 4.

(dB)T = (dB1
123, dB

1
023, dB

1
013, dB

1
012, dB

2
123, . . . , dB

3
012)

(A)T = (A1
0, A

1
1, A

1
2, A

1
3, A

2
0, . . . , A

3
3)
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Dada la ecuación ΞA = dB calculamos

det(Ξ) = −(4 det(∆))2,

por lo que la matriz (Ξ) tiene inversa, que está dada por

Ξ−1 =

 Ψ11 Ψ12 Ψ13

Ψ21 Ψ22 Ψ23

Ψ31 Ψ32 Ψ33

 ,

donde Ψij = Ψij(∆,∆
−1, det (∆)).
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Para cada uno de los sectores se encuentra la conexión dada
de la forma

�Ai = − 1

12
ε� d

�Bj
IJK η̃

IJKR �Bi
RN
�Bj

N
T e

T .

Suponemos que la conexión ωI J para los sectores 1 y 3 es tal
que

deI + ωI J ∧ eJ = 0,

dhMN − ωL MhLN − ωL NhML = 0,

y para los sectores 2 y 4 la conexión $I
J es tal que

deI +$I
J ∧ eJ = 0,

dkMN −$L
MkML −$L

NkML = 0.
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Usando las conexiones de spin se obitene para cada sector

d �Bi = −�αi l ∧ �Bl,

donde

1α
i
l = ωi l + iεimn(∆−1)nl ω

0
m,

2α
i
l = εrk l(ε

i
jk$

j
r − i∆i

k$
0
r),

3α
i
l = ωi l − iεimn(∆−1)nl ω

0
m,

4α
i
l = εrk l(ε

i
jk$

j
r + i∆i

k$
0
r).

Con ωI J = ωIJKe
K , $I

J = $I
JKe

K , y �αi j = �αi jKe
K

obtenemos d �Bi
IJK .
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Sustituyendo dBi
IJK en Ai = − 1

12ε1dB
j
IJK η̃

IJKRBi
RN Bj

N
T e

T

obtenemos

1A
i

= − i
2
ε1 det(∆i

j)
1α

j
nl

1B
nl
L

1B
iL

N
1Bj

N
T e

T ,

2A
i

= − i
2
ε2 det(∆i

j)
2α

j
nl

2B
nl
L

2B
iL

N
2Bj

N
T e

T ,

3A
i

=
i

2
ε3 det(∆i

j)
3α

j
nl

3B
nl
L

3B
iL

N
3Bj

N
T e

T ,

4A
i

=
i

2
ε4 det(∆i

j)
4α

j
nl

4B
nl
L

4B
iL

N
4Bj

N
T e

T .
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Sustituyendo dBi
IJK en Ai = − 1

12ε1dB
j
IJK η̃

IJKRBi
RN Bj

N
T e

T

obtenemos

1A
i

= − i
2
ε1 det(∆i

j)
1α

j
nl

1B
nl
L

1B
iL

N
1Bj

N
T e

T ,

2A
i

= − i
2
ε2 det(∆i

j)
2α

j
nl

2B
nl
L

2B
iL

N
2Bj

N
T e

T ,

3A
i

=
i

2
ε3 det(∆i

j)
3α

j
nl

3B
nl
L

3B
iL

N
3Bj

N
T e

T ,

4A
i

=
i

2
ε4 det(∆i

j)
4α

j
nl

4B
nl
L

4B
iL

N
4Bj

N
T e

T .

En términos de ω se tiene

1A = − i
2

((∆−1)il − (∆−1)p pδ
il)ω0

l +
1

2
εin jω

j
n

− i
2

(ωj
nl + iεjpq(∆−1)qnω

0
pl)(∆

i
jδ

n
k + ∆inδjk −∆n

jδ
i
k)ε1

1B
kl

T e
T .
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Sustituyendo dBi
IJK en Ai = − 1

12ε1dB
j
IJK η̃

IJKRBi
RN Bj

N
T e

T

obtenemos

1A
i

= − i
2
ε1 det(∆i

j)
1α

j
nl

1B
nl
L

1B
iL

N
1Bj

N
T e

T ,

2A
i

= − i
2
ε2 det(∆i

j)
2α

j
nl

2B
nl
L

2B
iL

N
2Bj

N
T e

T ,

3A
i

=
i

2
ε3 det(∆i

j)
3α

j
nl

3B
nl
L

3B
iL

N
3Bj

N
T e

T ,

4A
i

=
i

2
ε4 det(∆i

j)
4α

j
nl

4B
nl
L

4B
iL

N
4Bj

N
T e

T .

En términos de $ se tiene

2A = − i
2

(
∆il −∆p

pδ
il
)
$0

l +
1

2
εin j$

j
n

− i
2
εrk n

(
εl jk$

j
rI − i∆l
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0
rI

) (
∆i

lδ
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q + ∆inδlq −∆n
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)
ε2
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Resumen

• Bi∧Bj − 1
3
∆ijBk ∧Bk = 0 −→ 1B

i
, 2B

i
, 3B

i
, 4B

i
.

−→ hMN , kMN .

• dBi + εi jkA
j ∧Bk = 0 −→ 1A

i
, 2A

i
, 3A

i
, 4A

i
.

• F i[A] = φi jB
j +
(

Λ
3

+ αTrφ2
)
Bi −→ . . .
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Conclusiones

• Estudiamos la modificación propuesta por Krasnov a la
acción de Plebański.

• El análisis muestra que los nuevos campos de 2-formas
modifican la métrica de la formulación de Plebański.

• Se modifica la forma funcional de la conexión interna en
términos de la conexión de spin.

• A partir de la curvatura de la conexión Ai, podemos
ocupar la tercera ecuación de movimiento para entender
cómo se relaciona el campo φ con las componentes de la
curvatura R[ω].
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Modificación de Krasnov a la acción de Pleblański

La acción de Plebański para la relatividad general está dada en

términos de un conjunto de 2-formas, una 1-forma de conexión y

un campo escalar como multiplicador de Lagrange. Recientemente

Krasnov propuso una modificación a esta acción que consiste en

convertir la constante cosmológica en una función arbitraria de

invariantes construidos a partir del multiplicador de Lagrange.

Aparentemente esta generalización describe una familia de teoŕıas

para la gravedad. Sin embargo, el significado geométrico de los

campos involucrados en la generalización de Krasnov difiere del

que se conoce para los campos en la acción de Plebański. En esta

plática analizaremos el significado geométrico de los campos

considerados por Krasnov estudiando una modificación ḿınima a la

acción de Plebanski.
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