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Resumen

Buscamos expresar cualquier sistema de n ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs) de segundo orden en forma
hamiltoniana.

De un ejemplo estudiado por Douglas mostramos que se
describe al sistema de EDOs con la hamiltoniana H = 0 y que
el sistema de coordenadas canónicas puede escogerse de una
infinidad de maneras. En principio, podemos hallar expresiones
hamiltonianas para cualquier sistema de n EDOs de segundo
orden.

Usando la formulación de Hamilton-Jacobi mostramos que se
pueden obtener una infinidad de otras hamiltonianas.
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Objetivo general

Comprobar que todo sistema de 2n ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDOs) de primer orden, puede escribirse en forma
hamiltoniana.
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Introducción

Hasta el momento la mayoŕıa de los autores que trabajaban
con EDOs centraban su atención en expresar éstas en forma
Lagrangiana.

No obstante, existen ejemplos que no cumplen con el conjunto
de condiciones de Helmholtz, es decir, existen sistemas de
EDOs de segundo orden que no pueden expresarse en forma
Lagrangiana.
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Preguntas por responder

Si no existe una lagrangiana, ¿Puede existir una forma
hamiltoniana?

¿Cuáles son las restricciones para que exista al menos una
hamiltoniana?
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Existencia de la Hamiltoniana
Ejemplo de Douglas

Tenemos el ejemplo

ẍ = ẏ (1a)

ÿ = y , (1b)

resolviendo el sistema obtenemos unas ”constantes de
movimiento”(o simplemente de integración) en función de
x , y , ẋ , ẏ y t

C1 = (y − ẏ)et , C2 = (y + ẏ)e−t , (2)

C3 = ẋ − y , C4 = (y − ẋ)t + x − ẏ .
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En resumen:

Las cuatro constantes son funcionalmente independientes.

Éstas las tomamos como coordenadas canónicas
(funciones a derivar respecto al tiempo) y las sustituimos
en las ecuaciones de Hamilton.

Consecuentemente:

una posible expresión de Hamilton que cumple con el punto
anterior es H = 0.
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Existencia de la Hamiltoniana
Generalización al problema

Buscamos una expresión hamiltoniana correspondiente a
cualquier sistema de n EDOs de orden dos

ẍi = Fi(xj , ẋj , t); (3)

equivalente a un sistema de EDOs de primer orden, haciendo
los cambios de variable yj = ẋj donde j = 1, ..., n:
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ẋ1 = f1(x1, ..., xj , y1, ..., yj , t),
ẋ2 = f2(x1, ..., xj , y1, ..., yj , t),
ẋ3 = f3(x1, ..., xj , y1, ..., yj , t),
...
ẋn = fn(x1, ..., xj , y1, ..., yj , t)
ẏ1 = fn+1(x1, ..., xj , y1, ..., yj , t),
ẏ2 = fn+2(x1, ..., xj , y1, ..., yj , t),
ẏ3 = fn+3(x1, ..., xj , y1, ..., yj , t),
...
ẏn = f2n(x1, ..., xj , y1, ..., yj , t).

Al hallar las soluciones de las EDOs anteriores obtendŕıamos
2n constantes en función de xi , yi y t.
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Para hallar expresiones Hamiltonianas: conocido el sistema de
EDOs de primer orden correspondiente se sabe que existen
tantas constantes de integración como ecuaciones.

1 Para un sistema de 2n EDOs, usaremos como nuevas
coordenadas a las 2n constantes conocidas; éstas con
derivadas temporales iguales a cero.

Proposición

De las Ecs. de Hamilton se ve que se puede elegir H = 0.



Resumen Objetivo Antecedentes Tesis Hamiltonianas distintas a la anterior Conclusiones Bibliograf́ıa

Método de Hamilton-Jacobi

Recordando que en el método de Hamilton-Jacobi se propone
una hamiltoniana H1 y se obtiene a la nueva hamiltoniana
H = 0, podemos aplicar el mismo método en forma inversa,

H = H1 +
∂S

∂t
= 0. (4)
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Ejemplo 1

Proponemos por ejemplo,

H1 =
p2

1 + p2
2

2m
(5)

correspondiente a la hamiltoniana para una part́ıcula libre
bidimensional.
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H = 0 =
1

2m

((
∂S

∂q1

)2

+

(
∂S

∂q2

)2
)

+
∂S

∂t
(6)

resolviendo la Ec. (6) por el método de separación de variables
se llega a la función generatriz

S = X (q1) + Y (q2) + T (t) =
√
βq1 +

√
2mE − βq2 + Et

= S(q1, q2, β,E , t), (7)

donde E , β son constantes de integración.
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Las transformaciones canónicas aplicadas para el ejemplo son:

p1 =
∂S

∂q1
=
√
β = Q1

p2 =
∂S

∂q1
= Q2

P1 = − ∂S

∂Q1

P2 = − ∂S

∂Q2
(8)
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Resultados usando el sistema de Douglas

Tomamos los resultados obtenidos en el avance anterior de
donde C1 = Q1, C3 = Q2, C2 = P1 y C4 = P2.
Sustituimos los valores de las coordenadas iniciales en las
ecuaciones correspondientes

p1 = (y − ẏ)et , (9a)

p2 = ±
√

2m(ẋ − y)− ((y − ẏ)et)2, (9b)

P1 = q1 ±
((y − ẏ)et)q2√

2m(ẋ − y)− ((y − ẏ)et)2

= (y + ẏ)e−t , (9c)

P2 = −
(

t ± mq2√
2m(ẋ − y)− ((y − ẏ)et)2

)
= (y − ẋ)t + x − ẏ . (9d)
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Ejemplo 2

A diferencia del ejemplo anterior, ahora proponemos a la
función generatriz

S = ax + by + abt2; (10)

derivamos parcialmente S obteniendo las constantes: a ≡ ∂S
∂x

y
b ≡ ∂S

∂y
. Por otra parte, de la ecuación de Hamilton-Jacobi

sabemos que ∂S
∂t

= −H1. Notamos que

H1 = H1(x , y , t,
∂S

∂x
,
∂S

∂y
) = H1(x , y , t, px , py ). (11)
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Derivando la función generatriz respecto al tiempo y
sustituyendo las constantes de acuerdo con sus definiciones

H1 = −2tpxpy . (12)

Por analoǵıa con la mecánica anaĺıtica las parciales con
respecto a las coordenadas pueden tomarse como los
momentos conjugados respecto a éstas.
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Conclusiones

Propusimos una transformación canónica de coordenadas,
con la que nos fue posible hallar una expresión
Hamiltoniana que reproduce las ecuaciones de movimiento
del tipo ÿ = F (x , y , ẏ , t). Localmente existen una
infinidad de Hamiltonianas aunque ello no implicará que
deberán existir una gran cantidad de Lagrangianas.

x , x ′, y , y ′

↓
Q1 = C1,Q2 = C2,P1 = C3,P2 = C4 ⇒ H = 0 = H∗− ∂S

∂t

⇓
q1, q2, p1yp2
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