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Introduccion

Empleando metodos de la geometria simpléctica, en [1] se obtuvo una
descripcion canonica covariante de la teoria de Chern-Simons construyendo
una estructura simpléctica definida en el espacio fase de la teoria.

El objetivo del trabajo doctoral consiste en extender este esquema
simpléctico al estudio de la teoria de Chern-Simons formulada sobre un
espacio no conmutativo.

Espacio-tiempo no conmutativo
Teorias de Campo no conmutativas
Geometria Diferencial no conmutativa

[1] P. Enriquez-Silverio, Cuantizacion simpléctica de la teoria de Chern-Simons, Tesis de Maestria.



Espacio-tiempo no conmutativo

Un espacio-tiempo no conmutativo es un espacio-tiempo en el que las
coordenadas no conmutan.

La idea detras de la no conmutatividad del espacio-tiempo esta inspirado
principalmente en Mecanica Cuantica. Aqui, el espacio fase cuantico se
define al reemplazar a las variables canonicas por operadores hermiticos

i i
q,p;—>q.,p;
los que obedecen las relaciones de conmutacion

9,0, |=ins;.



La manera mas sencilla de establecer la no conmutatividad del espacio-
tiempo puede ser descrita de la misma manera reemplazando a las
coordenadas conmutativas X' por operadores R' de un algebra general

x'— &',
que satisfacen las relaciones o )
®.2]=ct (@)

dando origen al llamado “espacio-tiempo difuso” (fuzzy space-time).

El lado derecho de la ecuacion (1) debe tender a cero en cierto limite y
uno recobra de esta manera el espacio-tiempo conmutativo (ordinario).



Teorias de Campo no conmutativas

La manera mas simple de estudiar teorias de campo definidas en un
espacio no conmutativo consiste en introducir un producto no conmutativo.

Los productos estrella han demostrado ser herramientas muy Utiles al
construir tales deformaciones ya que su limite clasico se puede calcular
facilmente.

El denominado producto Moyal es el mas comunmente usado. Este producto
se define como

f(0)*g(x) :exp(‘zeaﬂaaaﬂ')ux)g(x') °

x=x" " aﬁ' = axfﬁ '

donde 6% es el parametro de no conmutatividad real y antisimétrico y =
denota al producto estrella no conmutativo.

Este producto satisface
@[Tro,A=0  (O)[Tr[fg]=o0.



Teoria de Chern-Simons no conmutativo

En el espacio-tiempo no conmutativo, la teoria de Chern-Simons es
generalizada a

Ses =a Tr AndA+ 2 AAAAA >Se =af Tr A-dA+2A.-A-A|,
CS M 3 M 3

M es una variedad tridimensional “cuantizada”, es decir, las coordenadas de

M satisfacen o }
[#.27] =ig?.

El campo no conmutativo F esta definido como

F=dA+A-A.
El producto punto « esta representado dos productos: el producto wedge ( A)
de formas diferenciales y el producto Moyal (*).

Esta teoria se reduce a la teoria ordinaria de Chern-Simons cuando 6—0.
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RESULTADOS



1. Espacio fase

Se determinaron las ecuaciones de movimiento de la teoria de Chern-Simons
no conmutativo.

5S¢ =20 | Tr [sA-(dA+ A-A)|+ o[ Tr[d(A-A)]

6S.s =0 F=dA+A-A=0.

Asi que el espacio fase Z esta constituido por el espacio de soluciones de la

ecuacion L
F=dA+A-A=0. (2)



1.a) Geometria diferencial del espacio fase

Siguiendo el formalismo desarrollado en [2], se define una funcion como el
mapeo de A a A(X)

6:2 >R, ¢A)=AR
donde x e M .
F=dA+A-A=0 = OSF =dSA+5A-A+A-56A=0 (3)

Una solucion sA de la ecuacion (3) es un vector tangente. El espacio tangente
es el espacio vectorial T Z de soluciones de (3).

La transformacion de la solucion sA de (3) a §A (R)
¢ :TZ >R, ¢ (SA)=5A(~R)

es una uno-forma sobre el espacio fase Z .

[2] C. Crnkovic, Symplectic geometry of the covariant phase space, Class. Quantum Grav. 5, 1557 (1988); C. Crnkovic, E. Witten,

Covariant description of canonical formalism in geometrical theories, en Three Hundred Years of Gravitation, editado por S. W.
Hawking y W. Israel, Cambridge University Press, Cambridge, (1987).



En Z, § es identificada con la derivada exterior, con las
mismas propiedades que en el caso ordinario:

Es nil n
s nilpotente 520,

Satisface la regla de Leibniz

5(Q,-Q,)=(82,)-Q, + (-1)™2 0, - (5, ).

Asi que

A(x) — cero-forma y SA(X) — uno-forma, xe M.



2. Estructura simpléctica

Se determiné a la estructura simpléctica de la teoria de Chern-Simons no
conmutativa.

Sobre el espacio fase de la teoria se identifico un potencial simpléctico
definido como A A a
O=cf Tr(sA A).
z

La variacion de ® nos permitio definir a la estructura simpléctica sobre Z :

@

~50 =a[ Tr(oA-A).

@ es una dos-forma exacta: ~50.

@ es cerrada: S5 =0 (6°=0).



3. Generador de simetrias

Se determino el generador de simetrias de la teoria de Chern-Simons no
conmutativa.

Para determinar el generador de simetrias de la teoria se aplica a @ la
identidad que relaciona a la derivada de Lie (L, ), la operacion de
contraccion por un campo vectorial V (i, ) y la derivada exterior (o) [3,4]

L& =i, (60)+5(i,d).
Dado que 6@ =0, podemos escribir, al menos localmente

Vo

|, ® =0T,

donde T es una funcional del espacio fase a ser determinada.

[3] C. Crnkovic, Symplectic geometry and (super-)poincaré algebra in geometrical theories, Nucl. Phys., B288, 419 (1987).
[4] M. Dubois-Violette, Some aspects of noncommutative differential geometry, arXiv: g-alg/9511027 (1995).



Considerando la expresion de @, encontramos
o=af Trie"e™(0,A oA - A -0,A )|ds, .

Empleando las ecuaciones de movimiento y la variacion de las ecuaciones de
movimiento

e"F, =0 donde F, =0,A -0,A +A A -A A,
5(e™F, )=25™(0,6A +5A, - A +A -5A )=0.
es posible expresar a i, de la siguiente manera:
vo=-sl[ Trle"e™A-(0,A +A A ldz, |, @)

modulo divergencias totales y conmutadores punto. De (4) podemos identificar
explicitamente la expresion para T,

T = aTr[gijkAi ‘(anAi A .A" )]



Lo que sigue...
I

o Elegir el par canonico conjugado.
- Determinar los campos vectoriales de las funciones del espacio fase.

o Calcular los paréntesis de Poisson.



