Cuantizacion hamiltoniana de un OA2D

A. Loépez Villanueva y G. F. Torres del Castillo

1. Diferentes lagrangianos y hamiltonianos para un OA2D

i i (g i g oL
L(¢,q¢"),  H(¢, P)=PFd(, F)— L, i P), P= 95 (1)
i i iy i i dh
' q') = Bl d)d — L. q), - =0. (2)
Para un oscilador arménico isétropo en dos dimensiones (OA2D),
i+ @’ =0, i+ @’y =0, (3)
es sabido que
1
§" = S(# + ) + 5ma*(@? + ) (4)
S = miy + motry, (5)
1
S = T - i) + gma(y’ — o), (6)
S? = ma(xy — yi) (7)

son constantes de movimiento.

Entonces, dadas S°, S, S? y S3, pueden hallarse diferentes lagrangianos reproduciendo las mismas
ecuaciones de movimiento (3)7 .

0):

Si P, =may P, =my,

1
L = im(x'2 + %) — =mo? (2 + y?) (8)

1):

Si P, =myy Py, =mz

L' = miy — mo?xy 9)



2):
Si P, =—may P, =my,
1 2 1 2

L* = oMy = %) — §m@2(y — %) (10)

3): No existe un lagrangiano.

Los lagrangianos LY, L' y L? reproducen las ecuaciones de movimiento (3) y cumplen con la

definicién
OL oL
ot Y ay ( )
Ademas,
0):
P2+ P2 1
HY = me L+ émcv?(xz +v7), (12)
1):
P.P,
H' = =Y 1 m@iry, (13)
m
2):
P2—-P? 1
H? = o omi?(y — 1), (14)
los cuales, usando las ecuaciones de Hamilton
. 0H . OH
' = — —P=—, 15
reproducen
0): P, = mz, P,=my
P, = —ma*z, P, = —ma%y, (16)
1): P, = my, P, =mi
P, = —ma?y, P, = —ma*r, (17)
2): P, = —mz, P, =my
P, = m&’x, P, = —ma%y, (18)
las cuales equivalen a las ecuaciones de movimiento (3).
Por qué la misma definicién (11)?
La definicién (11),
oL oL
P$ = =, P, = -
oz Y7 0y



equivale a que
(r,y, P, P) =  w=dP,Ndr+dP,Ndy. (19)

Qué pasa si no se cumple la definicién (11)?

Por ejemplo, si

oL oL
se tendria que
(x,y, Py, Py), = w=dP,Ndx + dP, \dy. (21)

Entonces, el cumplimiento de la definicién (11) equivale a que espacio fase I' sea el mismo y a que la

estructura simpléctica sea la estdandar (19).

RESUMIENDO:
Las anteriores descripciones hamiltonianas para un OA2D son tales que, usando
0H . OH OH . oOH
‘:— _P.Z’:_7 ‘:—’ —P :—’ 22
t TR or” Y7 op, v oy (22)
si el hamiltoniano es H?,
0) : P, =mz, P, =my
P, = —ma’z, Py = —ma?y, (23)
si el hamiltoniano es H*,
1): P, =my, P,=mz
P, = —m@?%y, P, = —m&*r, (24)
si el hamiltoniano es H?,
2): P, = —mz, P, =my
P, = m&’x, P, = —ma%y. (25)
Ademas, en todos los casos, las variables z,y, P, y P, son tales que
{z,P,} =1, {y,P,} = 1. (26)

Noétese que las expresiones de P, y P, como funciones de x,y, %,y no es dnica.



2. Cuantizacion hamiltoniana de un OA2D

Aplicando la cuantizacién de Dirac a los corchetes (26),

~

[:207 Px[)] = Zha [g(h pyO] = 1h.

Sea el espacio de Hilbert el espacio de las funciones de cuadrado integrable en R?, entonces

- 0
By = Py = —ih—,
Zo T 0 7 or

0) Usando (27), (28) y

en donde
. P2yp? o
0 x y _92/42 | A2
= mo(Z
se obtiene
A(t) ot ! ot g
Z(t) = x coswt — — senwt—
mow ox
. 0
P.(t) = —muwz senwt — ihcos wt—
ox
. B ih 0
y(t) = ycoswt — — senwt—
mw Y

P,(t) = —may senwt — ih cos @ta—.
Y

A A

Luego, una representacion para p,(t) = ma(t) y p,(t) = my(t) vendra dada por

pz(t) = —mwx senwt — ik cos wt—

ox

D, (1) = —mwy senwt — 1h cos wt—.
Dy(t) y 3

~

Nétese que Py(t) = p.(t) y P,(t) = p,(t). Entonces,

Tolz,y) = z|z,y)
Jolz,y) = ylz,y)
P20 Pes Py) = pa| Py, Py)
0| Pes Py) = py|Pr, By).

(27)

(28)

(29)

(30)

(32)

(33)



1) Similarmente, usando (27), (28) y

en donde
N P.F
H' = =Y 4 ma?3y,
m
se obtiene que
. _ th _ 0
Z(t) = zcoswt — — senwt—
mow Y

P,(t) = —mwy senwt — ik cos wt—
Ox

y(t) = ycoswt — T enat -

mo ox
P,(t) = —m@z sendt — ihcos ot —.
Ay
Luego, una representacion para p, = ma y Dy = my vendra dada por
p.(t) = —mwx senwt — th cos wt—
Pa(t) o
h,(t) = —my senwt — ih cos wt—
Py(t) y p

A

Nétese que Py (t) = p,(t) v P,(t) = p(t). Entonces,

To|z,y) = x|z, y)
Jolz,y) = ylz,y)
Pyo| Py, P)) = py|Pe, P,)
AyO’Pma Py> = pz|Pz, Py>-

2) Similarmente, usando (27), (28) y

en donde
pP2—p2
H? = =4 om*(j” — &),
se obtiene
. _ th _ 0
Z(t) = zcoswt + — senwt—
me ox
f’x t) = mowx senwt — ihcoswt—
(t) e
i(t) ot — M cenit
= ycoswt — — senwt—
Y Y me dy
P,(t) = —may sen@t — ificos u‘)ta—.
Yy

(36)



Luego, una representacién para p, = ma y p, = my vendrd dada por

o B B ) 9
Pz(t) = —mwx senwt + ik cos wt—
ox
Py(t) = —mwy senwt — ih cos @ta_ (42)
Yy

A

Note que Py(t) = —p.(t) y P,(t) = p,(t). Entonces,

:2*0|a:,y = SL’|.T,y>

g0|$,y = y|fL’,y>

)

)
—Py| Py, P)) = pa| Py, Py)
PylPe, P)) = py|Pr, P). (43)

2.1 Valores esperados

Respecto a un mismo estado |¢;t = 0), usando las ecuaciones (33), (38) y (43), los valores esperados
0 (P = [ Pradpadp, = (),
D (B = [0 Prdnds, = (5,
20 (P = [ WP (p)dpadn, = (1),

(44
no son iguales. Pero

0 (P = [ Pradpudp, = (),

Vi (B = [ Pradnadp, = (5.)

20 (P = [ 100 Fpadpadn, = (52) (45)

Asi, el valor esperado con respecto al mismo estado asociado a una misma observable fisica O(t) =
z(t),9(t), pu(t), py(t) es el mismo en todas las teorias.

2.2 Relaciones de incertidumbre

Dado que en todos los casos se cumple que

[, P,] = ih, [, P,] = ih, (46)
en todos los casos se satisface
h I



No obstante,

0): AP, = Ap,, AP, =Ap, = AzAp,> g, AyAp, > g

1): AP, = Ap,, AP, =Ap, = AzAp,> g, AyAp, > g
h h
2): AP, = Ap,, AP, =Ap, = AzAp,> > AyAp, > oL (48)

Las ecuaciones (47) y (48) predicen que para un OA2D la observable fisica que no puede medirse

simultaneamente con completa precisiéon junto con la posiciéon z no es tnica.



Nota. Las ecuaciones de movimiento

A A A

Px:ﬁxa Px:ﬁya Px:_ﬁx (49)

estan generadas por flx, H! y —f[x, y se cumple que

A~

[H,,H,) =0, [H, H|=1ih*L,,  [H, H] = —iha*L., (50)

en donde f)z = :%Py — g)px
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