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GRAVEDAD BF

Gravedad = Teoria BF deformada

\ 4

Términos con
constricciones o

Accion BF potenciales

I
B,AF[A] + G(B,¢)

S[B,A,¢] = f
M

= Besuna(D - 2)-forma valuada en el algebra de Lie de G.
" A esuna 1-forma de conexion con curvatura F = dA + A A A.

M variedad D-dimensional
con un Lie grupo G

¢{Por qué son interesantes las formulaciones BF?

= El objeto principal de la teoria son las B's, no la métrica.

= Adecuadas para laimplementacion del proceso de cuantizacion via la integral de
camino.



GRAVEDAD BF

1977 ------ Accion BF de Plebanski (compleja) .
1986 - -- Variables de Ashtekar (complejas).
1990 . ..... Capovilla.v ‘Dell, Jacobson y Mason redescubren la
formulacion de Plebanski.
1995...... Variables de Ashtekar-Barbero (reales).
1997,1999 - .- .- Accion BF real para la RG.
2001.----. Accion CMPR (real).
2006 - Teorias no-métricas de gravedad.
2015------ Accion BF de Herfray-Krasnov (compleja).

2016 ------ Accion BF tipo Plebanski (compleja).



PLAN LA CHARLA

= Formalismo BF para la teoria de Yang-Mills
= Acciones BF complejas

Formulacion de Plebanski
Formulacion tipo Plebanski
Formulacion de Herfray-Krasnov
Teorias no métricas de gravedad

vvyywyy

® Acciones BF reales

» Formulacion CMPR
» Formulacion con dos términos BF y parametro de Immirzi



TEORIA DE YANG-MILLS

El principio de accion para la teoria de Yang-Mills en el formalismo BF es:

S[A, B] = f [B, A F[A] + 2By A *B’]
M

= B! son 2-formas g-valuadas.
w Fli=dA" + (1/2)f" A’ A AX es la curvatura de la conexion de Yang-Mills A”.
= ¢ # 0 esuna constante de acoplamiento y “ = es el operador dual de Hodge definido
por la métrica g,,,. A di”) =

% Vightaporg" gPdx’ n dx'!
Ecuaciones de Movimiento

6A;: DB :=dB'+ f A’ AB*=0

6Bi:  F'+22xB'=0 wxBl =B

.. implican las ecuaciones de Yang-Mills D « F' = 0.

Eliminado B de la accion BF se obtiene

SIAl= - | «F/AF!
43 M 5



RELATIVIDAD GENERAL

= Teoria general de la relatividad del movimiento.
= Describe los fenomenos gravitatorios.
= Ecuaciones de Einstein

1
Ry — Eggw + Aguy = 8nGTy,

Accion de Einstein-Hilbert (1915-1916)

S [guvs du] = d*x\=gRIgl + S (g u]

167G A

Accion Palatini (1919)
S [g;lva rﬂaﬁ]

Accion Palatini o Einstein-Cartan

A
Sle,A] = Kf [SUKLeI A eJ A FKL[A] - ESUKLeI A eJ A eK A eL
M

meétrica

métrica y
conexion

tetraday
conexion
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FORMULACION DE PLEBANSKI

Principio de accion'

Spiev[A, 2, 'Y, ] =f
a

;1 1 . .
Zi AF' - E (\P,j + §A5u) AY —pTI"P]

i ; S SO(3,C) en el caso Lorentz.
= A’ son 1-formas de conexiony F' = dA' + 53’ WAL A AR 50(3) en el caso Euclidiano

i “ , ijk=123
¥’ son tres 2-formas: “los campos B’

P es una matriz 3 x 3 simétrica.
p es una 4-forma.

Ecuaciones de movimiento
¥ ¢ AT +2p67 =0
op : TI¥Y=0

. . . . . ECUACIONES
SA" : DY =d¥+& AT AT =0

DE EINSTEIN

. . R | .
68 1 F= T+ 2AY

1]. F. Plebanski, J. Math. Phys. 18, 2511 (1977).


http://dx.doi.org/10.1063/1.523215

FORMULACION DE PLEBANSKI

De las ecuaciones de Plebanski a las ecuaciones de Einstein

Constriccion de Plebanski: Condiciones de realidad:

. o1
El/\zj—gy]zk/\zk:() +

\/

o 1.
Z’:leol\e’—zs’./‘kef/\ek

= Métrica de Urbantke: B = &P 02 g 2 s,

AT =0

Z,‘/\Zi+§i/\§i=0

Parte auto-dual
1 J .
dee' Ae (e} = 10, )

;o
5= S d A d

Con el operador dual de Hodge * definido respecto a la métrica de Urbantke las
2-formas X's son auto-duales, mientras las X's son anti-auto-duales

#X = {3, *2 = —i%!

® Usando la solucion para %'

Zu = 12iene,'e,/  con () =diag(-1,1,1,1)



FORMULACION DE PLEBANSKI

L Conexion de espin w?,
Conexion A’ = Al e’ P
D ‘ de' + ', ne’ =0
s+ & AV ATE =0 . .
dnyy — 0" mgy — w" g =0

\/
Al =iy + %sijkwkj
\/

. . 1 ..
F' =iR[w] + z.s'fkR" lw]

parte auto-dual de la
conexién de espin w'

parte auto-dual de la cur-
vatura R’ j[w]

Aln tenemos dos ecuaciones de movimiento:
i i 1 i i
F' =¥+ §A6j X/ F es auto-dual

¥ es la parte auto-dual
Y =0 del tensor de Weyl



FORMULACION DE PLEBANSKI

Forma Hamiltoniana de la accién de Plebanski?
S[A, 11,4, N, N] = f dr f ([ + AT+ N'T, + N et
R Q

Constricciones . o
e .= (]/z)ﬁum szx

5;91 =9 ﬁat ~0 B = (1/2)i" F e
= Za
% = 1ihiFlba ~ 0,
> 1 rTaiTTb) pek A rTaitbiyTck
H = gl]abcsijkn 11/ B — ﬁl]abcs,«jkl'[ IT°/I1 =~ 0.

Aai ?

1 | |
DOF=§[2x9 - 2x(3
" & Ty 9 son las constricciones del formalismo de Ashtekar.

= El analisis Hamiltoniano lleva a la formulacion Ashtekar.

2R Capovilla, J. Dell, T. Jacobson, and L Mason, CQG 8, 41(1991). 10


http://stacks.iop.org/0264-9381/8/i=1/a=009

FORMULACION DE PLEBANSKI

ACOPLAMIENTO DE MATERIA

Los campos de la materia son acoplados a la gravedad a través de las ¥'s

Campo escalar real ¢

SIA, LY, p, 1, 6] = SpielA, I, W, p + f [iZi A X(an* 0, + bV(¢)) + aigy,nn"d'x]
M

donde guv = sijkﬁ"ﬂ752iﬂa2jﬁ72k(gv.

= La accion es polinomica en X',
" Y eslaparte auto-dual de ¢/ A e’ y A es la parte auto-dual de la conexion de espin.

® En términos de la tétrada
3 2
S[d,e,T] = S[e, T + > f dxe| Znllet e 10,00,6 + 4bV ()
2 A 20’

donde S[e, VT’ es la accion de Palatini auto-dual con “T% = (1/2)z/,A!.
1"



FORMULACION DE PLEBANSKI

ACOPLAMIENTO DE MATERIA

Campo de Yang-Mills

S[AZ, Y, 0, A, 0] = Spe[A,Z, Y, p] + f [ﬂlg“[d] A, — &E’ A Zigt ,¢aj]
A

donde F(A] :=dod + A AN A.

" Laaccion es polinomica en X',
= ¥y A’ tienen la misma solucion.

®  En términos de la tétrada

S[el,e,"T] = S[e, 'T] + ('8; f (FNFoy — iF A =Fy)
M
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FORMULACION DE PLEBANSKI

FORMULACIONES DE CONEXIONES DE NORMA

LA IDEA: Eliminar las variables auxiliares del principio de accion (accion de
Plebanski), para obtener un nuevo principio de accion (equivalente) con
menos variables.

Punto de partida:

o1 1 . .
DI F' - E (LP‘] + §A611) AY —pTI"‘P]

SpevlA, Z, Y, 0] =f

0¥, ¢ TAX +2p57 =0

6p : Tr¥=0
SAT 1 dY +E AN =0
. . P R
6T 1 F= (‘{J i+ 51\5;)21
Integrando variables...
-0 9 Acciones
Spepld,0,P,Z] = S[A4,p,¥Y] =— SI[A,p] equivalentes

13



FORMULACION DE PLEBANSKI
FORMULACIONES DE CONEXIONES DE NORMA

S[A,p] = _f d4x(\/§i6ﬁ”2TrM”2 _ Aﬁ) Mgt = FI A FI
a

M2 — g

= Laaccion S[A, p] es equivalente a la accion de Plebanski (A = 0y A # 0) siempre que
detM # 0.

i€ .
Sp: —p PTeM'? —A =0
V2

Caso A = 0: Podemos calcular M'/?

S[A, ] = f d'xn [Tr[VI2 - %(TrM)z] ACCION CDJ?
" Pl

Caso A # 0: Podemos integrar p de S[A, p]

ACCION PURA

_ L 4 ~r1/242
StAl= 54 f,ﬂ &AM DE CONEXION®

3R, Capovilla, T. Jacobson, and J. Dell, PRL 63, 2325 (1989).
4K. Krasnov, PRL 106, 251103 (2011), M. Celada, D. Gonzalez, and M. Montesinos, PRD 92, 044059 (2015). 14


http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.63.2325
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.106.251103
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.92.044059

FORMULACION TIPO PLEBANSKI

Principio de acci6n®

Spieb-tike[4, B, ¥, p] = f[Bi AF + % (‘P,-j - /wij) B AB +P(5Tf‘{rl - 7)]

= Involucra las mismas variables de la formulacion de Plebanski.

4, By yson constantes.

= Ladiferencia entre S piep-iike Y S pieb reside en la constriccion impuesta por p.
= Speb-like €S UNA accion para la relatividad general cuando 1 # 0y 8 # 0.

® ¥ puede ser integrado desde el inicio!

5M. Celada, D. Gonzalez, and M. Montesinos, PRD 93, 104058 (2016).
15


http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.93.104058

FORMULACION TIPO PLEBANSKI

Ecuaciones de movimiento
¥, B AB =280 )P, =0
sp BTIYl-y=0
SA" : DB =dB +& AV AB =0
6B F'+ (¥, - 15)B =0
Usando las definiciones

i p-1/2wi pj _ p-1/2 -1 Y
¥ =gy g O =8 (ﬁ‘P - 5Id)
las ecuaciones de movimiento llevan a las Ecuaciones de Plebanski con A := 1yg~'/% — 3!/
. . .. . i i 1 i i
SAT ~2067 =0 DX =0 Trd = 0 F =(q’j+§/\5j)2
Analisis can6nico

El analisis Hamiltoniano de S pjep-iie cONduce al espacio de fase de la formulacion de
Ashtekar, después de realizar una transformacion canonica.

16



FORMULACION BF DE HERFRAY-IKRASNOV

Integrando campos

88— 98 =

Ity
SpebiikelA, B,W,p] == S[A,B,p] == SI[A,B]

la accién S [A, B] resultante es la accion BF de Herfray-Krasnov®

E(Trﬁl/2)2d4x NiUg*x:= B A B/
2y N2N2 Z N

S[A,B]Zf[Bi/\Fl—iBi/\Bl‘F

Teérmino de potencial V(B)

= No involucra las condiciones de simplicidad de la formulacion de Plebanski.

= Cuando 4, By vy son diferentes de cero y 1 — 33/y # 0, la accion S [A, B] describe la
relatividad general con constante cosmolégica A := Ay~ /> - 382 £ 0.

= Integrando B en S[A, B] se obtiene la accion pura de conexion mas un término
topologico.

6Y. Herfray and K. Krasnov, arXiv:1503.08640, 2015.


http://arxiv.org/abs/1503.08640

TEORIAS NO METRICAS DE GRAVEDAD

Teorias BF que resultan de modificar la formulacion de Plebanski sin
introducir campos adicionales y describen 2 DOF.

Principio de accion’

S[A,B,¢]=L{B,-AF"—%[¢,-,-+(A+q>(Tr¢2,Tr¢3))5,,]B"/\Bf}

[ S
"funcion cosmologica”

" A’ son 1-formas de conexion, B son 2-formas y ¢"/ es una matriz 3 x 3 simétrica sin
traza.

= Cuando @ = cte, la teoria particular es la relatividad general.

= Elsignificado geométrico de A, By ¢ cambia con respecto a los presentes en la
formulacion de Plebanski.

7K. Krasnov, arXiv-hep-th/0611182, 2006.


http://arxiv.org/abs/hep-th/0611182

TEORIAS NO METRICAS DE GRAVEDAD

Ecuaciones de movimiento

. 1
5 B’/\B’—gA”Bk/\Bkzo

SAT . dB +&3AVAB =0
6B F=¢'B+(A+D)B
donde
i, , o1 . . 0D . s [0)
AV = §7 - 3|07 — —6UTr® OV :=2¢ — + 3¢ 1" ——
( 30T ) con Vot T g

* Las condiciones de simplicidad de la formulacion de Plebanski son relajadas para
admitir: '/ — A" v
=' son las 2-formas

= Solucion para las B': de Plebanski

B = +i® A6 — EAllé‘ljkoj A& (o} B = ibljzj con b’ = A
= Solucion para la conexion A’:

A 1 o S

A'= Ap = 5207 DB + 7 (deth) B (62! + 5"z 7 — 6% Dby e’

A;, conexion de Plebanski 19



TEORIAS NO METRICAS DE GRAVEDAD

Analisis canénico®

S[Ag, 1 A, N, N = f di f d3x(ﬁ“ani+A,,»?i+N“%+1y7?) i = (12 By
R Q

B = (1/2)1']‘1,” Fib(-

(A4, T1) es el par canénico, mientras A;, N y N son multiplicadores de Lagrange

i 1 o i a
T = g acei TP B — < (A + O(Tr¢?, Tr¢3)) Nase &I TIP% % 0

donde ¢ : ¢ =¢"

- (gkljFiabﬁakﬁbl>

T 2dettl 4

® €'y 7, son las constricciones de formalismo de Ashtekar.

= 9 esuna constriccion escalar modificada donde A es reemplazada por
A + O(Tr¢?, Trgp?).

= 2Ty 9 son constricciones de primera clase. Conteo de DOF = 2.

8K. Krasnov, PRL 100, 081102 (2008). 20


http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.100.081102

FORMULACION BF REAL

Principio de accion BF real para la relatividad general

st Bt = [ [BY A Fuld] - g B’ A B - G
M

1] JI . . Grupo interno:
= B" = —B’ son un conjunto de seis 2-formas reales. SO(1.3) 6 SO()

= FY= gAY + A'x A AY esla curvatura de AY.
= ¢k esun multiplicador de Lagrange con las simetrias ¢,k = @uixr = ¢xLi-
= uesuna4-forma que impone la constriccion G(y) = 0.

I1JKL

Gi(p) = ¢",,, Gyr(p) = ek, Gi(p) = 19"}, + arexr ™"

Con G3(¢) = 0 la accién BF es conocida como la accion CMPR’.

9R Capovilla, M Montesinos, V. A. Prieto, and E Rojas, CQG 18, L49 (2001).
21


http://stacks.iop.org/0264-9381/18/i=5/a=101

FORMULACION BF REAL
" Caso: Gs(p) = 0190”” + arerxe”*t
La ecuacion de movimiento que resulta de la variacion con respecto a ¢ ;.

Condiciones de

SplKL . Bl A BKL 4y (aml[K\nf‘L] + aza”KL) =0 simplicidad

tiene la solucion

2 2
2 = ﬂ Dual de Hodge

BY =ax(e ned)+Bel Ae’ donde !
a 4aﬁ «QM = Eg/./KLQkL

Sustituyendo B en la accion BF se obtiene la accion Holst (1996)
Sle, Al = f/ﬂ [a' w(e' Ae') AFpy[A] +Be' Ae’ A F,,[A]]
donde y = a/p es el parametro de Immirzi.
= Caso: Gi(p) = ¢}, = B=x+V-0oa

B Caso: Gy(p) = g1yxr¢™ Kt - a0y pB=0 o a=0yB+0



FORMULACION BF REAL

Accion con dos términos BF y parametro de Immirzi y

1
S[A, B, ¢, u] = f [(B” + ;/ * B”) A FiylAl = oy BY A BXE — pe g,
a

= Relacionada con la accion CMPR a través de una transformacion lineal invertible'™.

Ecuaciones movimiento:

Bl = K] *(e’/\ej)

. 1J KL IJKL _
OpykL ¢ BYABY +pue =0 > wael Aol

1

sAY D (B” +— % B”) =0 =  pl=o
Y

1
6BIJ . F[_]“';/*F”—ngIJKLBKL:O
(5/1 : SUKL(p]_/KL =0 -> Ry = FKIKJ =0

® ConBY =k #(e! Ae’) 0 BY = ke’ A €', estas ecuaciones implican las ecuaciones de
Einstein en el vacio

10M. Montesinos and M. Velazquez, SIGMA 7,103 (2011). 23


http://www.emis.de/journals/SIGMA/2011/103/

CONCLUSIONES

= Las formulaciones BF de la relatividad general se sitdan al mismo nivel que otras
formulaciones y pueden utilizarse como punto de partida para investigar otros
aspectos relacionados con la gravedad.

= Las formulaciones BF muestran que las 2-formas (los campos B) pueden ser tomadas
como variables fundamentales para describir la gravedad, en lugar de la métrica.

= Los formulaciones BF han permitido obtener otras formulaciones que se basan en
conexiones de norma (formulacion CD) y formulacion pura de conexion).
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Muchas gracias
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