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2 Repasc de Variables leatorias y Funciones de Distribucidin

2.1 Conceptos familiares.

El objetivo es presentar un breve repaso de las nociones de probabilidad, necesarias

para iniciar el estudio de procesos estocasticos.

Una variable aleatoria (v.a.) X es llamada discreta si hay un conjunto de valores
distintos, finito o numerable xi, Xy, ..., tales que pi = P{X =x3}>0,i1=1,2,3, ..., ¥

Zi p, =1. Si P{X = x} = 0 para cada valor de X, la variable aleatoria es llamada continua.

Si hay una funcién no negativa f(t), definida para -0 < t < o tal que la funcién de

distribucion F sobre la variable aleatoria X es dada por
F(x)= [ ft)dt

entonces se dice que f es la densidad de probabilidad de X. Si X tiene una densidad de
probabilidad, entonces necesariamente es continua, pero hay ejemplos de variables
aleatorias las cuales no poseen densidades de probabilidad (Tarea. Buscar ejemplos de

variables aleatorias que no posean densidad de probabilidad).

La cantidad E[X"], n > 1, es llamada el n-ésimo momento de X. Se define como:

D X" py(x) si Xesdiscreta
E[X n]: x:p(x)>0
I x" f, (x) dx si X escontinua.
El primer momento de X es conocido como la media, y es usual denotarla por . EI m-
ésimo momento central de X se define como el m-ésimo momento de la variable aleatoria

X-ux Si ux existe. EI primer momento central es evidentemente cero; el segundo momento
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central es llamado la varianza o de X. La mediana de una variable aleatoria X es
cualquier m con la propiedad de que P{X>m} >% y P{X <m}>%.

Si X es una variable aleatoria y g es una funcion, entonces Y = g(X) es también una
variable aleatoria. Su valor esperado esta dado por

D g(x)P{X =x3}, si g(X) esdiscreta

E[g(X)]z i=1
Ig(x) f, (x) dx, si g(X)escontinua.

2.2 Funciones de distribucién conjunta.

Dado un par (X,Y) de variables aleatorias, su funcion de distribucion conjunta es

la funcion Fxy de dos variables reales dadas por
F(Xy) = Fxv(xy) = P{X<x, Y <y}

La funcion F(x,+o) = limy_,.. F(X,y) es una funcion de distribucion de probabilidad Ilamada
la funcion de distribucion marginal de X. De manera similar, la funcion F(+oo,y) es
Ilamada la distribucién marginal de Y. Si sucede que F(X,+x)- F(+0,y) = F(X,y) para cada
eleccion de x, y, entonces las variables aleatorias X y Y son independientes. Una funcién de
distribucion conjunta Fxy se dice que posee una densidad de probabilidad conjunta si existe

una funcién fxy(s,t) de dos variables reales tal que

Fu (X, Y) = Ij; J:O fy (s,t) dsdt

para todo X, y. Si X y Y son independientes, entonces fxy(s,t) es necesariamente de la forma
fx(s)-fy(t), donde fx y fy son las densidades de probabilidad de la distribucion marginal de X
y Y, respectivamente.
La funcidn de distribucion conjunta de cualquier coleccion finita X, ..., X, de variables
aleatorias es definida como la funcion

F(X1, -y Xn) = Fx1,.xn(X1, ey Xn)

= P[X1 < X4, o Xo € X0}
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La funcion de distribucion

Fxt,.xn(Xn, o Xn) = |im FX1, ...y Xn)

Xi =00, 1 £y .0yl

es llamada la distribucion marginal de las variables aleatorias X, ,..., X; . Si F(X1, ..., Xn) =
Fy, (%) -...-Fx (X,) paratodos los valores de Xy, ..., X, las variables aleatorias X, ..., X se

dice que son independientes.
Una funcién de distribucién conjunta F(xy, ..., X,) se dice que tiene una densidad de

probabilidad si existe una funcién no negativa f(ty, ..., t,) de n variables tal que

Xn

F(X1, ..., Xn) = J. J' f(t,,..,t )dt, ---dt,

—0

para todo real Xy, ..., Xn.
Si X y Y son variables aleatorias distribuidas conjuntamente teniendo medias ux y v,
respectivamente, su covarianza oxy €s el momento producto

oxy = E[(X-p)(Y-#)].
Si X3y X, son variables aleatorias independientes teniendo las funciones de distribucion
F1y F», respectivamente, entonces la funcion de distribucion F de la suma X = X; + X; es

la convolucién de F; y F»:
F) = [R(x=y)dr,(y) = [F,(x=y)dR,(y).

Especializandose a la situacion donde X; y X, tienen las densidades de probabilidad f; y fo,

la funcion de densidad f de la suma X = X; + X; es la convolucion de las densidades f; y f:

i) = [ f,(x=y)df,(y) = [ f,(x=y)df,(y).
2.3 Distribuciones condicionales y esperanzas condicionales.

La probabilidad condicional P{A\ B} del evento A dado el evento B es definido

por
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P{A|B}= P{FQQ’}B}, si P{B} >0,

y es indefinida a la izquierda, o asignado un valor arbitrario, cuando P{B} = 0.

Sean X y Y variables aleatorias las cuales pueden obtener sélo una infinidad de valores

numerables, digamos 1, 2, .... La funcion de distribucion condicional F,,, (-/y) de X

dado Y =y se define por

P{X <x,Y =y}
P{¥ =y}

Supongamos ahora que X y Y son variables aleatorias continuas distribuidas conjuntamente

Fan C1Y)=

, SiP{Y =y}>0,

teniendo la funcion de densidad de probabilidad conjunta fxy(x,y). Entonces la distribucion
condicional de X dado Y =y es dada por

[t ty)dt

Foy (X y)=————— siempre que fy(y) > 0.
" fy (y)

Fy v (x/y) satisface:
I. F, v (X/y) esuna funcion de distribucion de probabilidad en x para cada y fijo.
ii.  Fy,y (x/y) esunafuncion de y para cada x fija; y

iii.  Para cualesquiera valores x, y

PIX<x Y <y}= [Fy (x|n) dF, ()

n<y
Donde F, () =P{Y <n} es la distribucién marginal de Y.

Cuando Y es una variable aleatoria continua que tiene la funcion de densidad de

probabilidad fy(y), la integral definida en el ultimo punto es calculada como

PIX<x, Y<y}= [Fy (xIn) f,(v)dn.

n<y

Y cuando Y es discreta, la férmula es

P{X <X Y <y}= D Fyy (xIn) P{Y =n}.

nsy
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Esas tres propiedades (i-iii) capturan la caracteristica esencial de las distribuciones
condicionales. De hecho, a partir del tercer punto obtenemos
P{X<X, Y=y} =P{X<X, Y<y}-P{X<X Y<y}

= 2 Fuy (xI1) PEY =17} - X Fyy (x] 1) P{Y =17}

n<y n<y
= Fy (X[ Y)P{Y =y}
lo cual entonces implica la definicion F,, (x|y)=P{X <x,Y <y}P{Y =y}, en donde

P{Y=y} > 0. de igual modo, esas tres propiedades son tomadas como la base para la
definicion de las distribuciones condicionales.

La aplicacion de (iii) en el caso y = oo produce la Ley de Probabilidad Total
P{X<x}=P{X<x, Y <} = [Fyy (x| y)dF,(y),

la cual es una de las férmulas mas fundamentales del analisis de probabilidad.

Cuando Y es discreta esta relacién es
P{X<x}= > P{X<x|Y<y}P{Y<y}.
y

Cuando Y tiene funcion de densidad de probabilidad fy(y) se tiene
P{X<x}= [P{X <x|Y =y}f, (y)dy.

Cuando X y Y son variables aleatorias continuas distribuidas conjuntamente, podemos

definir la funcion de densidad condicional f,, (x|y) de X dado que Y =y por

fr (X,Y)

fu (K1) = Fo (X[ )= -

en valores de y para los cuales f, (y)>0.

Sea g una funcién para la cual la esperanza de g(X) es finita. La esperanza condicional de

g(X) dado que Y =y puede ser expresada en la forma
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ElgX)1Y =y]=[ g0 dFy, (x]Y).

Cuando X y Y son variables aleatorias continuas conjuntas, E[g(X)|Y = y] puede ser

calculada de
E[g0O) 1Y =y]=[g(0) f, (x| y) dx

zjg(x)fxy(x,y)dx . sify(y) >0,

fy (y)

y si X y Y son variables aleatorias discretas distribuidas conjuntamente, tomando los

posibles valores Xy, X2, ..., entonces la formula se reduce a

E[g0O) Y =y]=3 g(x) P[X =%, |Y =]

ig(xi)P{XZXi,Y:y}' si P{Y =y} >0.

P{Y =y}
En paralelo a las propiedades (i-iii) vemos que la esperanza condicional de g(X) dado Y =y
satisface

(E.1) E[g(X)|Y =] es una funcidén de y para cada funcion g para la cual E[|g(X)|] < oo; y
(E.2) Para cada funcion acotada h tenemos

E[gOON(Y)] = E[g()Y = y] h(y) dFv(y)
donde Fy es la funcion de distribucion marginal para Y.

El caso especial en (E.2) con h(y) = 1 produce la férmula que expresa la Ley de

Probabilidad Total para esperanzas.

E[g()h(Y)] =] E[g(X)IY = y] dFy(y),

la cual, cuando Y es discreta, se tiene
E[9(X)] = D E[g(X) Y =y, ]P{Y¥ =y,},
i=1

y, cuando Y tiene funcion de densidad fy, sera
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E[9(X)] = IE[g(X) Y=yl f,(y)dy.

Puesto que la esperanza condicional de g(X) dado que Y =y es la esperanza con respecto a
la distribucion condicional Fxy, la esperanza condicional se comporta en cierta forma igual
que las esperanzas ordinarias. En particular, si a; y a, son numeros fijos y g1y gz son
funciones dadas para las cuales E[|gi(X)|] < «, i =1, 2, entonces
Ela,9,(X)+a,9,(X)[Y = y]=a,E[9,(X) |Y = y]+a,E[g,(X)|Y = ¥]
De acuerdo a (E.1), E[g(X)|Y = y] es una funcion de la variable real y. Si evaluamos esta
funcién en la variable aleatoria Y, obtenemos una variable aleatoria la cual denotamos por
E[g(X)|Y]. La propiedad basica (E.2) es entonces establecida para cualquier funcién
acotada h dey.
E[9(X) h(Y)] = E{E[9(X)|YT h(Y)}
Cuando h(y) = 1 para todo y, se obtiene la ley de probabilidad total en la forma
E[9(X)] = E{E[9(X)IY}-.
La siguiente lista resume todas las propiedades de esperanza condicional. Aqui con o sin
subindices, X y Y son variables aleatorias, c es un namero real, g es una funcion para la
cual E[|g(X)|] < oo, f es una funcidn acotada y h es una funcion de dos variables para la cual
E[Ih(X, Y)|] < .

a) E[a,0,(X)+a,9,(X)|Y]=aE[9,(X)[Y]+a,E[9,(X)[Y],

b) g >0 implica que E[g(X)|Y] >0,

) E[h(X, Y)Y =y] =E[h(X, y)[Y =y],

d) E[g(X)|Y]=E[g(X)]si Xy Y son independientes,

e) E[gX)(W)IY]=1(Y) E[g(X)IY],

) E[g(X)f(Y)] = E{(Y) E[9(X)[Y]},

g) E[c|Y]=c, cuando g=1,

h) EIf(Y) Y1=1(Y),

i) E[g(X)] = E{E[9(X)|Y]}, cuando f=1.
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2.4 Teoremas Limites

Sean Z, Z3, Z, ... variables aleatorias distribuidas conjuntamente.
A. Convergencia con probabilidad uno.

Decimos que Z, converge a Z con probabilidad uno si P{limz_ =Z2Z}=1.

n—oo

En palabras, limz, =z, para un conjunto de resultados Z = z, Z; = z1, Z, = 25,

... teniendo probabilidad total igual a uno.
B. Convergencia en probabilidad.

Decimos que Z, converge a Z en probabilidad si para cada ¢ positivo

limP{z, -Z|>&}=0,

n—oo
0 reciprocamente, si para cada € positivo

lim P{Z, - Z|<¢}=1.

En palabras, tomando n suficientemente grande, uno puede alcanzar
arbitrariamente probabilidades altas de que Z, sea arbitrariamente cercano a Z.
C. Convergencia en media cuadratica.

Decimos que Z, converge a Z en media cuadratica si

limEe|z, -2*|-0.

D. Convergencia en distribucion.
Sea F(t) = P{Z <t} y F«(t) = P{Z«<t}, k=1, 2, .... Decimos que Z, converge en
distribucion a Z si el lim F, (t) = F(t)

Para toda t para la cual F es continua.
Nota. Puede probarse que si Z, converge a Z con probabilidad uno, entonces Z, converge a

Z en probabilidad, y que esto implica que Z, converge a Z en distribucion. Asi, la

convergencia en distribucion es la forma méas débil de convergencia.
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Muchos de los resultados basicos de la teoria de probabilidad estan en la forma de teoremas
limites y se mencionan unos cuantos aqui.

Sean Xj, Xy, ... variables aleatorias idénticamente distribuidas e independientes con media

finitam. Sea S, = X1 +--- + Xy y sea Xn = Sy/ n que es la media simple.

Ley de los Grandes Numeros (Débil) . X converge en probabilidad a m. Es decir, para

cadae>0
Lim P{| Xn-m| > ¢} =0.

> Ley de los Grandes NUmeros (Fuerte). X, converge a m con probabilidad uno.
Es decir,
P{limX,=m}=1
> Teorema del Limite Central. Supongamos que cada X tiene varianza finita o°.

Sea

_S,—nm _ 1
n G\/ﬁ .

y sea Z una variable aleatoria normalmente distribuida teniendo media cero y varianza uno.

Z (X —m)-/n,

Entonces Z, converge en distribucion a Z. Esto es, para todo real a,

limP{Z, < a}:j_a L gwgy,

Jor

> Lema de Borel- Cantelli. Sean A;, A, ... una sucesion infinita de eventos

independientes tal que P(A;) + P(A) + --- < ooy sea B, = AU Ansp U---. Entonces

P(BinB;n--) =0.
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