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Introducción

La actual situación económica tan compleja y cambiante que se vive
dentro del páıs y en general en el mundo, obliga aún más a las empresas
y a las entidades financieras a buscar maneras de cubrirse de los riesgos
financieros que pudieran ocasionarles esta situación, para continuar vi-
gentes en un mercado tan competitivo y globalizado como el actual.

Una alternativa, para conseguir reducir tales riesgos, puede encontrarse
en las opciones, las cuales son contratos que otorgan a su poseedor el
derecho pero no la obligación de comprar o vender un bien subyacente
a una fecha futura pactada de antemano.

El origen de la teoŕıa moderna de opciones se remonta al año 1900, con
el trabajo de tesis de Louis Bacheliere [2], en el cual usa por primera
vez el movimiento Browniano en el contexto de opciones financieras.

Años más tarde, el trabajo de Bachelier concerniente a las finanzas en-
contraŕıa su mayor éxito desarrollado por Fisher Black y Myron Scholes
en su trabajo desarrollado en 1973 [9]. En éste se establece una fórmula
cerrada para calcular el precio de una opción europea, es decir, una op-
ción que tiene como fecha de ejercicio únicamente el d́ıa en que vence
la opción. Como consecuencia de esta situación, nace una nueva teoŕıa
financiera: la fijación de precios o valuación de instrumentos derivados.

El trabajo de Black y Scholes fue extendido casi inmediatamente por
Robert Merton [33]. En 1997, Merton, Black y Scholes fueron galardo-
nados con el Premio Nobel en economı́a, desafortunadamente para ese
año Fisher Black ya hab́ıa fallecido.

Actualmente, existen gran variedad de opciones además de las euro-
peas, sin embargo, un tipo de opciones de gran importancia son las
americanas, éstas son contratos muy flexibles, pues comparadas con
las europeas, las opciones americanas pueden ser ejercidas en cualquier
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momento antes de su fecha de vencimiento.

El problema de valuación de opciones americanas se puede plantear co-
mo un problema de ecuaciones diferenciales parciales de frontera libre
(véase [35]). Sin embargo, como en este caso la estrategia óptima puede
ser el ejercer anticipadamente, la poĺıtica de ejercicio óptimo es reque-
rida para resolver las ecuaciones diferenciales, afectando al valor de la
opción, la situación se complica debido a que esta poĺıtica en realidad
no se conoce.

La valuación de opciones americanas es un problema que no tiene una
solución general anaĺıtica, excepto para algunos pocos casos, por ejem-
plo, se sabe que una opción americana de compra sobre acciones que no
pagan dividendos, tiene como poĺıtica óptima de ejercicio el no ejercer
anticipadamente, por lo tanto, vale lo mismo que una opción europea
de compra. Por otra parte, cuando la opción se sostiene sobre una ac-
ción que paga un único dividendo conocido durante toda la vida de la
opción, se sabe que la fecha de ejercicio óptimo será el d́ıa anterior al
pago del dividendo, en este caso puede encontrarse una solución anaĺıti-
ca mediante el método de Roll-Geske-Whaley [40].

Para todos los demás casos, el precio de una opción americana se cal-
cula usando alguna técnica de aproximación, por ejemplo, el método de
diferencias finitas, el cual consiste en aproximar la ecuación diferencial
continua mediante diferencias finitas, para posteriormente resolver este
sistema de diferencias. Brennan y Schwartz [11] fueron de los primeros
en aplicar el método de diferencias finitas en finanzas.

Algunas otras aproximaciones para el precio de una opción america-
na son, la aproximación de Johnson [27], para opciones americanas de
venta, la cual es un enfoque puramente emṕırico de la estimación del
precio de la opción. La aproximación de Geske y Johnson [20], la cual
ve a la opción americana como el ĺımite de una sucesión de opciones
bermuda con un número creciente de fechas de ejercicio, las opciones
bermuda pueden tomarse como una clase particular de opciones ameri-
canas, pues sólo pueden ser ejercidas en determinados momentos entre
la emisión y la expiración del contrato, el valor de la opción americana
es encontrado interpolando hacia adelante los valores de las opciones
bermuda. Otro enfoque es la aproximación de Barone-Adesi y Whaley
[3], la cual descompone la opción americana en una opción europea y
un premio por el ejercicio anticipado, el premio por el ejercicio antici-
pado es relativamente más pequeño y fácil de aproximar. Finalmente,
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la aproximación de Bjerksund-Stensland [8], es un ejemplo de una cota
inferior para el precio real de la opción americana, la forma de ha-
llar esta cota consiste en especificar una cierta estrategia subóptima de
ejercicio, tan pronto como esta estrategia es conocida, el valor de la
opción será fácil de encontrar.

Un método de aproximación muy conocido y que quizá sea de los más
sencillos, es la aproximación binomial, cuyo origen se basa en el modelo
binomial de Cox-Rox-Rubinstein [14] para valuar opciones europeas, la
cual resulta ser una versión simplificada del modelo de Black-Scholes.
En [14] se demuestra que para el caso europeo el modelo de Cox-Rox-
Rubinstein converge en distribución al modelo de Black Scholes, para
el caso americano la convergencia se demuestra en [1].

El método de aproximación binomial, basa su solución en la subdivisión
del problema en etapas y en la utilización de una ecuación recurrente
hacia atrás, la cual al ser aplicada en cada etapa resuelve el problema
de valuación de opciones americanas. Problemas que pueden resolverse
usando esta idea, los encontramos en distintas áreas y casi siempre son
problemas que pueden ser resueltos usando un tipo de programación
matemática que transforma problemas de K + 1 variables en K + 1
problemas de una sola variable cada uno relacionados entre śı, simplifi-
cando aśı su solución, este tipo de programación matemática se conoce
como programación dinámica.

La programación dinámica es un método de optimización desarrollado
en 1957 por el matemático Richard Bellman [5], para la solución de
problemas en procesos de decisión en múltiples pasos (véase [6]).

La principal herramienta de este método es la ecuación funcional de
programación dinámica [6], la cual se obtiene para cada problema, a
través del uso del principio de optimalidad de Bellman, esta ecuación
permite, con mayor o menor esfuerzo dependiendo del caso, establecer
una ecuación de recurrencia que es, en śı misma, un algoritmo que re-
suelve el problema en cuestión.

Frecuentemente, programación dinámica es utilizada en el área de con-
trol óptimo estocástico, para la solución de problemas de decisión de
Markov, en particular en [4], se muestran aplicaciones a problemas fi-
nancieros y de seguros de la teoŕıa de procesos de decisión de Markov.

El método binomial para opciones americanas resuelve el problema
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usando programación dinámica, sin embargo, en general, la valuación
de opciones americanas también se puede ver como un problema de
optimización de un sistema que evoluciona a lo largo del tiempo en
una serie de etapas, en el cual, el objetivo es encontrar la secuencia de
decisiones que optimiza el comportamiento de un proceso polietápico,
debido a esto, se puede abordar este problema desde el punto de vista
de programación dinámica, considerándolo como un proceso de deci-
sión en múltiples pasos.

El trabajo de tesis se divide en dos partes, primero, se plantea el pro-
blema de valuación de opciones americanas como un problema de pro-
gramación dinámica, en esta parte, se deduce en general la ecuación de
recurrencia para este problema, y se aplica en particular en el méto-
do binomial, resolviéndolo y obteniendo la fórmula ya conocida para
valuar opciones americanas. Finalmente, se realiza la implementación
computacional para dicho método.

Como segunda parte, se estudia un método basado en la ecuación de
recurrencia de programación dinámica, este método desarrollado por
Broadie y Glasserman [12], da una buena estimación de una opción
americana de compra sobre una acción que paga un dividendo conti-
nuo, el algoritmo funciona muy bien para el caso de opciones sobre
múltiples variables de estado. Este tipo de opciones se han vuelto cada
vez más populares en los mercados de derivados, ya que resultan ge-
neralmente más baratas que comprar un portafolio de opciones sobre
activos individuales [34].

Métodos desarrollados para valuar opciones americanas sobre un so-
lo activo han sido aplicados al caso multidimensional, por ejemplo, el
método binomial para opciones sobre dos o tres activos aplicado por
Boyle [10], o el método de diferencias finitas, el cual puede usarse para
el caso de dos activos subyacentes, sin embargo, estos métodos sufren
de un aumento exponencial en el costo computacional a medida que
aumenta el número de dimensiones.

En este sentido, el método de Monte Carlo ofrece una tasa de conver-
gencia que es independiente del número de variables de estado (véase
[12]), por tanto, este método de simulación es más atractivo comparado
con los métodos de redes cuando el número de variables aumenta. Sin
embargo, la valuación de opciones americanas implica la estimación de
la poĺıtica de ejercicio óptimo, y dado que en los métodos de simulación
estándar, las trayectorias de las variables de estado son simuladas con
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un procedimiento hacia adelante en el tiempo, existe cierta incompati-
bilidad con el procedimiento para determinar la estrategia óptima de
ejercicio, pues para determinar ésta más fácilmente se requiere de un
procedimiento hacia atrás en el tiempo, como es el caso de la progra-
mación dinámica.

El método que presenta Broadie y Glasserman, denominado método
del árbol aleatorio, utiliza ambos métodos: Monte Carlo y programa-
ción dinámica, para calcular dos estimadores, uno con sesgo alto y el
otro con sesgo bajo, ambos asintóticamente insesgados y convergentes
al precio real de la opción, para finalmente obtener un intervalo de
confianza para el precio real de la opción mediante la combinación de
estos dos estimadores.

Después de estudiar el método del árbol aleatorio se realiza la imple-
mentación computacional y se compara con el método binomial, por ser
de los más utilizados, y por basarse de igual manera en la metodoloǵıa
de programación dinámica

La tesis se encuentra estructurada de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 1 se presentan los antecedentes históricos de las opcio-
nes, los conceptos básicos de esta clase de instrumentos derivados y se
explica el problema de valuación de opciones.

En el Caṕıtulo 2 se dan los tópicos necesarios para comprender la meto-
doloǵıa de programación dinámica, se plantea en general un problema
cuya solución se encuentra mediante esta metodoloǵıa, se formula el
problema de valuación de opciones americanas siguiendo este enfoque
y se deduce la ecuación de recurrencia. También se liga este plantea-
miento con el enfoque tradicional de tiempos de paro.

En el Caṕıtulo 3 se estudia el modelo binomial para opciones america-
nas mediante programación dinámica, para ellos, se aplica la fórmula
recursiva para hallar la solución del problema de valuación de opciones
Americanas, también se estudia a fondo el método del árbol aleatorio,
el cual emplea la misma metodoloǵıa, ademas utiliza simulación Monte
Carlo para la valuación de opciones americanas, este método mejora
en cierto sentido al método binomial.

En el caṕıtulo 4 se valúan opciones americanas de una empresa me-
xicana usando la implementación computacional realizada para ambos

v



métodos, mediante esta valuación se hace la comparación del método
del árbol aleatorio con el método binomial, se presentan los códigos de
los algoritmos realizados en Mathematica 6 y MATLAB2010a respec-
tivamente.

Finalmente, se presentan las Conclusiones y tres Apéndices con defini-
ciones y resultados necesarios en la expocisión de los conceptos básicos
de opciones.
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4.1.3. Código en Mathematica 6 para opciones de venta

europeas sin dividendos . . . . . . . . . . . . . . 88
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo inicial, se tiene como objetivo presentar de manera
muy general los antecedentes históricos de las opciones, su situación
actual en México, comprender qué es una opción y para que sirve, sus
modalidades y caracteŕısticas.

Se mencionan los factores de influencia para conocer el valor de una
opción, y finalmente, dentro de un marco matemático se presentan los
conceptos básicos relacionados con la teoŕıa de opciones, los cuales ser-
virán para plantear y resolver el problema principal: la valuación de
opciones Americanas.

Parte de la bibliograf́ıa, utilizada como consulta o bien para estudiar los
conceptos matemáticos relacionados con finanzas es la siguiente: [15],
[16], [17], [26], [35], [39], además de los citados a lo largo del caṕıtulo.

1.1. Opciones

1.1.1. Antecedentes históricos

Las opciones son instrumentos derivados que se han vuelto muy popu-
lares en los mercados financieros modernos.

En el contexto financiero, los instrumentos derivados son contratos que
otorgan derechos y obligaciones para las partes que los celebran. Estos
productos reciben el nombre de “derivados”porque su valor depende de
algún bien o activo al cual se le conoce como bien o activo subyacente.

Los antecedentes históricos se remontan a la época de los antiguos grie-
gos, romanos y fenicios, quienes negociaban contratos con claúsulas de
opciones sobre la mercanćıa que transportaban.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 2

Una muestra sobre el uso de opciones en la antigüedad se encuentra
en la anéctoda descrita por Katz (véase [28]), la cual narra lo siguiente:

Según Aristóteles, Thales, el filósofo sofista que vivió en la isla medi-
terránea de Mileto, léıa las hojas de té, y en una ocasión, interpretó los
resultados de su lectura como la predicción de una muy abundante co-
secha de olivas para el año que corŕıa.

Thales tomó los ahorros de su vida (que no eran muchos), y partió a
negociar con los propietarios de las prensas de olivas para adquirir el
derecho de alquilarlas al precio usual durante la época de cosecha, a
cambio de sus ahorros.

Efectivamente, la cosecha excedió las expectativas y cuando los produc-
tores fueron a extraer el aceite de las prensas, Thales cobró una tarifa
más alta.

En esta anécdota se puede ver, que Thales al realizar este contrato,
pagó a los propietarios de las prensas un monto por el derecho de
alquiler de las mismas a un precio pactado de antemano, y se benefi-
ció cobrando un precio de mercado más alto a los productores de oliva.

Puesto que Thales teńıa información relevante de antemano, pudo ha-
cer uso de ella para obtener un beneficio, algo parecido sucede cuando
se tiene información de antemano sobre las fluctuaciones de los precios
a futuro de algún bien, basándonos en esto, se puede realizar una serie
de operaciones con la finalidad de obtener una ganancia, en economı́a,
a esta situación se le conoce como especulación.

La finalidad de las opciones son primordialmente las siguientes: espe-
culación y cobertura de riesgo. La cobertura de riesgos, implica reducir
o eliminar el riesgo ocasionado por la inseguridad económica dentro de
las empresas o entidades financieras.

Retomando la historia de las opciones, a pesar de ser negociadas desde
la antiguedad, es hasta el siglo XVII, en Amsterdam, cuando aparece
el primer mercado de opciones: The European Option Exchange , y a
principios del siglo XVIII, en Inglaterra comenzaron a negociarse op-
ciones sobre las acciones de las principales compañ́ıas comerciales.

Para otoño de 1720, la South Sea Company tiene una fuerte cáıda en
sus precios, ésto debido en parte a la especulación con opciones sobre
acciones de esta compañ́ıa, lo cual provocó que el mercado de opciones
fuese declarado ilegal. Esta prohibición estuvo vigente hasta el inicio
del siglo XX. Sin embargo de manera clandestina se realizaban opera-
ciones sobre opciones durante el peŕıodo de la prohibición.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 3

Del otro lado del globo, en América también se realizaban negociacio-
nes con opciones, The Chicago Board of Trade (CBOT), se fundó en
1848, originalmente sólo se comercializaban productos agŕıcolas básicos
como trigo, máız y soya, sin embargo, el mercado formal de opciones se
originó en abril de 1973, cuando el CBOT creó una bolsa especializa-
da en este tipo de operaciones: The Chicago Board Options Exchange
(CBOE).

Dos años más tarde, se comenzaron a negociar opciones en The Ame-
rican Stock Exchange (AMEX) y en The Philadelphia Stock Exchange
(PHLX). En 1976 se incorporó The Pacific Stock Exchange (PSE).

Situación en México

A partir de 1978 se comenzaron a cotizar los primeros productos deri-
vados en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV), se inició con futuros. A
partir de esta fecha, diversos tipos de derivados seŕıan comercializados,
aśı como instrumentos h́ıbridos emitidos por el Gobierno Federal, como
es el caso de los Petrobonos, los cuales estaŕıan vigentes de 1977 a 1991.

Por otra parte, a finales de 1992 se inició la negociación de opciones
sobre ADR’s de Telmex L en CBOE. Para 1994 se operaban diversas
opciones sobre acciones mexicanas en CBOE, AMEX, New York Op-
tions Exchange (NYOE) y PLHX, además de las bolsas de Londres y
Luxemburgo.

Con toda esta experiencia previa con los instrumentos derivados fi-
nancieros, en México se reflejo la necesidad de contar con un mercado
nacional de derivados, por tal razón en diciembre de 1998 se consti-
tuyó el primer mercado de futuros y opciones en México: el Mercado
Mexicano de Derivados (MexDer).

Hasta el 14 de abril de 1999, sólo participaban en MexDer los princi-
pales bancos del sistema. A partir del 15 de abril, MexDer se abrió ofi-
cialmente a todos aquellos participantes interesados en la negociación
con productos derivados (personas f́ısicas y morales), provocando que
las cifras crecieran dramáticamente.

Actualmente, aunque MexDer tiene poco tiempo de haberse constitui-
do, el mercado está funcionando según el plan, es decir, es un mercado
viable, con toda la seguridad que goza cualquier otra bolsa internacio-
nal y con un volumen creciente de contratos operados, lo que manifiesta
que puede alcanzar altos niveles de liquidez para funcionar con mayor
eficacia.
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1.1.2. El problema de la valuación de opciones

Definición 1.1.1. Una opción es un contrato financiero que otorga
a su comprador (o propietario) el derecho, pero no la obligación, de
comprar o vender un bien subyacente (o una cierta cantidad de bien)
a un precio pactado de antemano, llamado precio de ejercicio.

Esta compra o venta se efectúa en alguna fecha futura o lapso de tiem-
po establecidos al inicio del contrato. El vendedor de dicha opción se
obliga a vender o comprar el activo subyacente al precio convenido.

Las opciones se clasifican en dos tipos, dependiendo del derecho que
adquiere el comprador:

Opción de compra, cuando el propietario adquiere el derecho pe-
ro no la obligación de comprar el bien subyacente al precio de
ejercicio y en una fecha futura establecida al inicio del contrato.
En este caso el vendedor de la opción se obliga a vender el activo
subyacente al precio convenido.

Opción de venta, cuando el propietario adquiere el derecho pero
no la obligación de vender el bien subyacente al precio de ejer-
cicio y en una fecha futura establecida al inicio del contrato. En
este caso el vendedor de la opción se obliga a comprar el activo
subyacente al precio convenido.

El estilo de la opción lo define el periodo o fecha en que ésta puede
ser ejercida, las más comúnes son las opciones europeas y americanas
estándar, definidas a continuación.

Opción europea, la cual otorga a su comprador el derecho, pero
no la obligación, de comprar o vender un bien subyacente (o una
cierta cantidad del bien) al precio de ejercicio en una fecha futura
convenida al inicio del contrato, llamada fecha de vencimiento.

Opción americana, la cual otorga a su comprador el derecho, pero
no la obligación, de comprar o vender un bien subyacente (o una
cierta cantidad del bien) al precio de ejercicio durante el lapso de
tiempo comprendido entre la emisión del contrato y la fecha de
vencimiento.

La clasificación entre opciones europeas y americanas tiene un origen
histórico; en Estados Unidos de América las opciones sobre acciones
siempre se han podido ejercer en cualquier instante durante la vigencia
del contrato, por otro lado, en Europa tras el surgimiento del European
Option Exchange en 1977, se estipula que las opciones negociadas en
dicho mercado pueden ser ejercidas en una única fecha predeterminada.
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Esta clasificación geográfica duró pocos años y hoy en d́ıa tanto opcio-
nes europeas como americanas son negociadas en los distintos mercados
alrededor de todo el mundo, sin embargo, hay una mayor inclinación
por las opciones americanas, puesto que son más flexibles (véase [29]).

Notemos que la negociación de una opción requiere de dos partes involu-
cradas, el comprador o poseedor de la opción y el vendedor o emisor de
la opción, para estas dos partes el riesgo asumido por la compra-venta
del contrato es diferente, pues el poseedor siempre tiene el derecho y
ninguna obligación, mientras que el emisor siempre tiene la obligación
de satisfacer la demanda del poseedor de la opción.

Como es natural pensar, el comprador de la opción solo ejercerá su
derecho si la evolución de los precios en el mercado del bien subyacente
le permite obtener algún beneficio al ejercer su derecho, para el vende-
dor de la opción el ejercicio del contrato supone una pérdida, entonces,
¿Cuál es la razón por la que un agente económico vende una opción?

La respuesta es sencilla: el vendedor de la opción recibirá un pago por
parte del comprador, a este pago se le conoce comúnmente como la
prima del contrato, es decir, la prima es la compensación al vendedor
de la opción por el riesgo que asume. El cálculo de este precio es el
problema conocido como valuación de opciones (option pricing).

Por otra parte, dado que las opciones americanas pueden ser ejercidas
en cualquier instante previo a la fecha de vencimiento, la valuación de
una opción de este estilo, consiste en calcular la estrategia de ejercicio
óptima, para posteriormente calcular el valor de la opción.

El siguiente ejemplo ilustra el problema de valuación de opciones para
el caso europeo, de igual manera proporciona una idea de porqué las
opciones son un buen instrumento de cobertura.

Ejemplo 1.1.1. Supongamos que una empresa regularmente tiene que
tratar con un activo cuyo precio cambia constantemente de manera
muy violenta en el mercado, es decir, un activo riesgoso, por ejemplo
el petróleo. Supongamos que la misma empresa sabe que dentro de una
fecha futura T necesitará comprar una cantidad espećıfica de barriles
de petróleo, esta situación es un tanto riesgosa para la empresa dada
la naturaleza aleatoria en la fluctuación del precio del petróleo, sin em-
bargo, comprando opciones de venta europeas con precio de ejercicio k
la empresa podrá saber cuanto es la cantidad máxima que necesitará en
la fecha T para comprar la cantidad especifica de barriles de petróleo.

La opción de compra europea del Ejemplo 1.1.1 se puede ver como un
seguro contra el aumento del precio del petróleo en el futuro, por tanto,
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en este caso, el problema de valuación de opciones consiste en determi-
nar cuanto debe pagar la empresa por adquirir este seguro, dada una
fecha de vencimiento T y un precio de ejercicio k, conociendo el precio
del subyacente al d́ıa de hoy.

De manera intuitiva, en este ejemplo se logra ver que algunos elementos
que podŕıan ser de utilidad en el momento de calcular la prima de la
opción son la fecha de vencimiento, el precio de ejercicio y el precio del
bien subyacente en la fecha actual, esto es cierto, sin embargo, existen
otros factores que también tendrán que ser tomados en cuenta, de ellos
hablaremos a continuación.

1.1.3. Principales elementos para calcular el precio de
las opciones

Para determinar el pago de la prima de una opción, los siguientes ele-
mentos son de gran influencia:

Precio actual del bien subyacente.

Volatilidad subyacente.

Tasa de interés libre de riesgo.

Fecha de vencimiento.

Precio de ejercicio.

Los tres primeros factores están determinados por el mercado, mientras
que los dos últimos se especifican al emitir el contrato.

El precio del bien subyacente y el precio de ejercicio afectan el precio
de las opciones en la siguiente forma, para una opción de compra, el
ingreso obtenido al ser ejercida la opción, es la diferencia entre el precio
del bien subyacente al momento de ejercicio y el precio de liquidación,
de tal forma que la opción de compra tiene un mayor valor cuando
el precio del bien subyacente aumenta y vale menos cuando el precio
de ejercicio aumenta. En una opción de venta sucede lo contrario, el
ingreso que se obtiene al ejercer la opción es igual a la diferencia entre
el precio de ejercicio y el precio del bien subyacente, la opción de venta
tiene menos valor cuando el precio del bien subyacente aumenta y más
valor cuando el precio de ejercicio sube.

La volatilidad subyacente manifiesta la capacidad que tiene el precio
del bien subyacente para variar sus movimientos en el futuro, el aumen-
to en la volatilidad propicia un aumento en el precio de las opciones
pues, a mayor volatilidad, la probabilidad de que el precio del bien sub-
yacente cambie durante el tiempo de vigencia es mayor, acrecentando
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el riesgo de pérdida para los emisores y otorgando a los poseedores una
probabilidad mayor de ejercicio de los contratos y por ende la obten-
ción de algún beneficio. En el mercado de opciones se usa la desviación
estándar del rendimiento que proporciona el bien subyacente (véase
Apéndice A).

La tasa de interés libre de riesgo es el rendimiento que proporciona
alguna inversión ausente de riesgo, en México esta inversión libre de
riesgo está dada por los Certificados de la Tesoseŕıa (CETE) y es pu-
blicada semanalmente, cada martes por el Banco de México como tasa
de interés simple anual convertible a 28, 91, 181 y 360 d́ıas. La tasa
de interés libre de riesgo extranjera es publicada semanalmente, cada
martes, en formato de interés instantáneo anual a tres meses por la
Federal Reserve.

El tiempo hasta el vencimiento es el tiempo de vigencia de la opción
y está limitado por la fecha de vencimiento, en el caso de las opcio-
nes americanas, dado que pueden ser ejercidas en cualquier momento
durante la vigencia del contrato, se tiene que, entre mayor es el plazo
hasta la fecha de vencimiento, son más las oportunidades de ejercicio
y de generar beneficios para el poseedor, aśı, las opciones americanas
valen más si el tiempo hasta el vencimiento aumenta.

1.1.4. Principios fundamentales para la valuación de op-
ciones

El objetivo de esta sección, es presentar las herramientas principales
para la valuación de opciones a tiempo discreto. Puesto que un desarro-
llo adecuado y completo de toda la teoŕıa se extendeŕıa más allá de lo
necesario para cubrir nuestros objetivos, en esta sección se plantearán
solo las ideas que se consideran fundamentales para el desarrollo de la
tesis.

Un modelo financiero a tiempo discreto, como el que buscamos, se ba-
sa en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), con P ({ω}) > 0 para todo
ω ∈ Ω, equipado con una filtración {Fn : n = 1, 2, . . .} que representa
la cantidad total de información presente (véase [29]).

El horizonte del problema (N) corresponde al vencimiento de la op-
ción. El mercado consta de d + 1 activos o bienes subyacentes, cuyos
precios estarán representados por la sucesión de variables aleatorias no
negativas {Sin : i = 0, 1, . . . , d; n = 0, 1, . . . , N} medibles con respecto
a {Fn : n = 0, 1, . . . , N}, para i = 0, 1, . . . , d y n = 0, 1, . . . , N .

El vector Sn = (S0
n, S

1
n, . . . , S

d
n) es el vector de precios al tiempo n, el

activo subyacente indexado con 0 es un activo sin riesgo y cumple que
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S0
0 = 1.

Si la ganancia sobre un periodo del activo sin riesgo es constante e igual
a r, se tendrá que:

S0
1 = 1 + r

S0
2 = (1 + r)2

...

S0
n = (1 + r)n (1.1.1)

El coeficiente rn =
1

S0
n

se interpreta como un factor de descuento

del tiempo 0 al tiempo n, los activos subyacentes, indexados por i =
1, . . . , d, representan activos riesgosos.

Portafolios de estrategia

Definición 1.1.2. Un portafolio de estrategia o estrategia de compra-
venta basado en los activos 0, 1, ..., d, es un proceso estocástico ξ =
{ξn}0≤n≤N , donde ξn = (ξ0

n, ξ
1
n, . . . , ξ

d
n), ξin representa la cantidad del

activo i asignada al portafolio en el tiempo n, para i = 1, . . . , d.

Además, el portafolio ξ es un proceso predecible, es decir, para cada
i = 0, 1, . . . , d, ξi0 es F0 medible, y para n ≥ 1, ξin es Fn−1 medible.

El valor del portafolio al tiempo n es el producto escalar:

Vn = ξn · Sn =
d∑
i=0

ξinS
i
n, (1.1.2)

y el valor descontado del portafolio al tiempo n es:

Ṽn = βn(ξn · Sn) = ξn · (βnSn) = ξn · S̃n. (1.1.3)

Donde, βn es el descuento al tiempo n, S̃n = (1, S̃1
n, . . . , S̃

d
n) es el vector

de precios descontados y S̃in = βnS
i
n, para cada i ≥ 1.

Definición 1.1.3. Se dice que un portafolio de estrategia es autofi-
nanciable si para cada n ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, se cumple lo siguiente:

ξn · Sn = ξn+1 · Sn (1.1.4)

Es decir, un portafolio es autofinanciable si al inicio del nuevo periodo
de tiempo [n, n + 1] siempre se reinvierte el valor total obtenido del
portafolio al final del periodo anterior [n−1, n], en otras palabras, esto
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significa que no puede haber ninguna entrada extra de dinero durante
la transición del final de [n− 1, n] al inicio de [n, n+ 1].

El siguiente resultado será útil para caracterizar el precio de un deri-
vado en términos de esperanza condicional, pero esto se discutirá un
poco más adelante.

Proposición 1.1.2. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) El portafolio de estrategia {ξn}0≤n≤N es autofinanciable

(ii) Para cualquier n ∈ {1, . . . , N},

Ṽn = Ṽ0 +

n∑
j=1

ξj · (S̃j − S̃j−1). (1.1.5)

Demostración: Como ξ es autofinanciable, entonces

ξn−1 · Sn−1 = ξn · Sn−1,

para n = 1, . . . , N .

Dividiendo ambos lados de la igualdad entre (1+r)n−1, y considerando
que βn = 1

S0
n

, se tiene que

ξn · S̃n = ξn+1 · S̃n, (1.1.6)

para n = 1, . . . , N − 1.

Luego,

Ṽn = Ṽ0 +
n∑
j=1

(Ṽj − Ṽj−1)

= Ṽ0 +

n∑
j=1

ξj · S̃j − ξj−1 · S̃j−1

= Ṽ0 +

n∑
j=1

ξj · S̃j − ξj · S̃j−1

= Ṽ0 +
n∑
j=1

ξj · (S̃j − S̃j−1), n = 1, . . . , N.

Suponiendo ahora que se cumple (ii), se tiene,

Ṽn − Ṽn−1 = ξn · (S̃n − S̃n−1).
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Por consiguiente

ξn · S̃n − ξn−1 · S̃n−1 = ξn · (S̃n − S̃n−1),

y

ξn−1 · S̃n−1 = ξn · S̃n−1,

para n = 1, . . . , N .

Multiplicando ambos lados de la igualdad por (1 + r)n−1, se tiene la
condición de autofinanciamiento. �

La identidad (1.1.5) indica que cuando un portafolio es autofinancia-
ble, el valor descontado del portfolio al tiempo n está dado por la suma
de las ganancias descontadas y las pérdidas registradas en todos los
peŕıodos de tiempo, desde 0 hasta n.

La suma en (1.1.5) también se refiere a una integral estocástica en
tiempo discreto del portafolio {ξn}1≤n≤N con respecto al proceso de

los precios descontados {S̃n}0≤n≤N .

Por otra parte, note que el signo de las cantidades ξin puede ser positivo
o negativo, pues no se ha mencionado ninguna restricción en este sen-
tido. Si ξ0

n < 0, significa que se ha tomado prestada la cantidad | ξ0
n |

de activo sin riesgo, sin embargo, si ξin < 0 para i ≥ 1, diremos que nos
hará falta la cantidad de ξin de activo riesgoso i.

Una venta en corto o al descubierto, es aquella que se realiza sin poseer
al momento de la operación lo que se está vendiendo, y es necesario
comprarlo posteriormente para cubrir dicha venta. Los préstamos y las
ventas en corto se permiten dentro del mercado, sin embargo, el valor
del portafolio debe ser positivo en cualquier instante de tiempo (véase
[29]).

Definición 1.1.4. Una estrategia ξ es admisible si es autofinanciable
y Vn ≥ 0 para cada n ∈ {0, 1, . . . , N}.

Arbitraje y medida de probabilidad neutral al riesgo

Un concepto fundamental para la valuación de opciones es el de ar-
bitraje, una oportunidad de arbitraje es la posibilidad de obtener una
cantidad positiva de dinero a partir de cero o de una cantidad negativa.
Esta noción se puede formalizar como sigue a continuación.

Definición 1.1.5. Una oportunidad de arbitraje es una estrategia ad-
misible con valor inicial menor o igual que cero y valor final distinto de
cero.
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El arbitraje funciona como punto de partida para establecer un mo-
delo para valuar opciones, especificando que no se puede obtener una
ganancia libre de riesgo, es decir, que no puede haber oportunidades
de arbitraje, bajo este supuesto se pueden determinar los precios co-
rrectos para las opciones. La ausencia de arbitraje se ilustra mejor en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.3. Durante el intervalo de tiempo [0, N ], una empresa
emite derechos para comprar acciones a un precio de k unidades. Este
derecho se comporta como una opción de compra, pues otorga el dere-
cho pero no la obligación de comprar la acción a un precio de ejercicio
k. En la fecha de emisión de los derechos el precio de las acciones
de esta empresa cerraron a S unidades. La pregunta ahora es: ¿Como
valuar el precio C del derecho a comprar el bien subyacente? Esta res-
puesta puede ser contestada a través de la búsqueda de oportunidades
de arbitraje. Note que existen dos formas para comprar el subyacente:

1. Comprar el subyacente en el mercado a S unidades.

2. Comprar la opción al precio C y luego el subyacente a k unidades.
El costo total seŕıa de C + k unidades.

Para un inversionista quien no posee acciones ni derechos, si C+k < S
puede realizar arbitraje, comprando la opción en C unidades, luego el
subyacente en k unidades y finalmente vendiendo el subyacente en el
mercado en S unidades, la ganancia seŕıa igual a

S − (C + k) > 0.

Por otra parte, para un inversionista que posee la opción, si C+k > S
puede realizar arbitraje, vendiendo la opción en C unidades, comprando
el subyacente en el mercado en S unidades. En N el subyacente puede
ser vendido en k unidades y la ganancia seŕıa igual a

C + k − S > 0.

En ausencia de oportunidades de arbitraje, lo anterior nos indica que
C debe satisfacer:

C + k − S = 0

Aśı, el precio justo para la opción es:

C = S − k (1.1.7)

El supuesto de ausencia de arbitraje se relaciona con la noción de me-
dida de probabilidad neutral al riesgo. Por lo que a continuación se
presenta esta definición, la cual menciona que bajo una medida de
probabilidad neutral al riesgo, el rendimiento esperado de cada activo
riesgoso indexado con el supeŕındice 1, ..., d, es igual al rendimiento del
activo no riesgoso, el cual se indexa con el supeŕındice cero.
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Definición 1.1.6. Una medida de probabilidad P∗ en el espacio me-
dible (Ω,F), es llamada medida neutral al riesgo si

E∗[Sin+1|Fn] = (1 + r)Sin, (1.1.8)

donde, i = 0, 1, ..., d y n = 0, 1, ..., N − 1. E∗ denota la esperanza bajo
P∗.

La definición de medida neutral al riesgo se puede plantear desde un
enfoque de martingalas.

Proposición 1.1.4. Una medida de probabilidad P∗ en el espacio me-

dible (Ω,F), es una medida neutral al riesgo si y sólo si el proceso {S̃in}
de los precios descontados es una martingala bajo P∗, es decir,

E∗[S̃in+1|Fn] = S̃in, (1.1.9)

donde, i = 0, 1, ..., d y n = 0, 1, ..., N − 1.

Demostración: Note que

Sin = (1 + r)nS̃in,

aśı

E∗[Sin+1|Fn] = E∗[(1 + r)n+1S̃in+1|Fn]

= (1 + r)n+1E∗[S̃in+1|Fn].

Para cada n = 0, 1, ..., N , i = 1, ..., d.

Por lo tanto, (1.1.8) y (1.1.9) son equivalentes. �

Definición 1.1.7. Se dice que un mercado es viable si no existen opor-
tunidades de arbitraje.

El siguiente teorema es útil para revisar la existencia de oportunidades
de arbitraje y se conoce como primer teorema fundamental de valuación
de activos.

Teorema 1.1.5. Un mercado es viable si y sólo si admite al menos
una medida neutral al riesgo.

Demostración: Supongamos que el mercado admite al menos una
medida neutral al riesgo, entonces, bajo esta medida los precios des-
contados son martingalas.
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Para cualquier portafolio de estrategia ξ, se cumple por Proposición
1.1.2 que

Ṽn = Ṽ0 +

n∑
j=1

ξj · (S̃j − S̃j−1).

Luego, por Proposición B.0.2 del Apéndice B, se tiene que Ṽn es una
P∗- martingala. Por lo tanto

E(ṼN ) = E(Ṽ0).

De tal forma, que si la estrategia es admisible, y su valor inicial es cero,
entonces,

E(ṼN ) = 0,

con ṼN ≥ 0. Puesto que para todo ω ∈ Ω, P∗({ω}) > 0, se tiene que

ṼN = 0.

La implicación contraria es un poco más complicada, y requiere del
Teorema de Separación de Conjuntos Convexos (véase Apéndice C,
Teorema C.0.4).

A continuación se dará una idea general de la demostración de esta
implicación, los detalles pueden consultarse en [29], Teorema 1.2.7.

Sea L el cono convexo de las variables aleatorias estrictamente positi-
vas.

El mercado será viable si y sólo si para cualquier estrategia admisible

ξ, V0 = 0, entonces ṼN /∈ L.

Para cualquier proceso admisible (ξ0
n, . . . , ξ

d
n), se asociará el proceso

definido a continuación

Ĝn =
n∑
j=1

(ξ1
j∆S̃1

j + · · ·+ ξdj∆S̃dj ).

Este proceso corresponde a la ganancia acumulada descontada obteni-
da por el portafolio de estrategia autofinanciable ξ1

n, . . . , ξ
d
n.

Un argumento financiero nos indica que entonces deberá existir un úni-
co proceso ξ0

n, tal que la estrategia {(ξ0
n, ξ

1
n, . . . , ξ

d
n) : n = 1, . . . , N} es

autofinanciable y tiene valor inicial cero, (véase [29], Proposición 1.1.3).

El proceso que se asocia a esta estrategia corresponde al valor descon-
tado de la estrategia al tiempo n, y puesto que el mercado es viable,
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se tiene que si Ĝn ≥ 0 para cualquier n = 1, . . . N , entonces debe cum-

plirse que ĜN = 0.

Considere ahora el conjunto Ψ de las variables aleatorias ĜN (ξ), donde
ξ es un proceso predecible en Rd, el cual es un subespacio vectorial de
RΩ, donde RΩ es el conjunto de las variables aleatorias reales definidas
en Ω.

Se puede probar que el subespacio Ψ no intersecta a L (véase [29],
Lema 1.2.6), por tanto, tampoco intersecta al conjunto convexo K =
{X ∈ L|

∑
ωX(ω) = 1} ⊂ L.

Entonces, como resultado del Teorema de Separación de Conjuntos
Convexos, existe λ(ω), ω ∈ Ω, tal que

1. Para todo K ∈ X,
∑

ω λ(ω)X(ω) > 0.

2. Para cualquier proceso predecible ξ, se cumple que∑
ω

λ(ω)ĜN (ξ)(ω) = 0.

De 1 se deduce que λ(ω) > 0 para todo ω ∈ Ω. Por lo tanto, la proba-
bilidad P∗ definida como sigue

P∗({ω}) =
λ(ω)∑

w′∈Ω λ(ω′)
,

es equivalente a P.

Sea E∗ la esperanza bajo la medida P∗, de la propiedad 2 se tiene que,
para cualquier proceso predecible {ξn} en Rd,

E∗
(

N∑
j=1

ξj∆S̃j

)
= 0.

De aqúı que, para todo i ∈ {1, . . . , d} y para cualquier sucesión prede-
cible en R, se tiene que

E∗
(

N∑
j=1

ξij∆S̃
i
j

)
= 0.

Por lo tanto, por Proposición B.0.3 del Apéndice B, se concluye que

los precios descontados {S̃1
n}, . . . , {S̃dn} son P∗-martingalas.

Por lo tanto, existe una medida de probabilidad neutral al riesgo. �
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Mercados completos y portafolios replicantes

Se ha explicado que una opción es un instrumento derivado y que éstos
son contratos efectuados entre dos agentes, además, los instrumentos
derivados reditúan una función de pago aleatoria fN ≥ 0 al tiempo N .

En el caso de una opción europea de compra, con vigencia N , basada
en un bien subyacente S1 y con precio de ejercicio K, la función de
pago que reditúa la opción en el instante N es

fN (S) = max{S1
N −K, 0} := (S1

N −K)+. (1.1.10)

Para una opción de venta europea sobre el mismo bien subyacente y
precio de ejercicio K, la función de pago en el instante N es:

fN (S) = max{K − S1
N , 0} := (K − S1

N )+. (1.1.11)

Para el caso de opciones europeas, la función de pago depende úni-
camente de S1

N , sin embargo para el caso de opciones americanas, la
función de pago puede ser redituada en cualquier instante previo a la
fecha de expiración de la misma, por lo que se tendrá una función de
pago para cada instante de tiempo n ≤ N .

Si la opción americana es de compra, entonces

fn(S) = max{S1
n −K, 0} := (S1

n −K)+, n ≤ N. (1.1.12)

En caso de que la opción americana sea de venta, se tendrá que

fn(S) = max{K − S1
n, 0} := (K − S1

n)+, n ≤ N. (1.1.13)

En este caso, la función de pago en el instante n se puede interpretar
como el pago por el ejercicio anticipado.

Definición 1.1.8. Un derivado con función de pago fN se dice que es
alcanzable, si existe una estrategia admisible ξ, tal que

fN = ξN · SN . (1.1.14)

Es decir, un derivado es alcanzable si existe un portafolio de estrategia
admisible tal que su valor en la fecha de vencimiento sea igual que la
función de pago del derivado en la misma fecha. En este caso decimos
que el portafolio ξ cubre o replica al derivado.

Definición 1.1.9. Se dice que un mercado es completo si cada instru-
mento derivado es alcanzable.
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El interés en mercados completos se debe a que esta situación permite
una teoŕıa más simple para la valuación de opciones mediante la co-
bertura.

El siguiente resultado se conoce como el segundo teorema fundamental
de valuación de activos y da una caracterización más precisa de los
mercados completos.

Teorema 1.1.6. Un mercado viable es completo si y sólo si admite
sólo una medida de probabilidad neutral al riesgo.

Demostración: Los detalles de la demostración se pueden consultar
en [29], Teorema 1.3.4. �

Podemos resumir que las supocisiones y los elementos necesarios para
el modelo que requerimos serán los siguientes.

Primero, debemos suponer un mercado viable y completo, entonces,
existirá una única medida de probabilidad P∗ en el espacio medible
(Ω,F) bajo la cual los precios descontados del bien subyacente serán
martingalas.

La función de pago fN será una variable aleatoria FN -medible y no
negativa, y requerimos también de una estrategia admisible ξ que re-
plique al derivado.

En particular, la expresión (1.1.5) muestra que {Ṽn}0≤n≤N es también
una martingala con respecto de P∗, (véase [29], Proposición 1.2.3). De
este hecho se tiene que

V0 = E∗(ṼN ) = E∗
(
fN
S0
N

)
, (1.1.15)

y más generalmente

Vn = S0
nE∗

(
fN
S0
N

|Fn
)
, (1.1.16)

para n = 0, . . . , N .

La identidad (1.1.16) se deduce del siguiente resultado.

Teorema 1.1.7. Para cualquier medida de probabilidad neutral al ries-
go P∗, el valor descontado del portafolio de estrategia autofinanciable ξ
que cubre al derivado con función de pago fN , está dado por

Ṽn = E∗
[
f̃N |Fn

]
, n = 0, 1, . . . , N, (1.1.17)
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f̃N representa el valor descontado de la función de pago, es decir,

f̃N =
fN

(1 + r)N
. (1.1.18)

Demostración: Puesto que el portafolio de estrategia {ξn : n =
1, 2, . . . , N} es autofinanciable, por la relación (1.1.5) se tiene que

E∗[f̃N |Fn] = E[ṼN |Fn]

= E∗
[
Ṽ0 +

N∑
j=1

ξj · (Sj − Sj−1)|Fn
]

= E∗[Ṽ0|Fn] +

N∑
j=1

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn]

= Ṽ0 +

n∑
j=1

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn]

+
N∑

j=n+1

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn]

= Ṽ0 +

n∑
j=1

ξj · (Sj − Sj−1)

+
N∑

j=n+1

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn]

= Ṽn +

N∑
j=n+1

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn].

Para concluir la demostración sólo resta probar que

N∑
j=n+1

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn] = 0. (1.1.19)

Para esto, veamos que

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn] = 0,

para todo j = t+ 1, . . . , N .

Puesto que 0 ≤ n ≤ j− 1, entonces Fn ⊂ Fn−1, luego por la propiedad
de la torre de la esperanza condicional se tiene que

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn] = E∗[E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn−1]|Fn].
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De tal forma, que basta con demostrar

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn−1] = 0.

Note que la asignación del portafolio ξj sobre el periodo de tiempo [j−
1, j] se decide al tiempo j−1, por tanto, solo depende de la información
Fj−1 conocida hasta el tiempo [j − 1, j], por lo tanto

E∗[ξj · (Sj − Sj−1)|Fn−1] = ξj · E∗[Sj − Sj−1|Fn−1] = 0.

Finalmente, puesto que {S̃n : n = 0, 1, . . . , N} es una martingala bajo
la medida neutral al riesgo P∗, se tiene que

E∗[S̃j − S̃j−1|Fn−1] = E∗[S̃j |Fn−1]− E∗[S̃j−1|Fn−1]

= E∗[S̃j |Fn−1]− S̃j−1

= 0, j = 1, . . . , N.

Por lo tanto, (1.1.19) se cumple, quedando aśı demostrado el teorema.
�

Multiplicando ambos lados de la igualdad (1.1.17) por (1+r)n, se obtie-
ne la identidad (1.1.16), esta relación, indica que en cualquier instante,
el valor del portafolio que replica al derivado es igual a la riqueza nece-
saria al tiempo n para replicar fN al tiempoN , mediante la estrategia ξ.

Por lo tanto, si al tiempo 0 se vende la opción a

E∗
(
fN
S0
N

)
,

será posible seguir una estrategia que replique la opción, es decir, ge-
nerar la cantidad fN al tiempo N , en este caso se dice que el derivado
es perfectamente replicable.

Resumiendo las ideas de esta sección, encontramos que, para la valua-
ción de opciones las siguientes tres ideas son importantes.

1. Si un derivado es perfectamente replicable, entonces, el precio del
derivado será el costo del portafolio de estrategia comercial de la
replicación.

2. Los precios descontados del subyacente son martingalas bajo una
medida de probabilidad asociada con un factor de descuento. El
precio del derivado, es la esperanza de la función de pago descon-
tada, bajo tal medida de probabilidad.

3. En un mercado completo cualquier función de pago puede ser al-
canzada mediante un portafolio de estrategia comercial, además,
la medida martingala asociada con el factor de descuento es única.



Caṕıtulo 2

Programación dinámica

La programación dinámica, abordada en 1957 por el matemático Ri-
chard Bellman [5], fue pensada originalmente para resolver problemas
en procesos de decisión en múltiples pasos, este último, fue un tema de
investigación que surgió en años posteriores a la segunda guerra mun-
dial.

Después de desarrollar el método de programación dinámica en el área
de problemas de decisión en tiempo discreto, Bellman y sus colabo-
radores se dedicaron a la tarea de formular diferentes problemas en
términos de programación dinámica. Como resultado de esta labor, en-
contraron que las ideas centrales del método, en particular el Principio
de Optimalidad, pod́ıan ser aplicadas satisfactoriamente en muchos de
los problemas abordados [6]. En la actualidad, un problema que puede
ser resuelto usando programación dinámica, es el problema de valua-
ción de opciones americanas.

En este caṕıtulo se estudian los elementos básicos y las caracteŕısticas
que debe tener un problema para poder resolverse usando programa-
ción dinámica, se ilustra con un ejemplo y finalmente se deduce la
ecuación funcional para el problema de valuación opciones americanas.
La bibliograf́ıa de consulta utilizada es la siguiente: [18], [24], [36], [37],
[4], incluyendo los que se citan a lo largo del caṕıtulo.

2.1. Conceptos básicos

2.1.1. Principio de optimalidad de Bellman

La metodoloǵıa de programación dinámica está orientada a la solución
de problemas en los cuales se deben tomar decisiones en etapas sucesi-
vas, con el objetivo de optimizar el costo o la recompensa total sobre
dichas decisiones.

19
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Esta metodoloǵıa es útil para resolver un amplio número de problemas,
los cuales se caracterizan por una estructura básica y ciertas condicio-
nes para su solución. La idea clave para encontrar la solución óptima
global consiste en la aplicación del Principio de Optimalidad de Bell-
man, este principio es la clave para elaborar el algoritmo de Programa-
ción Dinámica.

Principio de optimalidad de Bellman : Una poĺıtica óptima tiene
la propiedad de que, cualesquiera que sean el estado y las decisiones
iniciales, las decisiones restantes deben constituir una poĺıtica óptima
con respecto al estado resultante de la primera decisión.

Para entender mejor este principio, supongamos un sistema que con-
siste de n etapas, en cada etapa se toma una decisión q y dependiendo
de estas decisiones el sistema tendrá (en cada etapa) un vector p de-
nominado vector de estados, conociendo el estado inicial del sistema, y
un determinado valor numérico llamado costo o recompensa.

El problema radica en determinar los valores óptimos de las variables
para los cuales se minimice o maximice la función costo o recompensa
tras una cierta transición o evolución del sistema. Es decir, se preten-
de resolver una secuencia de n subproblemas, uno para cada etapa, de
manera que el costo o la recompensa final del sistema sea óptimo.

Para poder asumir el principio de optimalidad de Bellman, se debe
pedir que, en cada etapa el estado se vea afectado sólo por el estado
en que se encontraba en la etapa anterior y la decisión que se tomó en
ella. Es decir, el escenario en el que se trabaja debe ser markoviano.

Aśı, cada vez que se toma una decisión, el sistema evoluciona pasando a
un nuevo estado, pagando un costo o bien obteniendo una recompensa.

Sea f(p) el costo o recompensa del sistema cuando se estudia la deci-
sión apropiada para la etapa en el estado p, es decir, f(p) representa
el rendimiento óptimo en el estado p.

Entonces, la formalización del método de programación dinámica se ba-
sa en la siguiente relación, llamada ecuación funcional de programación
dinámica.

f(p) = min
q
{H(p, q, f(T (p, q)))}, (2.1.1)

donde p: estado, q: decisión, T (p, q): función de transición, H es una
función real valuada conocida, la cual depende de p, q y la trancisión
del problema.
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Caracteŕısticas de un problema de programación dinámica

Dado un problema de optimización, este puede ser resuelto v́ıa progra-
mación dinámica si se cumple lo siguiente.

1. El problema es divisible en etapas.

2. Cada etapa se puede caracterizar mediante estados y posibles
decisiones.

3. La decisión óptima tomada en cada etapa, determina cual será el
estado en la siguiente etapa.

4. La decisión óptima en cada etapa, depende únicamente del estado
actual y no de las decisiones anteriores.

5. Existe una fórmula recursiva que define el costo o recompensa de
una decisión en una etapa a partir del costo o recompensa de una
decisión en la etapa anterior.

2.1.2. Planteamiento de un problema de programación
dinámica

Para plantear un problema de programación dinámica debemos seguir
los siguientes pasos:

(i) Identificación de etapas, estados y variables de decisión

Cada etapa debe tener asociado una o más posibles decisio-
nes, las cuales dependen de las decisiones anteriores median-
te las variables de estado.

Cada estado debe contener toda la información necesaria
para tomar la decisión asociada al peŕıodo.

Las variables de decisión son aquellas sobre las cuales se
optimiza el beneficio acumulado y modifican el estado en la
siguiente etapa.

(ii) Descripción de la ecuación de recurrencia

Esta ecuación debe indicar cómo se acumula la función de costo
o recompensa a optimizar, aśı como la forma en que vaŕıan las
funciones de estado de una etapa a otra.

(iii) Optimización de la función objetivo

Siguiendo el principio de optimalidad, se debe optimizar cada
subproblema por etapas, en función de la solución del subpro-
blema en la etapa siguiente. En este punto se debe aclarar que,
para que la recurrencia esté bien definida, es necesario una condi-
ción de frontera. La recursividad puede ser hacia adelante o hacia
atrás.
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Sean

k: ı́ndice de cada etapa k = 0, . . . , n.

xk: estado del sistema en la etapa k.

uk: decisión tomada en el peŕıodo k, la influencia de esta decisión
se observa en el peŕıodo k + 1.

wk: variables exógenas sobre el sistema en el peŕıodo k.

El estado siguiente en cada etapa dependerá del estado actual del siste-
ma, de las decisiones tomadas en esa etapa y de las variables exógenas

xk+1 = fk(xk, uk, wk).

El principio de optimalidad de Bellman sugiere abordar el problema de
manera parcial.

Llamemos P0 al problema global y Pk al problema que resulta de con-
siderar las etapas desde k hasta la etapa final.

Haciendo recursión hacia atrás, empezamos por resolver el problema
PN−1, la solución de este subproblema se obtiene como sigue.

El costo futuro al que se incurre por estar en el estado final N es
conocido (condición de frontera).

Para cada estado xN−1, al inicio de la etapa, se puede calcular el
costo asociado a cada una de las posibles decisiones uN−1.

Se escoge para cada posible estado xN−1 la decisión que optimice
el costo o recompensa.

La solución al problema PN−1 consiste en una estrategia óptima
y un costo o beneficio asociado para cada estado inicial posible.

Una vez resuelto el problema PN−1, se procede a resolver el problema
PN−2 como a continuación.

Para cada estado xN−2, se calculan los costos asociados a las
posibles decisiones uN−2, este se compondrá de dos términos:

1. El costo de la etapa N − 2 asociado a la decisión tomada.

2. El costo futuro, debido al estado final del sistema xN−1, este
valor es la solución del problema PN−1, resuelto previamen-
te.
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El costo futuro para el estado final del sistema xN−1 que se obtuvo
como óptimo para el problema PN−1 forma parte de la solución
óptima por el principio de optimalidad.

Para cada estado xN−2 se selecciona la decisión que optimice el
costo, obteniendo aśı la solución al problema PN−2.

Este proceso se repite de forma recursiva hacia atrás hasta llegar a la
solución del problema P0.

A continuación se presenta un ejemplo resuelto por programación dinámi-
ca.

Ejemplo 2.1.1. Problema del reemplazo de máquinas

El problema del reemplazo de máquinas consiste en optimizar la edad de
vida útil de una cierta máquina, ya que, mientras más tiempo esté en
servicio, los costos operacionales y de manutención serán mayores,
mientras que la productividad será menor, por esta razón en ocasio-
nes resulta más económico reemplazar el equipo.

Supongamos este problema de reemplazo de equipos a lo largo de n años,
aśı, al inicio de cada año se debe decidir si se mantiene un año más el
servicio del equipo o se reemplaza por uno nuevo.

Sean

r(x): beneficio anual de un equipo con x años de antigüedad.
c(x): costo de operación de un equipo con x años de antigüedad.
s(x): valor de rescate de un equipo que tiene x años de antigüedad.
I: costo de adquisición de un equipo nuevo en cualquier año.

Solución

Los elementos del modelo de programación dinámica son

Etapas

Las etapas estarán dadas por los años k = 1, . . . , n.

Variable de estado

xk: edad de la máquina al principio del año k.

Variable de decisión

1. Conservar la máquina al principio del año k, obteniendo un
beneficio de

r(x)− c(x).
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2. Reemplazar la máquina al principio del año k, obteniendo
un beneficio de

s(x)− I.

Ecuación recursiva

Sea

fk(x): ingreso neto máximo para los años k, k + 1, . . . , n, dado
que la máquina tiene x años de antiguedad al inicio del año k.

La ecuación recursiva estará dada por

fk(x) = max

{
r(x)− c(x) + fk+1(x+ 1) conservar,
s(x)− I + r(0)− c(0) + fk+1(1) reemplazar.

Condición de frontera

Al final de los n años, lo más conveniente será vender el equipo a
valor residual, esto es, al valor depreciado del equipo al final de
su vida útil, por lo tanto:

fn+1(x) = s(x).

A continuación se darán valores espećıficos para el problema del reem-
plazo de máquinas, con la finalidad de resolverlo e ilustrar la metodo-
loǵıa de programación dinámica.

Ejemplo 2.1.2. Problema numérico

Se necesita determinar la poĺıtica de reemplazo óptima durante los
próximos 4 años para una máquina que en la actualidad tiene 3 años
de edad, es decir, se debe hallar la poĺıtica de reemplazo óptima de la
máquina hasta principios del año 5.

La compañ́ıa requiere que toda máquina de 6 años de edad sea reem-
plazada, el costo de una máquina nueva es de $100,000.00

La siguiente tabla, reune los datos del problema, las cantidades están
dadas en miles de pesos.
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Edad (t) Utilidad (r(t)) Costo (c(t)) Rescate (s(t))

0 20 0.2 -

1 19 0.6 80

2 18.5 1.2 60

3 17.2 1.5 50

4 15.5 1.7 30

5 14 1.8 10

6 12.200 2.2 5

Cuadro 2.1: Datos para el problema numérico del reemplazo de máqui-
nas.

Para distinguir más claramente los estados posibles, es recomendable
realizar un dibujo, de la edad de la máquina contra el año de la decisión.

Figura 2.1: Etapas y posibles estados del problema numérico.

Solución del problema

La solución de la red en la Figura 2.1 equivale a determinar el camino
que genere la mayor utilidad desde el inicio del año 1, hasta el final del
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año 4.

Año 4

Al iniciar el cuarto año, las posibles edades de las máquinas serán 1, 2,
3 ó 6 años.

La función utilidad para cada posible decisión (conservar ó reemplazar),
está dada por

C = r(t) + s(t+ 1)− c(t), (2.1.2)

R = r(0) + s(t)− c(0) + s(1)− I. (2.1.3)

Las siguientes tablas muestran los cálculos necesarios.

i = 4 Utilidad (C) Utilidad (R)

t r(t) + s(t+ 1)− c(t) r(0) + s(t)− c(0) + s(1)− I
1 19+60-0.6=78.4 20+80-0.2+80-10=79.8

2 18.5+50-1.2=67.3 20+60-0.2+80-100=59.8

3 17.2+30-1.5=45.7 20+50-0.2+80-100=49.8

6 Reemplazar 4.8

Cuadro 2.2: Utilidad de las posibles decisiones en la etapa 4.

i = 4 C R f4(t) Decisión
t óptima

1 78.4 79.8 79.8 R

2 67.3 59.8 67.3 C

3 45.7 49.8 49.8 R

6 - 4.8 4.8 R

Cuadro 2.3: Decisión óptima y beneficio para cada posible estado en la
etapa 4.

Año 3

Al iniciar el tercer año, las posibles edades de las máquinas serán 1, 2
ó 5 años.

La función utilidad para cada posible decisión (conservar ó reemplazar),
esta dada por
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C = r(t)− c(t) + fi+1(t+ 1), (2.1.4)

R = r(0) + s(t)− c(0)− I + fi+1(1). (2.1.5)

Las siguientes tablas muestran los cálculos necesarios en la etapa 3.

i = 3 Utilidad (C) Utilidad (R)

t r(t)− c(t) + f4(t+ 1) r(0) + s(t)− c(0)− I + f4(1)

1 19-0.6+67.3=85.7 20+80-0.2-100+79.8=79.6

2 18.5-1.2+49.8=67.1 20+60-0.2-100+79.8=59.6

5 14-1.8+4.8=17 20+10-0.2-100+79.8=19.6

Cuadro 2.4: Utilidad de las posibles decisiones en la etapa 3.

i = 3 C R f3(t) Decisión
t óptima

1 85.7 79.6 85.7 C

2 67.1 59.6 67.1 C

5 17 19.6 19.6 R

Cuadro 2.5: Decisión óptima y beneficio para cada posible estado en la
etapa 3.

Año 2

Al iniciar el segundor año, las posibles edades de las máquinas serán 1
ó 4 años.

Las siguientes tablas muestran los cálculos necesarios en la etapa 2.

i = 2 Utilidad (C) Utilidad (R)

t r(t)− c(t) + f3(t+ 1) r(0) + s(t)− c(0)− I + f3(1)

1 19-0.6+67.1=85.5 20+80-0.2-100+85.7=85.5

4 15.5-1.7+19.6=33.4 20+30-0.2-100+85.7=35.5

Cuadro 2.6: Utilidad de las posibles decisiones en la etapa 2.
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i = 2 C R f2(t) Decisión
t óptima

1 85.5 85.5 85.5 C ó R

4 33.4 35.5 35.5 R

Cuadro 2.7: Decisión óptima y beneficio para cada posible estado en la
etapa 2.

Año 1

Al iniciar el primer año, la edad posible de las máquinas será de 3 años.

Las siguientes tablas muestran los cálculos necesarios en la etapa 1.

i = 1 Utilidad (C) Utilidad (R)

t r(t)− c(t) + f2(t+ 1) r(0) + s(t)− c(0)− I + f2(1)

3 17.2-1.5+35.5=51.2 20+50-0.2-100+85.5=55.3

Cuadro 2.8: Utilidad de las posibles decisiones en la etapa 1.

i = 1 C R f1(t) Decisión
t óptima

3 51.2 55.3 55.3 R

Cuadro 2.9: Decisión óptima y beneficio para cada posible estado en la
etapa 1.

Poĺıtica óptima

La poĺıtica óptima se ilustra a través de la siguiente tabla

Año 1 Año 2 Año 3 Año 4 Año 5

C→ t = 2→C→ t = 3→R→
t = 3→R→ t = 1 R

R→ t = 1→C→ t = 2→C→

Cuadro 2.10: Poĺıtica óptima para el problema numérico del reemplazo
de máquinas.

Por lo tanto, existen dos alternativas de poĺıticas óptimas iniciando en
el año uno,
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(RCCR)

y
(RRCC),

con un costo total de $55,300.00. �

El Ejemplo 2.1.1, plantea un problema de programación dinámica de-
terminista. Existen sin embargo, otro tipo de problemas que pueden
resolverse usando programación dinámica estocástica, en estos casos,
las variables exógenas que actúan sobre el sistema se consideran varia-
bles aleatorias, y aunque no se conoce el valor exacto de tales variables,
su función de distribución si es conocida.

Las ideas básicas para determinar los estados, las etapas y la ecua-
ción recursiva seguirán siendo válidas, pero ahora tomarán una forma
distinta. La aleatoriedad que aparece, introduce de manera natural un
proceso estocástico, y debido al entorno markoviano que debe de cum-
plirse en estos problemas, el proceso estocástico será un proceso de
Markov. Finalmente, para estos problemas, la decisión óptima será la
que optimice el costo (o recompensa) esperado.

El problema de valuación de una opción americana puede plantearse
como un problema de programación dinámica estocástica, ésto debido
a que los precios del bien subyacente son aleatorios, sin embargo, po-
demos suponer que tienen cierta distribución de probabilidad.

En la siguiente sección se planteará esta situación como un problema
de programación dinámica.

2.2. Formulación del problema de valuación de
opciones americanas

2.2.1. Enfoque de programación dinámica

Empezemos definiendo las etapas, los estados y las decisiones.

Etapas

La opción tiene un periodo de vigencia definido desde la fecha de emi-
sión del contrato hasta su vencimiento, tomaremos este periodo como
el intervalo de tiempo [0, T ], donde la fecha de emisión del contrato
se tomará como el instante cero y T será el tiempo de vigencia de la
opción, por ejemplo, si T = 1, estaremos diciendo que la vigencia de la
opción es de un año, si T = 1/2 entonces la opción tendrá vigencia de
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seis meses, por mencionar algunos casos.

Las etapas estarán constituidas por los subintervalos en que se divida
la vigencia de la opción y se indexarán con la letra n = 1, 2, . . . , N .

Estados

Los estados Xn están dados por los posibles precios del subyacente
en cada etapa n. La distribución de probabilidad de estos precios se
tomará como una distribución lognormal. Este supuesto se toma del
modelo de Black-Scholes [9].

Antes de determinar cuáles serán las decisiones en este problema, ana-
licemos lo siguiente.

Recordemos que el modelo financiero que buscamos, se basa en un es-
pacio de probabilidad (Ω,F , P ) junto con una filtración {Fn}, la cual
representa la cantidad total de información hasta el tiempo n.

Por otra parte, debido a que una opción americana puede ser ejercida
en cualquier instante previo a la fecha de vencimiento, ésta tendrá una
función de pago asociada a cada instante de tiempo n. Dependiendo de
si la opción es de compra o de venta, su función de pago en el instante
n estará dada por (1.1.12) y (1.1.13) respectivamente.

Definiendo la sucesión positiva {fn}0≤n≤N como la sucesión de pago
por el ejercicio anticipado (función de pago), se tiene que, {fn} es una
sucesión adaptada a la filtración.

Para lograr hallar un precio de la opción que éste asociado con la su-
cesión {fn}0≤n≤N se debe recurrir a la ecuación recursiva, empezando
desde N . Por este motivo debemos dar la condición de frontera, para
que la ecuación recursiva quede bien definida.

Condición de frontera

Sea

Vn(x) el valor de la opción en la etapa n dado el estado x, entonces,

VN (x) = fN (x),

es decir, la condición de frontera nos indica que el precio de la opción
en la fecha de vencimiento es igual a la ganancia obtenida por el ejer-
cicio al tiempo N .
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Ahora que ya se tiene la condición de frontera y que esta misma nos da
el valor de la opción en la fecha de vencimiento, la pregunta que resul-
ta natural es la siguiente: ¿Cuánto valdrá la opción en el instante N−1?

La respuesta a esta pregunta, nos dará la ecuación recursiva y las po-
sibles decisiones en cada etapa.

Si el poseedor de la opción decide ejercer su derecho inmediatamente,
ganará fN−1, en caso contrario el vendedor de la opción deberá contar
con la cantidad fN para cubrir el pago por el posible ejercicio en el
instante N .

Por consiguiente, en el instante N−1, el vendedor deberá contar con el
máximo entre fN y la cantidad necesaria al tiempo N −1 para generar
fN al tiempo N .

Por lo tanto, el precio de la opción americana en el instante N − 1, es
igual al máximo entre el pago por el ejercicio anticipado (en el instante
N − 1) y un valor de continuación, mientras que las decisiones serán
las posibles cantidades de activo asignadas para formar el portafolio de
estrategia.

Ecuación recursiva

VN (x) = fN (x) (2.2.1)

Vn(x) = max{fn(x), E [Dn,n+1(Xn+1)Vn+1(Xn+1)|Xn = x]}
n = 1, . . . , N − 1.

Donde Dn,n+1(Xn+1) es el factor de descuento de n a n + 1 y supo-
nemos que es una función determinista de Xn. Para tal función sólo
requerimos que la esperanza sea tomada con respecto a la medida de
probabilidad consistente con la elección del factor de descuento.

Calcular la esperanza condicional en la ecuación (2.2.1) es la mayor di-
ficultad del problema, incluso para el problema de dos etapas, además,
se agrava por la anidación de las esperanzas condicionales mientras el
número de etapas decrece.

2.2.2. Enfoque de tiempos de paro

La fórmula recursiva de programación dinámica (2.2.1) funciona para
la valuación de opciones americanas, sin embargo, otro enfoque muy
usual de este problema es a través de tiempos de paro.

A pesar de esto, este enfoque cumple de cierta manera la ecuación de
programación dinámica, en esta sección se explicará el problema de
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valuación de una opción americana a través de tiempos de paro, y en
la siguiente sección, la relación que guarda con programación dinámica.

Sean

f̂n(Xn), 0 ≤ n ≤ N , el proceso que representa el pago descontado
por el ejercicio al tiempo n, en el estado Xn.

T , una clase de tiempos de paro admisibles en el intervalo [0, N ].

El problema consiste en encontrar el valor esperado del pago descontado
óptimo, es decir,

sup
τ∈T

E[f̂τ (Xτ )]. (2.2.2)

Nuevamente, el proceso que representa el pago por el ejercicio anti-
cipado al tiempo n, en el estado Xn, lo denotamos por fn(Xn), y la
esperanza en (2.2.2) la tomamos con respecto a la medida de probabi-
lidad neutral al riesgo.

Por lo tanto, para una opción americana de venta, con precio de ejer-
cicio K, basada en un sólo bien subyacente, con precio Sn al tiempo
n y tasa de interés libre de riesgo, el valor de la opción al inicio del
contrato es

sup
τ∈T

E[e−rτ (K − Sτ )+]. (2.2.3)

El supremo en (2.2.3) se consigue mediante un tiempo de paro óptimo
τ∗ que tiene la siguiente forma,

τ∗ = inf{n ≥ 0 : Sn ≤ b∗(n)}, (2.2.4)

para alguna frontera óptima de ejercicio b∗.

2.2.3. Tiempos de paro y programación dinámica

Note que cualquier tiempo de paro τ determina un valor mediante

V τ
0 (X0) = E[fτ (Xτ )]. (2.2.5)

Inversamente, cualquier regla que asigna un valor a V̂i(x) en cada estado

x ∈ Rd y oportunidad de ejercicio i, con V̂N = fN , determina una regla
de ejercicio

τ̂ = min{i ∈ {1, . . . , N} : fi(Xi) ≥ V̂i(x)}. (2.2.6)
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La región de ejercicio determinada por V̂i en la i-ésima fecha de ejercicio
es el conjunto

{x : fi(x) ≥ V̂i(x)}. (2.2.7)

La regla de ejercicio τ̂ puede describirse como la primera vez que la
cadena de Marvok Xi entra en una región de ejercicio.

Valor de continuación de una opción americana

La región de continuación es el complemento del conjunto (2.2.7).

El valor de continuación de una opción americana con un número fini-
to de oportunidades de ejercicio, es el valor asignado por mantener la
opción en lugar de ejercerla inmediatamente.

El valor de continuación en el estado x en la fecha ti, es

Ci(x) = E[Di,i+1(Xi+1)Vi+1(Xi+1)|Xi = x], (2.2.8)

para i = 0, . . . , N − 1.

Este valor también satisface la ecuación de programación dinámica,
pues

CN (x) ≡ 0 (2.2.9)

Ci(x) = E [max{fi+1(Xi+1), Ci+1(Xi+1)}|Xi = x}]
i = 0, . . . , N − 1.

Las funciones de valor Vi, determinan el valor de continuación median-
te (2.2.8).

Inversamente

Vi(x) = max{fi(x), Ci(x)}, (2.2.10)

para i = 0, . . . , N − 1.

Una aproximación Ĉi al valor de continuación, determina una regla de
ejercicio mediante

τ̂ = min{i ∈ {1, . . . , N} : fi(Xi) ≥ Ĉi(Xi)}. (2.2.11)

Esta regla de paro es la misma que en (2.2.6), si las aproximaciones

satisfacen V̂i(x) = max{fi(x), Ĉi(x)}.

Como se aprecia en esta sección, la valuación de opciones americanas,
implica resolver un problema de programación dinámica de la forma
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(2.2.1). Sin embargo, este problema lleva impĺıcito otro subproblema:
el cálculo de la esperanza condicional del valor de continuación.

Este valor de continuación no siempre será el mismo, este hecho depen-
derá de los supuestos que se consideren.

En el siguiente caṕıtulo se estudian e implementan dos métodos, los
cuales, a pesar de tener como base la ecuación recursiva (2.2.1) para
su solución, emplean valores de continuación distintos.



Caṕıtulo 3

Modelos para valuar
opciones americanas v́ıa
programación dinámica

3.1. Modelo binomial

En esta sección, se plantea la ecuación funcional para el valor de con-
tinuación, posteriormente se resuelve esta ecuación obteniendo una
fórmula recursiva para tal valor, mediante la cual se encontrará la solu-
ción del problema, posteriormente, se obtienen las fórmulas para valuar
opciones americanas de compra y venta sobre opciones que no repar-
ten dividendos. Finalmente, se ilustra este método con un ejemplo de
una opción sobre acciones de una empresa mexicana. La bibliograf́ıa
utilizada para consulta fue la siguiente: [26], [38], [39], [29], aśı como
los citados a lo largo de la sección.

3.1.1. Supuestos y notación

Consideremos una opción americana basada en un bien subyacente (una
acción que no paga dividendos), cuyo precio al emitirse el contrato es
S, con un precio de liquidación K, y tiempo de vigencia T .

El modelo binomial es un modelo en tiempo discreto para valuar op-
ciones americanas, el cual esta basado en la suma finita de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas binomialmente.

En este modelo, el tiempo de vigencia de la opción puede dividirse en
n = 1, . . . , N etapas, el modelo más simple, es el modelo binomial de
un periodo, que supone que el tiempo de vigencia se divide en dos ins-
tantes de tiempo: t0 = 0 y tn = T .

35
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Por supuesto que el modelo binomial de un periodo no es adecuado
para modelar la evolución del precio del bien subyacente en el merca-
do, sin embargo, ayuda en la construcción del modelo binomial de n
periodos.

Por otra parte, en el modelo binomial los precios del bien subyacente
se modelan siguiendo el supuesto binomial, el cual dicta lo siguiente.

Suposición 3.1.1. El precio del bien subyacente evoluciona siguiendo
un proceso binomial multiplicativo.

La Suposición 3.1.1 implica lo siguiente: si S es el precio del bien sub-
yacente en la fecha actual, entonces, al final de cada periodo el precio
del bien subyacente puede tener sólo dos posibles valores: uno cuando
el precio está al alza y otro cuando el precio está a la baja, con proba-
bilidades p y 1 − p respectivamente. Además, después de n etapas de
tiempo, el precio del bien subyacente tendra 2n posibles valores.

Convencionalmente, se supone que todas las etapas en las que se divi-
de el intervalo [0, T ] tienen la misma longitud, de tal forma que cada
instante de tiempo, está dado por ti = iT

n para toda i = 0, 1, ..., n.

Además, del supuesto binomial y el de ausencia de arbitraje, se tomarán
en cuenta las siguientes supocisiones.

Suposición 3.1.2. Supuestos para el modelo binomial

a) No existen costos de transacción y/o impuestos.

b) Se puede prestar y pedir prestado a la tasa de interés libre de riesgo.

c) Todos los activos son divisibles.

d) La tasa de interés libre de riesgo es positiva.

e) Todas las transacciones se pueden realizar de forma simultánea sin
afectar los precios en el mercado.

f) Se puede vender el bien subyacente sin poseerlo previamente, con el
compromiso de entrega en una fecha posterior.

3.1.2. Valor de continuación

El método binomial resuelve el problema de valuación de opciones ame-
ricanas usando la ecuación recursiva (2.2.1).

Como se menciona en el caṕıtulo anterior, el principal problema para
aplicar esta ecuación se debe al cálculo de la esperanza condicional en
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el valor de continuación, sin embargo, se ha visto que este valor tam-
bién satisface la ecuación recursiva de programación dinámica. Por lo
tanto, podemos resolver este problema con esta misma metodoloǵıa.

En esta sección, se deduce la ecuación funcional de programación dinámi-
ca para el valor de continuación en el caso particular del método bino-
mial.

Recordemos que un supuesto en el método binomial es la ausencia de
arbitraje, por tanto, estamos suponiendo que el mercado es viable, y
aún más, el mercado será completo, ésto se va a demostrar más ade-
lante, por lo tanto, debe existir un portafolio de estrategia admisible ξ
que cubre al derivado.

Por otro lado, el valor de continuación es, por definición, el valor asig-
nado por mantener la opción en lugar de ejercerla, como se explicó en el
caṕıtulo anterior, este valor será igual a la cantidad de dinero necesaria
al tiempo n para generar la cantidad fN al tiempo N .

Por lo tanto, el valor de continuación, es el valor al tiempo n del por-
tafolio de estrategia admisible que cubre al derivado.

Ecuación funcional de programación dinámica

Note que en cada etapa n, cualquier asignación del portafolio produ-
cirá una función de utilidad en dicha etapa, y la asignación óptima
producirá la recompensa óptima o ganancia.

Sean,

Zx(n) la ganancia en la etapa n en el estado x;

U(Zξ(n)) la función de utilidad en la etapa n al aplicar la estra-
tegia ξ;

ξ∗ = {ξ∗1 , ξ∗2 , ..., ξ∗n} la estrategia óptima en el periodo [0, n];

ξ∗i la estrategia óptima en el periodo [i− 1, i].

Entonces, la función objetivo en la etapa n es

V (x, n) = sup
ξ
E
(
U
(
Zξ(n+ 1)

)
|Zx(n)

)
, (3.1.1)

sujeto a

Zx(n) = sup
ξn+1

U
(
Zξn+1(n)

)
. (3.1.2)
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El supremo se toma sobre las estrategias ξn+1 en el periodo [n, n+ 1].

Sea Z(n) el valor máximo de la ganancia en la etapa n, de tal forma
que,

V (x, n) = sup
ξn+1

E
(
U
(
Zξn+1(n)

)
|Z(n)

)
. (3.1.3)

Entonces, el principio de programación dinámica se expresa mediante
la ecuación funcional siguiente

V (x, n) = sup
ξn+1

E
(
V
(
Zξn+1(n+ 1), n+ 1

)
|Z(n)

)
. (3.1.4)

Note que

V (Zξn+1(n+ 1), n+ 1) = sup
ξn+1

E[U(Z
ξn+1

n+1 )],

es decir, la utilidad máxima en la etapa n+1 es igual al supremo sobre
todas las decisiones factibles de la esperanza de la función de utilidad
en la etapa n+ 1.

Por tanto, la utilidad máxima en la etapa n es

Vn = sup
ξn+1

E

(
sup
ξn+1

E
(
U(Z

ξn+1

n+1 )
)
| Zn

)
, (3.1.5)

donde Zn es la riqueza en la etapa n.

Solución de la ecuación funcional de programación dinámica

Para conocer cual es el valor de continuación de una opción americana
en el método binomial, es necesario establecer por medio de la ecuación
funcional, una ecuación de recurrencia que nos dé un algoritmo para re-
solver este problema. En esta sección se deducirá tal ecuación recursiva.

Supongamos el caso de una opción americana de compra, cuya vigencia
se divide en n = 1, . . . , N etapas, este modelo se conoce como método
binomial de n periodos.

El objetivo es encontrar un portafolio de estrategia {ξn : n = 0, 1 . . . , N},
tal que cubra a la opción, donde ξn = (ξ0

n, ξ
1
n), para cada n = 1, 2, . . . , N .

ξ0
n es la cantidad de activo sin riesgo asignada al portafolio en el ins-

tante tn, n = 1, 2, . . . , N .
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ξ1
n es la cantidad de activo con riesgo asignada al portafolio en el ins-

tante tn, n = 1, 2, . . . , N .

Sean

(n, j) el nodo que representa la etapa n = 1, 2, . . . , N , en el estado
j = 0, 1, ..., n.

S(n, j) el precio del bien subyacente en el nodo (n, j).

B(n, j) el precio del activo sin riesgo en el nodo (n, j).

C(n, j) el valor de continuación en el nodo (n, j).

Ac(n, j) el valor de la opción americana de compra en el nodo
(n, j).

De acuerdo al supuesto binomial, durante el transcurso de cada periodo
el precio del subyacente puede moverse de distintas maneras, pero al
finalizar cada etapa aumentará un factor u con probabilidad p ó dismi-
nuirá un factor d con probabilidad q = 1− p.

Por lo tanto, el precio del bien subyacente en el nodo (n, j) se modela
de acuerdo a la siguiente expresión

S(n, j) = Sujdn−j (3.1.6)

n = 1, 2, ..., N , j = 0, 1, ..., n.

t0 t1 · · · tN−1 tN

SuN

SuN−1

. .
.

SuN−1d
Su2

Su · ·
S Sud · ·

Sd · ·
Sd2

. . . SudN

SdN−1

SdN

Cuadro 3.1: Evolución del bien subyacente en el tiempo.
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Por otro lado, suponemos que en el instante inicial t0 = 0, el activo sin
riesgo tiene valor 1 y gana la tasa de interés libre de riesgo r ≥ 0.

La evolución del activo sin riesgo se da de la siguiente forma

En t1 B(1, 0) = B(1, 1) = 1 + r := r1

En t2 B(2, 0) = B(2, 1) = B(2, 2) = (1 + r)2 := r2

...
...

En tN B(N, 0) = · · · = B(N,N) = (1 + r)N := rN

(3.1.7)

Antes de empezar a calcular el valor de continuación, note que, en la
fecha de vencimiento éste valdrá cero, pues no tiene sentido asignarle
algún otro valor puesto que no habrá una etapa siguiente, esta condi-
ción se encuentra ya escrita en (2.2.9).

Por lo tanto, C(N, i) = 0 para toda i = 0, . . . , N .

Se desea que el portafolio de estrategia cubra a la opción, además se
requiere que éste sea libre de riesgo, es decir, que gane la tasa de interés
libre de riesgo, para ello se necesita que sin importar que el precio del
subyacente aumente o disminuya, el valor del portafolio sea siempre el
mismo.

Supongamos que en la etapa n el precio del bien subyacente es S(n, j),
para algún j = 0, 1, . . . , n, fijo. Aplicando (1.1.2) y la Definición 1.1.8
se debe cumplir que

ξ1
n+1S(n+ 1, j + 1) + ξ0

n+1rn+1 = Ac(n+ 1, j + 1), (3.1.8)

ξ1
n+1S(n+ 1, j) + ξ0

n+1rn+1 = Ac(n+ 1, j), (3.1.9)

luego,

Ac(n+ 1, j + 1)− ξ1
n+1S(n+ 1, j + 1)

rn+1

=

Ac(n+ 1, j)− ξ1
n+1S(n+ 1, j)

rn+1
.

(3.1.10)

Por lo tanto,

ξ1
n+1 =

Ac(n+ 1, j + 1)−Ac(n+ 1, j)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)
. (3.1.11)

Aplicando la ecuación funcional de programación dinámica se tiene que
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V (x, n) = sup
ξn+1

E
(
V (
(
Zξn+1(n+ 1), n+ 1

)
|Z(n)

)
. (3.1.12)

Por (3.1.5), la utilidad máxima en la etapa n en el estado j es

V j
n = sup

ξn+1

E

(
sup
ξn+1

E
(
U(Z

ξn+1

n+1 )
)
| Zn

)
. (3.1.13)

Donde, Zn es la riqueza en el estado n.

Tomando para cada n = 1, . . . , N , la función de utilidad en la etapa n
al aplicar la estrategia ξn y la riqueza en el periodo n, de la siguiente
forma:

1. U(Zξn(n)) = [Ac(n)− ξnS(n)]r−1
n ;

2. Zn = Vn − ξ1
n+1S(n),

se tiene que

V j
n = sup

ξn+1

E

(
sup
ξn+1

E

(
U
(
Z
ξn+1

n+1

))∣∣∣Zn)

= sup
ξn+1

E

(
sup
ξn+1

{
p

[
Ac(n+ 1, j + 1)− ξ1

n+1S(n+ 1, j + 1)

rn+1

]

+ q

[
Ac(n+ 1, j)− ξ1

n+1S(n+ 1, j)

rn+1

]}∣∣∣∣Zn
)

= sup
ξn+1

E

(
1

rn+1

[(
S(n+ 1, j + 1)Ac(n+ 1, j)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)

)

−
(
S(n+ 1, j)Ac(n+ 1, j + 1)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)

)]∣∣∣∣Zn = Vn − ξ1
n+1S(n, j)

)
.

(3.1.14)

Note que

S(n+ 1, j + 1)Ac(n+ 1, j)− S(n+ 1, j)Ac(n+ 1, j + 1)

rn+1

[
S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)

] = ξ0
n+1,

(3.1.15)
y

ξ0
n+1 = Vn − ξ1

n+1S(n, j), (3.1.16)

entonces,
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V j
n = sup

ξn+1

E(ξ0
n+1) = sup

ξn+1

ξ0
n+1.

Por lo tanto,

V j
n = sup

ξn+1

(
1

rn+1

[
S(n+ 1, j + 1)Ac(n+ 1, j)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)

− S(n+ 1, j)Ac(n+ 1, j + 1)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)

]
+ ξ1

n+1S(n, j)

)

=
S(n+ 1, j + 1)Ac(n+ 1, j)− S(n+ 1, j)Ac(n+ 1, j + 1)

rn+1

[
S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)

]
+
Ac(n+ 1, j + 1)−Ac(n+ 1, j)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)
S(n, j)

=
1

rn+1

[
Ac(n+ 1, j + 1)

(
rn+1S(n, j)− S(n+ 1, j)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)

)

+Ac(n+ 1, j)

(
S(n+ 1, j + 1)− rn+1S(n, j)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)

)]
.

(3.1.17)

Note que en (3.1.17), se tiene que

rn+1S(n, j)− S(n+ 1, j)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)
=

rn+1Su
jdn−j − Sujdn+1−j

Suj+1dn−j − Sujdn+1−j

=
Sujdn−j(rn+1 − d)

Sujdn−j(u− d)

=
rn+1 − d
u− d

=: p∗n (3.1.18)

S(n+ 1, j + 1)− rn+1S(n, j)

S(n+ 1, j + 1)− S(n+ 1, j)
=

Suj+1dn−j − rn+1Su
jdn−j

Suj+1dn−j − Sujdn+1−j

=
Sujdn−j(u− rn+1)

Sujdn−j(u− d)

=
u− rn+1

u− d
=: q∗n (3.1.19)

Además, el valor de la opción americana en la etapa siguiente, es la
utilidad máxima en la etapa n + 1, de acuerdo a la fórmula recursiva
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(2.2.1).

Aśı que, Ac(n+ 1, j + 1) = V j+1
n+1 y Ac(n+ 1, j) = V j

n+1.

Por lo tanto,

V j
n =

1

rn+1

(
p∗nV

j+1
n+1 + q∗nV

j
n+1

)
. (3.1.20)

p∗n y q∗n son las probabilidades libres de riesgo provenientes de
la única medida de probabilidad neutral al riesgo que admite el
mercado, en la siguiente sección se probará este hecho.

1

rn+1
es el factor de descuento, en este caso cumple con ser una

función determinista, pues puede verse como una función cons-
tante, más adelante se especificará claramente quien será este
descuento.

Por consiguiente,

V j
n =

1

rn+1

(
p∗nV

j+1
n+1 + q∗nV

j
n+1

)
= E∗

(
Dn,n+1Vn+1(j)

)
= C(n, j),

(3.1.21)

para j = 0, 1, . . . , n y n = 1, . . . , N .

3.1.3. Fórmula para valuar opciones americanas

En esta sección se dará la fórmula expĺıcita para valuar opciones ame-
ricanas mediante el método binomial.

En la sección anterior se halló el valor de continuación (3.1.21), pero
aún falta aclarar dos puntos importantes que aparecen en esta ecua-
ción: las probabilidades neutrales al riesgo y el factor de descuento. Las
siguientes dos secciones están dedicadas a estudiar estos temas.

En la penúltima sección se especifica la fórmula de valuación de opcio-
nes americanas, y finalmente, en la última sección se resuelven algunos
ejemplos numéricos.

Probabilidades neutrales al riesgo

Al considerar el modelo binomial con N+1 instantes de tiempo y d = 1
activo con riesgo, se tiene por (3.1.7) que el activo sin riesgo evoluciona
de la siguiente forma
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ξ0
t = ξ0(1 + r)t, t = 0, 1, . . . , N.

Sea Rt el rendimiento del activo con riesgo, definido como a continua-
ción:

Rt :=
St − St−1

St−1
, t = 1, . . . , N.

Este rendimiento es aleatorio y puede tomar solo dos posibles valores
en cada instante de tiempo, es decir

Rt ∈ {u, d}, t = 1, . . . , N.

Por lo tanto, la evolución de St−1 a St es aleatoria y está dada por

St =


(1 + d)St−1 si Rt = d,

(1 + u)St−1 si Rt = u.

El siguiente teorema prueba que si p∗n y q∗n son definidas como en
(3.1.18) y (3.1.19) respectivamente, entonces, no existe arbitraje en
el mercado, además si d < r < u, se tiene que estas probabilidades
neutrales al riesgo son únicas.

Teorema 3.1.1. Hay ausencia de arbitraje en el modelo binomial si y
sólo si d < r < u, además si esto sucede, el mercado es completo.

Demostración: Según el Teorema 1.1.5, se debe hallar una medida de
probabilidad neutral al riesgo P∗. De acuerdo a la definición de medida
neutral al riesgo, P∗ deberá satisfacer (1.1.6), es decir,

E∗[Sit+1|Ft] = (1 + r)Sit , t = 0, 1, . . . , N − 1.

Podemos reescribir esta esperanza condicional como sigue:

E∗[Sit+1|Ft] = (1 + u)StP∗(Rt+1 = u|Ft) + (1 + d)StP∗(Rt+1 = d|Ft).

Por lo tanto, P∗ debe satisfacer las siguientes condiciones:


(1 + u)StP∗(Rt+1 = u|Ft) + (1 + d)StP∗(Rt+1 = d|Ft) = (1 + r)St,

P∗(Rt+1 = u|Ft) + P∗(Rt+1 = d|Ft) = 1,

o bien, 
uP∗(Rt+1 = u|Ft) + dP∗(Rt+1 = d|Ft) = r,

P∗(Rt+1 = u|Ft) + P∗(Rt+1 = d|Ft) = 1.
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La solución de este sistema es

P∗(Rt+1 = u|Ft) =
r − d
u− d

, (3.1.22)

y

P∗(Rt+1 = d|Ft) =
u− r
u− d

. (3.1.23)

Por lo tanto, si r − d > 0 y u − r > 0, se tiene que las probabilidades
(3.1.22) y (3.1.23) son distintas de cero, y la medida de probabilidad
P∗ es no singular. En este caso, la solución P∗ del problema es única y
por (1.1.6), el mercado será completo. �

Note, que (3.1.22) y (3.1.23) no son valores aleatorios, y por tanto,
son independientes de la información contenida en Ft. Como conse-
cuencia de este hecho, bajo P∗, Rt+1 es independiente de Ft para todo
t = 1, . . . , N − 1.

Por lo tanto,

P∗(Rt+1 = u) =
r − d
u− d

, (3.1.24)

y

P∗(Rt+1 = d) =
u− r
u− d

. (3.1.25)

De esta forma, queda claro que, (3.1.18) y (3.1.19) son las probabilida-
des neutrales al riesgo requeridas.

A continuación se estudiará el factor de descuento.

Factor de descuento

En la ecuación (3.1.7) puede verse que en el instante de tiempo tN , el
valor del activo no riesgoso es de (1 + r)N .

Una idea fundamental en el método binomial consiste en dividir el tiem-
po de vigencia de la opción en n = 1, . . . , N ; etapas de igual longitud
δ = 1

n , para un n suficientemente grande. Sin embargo, notemos que:

lim
N→∞

(1 + r)N =∞.

Por lo tanto se necesita normalizar r para que la tasa de interés r̂N en
cada intervalo de tiempo sea tal que lim

N→∞
r̂N = 0.

Esto se obtiene de la siguiente forma,

r̂N = r
δT

N
. (3.1.26)
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De modo que,

lim
N→∞

(1 + r̂N )N = erδT , T ∈ R+. (3.1.27)

Por lo tanto, el factor de descuento que se utilizará será el calculado
en (3.1.27).

De esta forma, el precio del activo con riesgo satisface lo siguiente

ξ0
t = ξ0e

rt,

que es solución de la ecuación diferencial

dξ0
t

dt
= rξ0

t .

Es decir,
dξ0
t

ξ0
t

= rdt. (3.1.28)

La ecuación (3.1.28) significa que el rendimiento del activo sin riesgo
es rdt en el pequeño intervalo de tiempo [t, t+ dt]. Se dice que r es el
interés instantáneo por unidad de tiempo.

Valuación de opciones americanas sobre acciones que no pa-
gan dividendos.

Supusimos desde el inicio, una opción americana de compra sobre una
acción que no reparte dividendos, cuyo precio al inicio del contrato es
S, precio de liquidación K y tiempo de vigencia T .

Entonces, de acuerdo a la fórmula recursiva de programación dinámi-
ca dada por (2.2.1), el valor para el factor de descuento expresado
en (3.1.27) y las probabilidades libres de riesgo dadas por (3.1.18) y
(3.1.19), el precio de una opción americana de compra puede hallarse
calculando de forma recursiva el valor de la opción al término de cada
periodo y analizando el ejercicio anticipado en cada estado, mediante
la siguiente fórmula:

Ac(n, j) =


max

{(
S(n, j)−K

)+
, V j

n

}
si n = 0, 1, . . . , N − 1,

(
S(N, j)−K

)+
si n = N,

(3.1.29)
para todo j = 0, 1 . . . , n,
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donde

V j
n =

1

erδT

[
p∗V j+1

n+1 + q∗V j
n+1

]
, (3.1.30)

p∗ =
erδT − d
u− d

, (3.1.31)

y

q∗ =
u− erδT

u− d
. (3.1.32)

Finalmente, aplicando una renormalización a u y d (véase [35]) similar
a (3.1.26), obtenemos:

u = eσ
√
δT , (3.1.33)

y

d = e−σ
√
δT , (3.1.34)

donde σ > 0 es la volatilidad histórica y d < erδT < u.

De manera análoga, si se tiene una opción americana de venta, soste-
nida sobre el mismo subyacente, precio de ejercicio y expiración, que la
opción americana de compra anterior, la fórmula para valuarla será la
siguiente

Av(n, j) =


max

{(
K − S(n, j)

)+
, V j

n

}
si n = 0, 1 . . . , N − 1,

(
K − S(N, j)

)+
si n = N,

(3.1.35)
para todo j = 0, 1 . . . , n.

Todos los demás valores se calculan de igual forma que en la opción de
compra.

Es conveniente mencionar que para el caso de opciones americanas de
compra sobre acciones que no pagan dividendos, el ejercicio anticipado
nunca es óptimo. Por lo tanto, una opción americana de compra sobre
una acción que no paga dividendos vale lo mismo que su contraparte
europea y entonces, puede valuarse de igual manera (véase [30], página
264).

En el caso de opciones americanas de venta sobre acciones que no pa-
gan dividendos, puede suceder que el ejercicio anticipado sea óptimo.
Por lo tanto, puede usarse la fórmula (3.1.35) para calcular el valor de
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la opción y los posibles momentos óptimos de ejercicio.

Cuando la acción de compra americana sobre la cual se basa la opción,
reparte dividendos, el ejercicio anticipado puede ser óptimo.

Para este tipo de acciones, el método binomial puede ser utilizado
realizándole una ligera modificación. En la siguiente sección se explica
esto.

Valuación de opciones americanas sobre acciones que pagan
dividendos

Supongamos que la acción sobre la que se sostiene la opción paga un
dividendo continuo, y que la tasa de dividendo β (el dividendo como
porcentaje de la acción) es conocida, entonces, si al tiempo n, T

N se
encuentra antes de la fecha del pago del dividendo, los nodos corres-
pondientes al precio de la acción se modelarán de acuerdo a (3.1.6), es
decir:

S(n, j) = Sujdn−j ,

n = 1, 2, ..., N , j = 0, 1, ..., n, con u y d como en (3.1.33) y (3.1.34),
respectivamente.

Si al tiempo n, T
N se encuentra después de la fecha del pago del divi-

dendo, los nodos correspondientes al precio de la acción se modelarán
de acuerdo a

S(n, j) = S(1− β)ujdn−j (3.1.36)

n = 1, 2, ..., N , j = 0, 1, ..., n, con u y d como en (3.1.33) y (3.1.34),
respectivamente.

La siguiente figura muestra la evolución del precio de la acción.
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t0 t1 tβ · · · tN−1 tN

S(1− β)uN

S(1− β)uN−1

. .
.

S(1− β)uN−1d
S(1− β)u2

Su · ·
S S(1− β)ud · ·

Sd · ·
S(1− β)d2

. . . S(1− β)udN

S(1− β)dN−1

S(1− β)dN

Cuadro 3.2: Evolución del precio de la acción que paga una tasa del
dividendo β al tiempo tβ.

Después de obtener el árbol que modela la evolución del precio de la
acción, se sigue el mismo procedimiento para el caso en que la acción
no paga dividendos, y se calcula el precio de la opción americana de
compra o venta de acuerdo a (3.1.29) y (3.1.35) respectivamente, usan-
do los precios de la acción del Cuadro 3.2.

Cuando existen en distintas fechas n, varios pagos de dividendos co-
nocidos, con tasa βn, se puede proceder de manera similar. Al tiempo
n, los nodos correspondientes al precio de la acción se modelarán de
acuerdo a

S(n, j) = S(1− βn)ujdn−j (3.1.37)

n = 1, 2, ..., N , j = 0, 1, ..., n, con u y d como en (3.1.33) y (3.1.34).

3.1.4. Ilustración del método binomial

Ejemplo 3.1.2. Valuación de una opción americana de venta
sobre una acción que no reparte dividendos

El primer ejemplo de esta sección, consiste en valuar una opción ame-
ricana de venta sobre una acción de la empresa mexicana Grupo Bimbo
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S.A.B. DE C.V., supongamos que esta acción no paga dividendos.

La opción es emitida el d́ıa 18 de agosto de 2011, en este d́ıa el pre-
cio de cierre de la acción fue de 24.55 unidades, este precio, aśı co-
mo los precios históricos fueron consultados en el sitio de internet
http://mx.finance.yahoo.com/.

Supongamos que la vigencia de la opción es de 1 año y que se divi-
dirá en tres etapas, es decir, el periodo de cada etapa durará 4 meses.

La tasa de interés libre de riesgo nacional, basada en el CETES 175 es
del 4.39 %, y el precio de liquidación será de 25 unidades.

La volatilidad histórica se calcula de acuerdo al Apéndice A, para ello
se observan los precios históricos diarios de la acción a 180 d́ıas, a
partir de la fecha de emisión del contrato, además, en (A.0.8) se toma
t = 252, pues en un año es el número de d́ıas que trabajan los mercados.

Los valores de u, d y las probabilidades neutrales al riesgo se calculan
usando (3.1.33), (3.1.34), (3.1.31) y (3.1.32), respectivamente.

La siguiente tabla muestra los valores de los datos mencionados hasta
ahora.

Parámetro Valor

S 24.55
T 1
δ 1

3
r 0.0439
σ 3.27
K 25
u 6.620
d 0.152
p∗ 0.133
q∗ 0.866

Cuadro 3.3: Parámetros de entrada para el problema de valuación de
una opción americana de venta.

Note que se cumple σ > 0 y d < erδT < u.

Solución
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El precio de la acción se modela de acuerdo a (3.1.6) y genera el si-
guiente árbol.

t0 t1 t2 t3

7125.58
1076.21

162.545 162.545
24.55 24.55

3.707 3.707
0.560

0.084

Cuadro 3.4: Evolución del precio subyacente en el tiempo.

De acuerdo a la ecuación recursiva de programación dinámica (3.1.35),
los valores de la opción en la frontera estarán dados por:

Av(3, i) =
(
K − S(3, i)

)+
i = 0, 1, 2, 3.

Por lo tanto,

Estado Valor de la opción V i
3

i = 0 Av(3, 0) = 24.9154 V 0
3 = 24.9154

i = 1 Av(3, 1) = 21.2921 V 1
3 = 21.2921

i = 2 Av(3, 2) = 0 V 2
3 = 0

i = 3 Av(3, 3) = 0 V 3
3 = 0

Cuadro 3.5: Valores de la opción en los posibles estados de la frontera.

Nuevamente, aplicando (3.1.35) para calcular el valor de la opción en
las etapas intermedias, se tiene que

Av(n, j) = max

{(
K − S(n, j)

)+
, V j

n

}
n = 0, 1, 2. i = 0, . . . , n.

Las siguientes tablas muestran los valores de la opción en cada etapa
y estados respectivos, también indica si pudiera ser óptimo el ejercicio
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anticipado o no.

Etapa 2 (n = 2)

Estado V i
2 (K − S(2, 1))+ Av(2, i) Ejercer ahora

i = 0 24.06 24.44 24.44 śı

i = 1 18.181 0.45 18.181 no

i = 2 0 0 0 no

Cuadro 3.6: Valores de la opción americana de venta en la etapa 2.

Etapa 1 (n = 1)

Estado V i
1 (K − S(1, 1))+ Av(1, i) Ejercer ahora

i = 0 23.26 21.29 23.26 no

i = 1 15.52 0 15.52 no

Cuadro 3.7: Valores de la opción americana de venta en la etapa 1.

Etapa 0 (n = 0)

Estado V0 (K − S)+ Av(0, 0) Ejercer ahora

i = 0 21.906 0.45 21.906 no

Cuadro 3.8: Valores de la opción americana de venta al inicio del con-
trato.

El árbol que contiene los precios de la opción en cada nodo es el si-
guiente
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t0 t1 t2 t3

0
0

15.52 0
V0 = 21.906 18.181

23.26 21.292
24.44∗

24.915

Cuadro 3.9: Precios de la opción americana de venta en cada posible
estado.

Note que el ejercicio óptimo se da en el estado (2, 0), es decir, se re-
quiere que el precio del bien subyacente siempre esté a la baja.

Puesto que una opción americana tiene más posibilidades de ejercicio
que una opción europea, entonces, la opción americana debe valer al
menos lo que su contraparte europea. Para ilustrar esta situación, en el
siguiente ejemplo valuaremos la opción europea correspondiente a los
datos de la opción del ejemplo anterior.

Las opciones europeas solo pueden ser ejercidas en la fecha de venci-
miento, por lo que no es necesario ir revisando el ejercicio anticipado
en cada estado, sin embargo, como en el caso americano, la ecuación
recursiva de programación dinámica también es útil para valuar opcio-
nes europeas.

Ejemplo 3.1.3. Valuación de una opción europea de venta so-
bre una acción que no reparte dividendos
La opción europea de venta que se valuará en este ejemplo, es la con-
traparte de la opción del ejemplo anterior, esto significa que todos los
parámetros de entrada serán los mismo para ambas.

Solución

El precio de la acción se modela de la misma forma y da como resultado
el mismo árbol binomial mostrado en el Cuadro 3.4.

Para calcular el valor de la opción, se utiliza nuevamente la ecuación
recursiva (2.2.1) con una ligera modificación de la ecuación recursiva
(3.1.35), como en este caso no hay necesidad de calcular la fecha de
ejercicio óptimo, bastará con encontrar en las etapas intermedias el
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valor de V i
n, para cada n = 0, 1, . . . , N , i = 0, 1, . . . , n, mediante la re-

lación (3.1.30), hasta llegar a V0, que es el valor de la prima de la opción.

Los valores en la frontera se calculan igual que en el caso americano,
estos se muestran en el Cuadro 3.5.

El siguiente árbol muestra los valores de V i
n, para cada n = 2, 1, 0,

i = 0, 1, . . . , n, la prima de la opción corresponde al valor V0.

t0 t1 t2 t3

0
0

15.52 0
V0 = 21.613 18.181

22.928 21.292
24.06

24.915

Cuadro 3.10: Valores de V i
n, para cada n = 2, 1, 0, i = 0, 1, . . . , n, para

la opción europea de venta.

Si comparamos el Cuadro 3.10 con el Cuadro 3.9, podremos ver que
los precios de la opción americana en cada posible estado son mayores
o iguales que los de su contraparte europea. �

Puesto que el método binomial para el caso americano y europeo se
aproxima bien al precio de la opción cuando el número de etapas en
que se divide la vigencia tiende a infinito (véase [1] y [14]), es deseable
recurrir a un algoritmo computacional para realizar los mismo cálculos
que los mostrados en estos ejemplos, con la diferencia de que el número
de etapas se tomará tan grande como se desee.

El algoritmo implementado se realizó en Mathematica 6 y se puede ver
en el Caṕıtulo 4, aśı como su uso en la valuación de opciones america-
nas sobre acciones de una empresa mexicana.

El método binomial se utiliza con frecuencia para la valuación de op-
ciones europeas y americanas, pues es fácil de implementar y la conver-
gencia se cumple en ambos casos, sin embargo, para el caso de opciones
sobre múltiples variables de estado, tales como opciones canasta u op-
ciones sobre el máximo o el mı́nimo, los costos computacionales de
los métodos tradicionales de rejilla crecen exponencialmente, haciendo
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que dichos métodos funcionen sólo para opciones sobre una cantidad
pequeña de activos subyacentes.

En la siguiente sección se estudiará e implementará un método que se
basa también en la ecuación recursiva de programación dinámica, este
método es muy efectivo para opciones basadas en múltiples activos
subyacentes y utiliza un valor de continuación distinto al que utiliza el
método binomial.

3.2. Modelo del árbol aleatorio

El método presentado en esta sección recae nuevamente en la ecuación
recursiva de programación dinámica (2.2.1), este método es efectivo
para opciones basadas en múltiples activos subyacentes.

Este algoritmo fue desarrollado por Broadie y Glasserman [12], y es de-
nominado método del árbol aleatorio, dicho algoritmo busca resolver el
problema de paro óptimo y estimar el valor real de la opción americana.
Además de programación dinámica utiliza simulación Monte Carlo [22].

Dicho algoritmo ha sido considerado a lo largo del tiempo como un
método incompatible con la valuación de opciones americanas, pues
los procedimientos de simulación estándar simulan hacia adelante en el
tiempo trayectorias de las variables de estado, sin embargo, al valuar
opciones americanas se tiene la necesidad de estimar la fecha de ejer-
cicio óptimo y para hacerlo se requiere de programación dinámica, por
lo tanto, el problema de usar simulación para opciones americanas se
debe a la dificultad de aplicar un procedimiento que va hacia adelante
en el tiempo a un problema que requiere un procedimiento hacia atrás
en el tiempo para encontrar su solución.

En este sentido, el método del árbol aleatorio funciona muy bien por-
que conjunta ambas metodoloǵıas, la idea consiste en usar simulación
Monte Carlo para simular árboles de ramificación de las variables de
estado, y posteriormente mediante programación dinámica calcular la
estrategia óptima de ejercicio para resolver el problema de valuación
de opciones americanas.

El algoritmo calcula dos estimadores, uno con sesgo alto y el otro con
sesgo bajo, ambos asintóticamente insesgados y convergentes al precio
real de la opción, combinando estos estimadores se obtiene un intervalo
de confianza para el precio real de la opción.

La principal desventaja de este algoritmo radica en que el tiempo
computacional aumenta con el número de oportunidades de ejercicio,
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por tanto, el método es eficiente cuando se tienen pocas oportunida-
des de ejercicio, a este tipo de opciones también se les conoce como
opciones bermuda, las cuales son un caso particular de las opciones
americanas, pero a lo largo de la sección las referiremos como opciones
americanas.

3.2.1. Valuación neutral al riesgo

Un supuesto importante en la valuación de opciones, como se ha visto,
es el de ausencia de arbitraje, este supuesto implica la existencia de un
factor de descuento, mismo que se refleja en la expresión (1.1.15), la
cual presenta el precio de una opción como la esperanza de la función
de pago en la fecha de vencimiento, descontada a la tasa de interés libre
de riesgo a través del factor de descuento.

Esta esperanza está tomada con respecto a la medida de probabilidad
neutral al riesgo, por lo tanto, estimar esta esperanza mediante simu-
lación Monte Carlo, implica simular bajo la medida de probabilidad
neutral al riesgo.

Para encontrar esta medida, partimos del supuesto de que los precios
del bien subyacente S siguen un movimiento Browniano geométrico, es
decir,

dSt
St

= (µ− δ)dt+ σdWt, t ∈ R+ (3.2.1)

donde µ, δ y σ son constantes que representan el rendimiento esperado
del activo, la tasa del dividendo y la volatilidad, respectivamente. El
proceso {Wt : t ∈ R+} es un moviento Browniano estándar.

Este supuesto se debe a que se trabajará en un contexto de Black-
Scholes-Merton formalizado en [33].

La expresión (3.2.1) puede reescribirse de la siguiente forma,

dSt
St

= (r − δ)dt+ σ

(
(µ− δ)− (r − δ)

σ
dt+ dWt

)
, (3.2.2)

donde r es la tasa de interés libre de riesgo.

Definiendo

λ =
(µ− δ)− (r − δ)

σ
(3.2.3)

y
W ∗t = λt+Wt, t ∈ R+, (3.2.4)
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podemos reescribir (3.2.2) como a continuación

dSt
St

= (r − δ)dt+ σdW ∗t . (3.2.5)

Por lo tanto, la búsqueda de una medida de probabilidad neutral al ries-
go puede reemplazarse por la búsqueda de una medida de probabilidad
P∗ bajo la cual, {W ∗t : t ∈ R+} sea un movimiento Browniano estándar.

Aplicando el Teorema de Girsanov [21] a (3.2.3), se obtiene el resultado
deseado, es decir, (3.2.4) es un movimiento Browniano estándar bajo
la medida de probabilidad P∗ definida de la siguiente forma

dP∗

dP
= exp

(
− λWt −

1

2
λ2t
)
. (3.2.6)

Por lo tanto, usando esta medida de probabilidad, podemos simular los
precios de las opciones usando Monte Carlo sin la necesidad de estimar
la tendencia del precio subyacente ni de modelar el factor de descuento,
y obtener aún los mismos precios que en un mercado con ausencia de
arbitraje.

A continuación, se dará la notación que será empleada a lo largo de la
sección.

Notación

Para este método dividiremos el intervalo de vigencia de la opción en
m etapas de igual longitud. Con esto tendremos un intervalo dividido
en d = m + 1 instantes de tiempo: t = t0, t1, . . . , td con 0 = t0 < t1 <
· · · < td = T , donde T es la fecha de vencimiento de la opción. Cada ti
indica el tiempo de la i-ésima oportunidad de ejercicio.

Haciendo un abuso de notación se indexará el tiempo con t = 0, 1, . . . , T ,
entonces, la notación será la siguiente,

{St : t = 0, 1, . . . , T} es una cadena de Markov (posiblemente
vector-valuada) que registra las variables de estado.

e−Rt es el factor de descuento de t−1 a t, se supondrá que Rt > 0
para toda t y constante.

ht(s) es el pago por el ejercicio al tiempo t en el estado s.

ft(s) es el valor de la opción al tiempo t en el estado s.

gt(s) es el valor de continuación de la opción al tiempo t en el
estado s.
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3.2.2. Árbol aleatorio

Un árbol aleatorio con b ramas por nodo es representado por el siguiente
arreglo,

{Si1···itt : t = 0, 1, . . . , T ; ij = 1, . . . , b; j = 1, . . . , t}.

S0 es el estado inicial fijo, y Si1···itjt+1 , j = 1, . . . , b son independientes

condicionalmente entre ellos y de todos los S
i′1···i′u
u , con u < t o i′t 6= it,

dado Si1···itt .

Dado Si1···itt , cada Si1···itjt+1 tiene la distribución de St dado St−1 =

S
i1···it−1

t−1 .

Entonces, cada sucesión S0, S
i1
1 , S

i1i2
2 , . . . , Si1···iTT es una realización de

la cadena de Markov {St}, y dos sucesiones de esta forma evolucionan
independientemente una de la otra, una vez que se diferencian en algún
it.

Luego, bajo la medida de probabilidad neutral al riesgo definida en
(3.2.6), cada simulación de los movimientos del bien subyacente son
generados mediante la cadena de Markov siguiente,

Si = Si−1 exp

{
(r − δ − σ2

2
)(ti − ti−1) + σ

√
ti − ti−1wi

}
(3.2.7)

donde, {wi : i = 1, . . . , T} son variables aleatorias independientes con
distribución normal estándar.

Como su nombre lo indica el método del árbol aleatorio esta basado en
la simulación de trayectorias de la cadena de Markov S0, S1, . . . , Sm,
que representa la evolución en el tiempo del bien subyacente, St repre-
senta el precio del subyacente en el tiempo t ∈ T .

Fijando el parámetro b ≥ 2, el cual representa el número de ramas
por nodo, para el estado inicial S0 se simulan b estados sucesivos inde-
pendientes: S1

1 , . . . , S
b
1. Luego, para cada Si1, i = 1, . . . , b se simulan b

estados sucesivos independientes: Si12 , . . . , S
ib
2 , y se continua procedien-

do de la misma forma. En la m-ésima etapa se tendrán bm estados.

Sea Sj1j2···jii un nodo genérico en el árbol al tiempo i, los supeŕındices
indican que el nodo se alcanza tomando la j1-ésima rama desde S0,

luego la j2-ésima rama desde Sj11 , y aśı sucesivamente.
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De este árbol aleatorio se definen los estimadores alto y bajo en cada
nodo, mediante inducción hacia atrás, para ello se usa la ecuación re-
cursiva de programación dinámica descrita en (2.2.1), finalmente, com-
binando estos dos estimadores, se obtiene un intervalo de confianza
para el valor real de la opción.

En la siguiente sección se tratará más detalladamente el tema del in-
tervalo de confianza.

3.2.3. Intervalo de confianza

En esta sección se explicará en que forma, combinando el estimador
alto y bajo, es posible obtener un intervalo de confianza para el precio
de la opción.

Sean, V̂n(b) y v̂n(b), las medias muestrales de n repeticiones indepen-
dientes, para cada valor de un parámetro de simulación b.

Suponga que como estimadores de algún valor V0, los estimadores an-
teriores tienen sesgo alto y bajo respectivamente, es decir,

E[V̂n(b)] ≥ V0 ≥ E[v̂n(b)]. (3.2.8)

Suponga que para algún Hn(b)

V̂n(b)±Hn(b)

es un intervalo de confianza válido al 95 % para E[V̂n(b)], es decir, que
el intervalo contiene estos puntos con una probabilidad del 95 %.

De manera similar, suponga que para algún Ln(b)

v̂n(b)± Ln(b)

es un intervalo de confianza válido al 95 % para E[v̂n(b)].

Entonces, tomando el ĺımite inferior del intervalo de confianza para el
estimador bajo y el ĺımite superior del intervalo de confianza para el
estimador alto, podemos formar el intervalo[

v̂n(b)− Ln(b), V̂n(b) +Hn(b)
]

(3.2.9)

que contiene el valor V0 con probabilidad al menos del 90 %.

Por lo tanto, se puede producir un intervalo de confianza válido, me-
diante la combinación del estimador alto y bajo.
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Para la aplicación de esta idea en el método del árbol aleatorio, las
inecuaciones en (3.2.8) se vuelven igualdades cuando b → ∞, además,
cuando n→∞, Hn(b) y Ln(b) se aproximan a cero.

Aśı, el intervalo (3.2.9) se puede hacer disminuir a V0 en el ĺımite, cuan-
do el esfuerzo computacional crece.

En las siguientes secciones se estudiarán los estimadores alto y bajo,
aśı como sus propiedades.

3.2.4. Estimador alto

Sea Θi1,...it
t el valor del estimador alto en el estado Si1,...itt , entonces,

este estimador se define de la siguiente forma,

Θi1···iT
T = hT (Si1···iTT ), (3.2.10)

y

Θi1···itj
t = max

{
ht(S

i1···it
t ),

1

b

b∑
j=1

exp{−Ri1···itjt+1 }Θi1···itj
t+1

}
, (3.2.11)

para t = 0, . . . , T − 1.

Es decir, el estimador alto es el resultado de aplicar la ecuación de pro-
gramación dinámica descrita en (2.2.1) al árbol aleatorio, con un valor
de continuación distinto que el del método binomial, pues en este caso
se asigna igual probabilidad a cada rama del árbol.

Propiedades del estimador alto

Este estimador cumple con dos propiedades importantes, es consistente
y tiene sesgo alto, antes de demostrar estas dos propiedades, se enun-
ciará y demostrará el siguiente lema, el cual es necesario para las otras
dos demostraciones.

Puesto que los estimadores tanto alto como bajo dependen del número
de ramas por nodo, se incluirá b como un parámetro. Se denotará Θ0

a la media muestral de n repeticiones independientes de Θ0.

Dado un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), considere el espacio Lp,
(1 ≤ p ≤ ∞),

Lp = {X : Ω→ R | X es variable aleatoria y E(|X|p) <∞}.
Una norma natural definida en este espacio, es la siguiente



CAPÍTULO 3. MODELOS PARA VALUAR OPCIONES... 61

‖X‖ = (E(|X|p))1/p,

conocida como norma Lp.

A lo largo de la sección se usará la norma condicionada, a la que lla-
maremos p-norma y denotaremos por ‖X‖St , es decir,

‖X‖St = (E[|X|p|St])1/p.

El espacio Lp dotado de la p-norma cumple con las mismas propiedades
básicas que se prueban cuando se dota el mismo espacio con la norma
Lp, por ejemplo la propiedad de completitud.

Lema 3.2.1. Si para todo t, ‖ht(St)‖ < ∞ para p ≥ 1, entonces, las
siguientes normas también son finitas para cada 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T ,

1. ‖ft2(St2)‖St1
,

2. supb ‖Θt2(b)‖St1
,

3. supb ‖θt2(b)‖St1
.

Demostración: Por hipótesis, para cada t, ht(St) tiene momento p-
ésimo finito, y dado que la esperanza condicional preserva la finitud en
los momentos, entonces ‖ht2(St2)‖St1

<∞.

Primero veamos que se cumple 1.

Por la definición de p-norma, se tiene que

‖ft2(St2)‖St1
=

(
E
(
|max

{
ht2(St2), gt2(St2)

}
|p
∣∣St1))1/p

.

Si max
{
ht2(St2), gt2(St2)

}
= ht2(St2), entonces

‖ft2(St2)‖St1
=

(
E
(
|ht2(St2)|p

∣∣St1))1/p

= ‖ht2(St2)‖St1
<∞.

Si max
{
ht2(St2), gt2(St2)

}
= gt2(St2), entonces
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‖ft2(St2)‖St1
=

(
E
(
|gt2(St2)|p

∣∣St1))1/p

=

(
E

(∣∣∣E(e−RT hT (ST )
∣∣St2 = s

)∣∣∣p∣∣∣∣St1)
)1/p

=

[(
e−RT

)p
E

(∣∣∣E(hT (ST )|St2 = s
)∣∣∣p∣∣∣∣St1)

]1/p

< ∞.

Pues, ∣∣∣∣E(hT (ST )
∣∣St2)∣∣∣∣p ≤ E

(∣∣hT (ST )
∣∣p∣∣∣St2)

= ‖hT (ST )‖.

La desigualdad anterior se cumple usando la desigualdad de Jensen,
por lo tanto, se cumple 1.

Ahora veamos que se cumple 2, para esto fijemos t1 y procedamos hacia
atrás haciendo inducción sobre t2, de T a t1.

En t2 = T ,

Θt2(b) = ft2(St2)(b),

luego,
‖Θt2(b)‖St1

= ‖ft2(St2)(b)‖St1
<∞.

Por lo tanto,

sup
b
‖Θt2(b)‖St1

<∞.

En t2 < T ,
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sup
b

∥∥∥Θt2(b)
∥∥∥
St1

= sup
b

∥∥∥∥∥max

{
ht2(St2),

1

b

b∑
j=1

e
−Rj

t2+1Θj
t2+1(b)

}∥∥∥∥∥
St1

≤
∥∥∥ht2(St2)

∥∥∥
St1

+ sup
b

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

e
−Rj

t2+1Θj
t2+1(b)

∥∥∥∥
St1

≤
∥∥∥ht2(St2)

∥∥∥
St1

+ sup
b

∥∥∥Θt2+1(b)
∥∥∥
St1

<∞ (usando la hipótesis inductiva).

(3.2.12)

El argumento para 3 es esencialmente el mismo. �

Teorema 3.2.2. Supongamos que E(|ht(St)|p
′
) < ∞ para todo t y

para algún p′ > 1. Entonces, Θ0(b) converge a f0(S0) en p-norma,
para algún 0 < p < p′ cuando b → ∞ con n arbitrario. En particular
Θ0(b) converge a f0(S0) en probabilidad, y por lo tanto el estimador es
consistente.

Demostración: Tomemos el tamaño de la muestra n = 1, probaremos
que se cumple la convergencia haciendo inducción sobre t procediendo
hacia atrás.

La hipótesis inductiva supone que ‖Θt+1(b)−f(St+1)‖St+1 → 0, cuando
b→∞.

En la fecha de vencimiento T , ΘT = f(ST ), por lo tanto se cumple que
‖ΘT (b)− f(ST )‖ST

→ 0 cuando b→∞.

Procederemos a probar que ‖Θt(b)−f(St)‖St → 0 cuando b→∞, para
t < T .

∥∥∥Θt(b)− f(St)
∥∥∥
St

=

∥∥∥∥∥max

{
ht(St),

1

b

b∑
j=1

e−R
j
t+1Θj

t+1(b)

}
−max

{
ht(St), gt(St)

}∥∥∥∥∥
St
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≤

∥∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

e−R
j
t+1Θj

t+1(b)− gt(St)

∥∥∥∥∥
St

≤
∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

e−R
j
t+1

(
Θj
t+1(b)− ft+1(Sjt+1)

)∥∥∥∥
St

+

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

e−R
j
t+1ft+1(Sjt+1)− gt(St)

∥∥∥∥
St

≡ B1 +B2.

(3.2.13)

La última desigualdad se obtiene sumando y restando el término

1

b

b∑
j=1

e−R
j
t+1ft+1(Sjt+1)

dentro de la norma, y posteriormente aplicando desigualdad del triángu-
lo.

Dado St, note que {e−R
j
t+1ft+1(Sjt+1)} es una sucesión de variables alea-

torias i.i.d con media g(St) y norma finita. Por el Teorema 4.1 de [23],
se tiene que B2 → 0.

Por otro lado,

B1 =

∥∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

e−R
j
t+1

(
Θj
t+1(b)− ft+1(Sjt+1)

)∥∥∥∥∥
St

≤ 1

b

[∥∥∥∥e−R1
t+1

(
Θ1
t+1(b)− ft+1(S1

t+1)
)∥∥∥∥

St

+ . . .

. . .+

∥∥∥∥e−Rb
t+1

(
Θb
t+1(b)− ft+1(Sbt+1)

)∥∥∥∥
St

]

≤ 1

b

[∥∥∥Θ1
t+1(b)− ft+1(S1

t+1)
∥∥∥
St

+ . . .

. . .+
∥∥∥Θb

t+1(b)− ft+1(Sbt+1)
∥∥∥
St

]
=

1

b

[∥∥∥Θt+1(b)− ft+1(St+1)
∥∥∥
St

+ . . .

. . .+
∥∥∥Θt+1(b)− ft+1(St+1)

∥∥∥
St

]
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=
∥∥∥Θt+1(b)− ft+1(St+1)

∥∥∥
St

.

Donde Θt+1(b) − ft+1(St+1) indica una copia genérica de la variable

aleatoria Θj
t+1(b)− ft+1(Sjt+1), j = 1, . . . , b.

La hipótesis inductiva implica que ‖Θt+1(b) − f(St+1)‖St+1 → 0, me-
diante una condición de integrabilidad uniforme (véase[23]), se tiene
que

‖Θt+1(b)− f(St+1)‖St → 0 (3.2.14)

si

sup
b
E

(
|Θt+1(b)− ft+1(St+1)|p+ε

∣∣∣St) <∞. (3.2.15)

Sea ε > 0, por el Lema 3.2.1, se cumple que

sup
b
E

(
|Θt+1(b)|p+ε

∣∣∣St) <∞

y también

sup
b
E

(
|ft+1(St+1)|p+ε

∣∣∣St) <∞.

Luego, (3.2.15) se cumple y por tanto (3.2.14) también.

El mismo argumento se aplica para el promedio de n repeticiones inde-
pendientes de Θ0(b), sin importar como cambie n con respecto a b. �

Una consecuencia del Teorema 3.2.2 es la siguiente, tomando n = 1, se
tiene que E[Θ0(b)]→ f0(S0) cuando b→∞, por lo tanto, el estimador
es asintóticamente insesgado.

Teorema 3.2.3. El estimador alto es sesgado por arriba, es decir

E[Θ0(b)] ≥ f0(S0), (3.2.16)

para todo b.

Demostración: Se demostrará más generalmente que, para todo t =
0, 1, . . . , T

E(Θt|St) ≥ ft(St).

La prueba se hará por inducción hacia atrás.



CAPÍTULO 3. MODELOS PARA VALUAR OPCIONES... 66

Por definición, ΘT = fT (ST ), de tal forma que E(ΘT |ST ) ≥ fT (ST ) se
cumple trivialmente.

La hipótesis inductiva (H.I.) afirma que E(Θt+1|St+1) ≥ ft+1(St+1)
para algún t.

Aśı,

E(Θt|St) = E

(
max

{
ht(St),

1

b

b∑
j=1

e−Rt+1Θt+1

}∣∣∣St)
≥ max

{
ht(St), E(e−Rt+1Θt+1|St)

}
(3.2.17)

= max
{
ht(St), E

(
e−Rt+1E(Θt+1|St+1)

∣∣St)}
≥ max{ht(St), E(e−Rt+1ft+1(St+1)|St)}, (por H.I.)

= max
{
ht(St), gt(St)

}
= ft(St).

La desigualdad (3.2.17) se obtiene por la desigualdad de Jensen.

Finalmente, queda demostrado que el estimador alto es sesgado por
arriba. �

El sesgo alto de este estimador, puede atribuirse a que se está utilizan-
do la misma información tanto para decidir si ejercer o no, como para
calcular el estimador del valor de continuación.

Esta situación se encuentra impĺıcita en la fórmula recursiva (2.2.1), de
tal forma que, al escoger el máximo entre los dos términos, se está de-
cidiendo si ejercer la opción o mantenerla, sin embargo, el estimador
para el valor de continuación está basado en los nodos siguientes, por lo
tanto, el estimador esta obteniendo información de manera ventajosa
sobre las decisiones de ejercicio en el futuro.

Para finalizar esta sección, sea Θ0(n, b), la media muestral de n repe-
ticiones independientes de Θ0 calculado como se define anteriormente.

Sea sΘ(n, b) la desviación estándar de esta muestra.

Entonces,

Θ0(n, b)± zα/2
sΘ(n, b)√

n
, (3.2.18)

es un intervalo de confianza al (1−α) %, asintóticamente válido cuando
n→∞, para E[Θ0], zα/2 es el 1−α/2 cuantil de la distribución normal.
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El ĺımite superior del intervalo de confianza para el estimador alto, esta
dado por

Θ0(n, b) + zα/2
sΘ(n, b)√

n
, (3.2.19)

y

Hn(b) = zα/2
sΘ(n, b)√

n
. (3.2.20)

3.2.5. Estimador bajo

Para solucionar el problema del sesgo alto, se debe separar la decisión
de ejercicio del valor actual de continuación.

Sea a ∈ R, y Y una variable aleatoria, considere el siguiente problema
de optimización,

max(a,E[Y ]), (3.2.21)

donde E[Y ] se determina en base a repeticiones independientes: Y1, ..., Yb,
con la misma distribución que Y . En este caso, consideremos a Y como
la media muestral de las Yi.

El estimador max(a, Y ) tiene sesgo alto, pues,

E[max(a, Y )] ≥ max(a,E[Y ]) = max(a,E[Y ]).

Supongamos que en lugar de separar las Yi en dos conjuntos disjuntos
y calcular sus medias muestrales Y 1 y Y 2, ahora se considera que son
independientes unas de otras.

Sea

v̂ =


a si Y 1 ≤ a

Y 2 en otro caso.

El estimador v̂ usa Y 1 para decidir si ejercer o no, y en caso de decidir
que no, usa Y 2 para estimar el valor de continuación. Además el esti-
mador es sesgado por debajo.

El esimador bajo, es uno ligeramente diferente a v̂, pues este estimador
utiliza todas, excepto una Yi para calcular Y 1, y usa las restantes para
calcular Y 2, luego promedia el resultado sobre todas las b formas posi-
bles para dejar fuera una Yi, este promedio es finalmente el estimador
bajo.
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A continuación se define de manera formal.

En la fecha de vencimiento T , el valor del estimador es igual al valor
de la opción en T , es decir:

θi1···iTT = fT (Si1···iTT ), (3.2.22)

y en cualquier instante de tiempo t < T , se define el estimador bajo de
la siguiente forma:

θi1···itt =
1

b

b∑
j=1

ηi1···itjt , (3.2.23)

para t = 0, 1, . . . , T − 1.

Donde

ηi1···itjt =



ht(S
i1···it
t ) si ht(S

i1···it
t ) ≥ 1

b−1

∑
i=1
i 6=j

e−R
i1···iti
t+1 θi1···itit+1

e−R
i1···itj
t+1 θi1···itjt+1 si ht(S

i1···it
t ) < 1

b−1

∑
i=1
i 6=j

e−R
i1···iti
t+1 θi1···itit+1 ,

(3.2.24)
para j = 1, . . . , b.

Ahora veamos un ejemplo para ilustrar como se calcula este estimador.

Ejemplo 3.2.4. Cálculo del estimador bajo

Supongamos una opción americana de compra con vigencia de un año,
sobre una acción de la empresa mexicana Gruma SAB DE CV.

La opción es emitida el d́ıa 18 de agosto de 2011, en este d́ıa el pre-
cio de cierre de la acción fue de 23.5 unidades, este precio, aśı co-
mo los precios históricos fueron consultados en el sitio de internet
http://mx.finance.yahoo.com/.

La tasa de interés libre de riesgo nacional, basada en el CETES 175 es
del 4.39 %, la volatilidad histórica se calcula de acuerdo al Apéndice A,
tomando los precios históricos diarios de la acción a 180 d́ıas, a partir
de la fecha de emisión de contrato.

Supongamos que la vigencia de la opción se divide en dos etapas, que la
acción paga un dividendo del 10 % y que el árbol de precios de la acción
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se divide en tres ramas por nodo. Además se considerará un precio de
ejercicio de 24 unidades.

El siguiente cuadro, muestra un árbol aleatorio de los precios de la
acción, simulado de acuerdo a la expresión (3.2.7).

t0 t1 t2

S11
2 = 21.94

S1
1 = 22.99 S12

2 = 18.06

S13
2 = 24.42

S21
2 = 18.37

S = 23.7 S2
1 = 18.37 S22

2 = 16.36

S23
2 = 18.08

S31
2 = 25.31

S3
1 = 31.68 S32

2 = 32.45

S33
2 = 29.82

Cuadro 3.11: Simulación de árbol aleatorio de precios para la acción
Gruma SAB DE CV, con vigencia de un año.

De acuerdo a la definición del estimador bajo, en la frontera, el valor
del estimador bajo es

θi1i22 = f(Si1i22 ) = max{Si1i22 −K, 0},

para cada ij = 1, 2, 3, j = 1, 2.

El siguiente cuadro muestra el valor del estimador bajo en la frontera.
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t0 t1 t2

θ11
2 = 0

θ1
1 θ12

2 = 0

θ13
2 = 0

θ21
2 = 0

θ θ2
1 θ22

2 = 0

θ23
2 = 0

θ31
2 = 1.3104

θ3
1 θ32

2 = 8.4524

θ33
2 = 5.828

Cuadro 3.12: Árbol aleatorio del estimador bajo para una opción de
compra americana sobre una acción de la empresa Gruma SAB DE
CV.

Para ilustrar como se calcula el estimador bajo, se va a calcular única-
mente el estimador bajo θ3

1.

Definamos

Y j
t (b) =

1

b− 1

b∑
i=1
i 6=j

e−R
i
t+1θit+1. (3.2.25)

Para cada j = 1, 2, 3 calculemos Y j
t (b).
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j = 1 Y 1
2 (3) = 1

2e
−r(t3−t2)

(
θ32

2 + θ33
2

)
= 6.9873

j = 2 Y 2
2 (3) = 1

2e
−r(t3−t2)

(
θ31

2 + θ33
2

)
= 3.4928

j = 3 Y 3
2 (3) = 1

2e
−r(t3−t2)

(
θ31

2 + θ32
2

)
= 4.7769

Cuadro 3.13: Valores de Y j
t (b) para j = 1, 2, 3.

Ahora para cada j = 1, 2, 3 calculemos η3j
1 , mediante (3.2.24).

h1(S3
1) = S3

1 −K Y j
2 (3) η3j

1

j = 1 7.6885 6.9873 7.6885
j = 2 7.6885 3.4928 7.6885
j = 3 7.6885 4.7769 7.6885

Cuadro 3.14: Valores de η3j
1 para j = 1, 2, 3.

De acuerdo a (3.2.23), el estimador bajo es

θ3
1 = 7,6885.

Note que en el Cuadro 3.14 se observa que en todos los estados j, siem-
pre es mayor el valor por el pronto ejercicio que el valor de continuación,
sin embargo, de haber existido algún estado j0 para el cual el valor de
continuación hubiese sido mayor que el valor por el pronto ejercicio, se
habŕıa tenido que

η3j0
1 = e−r(t3−t2)θ3j0

2 .

Propiedades del estimador bajo

El estimador bajo tiene la propiedad de ser sesgado y consistente, a
continuación se presentan los resultados.

Teorema 3.2.5. Supongamos que P (ht(St) 6= gt(St)) = 1 para todo t,
entonces, se cumple el Teorema 3.2.2 para el estimador bajo.

Demostración: La demostración se hará por inducción hacia atrás,
tomemos n = 1.

Sea t = T , entonces se cumple la convergencia de manera trivial.

Supongamos que ‖θt+1(b) − f(St+1)‖St+1 → 0, definamos Y j
t (b) como

en (3.2.25), es decir,
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Y j
t (b) =

1

b− 1

∑
i=1
i 6=j

e−R
i
t+1θit+1.

Por hipótesis se tiene que gt(St) 6= ht(St), con probabilidad uno.

Se afirma lo siguiente:

(a)

∥∥∥∥1
b

b∑
j=1

e−R
j
t+1θjt+1(b)− g(St)

∥∥∥∥
St

→ 0

(b)
∥∥∥Y j

t (b)− g(St)
∥∥∥
St

→ 0

(c)
∥∥∥1{ht(St)≥Y j

t (b)} − 1{ht(St)>gt(St)}

∥∥∥→ 0

La demostración de (a) es la misma que la demostración del Teorema
3.2.2 en el paso correspondiente, el mismo argumento aplica para (b),
pues los estimadores en (a) y (b) difieren en la omisión de un término

en Y j
t (b).

Para (c), supongamos que ht(St) < gt(St), entonces

∥∥∥1{ht(St)≥Y j
t (b)} − 1{ht(St)>gt(St)}

∥∥∥ =
∥∥∥1{ht(St)≥Y j

t (b)}

∥∥∥
St

= E

[∣∣∣1{ht(St)≥Y j
t (b)}

∣∣∣p∣∣∣∣St]1/p

= P
(
ht(St) ≥ Y j

t (b)
∣∣∣St)1/p

.

De acuerdo a (b), Y j
t (b) converge a g(St) en p-norma, entonces converge

en probabilidad, es decir, para todo ε > 0

P
(
|Y j
t (b)− gt(St)| > ε

)
→ 0,

cuando b→∞.

Tomando ε = gt(St)− ht(St) > 0, se tiene que,

P
(
|Y j
t (b)− gt(St)| > ε

)
= P

(
|Y j
t (b)− gt(St)| > gt(St)− ht(St)

)
= P

(
Y j
t (b)− gt(St) ≥ gt(St)− ht(St)

)
+ P

(
Y j
t (b)− gt(St) ≤ −gt(St) + ht(St)

)
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= P
(
Y j
t (b)− gt(St) ≥ gt(St)− ht(St)

)
+ P

(
Y j
t (b) ≤ ht(St)

)
.

De tal forma que,

P
(
Y j
t (b) ≤ ht(St)

)
→ 0,

cuando b→∞.

Por lo tanto,

(
P
(
ht(St) ≥ Y j

t (b)
∣∣∣St))1/p

→ 0, cuando b→∞.

Para el caso en que ht(St) > gt(St), se tomará ε = ht(St)− gt(St) y se
procederá de manera similar para obtener el resultado esperado.

De este modo, queda demostrado (c).

Ahora afirmamos que de (a) y (c) se sigue que

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

e−R
j
t+1θjt+1(b)1{ht(St)<Y

j
t (b)} − gt(St)1{ht(St)<gt(St)}

∥∥∥∥
St

→ 0.

(3.2.26)
La demostración de (3.2.26) se probará posteriormente.

Una consecuencia de (c) es la siguiente∥∥∥ht(St)1{ht(St)≥Y j
t (b)} − ht(St)1{ht(St)>gt(St)}

∥∥∥
St

→ 0. (3.2.27)

Ahora note que

∥∥∥θt(St)− f(St)
∥∥∥
St

=

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

ηjt (b)− f(St)

∥∥∥∥
St

=

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

(
ht(St)1{ht(St)≥Y j

t (b)} + e−R
j
t+1θjt+1(b)1{ht(St)<Y

j
t (b)}

)

− f(St)

∥∥∥∥
St
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=

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

(
ht(St)1{ht(St)≥Y j

t (b)} + e−R
j
t+1θjt+1(b)1{ht(St)<Y

j
t (b)}

)

−max{ht(St), gt(St)}
∥∥∥∥
St

=

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

(
ht(St)1{ht(St)≥Y j

t (b)} + e−R
j
t+1θjt+1(b)1{ht(St)<Y

j
t (b)}

)

−
(
ht(St)1{ht(St)>gt(St)} + gt(St)1{ht(St)<gt(St)}

)∥∥∥∥
St

≤
∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

e−R
j
t+1θjt+1(b)1{ht(St)<Y

j
t (b)} − gt(St)1{ht(St)<gt(St)}

∥∥∥∥
St

+
∥∥∥ht(St)1{ht(St)≥Y j

t }
− ht(St)1{ht(St)>gt(St)}

∥∥∥
St

.

(3.2.28)

Luego, por (3.2.26) y (3.2.27),∥∥∥θt(St)− f(St)
∥∥∥
St

→ 0

Regresemos a probar (3.2.26), usemos la siguiente notación,

uj(b) = e−R
j
t+1θjt+1(b)

vj(b) = 1{ht(St)<Y
j
t }

u = gt(St)

v = 1{ht(St)<gt(St)}

Se quiere demostrar que∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

uj(b)vj(b)− uv
∥∥∥∥→ 0.
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Note que,

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

uj(b)vj(b)− uv
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

uj(b)vj(b)−
1

b

b∑
j=1

uj(b)v +
1

b

b∑
j=1

uj(b)v − uv
∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

(
uj(b)vj(b)− uj(b)v

)∥∥∥∥+

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

(
uj(b)v − uv

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

b

[
(u1(b)v1(b)− u1(b)v)

]
+ . . .+

[
ub(b)vb(b)− ub(b)v

]∥∥∥∥
+

∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

(
uj(b)v − uv

)∥∥∥∥
≤
∥∥∥ui(b)vi(b)− ui(b)v∥∥∥+

∥∥∥∥v(1

b

b∑
j=1

uj(b)− u
)∥∥∥∥

=
∥∥∥u1(b)(v1(b)− v)

∥∥∥+
∥∥∥v∥∥∥∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

uj(b)− u
∥∥∥∥

=
∥∥∥u1(b)

∥∥∥∥∥∥v1(b)− v
∥∥∥+

∥∥∥v∥∥∥∥∥∥∥1

b

b∑
j=1

uj(b)− u
∥∥∥∥.

Por (c),
∥∥∥v1(b)− v

∥∥∥→ 0, y por (a)

∥∥∥∥1
b

b∑
j=1

uj(b)− u
∥∥∥∥→ 0.

Por lo tanto, se cumple (3.2.26). �

Teorema 3.2.6. El sesgo del estimador bajo es negativo, es decir

E[θ0(b)] ≤ f0(S0), (3.2.29)

para todo b.

Demostración: Se probará nuevamente por inducción hacia atrás.

Por definición θT = fT (ST ), por lo tanto E(θT |ST ) ≤ fT (ST ) trivial-
mente.

La hipótesis inductiva (H.I.) es la siguiente:
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E(θt+1|St+1) ≤ ft+1(St+1).

Sea Y j
t como en (3.2.25), entonces para cualquier j = 1, . . . , b, se tiene

que,

E(θt|St) = E(ηjt |St).

Puesto que Y j
t es independiente condicionalmente de θjt+1 dado St, se

tiene que,

E(ηjt |St)

= E
[
ht(St)1{ht(St)≥Y j

t }
∣∣St]+ E

[
e−R

j
t+1θjt+11{ht(St)<Y

j
t }
∣∣St]

= ht(St)P
(
ht(St) ≥ Y j

t

∣∣St)
+ E

[
e−R

j
t+1θjt+1

∣∣St]P(ht(St) < Y j
t

∣∣St)
= ht(St)p+ E

[
e−R

j
t+1θjt+1

∣∣St](1− p).
En este caso p y 1 − p están denotando a P

(
ht(St) ≥ Y j

t

∣∣St) y

P
(
ht(St) < Y j

t

∣∣St), respectivamente.

Entonces,

E(θt|St) = ht(St)p+ E
[
e−R

j
t+1E[θjt+1|S

j
t+1]

∣∣St](1− p)
= ht(St)p+ E

[
e−R

j
t+1f(Sjt+1)

∣∣St](1− p)
= ht(St)p+ gt(St)(1− p)
≤ max{ht, gt} = ft(St).

Por lo tanto el teorema queda demostrado. �

Para terminar la sección, sea θ0(n, b), la media muestral de n repeti-
ciones independientes de θ0 calculado como ya se definió.

Sea sθ(n, b) la desviación estándar de esta muestra.

Entonces,

θ0(n, b)± zα/2
sθ(n, b)√

n
, (3.2.30)
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es un intervalo de confianza al (1−α) %, asintóticamente válido cuando
n→∞, para E[θ0]. Análogamente al caso del estimador alto.

zα/2 es el 1− α/2 cuantil de la distribución normal.

El ĺımite inferior del intervalo de confianza para el estimador bajo, esta
dado por:

θ0(n, b)− zα/2
sθ(n, b)√

n
, (3.2.31)

y

Ln(b) = zα/2
sθ(n, b)√

n
. (3.2.32)

3.2.6. Valor de la opción

Tomando el ĺımite inferior del intervalo de confianza para el estimador
bajo y el ĺımite superior del intervalo de confianza para el estimador
alto, se forma el intervalo:[

θ0(n, b)− zα/2
sθ(n, b)√

n
,Θ0(n, b) + zα/2

sΘ(n, b)√
n

]
. (3.2.33)

El cual contendrá el valor verdadero de la opción V0(S0).

Más aún, como E[Θ0] y E[θ0] se aproximan a V0(S0) cuando b → ∞,
entonces podemos hacer el intervalo de confianza tan estrecho como se
quiera haciendo crecer n y b.

Un último resultado, es el siguiente teorema, el cual nos dice que el
valor del estimador alto es mayor que el del estimador bajo.

Teorema 3.2.7. En cada realización del arreglo

{Si1···itt : t = 0, 1, . . . , T ; ij = 1, . . . , b; j = 1, . . . , t},

el estimador bajo es menor o igual que el estimador alto, es decir:

θi1···itt ≤ Θi1···it
t , (3.2.34)

para cada i1, i2, . . . , it y cada t = 0, 1, . . . , T .

Demostración: La prueba se hará por inducción hacia atrás.

En la fecha de vencimiento, se tiene que θT = ΘT = fT (ST ), por lo
tanto el teorema se cumple trivialmente.

Supongamos que,
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θjt+1 ≤ Θj
t+1,

para j = 1, . . . , b, (H.I.).

Nuevamente tomemos Y j
t como en (3.2.25).

Caso 1: Supongámos que para todo j = 1, . . . , b, Y j
t ≤ ht(St), enton-

ces,

ηjt = ht(St),

para cada j = 1, . . . , b, luego,

θt =
1

b

b∑
j=1

ηjt

= ht(St) ≤ Θt

Caso 2: Supongámos que al menos para un j = 1, . . . , b, Y j
t ≥ ht(St),

entonces,

1

b

b∑
j=1

ηjt

=
1

b

b∑
j=1

(
ht(St)1{ht(St)≥Y j

t }
+ e−R

j
t+1θjt+11{ht(St)<Y

j
t }

)

=

(
1

b

b∑
j=1

1{ht(St)≥Y j
t }

)
ht(St)

+

(
1

b

b∑
j=1

1{ht(St)<Y
j
t }

) b∑
j=1

e−R
j
t+1θjt+11{ht(St)<Y

j
t }

b∑
j=1

1{ht(St)<Y
j
t }



CAPÍTULO 3. MODELOS PARA VALUAR OPCIONES... 79

= ht(St)p +

b∑
j=1

e−R
j
t+1θjt+11{ht(St)<Y

j
t }

b∑
j=1

1{ht(St)<Y
j
t }

(1 − p).

(3.2.35)

Sin pérdida de generalidad, supongamos que Y 1
t , . . . , Y

k
t son mayores o

iguales que ht(St), y que Y k+1
t , . . . , Y b

t son menores o iguales que ht(St).

Entonces, el cociente en (3.2.35), es igual a

1

k

k∑
j=1

e−R
j
t+1θjt+1,

entonces, para cualquier i ≤ k < j ≤ b, se tiene que Y i
t > Y j

t , luego,

e−R
j
t+1θjt+1 > e−R

i
t+1θit+1.

Por lo tanto,

max{e−R1
t+1θ1

t+1, . . . , e
−Rk

t+1θkt+1} ≤ min{e−R
k+1
t+1 θ1

t+1, . . . , e
−Rb

t+1θkt+1}.

Entonces,

1

k

k∑
i=1

e−R
i
t+1θit+1 ≤

1

b

b∑
i=1

e−R
i
t+1θit+1,

de (3.2.35), se tiene que

1

b

b∑
j=1

ηjt ≤ ht(St)p+ (1− p)1

b

b∑
i=1

e−R
i
t+1θit+1

≤ ht(St)p+ (1− p)1

b

b∑
i=1

e−R
i
t+1Θi

t+1

≤ max

{
ht(St),

1

b

b∑
i=1

e−R
i
t+1Θi

t+1

}
= Θt. �



Caṕıtulo 4

Implementación de
algoritmos

En este caṕıtulo se valuarán opciones de compra y venta americanas
sobre una acción de la empresa Gruma SAB de CV, cuyos precios co-
tizan en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV). En la sección 4.1 se
supondrá el caso en que las acciones no reparten dividendos, para la
valuación se usará el método binomial, al final de la sección se presenta
el código utilizado para la valuación de esta opción. En la sección 4.2 se
supondrá el caso en que las acciones reparten dividendos continuos, el
método a utilizar será el del árbol aleatorio, finalmente se presentará el
código utilizado para la valuación de este tipo de opciones.

Se tomará como precio actual de las acciones el precio de cierre del
d́ıa 01 de septiembre de 2011, para el cálculo de la volatilidad históri-
ca se tomarán los precios históricos de los 90 y 180 d́ıas previos a
la misma fecha. Estos datos fueron descargados del sitio de internet
http://mx.finance.yahoo.com/.

La tasa de interés libre de riesgo, corresponde a la tasa de rendimiento
de los CETES 91 y 175 d́ıas en la semana del 30 de agosto de 2011
al 05 de septiembre de 2011, esta información fue tomada del sitio de
internet del Banco de México, http://www.banxico.org.mx/.

La vigencia de los contratos se tomará a un año, seis y tres meses.

4.1. Modelo Binomial

En esta sección se valúan opciones americanas de venta sobre una ac-
ción de una empresa mexicana que no paga dividendos, aśı como su
contraparte europea, se presenta la implementación de los algoritmos

80
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computacionales con los que se valuan tales opciones, y uno más para
la valuación de opciones de compra europeas y americanas, sobre ac-
ciones que no pagan dividendos.

4.1.1. Valuación de opciones americanas sin dividendos

Ejemplo 4.1.1. Los siguientes datos corresponden a los utilizados en
la valuación de una opción americana de venta sobre acciones de la
empresa Gruma SAB de CV, la cual no reparte dividendos.

S =23.5 (Divisa en México)

T = 1 (1 año)

r =0.043 (4.3 %, CETES 175)

σ =0.3553 (basado en una muestra de los datos históricos de los
precios diarios al cierre de los más recientes 180 d́ıas.)

K : El precio de liquidación se fue variando, tomando valores por
debajo y por encima del precio actual del subyacente.

M : El número de etapas en que se divide la vigencia se fue
incrementando.

Av: Precio de la opción americana de venta al inicio del contrato.

Ev: Precio de la opción europea de venta al inicio del contrato.

M 50 100 250 500 1000

K Av Av Av Av Av
22 2.1566 2.1425 2.1464 2.1432 2.1434
23 2.6228 2.6231 2.6211 2.6194 2.6179

23.5 2.8657 2.8702 2.8728 2.8737 2.8741
24 3.1518 3.1497 3.1466 3.1447 3.1433
25 3.7307 3.7177 3.7207 3.7173 3.7182

Cuadro 4.1: Valores de la opción americana de venta sobre una acción
sin dividendos de la empresa Gruma SAB de CV con vigencia de un
año.
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M 50 100 250 500 1000

K Ev Ev Ev Ev Ev
22 2.0863 2.0709 2.0773 2.0737 2.0740
23 2.5330 2.5333 2.5312 2.5293 2.5276

23.5 2.7564 2.7646 2.7694 2.7711 2.7719
24 3.0335 3.0338 3.0318 3.0299 3.0282
25 3.5876 3.5724 3.5764 3.5726 3.5740

Cuadro 4.2: Valores de la opción europea de venta sobre una acción sin
dividendos de la empresa Gruma SAB de CV con vigencia de un año.

T = 1

K M Primer nodo óptimo

22 - 25 50 (10,0) - (8,0)
22 - 25 100 (15,0) - (11,0)
22 - 25 250 (24,0) - (22,0)
22 - 25 500 (34,0) - (26,0)

Cuadro 4.3: Primer nodo en el que seŕıa óptimo el ejercicio anticipado
para la opción americana de venta de la empresa Gruma SAB de CV
con vigencia de un año.

Ejemplo 4.1.2. Los siguientes datos corresponden a los utilizados en
la valuación de una opción americana de venta sobre acciones de la
empresa Gruma SAB de CV, la cual no reparte dividendos.

S =23.5 (Divisa en México)

T = 1/2 (6 meses)

r =0.043 (4.3 %, CETES 175)

σ =0.2512 (basado en una muestra de los datos históricos de los
precios diarios al cierre de los más recientes 180 d́ıas.)

K : El precio de liquidación se fue variando, tomando valores por
debajo y por encima del precio actual del subyacente.

M : El número de etapas en que se divide la vigencia se fue
incrementando.

Av: Precio de la opción americana de venta al inicio del contrato.

Ev: Precio de la opción europea de venta al inicio del contrato.
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M 50 100 250 500 1000

K Av Av Av Av Av
22 0.8240 0.8203 0.8192 0.8196 0.8196
23 1.2239 1.2204 1.2161 1.2172 1.2165

23.5 1.4483 1.4505 1.4518 1.4523 1.4525
24 1.7220 1.7177 1.7136 1.7147 1.7141
25 2.3150 2.3124 2.3112 2.3104 2.3109

Cuadro 4.4: Valores de la opción americana de venta sobre una acción
sin dividendos de la empresa Gruma SAB de CV con vigencia de seis
meses.

M 50 100 250 500 1000

K Av Av Av Av Av
22 0.8027 0.7980 0.7973 0.7981 0.7981
23 1.1882 1.1843 1.1797 1.1814 1.1806

23.5 1.3992 1.4033 1.4058 1.4066 1.4070
24 1.6650 1.6612 1.6565 1.6580 1.6574
25 2.2276 2.2268 2.2256 2.2247 2.2253

Cuadro 4.5: Valores de la opción europea de venta sobre una acción
sin dividendos de la empresa Gruma SAB de CV con vigencia de seis
meses.

T = 1/2

K M Primer nodo óptimo

22 - 25 50 (12,0) - (7,0)
22 - 25 100 (17,0) - (10,0)
22 - 25 250 (27,0) - (16,0)
22 - 25 500 (39,0) - (23,0)

Cuadro 4.6: Primer nodo en el que seŕıa óptimo el ejercicio anticipado
para la opción americana de venta de la empresa Gruma SAB de CV
con vigencia de seis meses.

Ejemplo 4.1.3. Los siguientes datos corresponden a los utilizados en
la valuación de una opción americana de venta sobre acciones de la
empresa Gruma SAB de CV, la cual no reparte dividendos.

S =23.5 (Divisa en México)
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T = 1/4 (3 meses)

r =0.043 (4.3 %, CETES 91)

σ =0.2119 (basado en una muestra de los datos históricos de los
precios diarios al cierre de los más recientes 90 d́ıas.)

K : El precio de liquidación se fue variando, tomando valores por
debajo y por encima del precio actual del subyacente.

M : El número de etapas en que se divide la vigencia se fue
incrementando.

Av: Precio de la opción americana de venta al inicio del contrato.

Ev: Precio de la opción europea de venta al inicio del contrato.

M 50 100 250 500 1000

K Av Av Av Av Av
22 0.3349 0.3339 0.3342 0.3342 0.3344
23 0.6669 0.6618 0.6642 0.6635 0.6633

23.5 0.8850 0.8864 0.8873 0.8876 0.8877
24 1.1573 1.1528 1.1551 1.1544 1.1542
25 1.8066 1.8069 1.8081 1.8078 1.8076

Cuadro 4.7: Valores de la opción americana de venta sobre una acción
sin dividendos de la empresa Gruma SAB de CV con vigencia de tres
meses.

M 50 100 250 500 1000

K Ev Ev Ev Ev Ev
22 0.3290 0.3279 0.3281 0.3282 0.3285
23 0.6521 0.6470 0.6500 0.6494 0.6492

23.5 0.8621 0.8646 0.8661 0.8666 0.8668
24 1.1277 1.1221 1.1254 1.1247 1.1245
25 1.7484 1.7503 1.7522 1.7519 1.7516

Cuadro 4.8: Valores de la opción europea de venta sobre una acción
sin dividendos de la empresa Gruma SAB de CV con vigencia de tres
meses.
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T = 1/4

K M Primer nodo óptimo

22 - 25 50 (14,0) - (6,0)
22 - 25 100 (20,0) - (9,0)
22 - 25 250 (33,0) - (14,0)
22 - 25 500 (47,0) - (20,0)

Cuadro 4.9: Primer nodo en el que seŕıa óptimo el ejercicio anticipado
para la opción americana de venta de la empresa Gruma SAB de CV
con vigencia de tres meses.

Comentarios

En esta sección se comentará sobre el comportamiento del precio de las
opciones y del ejercicio óptimo en los Cuadros 4.1 - 4.9.

Se mencionó antes que, debido a que las opciones americanas tienen
mayores oportunidades de ejercicio que las europeas, éstas últimas de-
ben valer menos, esto se puede observar en los Cuadros 4.2, 4.5 y 4.8,
los cuales muestran los valores de las contrapartes europeas de cada
opción americana de venta, siempre en cada caso, los valores de la op-
ción europea son menores que su contraparte americana.

Por otra parte, puesto que la volatilidad es una variable fundamental
en la valuación de las opciones, al aumentar o disminuir ésta, afecta
directamente el valor de las opciones. La variable volatilidad, indica la
rapidez con que los precios del subyacente vaŕıan, por lo que, a mayor
volatilidad el valor de la opción será mas alto, como puede verse en los
Cuadros 4.1, 4.4 y 4.7.

Otro punto importante, es el siguiente, el método binomial para opcio-
nes europeas, converge al valor ofrecido por la fórmula de Black-Scholes
cuando el número de etapas tiende a infinito, esto fue demostrado por
Cox-Rox-Rubistein en [14]. Para el caso de opciones americanas, esta
convergencia fue demostrada más recientemente por Amin y Khana
en [1], de aqúı que, tanto en los Cuadros 4.1, 4.4 y 4.7, como en los
Cuadros 4.2, 4.5 y 4.8 se observa que mientras aumenta el número de
etapas el precio de la opción vaŕıa en realidad muy poco.

De acuerdo a los Cuadros 4.1, 4.4, 4.7 y sus respectivas contrapartes
Europeas, puede verse que un mayor valor para el precio de ejercicio
supone un mayor valor para las opciones de venta, para el caso de op-
ciones de compra, no sucede lo mismo, pues cuanto menor sea el precio
de ejercicio, el precio de la opción será mayor (véase [30]).
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Finalmente, analizemos el ejercicio óptimo en los Cuadros 4.3 - 4.9.

En cada cuadro se muestra cual es el primer nodo para el cual seŕıa
óptimo el ejercicio anticipado, tomando como precio de ejercicio valo-
res menores y mayores que el precio actual de la acción y dividiendo la
vigencia cada vez, en un número mayor de etapas.

Por ejemplo, en el Cuadro 4.3, si se toma como precio de ejercicio
K = 22 y M = 50, entonces el primer nodo en el cual seŕıa óptimo
el ejercicio seŕıa el (9,0). Por otra parte, si se toma como precio de
ejercicio K = 25 y M = 50 entonces el primer nodo en el cual es ópti-
mo el ejercicio seŕıa el (7,0), sin embargo, para valores K, entre 22 y
25 y M = 50, el nodo en el que el pronto ejercicio es óptimo es el (10,0).

El algoritmo implementado en Mathematica 6 con el que se calcularon
los Cuadros 4.3, 4.6 y 4.9, proporciona todos los nodos en los cuales
seŕıa óptimo el ejercicio anticipado, de tal forma que en cada caso se
puede saber cuales son todas las posibles póliticas óptimas.

A manera de ejemplo, a continuación daremos una posible poĺıtica ópti-
ma para la opción del Ejemplo 4.1.1.

(9,0) B (10,0) S (11,1) B (12,1) B (13,1) S
(14,2) B (15,3) S (16,4) B (17,4) S (18,5) B
(19,5) B (20,5) S (21,6) S (22,7) B (23,7) S
(24,8) S (25,9) B (26,9) B (27,9) B (28,9) S

(29,10) B (30,10) S (31,11) S (32,12) B (33,11) S
(34,12) S (35,13) S (36,14) B (37,14) B (38,14) S
(39,15) B (40,15) S (41,16) S (42,17) B (43,17) B
(44,17) S (45,18) S (46,19) S (47,20) B (48,20) S
(49,21)

Cuadro 4.10: Posible poĺıtica óptima para la opción sobre una acción
de la empresa Gruma SAB DE CV con T = 1, K = 24 y M = 50.

Las letras S y B indican si el precio de la acción sube o baja respectiva-
mente en la siguiente etapa, sin embargo, la verdadera poĺıtica óptima
dependerá del comportamiento real del precio de la acción.

En la siguiente sección se muestran los códigos de los algoritmos utili-
zados en la construcción de los Cuadros 4.1 - 4.9. En [31] y [32] se pre-
sentan otras implementaciones de este método, éstas fueron realizadas
en Excel y MATLAB respectivamente, aśı como las implementaciones
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de otros métodos para valuar opciones americanas.

4.1.2. Código en Mathematica 6 para opciones de venta
americanas sin dividendos

El siguiente código calcula la prima de una opción americana de venta,
sobre una acción que no paga dividendos. Se utilizó para calcular los
Cuadros 4.1, 4.4 y 4.7.

(* CÓDIGO EN MATHEMATICA 6 PARA CALCULAR EL VALOR
DE UNA OPCIÓN AMERICANA DE VENTA SOBRE UNA ACCIÓN
QUE NO PAGA DIVIDENDOS CON EL MODELO BINOMIAL. LOS
PARÁMETROS SON: EL PRECIO ACTUAL DE LA ACCIÓN, EL
PRECIO DE LIQUIDACIÓN, LA VIGENCIA DE LA OPCIÓN,
EL INTERÉS LIBRE DE RIESGO, EL NÚMERO DE ETAPAS
EN QUE SE DIVIDE LA VIGENCIA Y LA VOLATILIDAD
SUBYACENTE *)

(* INPUT *)

S = 23.5; (* Precio actual del subyacente *)
Ej = 25; (* Precio de liquidación *)
T = 1/4; (* Vigencia de la opción *)
r = 0.043; (* Interés Libre de riesgo *)
M = 50; (* Número de etapas *)
\[Sigma] = 0.21194; (* Volatilidad *)

(* INICIO DEL ALGORITMO *)

\[CapitalDelta]t = T/M;
u = Exp[\[Sigma] Sqrt[\[CapitalDelta]t]];
d = 1/u;
R = Exp[r*\[CapitalDelta]t];
p = (R - d)/(u - d);

(*Calcula los valores del precio subyacente S(n,j)
en cada nodo (n,j) para n=1,2,... y j=0,1,...,M*)

For[i = M + 1, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,
precio[i][n] = S*u^(n - 1)*d^(i - n)]];

(*Calcula los valores de m(n,j)=Max[k-S(n,j),0]
para n=1,2,... y j=0,1,...,M*)
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For[i = M + 1, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,
m[i][n] = Max[Ej - precio[i][n], 0]]];

(*Calcula los valores de la opción en la frontera,
es decir, en n=M, denotado por c(M,j)=Max[S(M,j)-K,0]
para j=0,1,...,M*)

For[n = 1, n <= M + 1, n++, W[M + 1][n] = m[M + 1][n];
c[M + 1][n] = W[M + 1][n]]

(*Calcula la fórmula de inducción hacia atras
W(n,j)=(p*W(n+1,j+1)+(1-p)*W(n+1,j))/R, y los valores
de la opción para 0<=n<=M,
c(n,j)= Max[m(n,j),W(n,j)], para j=0,1,...,n*)

For[i = M, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,

W[i][n] = (p*c[i + 1][n + 1]+(1 - p)*c[i + 1][n])/R;
c[i][n] = Max[W[i][n], m[i][n]]]];

(*Imprime el valor de la opción*)

Print ["Put(", 0, ",", 0, ")=", c[1][1]];

(* FINAL DE ALGORITMO *)

4.1.3. Código en Mathematica 6 para opciones de venta
europeas sin dividendos

El siguiente código calcula la prima de una opción europea de venta,
sobre una acción que no paga dividendos. Se utilizó para calcular los
Cuadros 4.2, 4.5 y 4.8.

(* CÓDIGO EN MATHEMATICA 6 PARA CALCULAR EL VALOR
DE UNA OPCIÓN EUROPEA DE VENTA SOBRE UNA ACCIÓN
QUE NO PAGA DIVIDENDOS CON EL MODELO BINOMIAL. LOS
PARÁMETROS SON: EL PRECIO ACTUAL DE LA ACCIÓN, EL
PRECIO DE LIQUIDACIÓN, LA VIGENCIA DE LA OPCIÓN,
EL INTERÉS LIBRE DE RIESGO, EL NÚMERO DE ETAPAS
EN QUE SE DIVIDE LA VIGENCIA Y LA VOLATILIDAD
SUBYACENTE *)
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(* INPUT *)

S = 24.2; (* Precio Actual del bien subyacente *)
K = 26; (* Precio de liquidación *)
T = 1/4; (* Vigencia de la opción *)
r = 0.043; (* Interés libre de riesgo *)
M = 1000; (* Número de etapas *)
\[Sigma] = 0.1764; (* Volatilidad *)

(* INICIO DE ALGORITMO *)

\[CapitalDelta]t = T/M;
u = Exp[\[Sigma] Sqrt[\[CapitalDelta]t]];
d = 1/u;
R = Exp[r*\[CapitalDelta]t];
p = (R - d)/(u - d);

(*Calcula los valores de S(n,j)
para n=M y j=0,1,...,M*)

For[n = 1, n <= M + 1, n++,
W[n] = S*d^(M + 1 - n)*u^(n - 1)]

(*Calcula los valores de V(n,j) en la frontera,
es decir, para n=M y j=0,1,...,M*)

For[n = 1, n <= M + 1, n++,
W[n] = Max[K - W[n], 0]]

(*Calcula los valores de V(n,j) para
n=1,...,M-1 y j=0,1,...,n*)

For[i = M, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,
W[n] = (p*W[n + 1] + (1 - p)*W[n])/R]];

(* Imprime la prima de la opción *)

Print ["Prima =", W[1]];

(* FIN DE ALGORITMO *)
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4.1.4. Código en Mathematica 6 para opciones de com-
pra europeas sin dividendos

El siguiente código calcula la prima de una opción europea de compra
sobre una acción que no paga dividendos.

(* CÓDIGO EN MATHEMATICA 6 PARA CALCULAR EL VALOR
DE UNA OPCIÓN EUROPEA DE COMPRA SOBRE UNA ACCIÓN
QUE NO PAGA DIVIDENDOS CON EL MODELO BINOMIAL. LOS
PARÁMETROS SON: EL PRECIO ACTUAL DE LA ACCIÓN, EL
PRECIO DE LIQUIDACIÓN, LA VIGENCIA DE LA OPCIÓN,
EL INTERÉS LIBRE DE RIESGO, EL NÚMERO DE ETAPAS
EN QUE SE DIVIDE LA VIGENCIA Y LA VOLATILIDAD
SUBYACENTE *)

(*INPUT *)

S = 11.13; (* Precio Actual del bien subyacente *)
K = 11.14; (* Precio de liquidación *)
T = 1/6; (* Vigencia de la opción *)
r = 0.07; (* Tasa de interés libre de riesgo *)
M = 100; (* Etapas *)
\[Sigma] = 0.07; (* Volatilidad histórica *)

(* INICIO DE ALGORITMO *)

\[CapitalDelta]t = T/M;
u = Exp[\[Sigma] Sqrt[\[CapitalDelta]t]];
d = 1/u;
R = Exp[r*\[CapitalDelta]t];
p = (R - d)/(u - d);

(* Calcula los valores de S(n,j) para
n=M y j=0,1,...,M *)

For[n = 1, n <= M + 1, n++,
W[n] = S*d^(M + 1 - n)*u^(n - 1)]

(*Calcula los valores de V(n,j) en la frontera,
es decir, en n=M y j=0,1,...,n*)

For[n = 1, n <= M + 1, n++,
W[n] = Max[W[n] - K, 0]]

(*Calcula los valores de V(n,j), para
n=1,...,M-1 y j=0,1,...,n*)
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For[i = M, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,
W[n] = (p*W[n + 1] + (1 - p)*W[n])/R]];

(* Imprime la prima de la opción *)
Print ["Prima =", W[1]];

(* FIN DE ALGORITMO *)

4.1.5. Código en Mathematica 6 para opciones de venta
americanas sin dividendos con ejercicio óptimo

El siguiente código calcula el ejercicio óptimo y la prima de una op-
ción americana de venta sobre una acción que no paga dividendos. Se
utilizó para calcular los Cuadros 4.3, 4.6 y 4.9.

(* CÓDIGO EN MATHEMATICA 6 PARA CALCULAR EL VALOR
DE UNA OPCIÓN AMERICANA SOBRE UNA ACCIÓN QUE NO
PAGA DIVIDENDOS CON EL MODELO BINOMIAL. CALCULA
TAMBIÉN LOS POSIBLES NODOS EN DONDE ES ÓPTIMO EL
EJERCICIO ANTICIPADO. LOS PARÁMETROS SON:
EL PRECIO ACTUAL DE LA ACCIÓN, EL PRECIO DE
LIQUIDACIÓN, LA VIGENCIA DE LA OPCIÓN, EL INTERÉS
LIBRE DE RIESGO, EL NÚMERO DE ETAPAS EN QUE SE
DIVIDE LA VIGENCIA Y LA VOLATILIDAD SUBYACENTE *)

(* INPUT *)

S = 23.5; (* Precio actual del subyacente *)
Ej = 25; (* Precio de liquidación *)
T = 1/4; (* Vigencia de la opción *)
r = 0.043; (* Interés Libre de riesgo *)
M = 50; (* Número de etapas *)
\[Sigma] = 0.21194; (* Volatilidad *)

(* INICIO DEL ALGORITMO *)

\[CapitalDelta]t = T/M;
u = Exp[\[Sigma] Sqrt[\[CapitalDelta]t]];
d = 1/u;
R = Exp[r*\[CapitalDelta]t];
p = (R - d)/(u - d);

(*Calcula los valores del precio subyacente S(n,j)
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en cada nodo (n,j) para n=1,2,... y j=0,1,...,M*)

For[i = M + 1, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,
precio[i][n] = S*u^(n - 1)*d^(i - n)]];

(*Calcula los valores de m(n,j)=Max[k-S(n,j),0]
para n=1,2,... y j=0,1,...,M*)

For[i = M + 1, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,
m[i][n] = Max[Ej - precio[i][n], 0]]];

(*Calcula los valores de la opción en la frontera,
es decir, en n=M, denotado por c(M,j)=Max[S(M,j)-K,0]
para j=0,1,...,M*)

For[n = 1, n <= M + 1, n++, W[M + 1][n] = m[M + 1][n];
c[M + 1][n] = W[M + 1][n]]

(*Calcula la fórmula de inducción hacia atras
W(n,j)=(p*W(n+1,j+1)+(1-p)*W(n+1,j))/R, y los valores
de la opción para 0<=n<=M,
c(n,j)= Max[m(n,j),W(n,j)], para j=0,1,...,n*)

For[i = M, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,
W[i][n] = (p*c[i + 1][n + 1]+(1 - p)*c[i + 1][n])/R;
c[i][n] = Max[W[i][n], m[i][n]]]];

(*Calula e imprime los valores de los posibles
valores óptimos en los nodos (M-1,j) para
j=0,1,...,M-1*)

For[i = M, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,
If[W[i][n] < m[i][n] && m[i][n] > 0,
opt[i][n] = c[i][n];
ganancia[i][n] = Ej - precio[i][n] - c[1][1],
opt[i][n] = -1;
ganancia[i][n] = -1]]];

For[i = M, i >= 1, i--,
For[n = 1, n <= i, n++,
If[opt[i][n] != -1 ,
Print["posible optimo(", i - 1, ",", n - 1, ")=",
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opt[i][n] ]]]];

(*Imprime el valor de la opción*)

Print ["Put(", 0, ",", 0, ")=", c[1][1]];

(* FINAL DE ALGORITMO *)

4.2. Modelo del árbol aleatorio

4.2.1. Valuación de opciones americanas con dividendos

Ejemplo 4.2.1. Supongamos una opción americana de compra sobre
una acción de la empresa Gruma SAB de CV., emitida el d́ıa 01 de
septiembre de 2011, el precio de cierre de la acción ese d́ıa fue de 23.5,
el contrato se tomará con vigencia de un año.

La tasa de interés libre de riesgo correspondiente a los CETES 175 en
la semana del 30 de agosto de 2011 al 05 de septiembre de 2011 es
igual al 4.3 %, mientras que la estimación de la volatilidad subyacente
basada en una muestra de los datos históricos de los precios diarios al
cierre de los más recientes 180 d́ıas es igual al 35.53 %.

Se supondrá que la acción paga dividendos continuos con una tasa del
10 % y que la opción tiene solo cuatro posibles oportunidades de ejerci-
cio, en los tiempos 0, T/3, 2T/3 y T . El precio de liquidación será va-
riable, tomando valores por debajo y por encima del precio actual del
subyacente.

El siguiente cuadro muestra todos los parámetros.

Parámetro Valor

S 23.5
T 1
r 0.043
σ 0.3553
δ 0.1

Cuadro 4.11: Parámetros de la opción americana de compra sobre una
acción que paga dividendos continuos de la empresa GRUMA SAB DE
CV.

Se utilizará la siguiente notación.
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EB: Valor del estimador bajo.

EA: Valor del estimador alto.

VAA: Valor de la opción mediante el método del árbol aleatorio.

VBD: Valor de la opción mediante el método binomial con divi-
dendos.

M : Etapas en que se dividirá la vigencia (parámetro del método
binomial).

b: Número de ramas del árbol (parámetro del método del árbol
aleatorio).

n: Número de repticiones (parámetro del método del árbol alea-
torio).

Árbol aleatorio VBD
K b = 50 n = 100 VAA M = 100

EB EA
22 3.2124 3.3190 3.2657 4.4864
23 2.7863 2.8781 2.8322 3.9915

23.5 2.5345 2.6145 2.5745 3.7440
24 2.4470 2.5235 2.4852 3.5347
25 2.0558 2.1196 2.0877 3.1159

Cuadro 4.12: Valores de una opción americana de compra sobre una
acción de la empresa Gruma SAB DE CV con dividendos

Comentarios

En el Cuadro 4.12, se compara el precio de la opción americana de com-
pra correspondiente a los parámetros del Ejemplo 4.2.1 con el método
binomial para valuar opciones de compra americanas sobre acciones
que pagan dividendos continuos.

El método del árbol aleatorio funciona para valuar este tipo de opcio-
nes cuando el número de oportunidades de ejercicio es pequeño, por tal
motivo se supone que existen únicamente 4 posibles fechas de ejercicio
para la opción.

En el Cuadro 4.12, la primer columna muestra los diferentes precios de
ejercicio que se tomaron, por debajo y por encima del precio actual de
la acción.
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En la segunda y tercer columna puede observarse el valor del estimador
bajo y alto respectivamente, del método del árbol aleatorio, note que
estos estimadores cumplen con el Teorema 3.2.7, pues siempre el valor
del estimador bajo es menor que el del estimador alto.

En la cuarta columna se presenta el valor estimado de la opción median-
te el método del árbol aleatorio, descrito anteriormente, en la columna
cinco a manera de comparación se muestran los precios de la opción
calculados por el método binomial con dividendos continuos.

El valor de la opción americana calculado mediante el método binomial
sobrevalora el precio real de la opción americana de compra en com-
paración con el valor obtenido mediante el método del árbol aleatorio.
La razón de este hecho es similar a la razón de porque el estimador
alto tiene sesgo alto, explicada anteriormente en la Subsección 3.2.4
del Caṕıtulo 3.

En la siguiente sección se presenta el código en MATLAB utilizado para
calcular los valores de la opción mediante el método del árbol aleatorio,
en el Cuadro 4.12.

4.2.2. Código en MATLAB R2010a para opciones de
compra americanas con dividendos

En esta sección se presenta el código en MATLAB R2010a utlizado para
calcular la columna cuatro en el Cuadro 4.12, se requirió hacer varias
funciones en MATLAB, los códigos de estas también serán presentadas
en esta sección.

Función valuacion.m

function [ ] = valuacion( )

% Función valuacion.m : calcula el precio de una
% opción americana de venta con dividendos mediante
% el método del árbol aleatorio, también calcula el
% valor del estimador alto y bajo y las cotas
% derechas e izquierda del intervalo de confianza.

% PARÁMETROS DE ENTRADA

S=input(’Introduzca el precio actual del subyacente’);
k=input(’Introduzca el precio de ejercicio’);
T=input(’Introduzca el tiempo de vigencia’);
r=input(’Introduzca la tasa de interès libre de riesgo’);
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vol=input(’Introduzca la volatilidad’);
m=input(’Introduzca el nùmero de etapas’);
d=m+1;
b=input(’Introduzca el nùmero de ramas’);
n=input(’Introduzca el nùmero de repeticiones’);
delta=input(’Introduzca la tasa del dividendo’);

% Calcula e imprime los estimadores bajo y alto,
% para esto utiliza la función estimador_promediado.m

estimador=zeros(1,2);
estimador =
estimador_promediado(S,k,T,r,vol,m,d,b,n,delta);
estimador_bajo = estimador(1,1);
estimador_alto = estimador(1,2);

estimador_bajo
estimador_alto

% Calcula e imprime la prima de la opción

x = [S-k,0];
y = max(x);
z = [y, estimador_bajo];
s = max(z);
prima =( 0.5 * s) + (0.5 * estimador_alto)

end

Función estimador promediado.m

function[nodo_promediado] = estimador_promediado(
precio_actual,precio_ejer,vigencia,interes,
volatilidad, etapas, instantes, ramas, repeticiones,
dividendo)

% Funcion estimador_promediado: calcula el promedio
% de los estimadores alto y bajo para n repeticiones,
% utiliza la función estimador_bajo_alto.m

estimador=zeros(2,repeticiones);
estimadores=zeros(1,2);

for i=1:repeticiones
estimadores = estimador_bajo_alto(precio_actual,
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precio_ejer, vigencia, interes, volatilidad,
etapas, instantes, ramas, dividendo );
estimador(1,i)=estimadores(1,1);
estimador(2,i)=estimadores(1,2);

end

nodo_promediado=zeros(1,2);
nodo_promediado(1,1)=sum(estimador(1,:))/repeticiones;
nodo_promediado(1,2)=sum(estimador(2,:))/repeticiones;

% Calcula e imprime las cotas derech e izquierda
% del intervalo de confianza.

x = [ precio_actual - precio_ejer, 0 ];
y = max ( x );
z = [ y, nodo_promediado( 1, 1)

- (norminv(0.95,0,1) * ( std( estimador(1,:) )
/ sqrt(repeticiones))) ];

cota_izquierda = max( z )
cota_derecha = nodo_promediado( 1, 2)

+ (norminv(0.95,0,1)
* ( std( estimador(2,:) )
/ sqrt(repeticiones)))

end

Función estimador bajo alto.m

function [ nodo_estimado ] = estimador_bajo_alto
(precio_actual, precio_ejer, vigencia, interes,
volatilidad, etapas, instantes, ramas, dividendo)

% Calcula el estimador alto y bajo para un árbol,
% utiliza las funciones: instante_tiempo.m,
% variable_de_estado.m, nodo_terminal.m,
% nodo_bajo_intermedio.m, y
% nodo_alto_intermedio.m.

w=zeros(1,instantes);
v=zeros(ramas,instantes);
v2=zeros(ramas,instantes);

%Inicialización de parámetros
v(1,1) = precio_actual;
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v2(1,1)=precio_actual;
w(1) = 1;

t=instante_tiempo( etapas, instantes, vigencia );

for j=2:instantes
z=randn(1,1);
v(1,j)
= variable_de_estado(v(1,j-1), t(j)-t(j-1),
interes, volatilidad, dividendo,z);
v2(1,j)
= variable_de_estado(v2(1,j-1), t(j)-t(j-1),
interes, volatilidad, dividendo,z);
w(j) = 1;

end

% Proceso del árbol aleatorio

j=instantes;
while (j>0)
if ( j==instantes && w(j) < ramas ) %Caso 1:
Calcula la variable de estado y sus respectivos
nodos en la etapa final.

v( w(j), j )
= nodo_terminal( v(w(j),j), precio_ejer );
v2( w(j), j )
= nodo_terminal( v2(w(j),j), precio_ejer );

z=randn(1,1);
v( w(j)+1, j )
= variable_de_estado( v(w(j-1), j-1),
t(j)-t(j-1), interes, volatilidad,
dividendo, z );
v2( w(j)+1, j )
= variable_de_estado( v2(w(j-1), j-1),
t(j)-t(j-1), interes, volatilidad,
dividendo, z );

w( j ) = w( j ) + 1;

elseif ( j==instantes && w(j) == ramas ) %Caso 2:
Calcula el ùltimo nodo terminal

v( w(j), j ) = nodo_terminal(v(w(j),j),
precio_ejer);
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v2( w(j), j ) = nodo_terminal(v2(w(j),j),
precio_ejer);
w(j) = 0;
j = j-1;

elseif ( j < instantes && w(j) < ramas )%Caso 3:
Calcula nodos intermedios y variables de estado

v( w(j), j )
= nodo_bajo_intermedio(v( w(j), j ), ramas,
v(:,j+1), precio_ejer, interes, t(j+1)-t(j));
v2( w(j), j )
= nodo_alto_intermedio( v2( w(j), j ), v2(:,j+1),
precio_ejer, ramas, interes, t(j+1)-t(j) );

if ( j > 1 )

z=randn(1,1);
v( w(j)+1, j )
= variable_de_estado(v(w(j-1), j-1),
t(j)-t(j-1), interes, volatilidad,
dividendo, z );

v2( w(j)+1, j )
= variable_de_estado( v2(w(j-1), j-1),
t(j)-t(j-1), interes, volatilidad,
dividendo, z );

w(j) = w(j)+1;

for i=j+1:instantes
z=randn(1,1);
v(1,i)=variable_de_estado( v(w(i-1),
i-1), t(i)-t(i-1), interes,
volatilidad, dividendo, z );
v2(1,i)=variable_de_estado( v2(w(i-1),
i-1), t(i)-t(i-1), interes,
volatilidad, dividendo, z );

w(i)=1;
end
j=instantes;

else
j=0;

end
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elseif ( j < instantes && w(j) == ramas )%Caso 4:
Calcula el nodo intermedio

v(w(j),j)
= nodo_bajo_intermedio( v( w(j), j ), ramas,
v(:,j+1), precio_ejer,interes, t(j+1)-t(j) );
v2(w(j),j) = nodo_alto_intermedio( v2( w(j), j ),
v2(:,j+1), precio_ejer, ramas, interes,
t(j+1)-t(j));

w(j)=0;
j=j-1;

end %fin if

end %fin while

nodo_estimado=zeros(1,2);
nodo_estimado(1,1)=v(1,1);
nodo_estimado(1,2)=v2(1,1);

end

Función instante tiempo.m

function [ t ] = instante_tiempo( etapas,
instantes, vigencia )

% Función instante_tiempo: calcula los instantes
% de tiempo en la vigencia de la opción.

t = zeros( 1, instantes );

for i = 2 : instantes
t(i) =( (i-1)* vigencia ) / etapas;

end

end

Función variable de estado.m

function [precio_suby] = variable_de_estado(
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precio_anterior, intervalo_tiempo, interes, sigma,
dividendo, numero_aleatorio )

% Función variable_de_estado: calcula la variable
de estado (precio subyacente).

precio_suby = precio_anterior * exp( (
( interes-dividendo-(sigma^2)/2 )
* intervalo_tiempo ) + (sigma *
sqrt(intervalo_tiempo) * numero_aleatorio) );

end

Función nodo terminal.m

function [ estimador_terminal ] = nodo_terminal(
precio_actual, precio_ejer )

% Función nodo_terminal: calcula el estimador alto
y bajo terminal, casos 1 y 2.

z = [ precio_actual - precio_ejer, 0 ];

estimador_terminal = max(z);

end

Función nodo bajo intermedio.m

function [ estimador_bajo ] = nodo_bajo_intermedio
( precio, ramas, eta, precio_ejer, interes,
instante_de_tiempo_descuento )

% Calcula el estimador bajo intermedio, casos 3 y 4,
% utiliza la función descuento.m.

x = [ precio-precio_ejer, 0 ];
y = max(x);

for i = 1:ramas

suma = 0;
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for j = 1:ramas
if i ~= j

suma = suma + ( eta(j)
* descuento( interes,
instante_de_tiempo_descuento ));

end
end

if ( suma / (ramas-1) ) <= y % Nota: es menor
o igual

eta(i) = y;
else

eta(i)=eta(i)*descuento(interes,
instante_de_tiempo_descuento);

end
end

estimador_bajo = sum(eta) / ramas;

end

Función descuento.m

function [ descuento3] = descuento( interes,
instante_de_tiempo_descuento )

% Función descuento.m : calcula el factor
de descuento en cada etapa.

descuento3 = exp((-interes)
* instante_de_tiempo_descuento);

end

Función nodo alto intermedio.m

function [ estimador_alto ] = nodo_alto_intermedio(
preciosuby, eta, precio_ejer, ramas, interes,
instante_de_tiempo_descuento )
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% Calcula el estimador alto intermedio, casos 3 y 4.

x = [ preciosuby - precio_ejer, 0 ];
y = max(x);

suma = 0;
for j = 1:ramas

suma = suma + ( eta(j)
* descuento( interes,
instante_de_tiempo_descuento));

end

w = [ y, (1 / ramas) * suma ];

estimador_alto = max( w );

end



Conclusiones

En la presente tesis se estudió el problema de valuación de opciones
americanas desde un enfoque de programación dinámica, se analiza-
ron, implementaron y compararon dos métodos para calcular el valor
de una opción americana que se basan en la ecuación recursiva de pro-
gramación dinámica, deducida en el Caṕıtulo 2.

El primer método es el binomial, el cual es muy conocido y bastante
utilizado, funciona tanto para opciones americanas sobre acciones que
pagan dividendos, como para las que no pagan dividendos. La ventaja
de este método radica en que su implementación es bastante sencilla,
sin embargo, para opciones sobre múltiples activos subyacentes presen-
ta un gran costo computacional.

El método binomial, se utilizó de manera ilustrativa para resolver el
problema de valuación de opciones usando programación dinámica, esto
mediante la ecuación recursiva particular para el problema de valua-
ción de opciones americanas.

El segundo método también utiliza programación dinámica y mejora el
valor de la opción comparado con el método binomial, pues, para una
opción sobre un bien subyacente, el método binomial tiende a sobreva-
lorar la opción, esto debido a la forma en que se calcula la estrategia
óptima de ejercicio.

Se trata del método del árbol aleatorio, desarrollado por Broadie y
Glasserman en [12], para solucionar el problema de sobrevaloración de
la opción, este método usa conjuntamente simulación Monte Carlo y
programación dinámica.

La idea del método consiste en calcular dos estimadores para el valor de
la opción, el primero, encuentra la estrategia óptima de manera similar
a como se encuentra con el método binomial, por consiguiente, el valor
esperado de este estimador es mayor que el valor real de la opción, y
lo llaman estimador alto. Para el segundo estimador se hace una pe-
queña pero significativa modificación, pues se calcula usando también
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la ecuación recursiva de programación dinámica, sin embargo, el valor
esperado de este estimador es menor que el valor real de la opción, por
esta razón es llamado estimador bajo.

Finalmente, usando ambos estimadores se obtiene un intervalo de con-
fianza para el precio real de la opción, el cual tiene la propiedad de que
puede hacerce tan estrecho como se quiera aumentando los parámetros
de entrada, que son en este caso, el número de ramas por nodo y el
número de repeticiones del proceso.

Una ventaja más del método del árbol aleatorio es que resulta bastante
útil cuando se tienen opciones sobre más de dos activos subyacentes,
pues utiliza la metodoloǵıa de Monte Carlo, para la cual se sabe que
su tasa de convergencia no depende del número de variables de estado,
contrariamente a los métodos de rejillas como es el caso del binomial.
Además, al utilizar programación dinámica para hallar la estrategia
óptima de ejercicio mediante los estimadores alto y bajo, garantiza
una buena aproximación al valor real de la opción.

El trabajo de tesis puede ser extendido en varias direcciones, mencio-
naremos algunas a continuación.

Implementación del algoritmo del método del árbol aleatorio es-
tudiado para el caso multidimensional (véase [12]).

Estudio y posible implementación para el caso en el que el núme-
ro de ramas por nodo no es constante, en el método del árbol
aleatorio, o bien, estudio de variaciones del estimador bajo, por
ejemplo, usando una cantidad de ramas por nodo para determi-
nar la decisión de ejercicio y la cantidad restante para evaluar la
ganancia resultante (véase [12]).



Apéndice A

Estimación de la
volatilidad histórica

La volatilidad del bien subyacente representa la capacidad que posee
el bien subyacente para variar dentro de un cierto periodo. Estadisti-
camente es la dispersión del movimiento en el precio subyacente (véase
[13]).

Para cualquier variable aleatoria, el nivel de dispersión de los posibles
valores que puede tomar dicha variable, se puede medir por medio de
la varianza o de la desviación estándar para el precio del bien subya-
cente en el cual esta basado una opción, esta dispersión de los posibles
precios está dada por la volatilidad subyacente, por lo que la podemos
asociar con la desviación estándar de las variaciones de los precios del
bien subyacente.

Los diferentes estudios emṕıricos que se han realizado sobre subya-
centes, han reflejado que aunque las variaciones diarias de diferentes
subyacentes no se comportan de manera exacta como una normal, su
distribución se aproxima mucho a las caracteŕısticas de una distribición
de este tipo.

La hipótesis que se utiliza en el modelo de Black-Scholes sobre las va-
riaciones de los precios del bien subyacente es que, estas variaciones se
comportan de acuerdo a una distribución lognormal, es decir, que el
logaritmo de estos rendimientos siguen una distribución normal, una
consecuencia de este supuesto que es bastante conveniente, es la de
poder estimar la volatilidad de los activos subyacentes en términos lo-
gaŕıtmicos.

Una aproximación que funciona bien, es la volatilidad histórica, esto es,
la volatilidad del subyacente calculada mediante datos históricos de los
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precios del subyacente, este cálculo se puede hacer usando los precios
de cierre del bien subyacente.

El precio de las acciones se observa comúnmente en itervalos fijos de
tiempo (d́ıas, semanas, meses), en este caso se observarán diariamiente
durante los 90 a 180 d́ıas más recientes.

Sean

n: número de observaciones.

Si: precio de cierre del subyacente en la fecha i (i = 0, 1, ..., n).

Pr: precio relativo.

El precio relativo se calcula de la siguiente forma:

Pr =
Si
Si−1

, (A.0.1)

mientras que el rendimiento diario, es el logaritmo del precio relativo,
es decir:

yi = ln

(
Si
Si−1

)
. (A.0.2)

La media muestral de la variable aleatoria Y es:

µ =
1

n

n∑
i=1

yi, (A.0.3)

es decir,

µ =
1

n

n∑
i=1

ln

(
Si
Si−1

)
. (A.0.4)

La estimación insesgada de la varianza muestral de la variable aleatoria
Y viene dada por:

σ̂y
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(yi − µ)2, (A.0.5)

sustituyendo (A.0.3) en (A.0.5) obtenemos:

σ̂y
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(
ln

(
Si
Si−1

)
− µ

)2

, (A.0.6)

por lo que, la estimación de la volatilidad histórica es:
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σ̂y =

√
σ̂y

2 =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(
ln

(
Si
Si−1

)
− µ

)2

. (A.0.7)

Esta ecuación nos da la volatilidad diaria del precio subyacente, enton-
ces, la volatilidad subyacente durante cualquier periodo t es:

σ = σ̂y
√
t. (A.0.8)



Apéndice B

Sucesiones predecibles y
martingalas

Consideremos un espacio de probabilidad finito (Ω,F ,P), con F = {A :
A ⊆ Ω} y para toda ω ∈ Ω, P({ω}) > 0, equipada con una filtración
{Ft : t = 0, 1, . . . , T}.

Definición B.0.1. Una sucesión {Xt : t = 0, 1, . . . , T} de variables
aleatorias es adaptada a la filtración, si para todo t = 0, 1, . . . , T , Xt

es Ft-medible.

Definición B.0.2. Una sucesión adaptada de variables aletaorias {Xt :
t = 0, 1, . . . , T} es una martingala a tiempo discreto con respecto a la
filtración {Ft : t = 0, 1, . . . , T}, si

E[Xt+1|Ft] = Xt, t = 0, 1, . . . , T − 1. (B.0.1)

Definición B.0.3. Una sucesión adaptada {Zt : t = 0, 1, . . . , T} de
variables aleatorias es predecible si, para toda t = 1, . . . , T , Zt es Ft−1-
medible.

Proposición B.0.2. Sea {Mt : t = 0, 1, . . . , T} una martingala y {Zt :
t = 0, 1, . . . , T} una sucesión predecible, con respecto a la filtración
{Ft : t = 0, 1, . . . , T}. Sea ∆Mt = Mt −Mt−1, entonces, la suceción
{Xt : t = 0, 1, . . . , T} definida de la siguiente forma:

X0 = Z0M0

Xt = Z0M0 + Z1∆M1 + · · ·+ Zt∆Mt, t = 1, . . . , T

es una martingala con respecto a {Ft : t = 0, 1, . . . , T}.

Demostración: Note que {Xt} es una sucesión adaptada, además,
para todo t ≥ 0
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E[Xt+1 −Xt|Ft]
= E[Zt+1(Mt+1 −Mt)|Ft]
= Zt+1E[(Mt+1 −Mt)|Ft]

= Zt+1

(
E[Mt+1|Ft]− E[Mt|Ft]

)
= Zt+1(Mt −Mt)

= 0. (B.0.2)

Por lo tanto

E(Xt+1|Ft) = E(Xt|Ft) = Xt.

Por lo tanto, {Xt : t = 0, 1, . . . , T} es una martingala. �

Proposición B.0.3. Una sucesión adaptada de variables aleatorias
{Mt : t = 0, 1, . . . , T} es una martingala si y sólo si para cualquier
sucesión predecible {Zt : t = 0, 1, . . . , T}, se tiene que:

E
( T∑
t=1

Zt∆Mt

)
= 0.

Demostración: Primero supongamos que {Mt} es una martingala,
entonces, la sucesión {Xt} definida de la siguiente forma:

X0 = 0

Xt =
T∑
t=1

Zt∆Mt, t = 1, . . . , T

para cualquier proceso predecible {Zt}, es también una martingala de
acuerdo a (B.0.2).

Por lo tanto E(XT ) = E(X0) = 0.

Ahora veamos la necesidad, note que si j ∈ {1, . . . , T}, podemos asociar
la sucesión {Zt} definida por:

Zn = 0 n 6= j + 1

Zj+1 = 1A,

para cualquier conjunto A Fj-medible.

Note que {Zt} es predecible y E
(∑T

t=1 Zt∆Mt

)
= 0 se convierte en:

E(1A(Mj+1 −Mj)) = 0.

Luego, E(Mj+1|Fj) = Mj . Por lo tanto {Mt} es una martingala. �



Apéndice C

Separación de conjuntos
convexos

Definición C.0.4. Se dice que un conjunto K de Rn es convexo si,
dados dos puntos cualesquiera en K, el segmento que los une, está to-
talmente contenido en K, es decir, si la combinación convexa (1−λ)x+
λy ∈ K, para x, y ∈ K y 0 ≤ λ ≤ 1.

Definición C.0.5. Un cono convexo es un subconjunto A de Rn que
es convexo, no vaćıo y tal que si, x ∈ A, entonces, λx ∈ A, para todo
λ ≥ 0.

El siguiente teorema es conocido como Teorema de Separación de Con-
juntos Convexos, el cual es usado en el Caṕıtulo 1.

Teorema C.0.4. Sea C un conjunto convexo cerrado, el cual no con-
tiene el origen, entonces, existe, un funcional lineal real ξ, definido en
Rn y α > 0, tal que, para todo x ∈ C,

ξ(x) ≥ α.

En particular, el hiperplano ξ(x) = 0 no intersecta a C.

Demostración: Sea λ un número real no negativo, tal que la bola
cerrada B(λ) con centro en el origen y radio λ intersecta a C.

Sea x0 el punto, donde la función x → ‖x‖ alcanza su mı́nimo en el
conjunto compacto C ∩ B(λ), donde ‖ · ‖ es la norma Euclideana. Se
sigue que, para todo x ∈ C,

‖x‖ ≥ ‖x0‖.
El vector x0 no es más que la proyección al origen en el conjunto
convexo C. Si consideramos x ∈ C, entonces, para todo t ∈ [0, 1],
x0 + t(x− x0) ∈ C, pues C es convexo. Luego,
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‖x0 + t(x− x0)‖2 ≥ ‖x0‖2,

viendo esta norma como un producto punto y realizando su desarrollo,
tendremos que

x0 · x ≥ ‖x‖2 ≥ 0,

para cualquier x ∈ C. Lo que completa la demostración �

Teorema C.0.5. Considere un conjunto K compacto y convexo, y un
subespacio vectorial V de Rn. Si V y K son disjuntos, entonces, existe
un funcional lineal ξ definido en Rn, el cual satisface lo siguiente:

1. Para todo x ∈ K, ξ(x) > 0.

2. Para todo x ∈ V , ξ(x) = 0.

Por lo tanto, el subespacio V esta incluido en un hiperplano que no
intersecta a K.

Demostración: Considere el conjunto

C = K − V = {x ∈ Rn|∃(y, z) ∈ K × V, x = y − z}.

El conjunto C es convexo y cerrado, pues V es cerrado yK es compacto,
además no contiene al origen, entonces, por el Teorema C.0.4, se puede
encontrar un funcional lineal ξ definido en Rn, y α > 0, tal que, para
todo x ∈ C:

ξ(x) ≥ α.

Entonces, para todo y ∈ K y z ∈ V ,

ξ(y)− ξ(z) ≥ α. (C.0.1)

Fijando y, y aplicando (C.0.1) a λz, con λ ∈ R, se tiene que:

ξ(y)− ξ(λz) ≥ α ⇐⇒ ξ(y)− λξ(z) ≥ α
⇐⇒ ξ(z) = 0, ∀z ∈ V
=⇒ ξ(y) ≥ α, ∀y ∈ K

Finalizando aśı la demostración del Teorema. �
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temáticos, UNAM, No.38, 2005.

[14] Cox C.J., Ross S.A., Rubinstein M. , Option Pricing: A Simplified
Approach, Journal of Financial Economics, Vol. 7, 229-263, 1979.

[15] Dı́az Tinoco J., Hernandez Trillo F. , Futuros y opciones finan-
cieras : una introducción, Limusa, Tercera edición, ISBN: 968-18-
6038-1, 2003.

[16] Férnandez P. , Opciones, Futuros e instrumentos derivados, Deus-
to, Cuarta edición, ISBN: 978-84-234-1434-5, 1996.

[17] Follmer H. y Schied A. Stochastic finance: an introduction in dis-
crete time, Gruyter Studies in Mathematics. Walter de Gruyter &
Co., Vol 27, ISBN: 978-3-11-021804-6, 2004.

[18] Font Belaire M.B. , Programacion Matemática para la Economia
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