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Introducción

En la presente tesis se abordan los Procesos de Decisión de Markov

(PDM) que pertenecen al área de Teoŕıa de Control Estocástico. Un PDM a

tiempo discreto es un modelo para la toma secuencial de decisiones cuando

el proceso de interés es observado de forma periódica considerando que pre-

senta incertidumbre en sus transiciones, es decir, se encuentra influenciado

por un ruido aleatorio. Este tipo de modelos aparecen en numerosas cien-

cias aplicadas como son Ingenieŕıa, Economı́a, Finanzas, etc. En el caso de

Economı́a, los PDM se aplican a problemas de control de población y opti-

mización de recursos [18], mientras que en Ingenieŕıa se desarrollan modelos

de inteligencia artificial [14], por mencionar algunas aplicaciones.

De manera general, un PDM modela un sistema estocástico cuyos esta-

dos son observados de manera periódica por un controlador. La dinámica

de un PDM puede ser descrita de la siguiente manera: en cada periodo de

observación t, con t = 0, 1, . . ., el controlador decide el control que apli-

cará dependiendo del estado actual del sistema, como consecuencia, se paga

un costo que depende del estado del sistema y el control aplicado, poste-

riormente el sistema se traslada a un nuevo estado. En el siguiente periodo

de observación, el sistema se encuentra en el nuevo estado y la dinámica

anterior se repite. A la sucesión de controles aplicados en cada periodo se

le conoce como poĺıtica. Para evaluar de alguna manera la calidad de cada

poĺıtica se define el criterio de rendimiento o función objetivo. De esta ma-

nera, el problema de control óptimo consiste en encontrar una poĺıtica que

optimice el criterio de rendimiento; a dicha poĺıtica se le denomina óptima.

Un procedimiento para hallar la poĺıtica óptima está basado en el principio

de optimalidad de Bellman conocido como Programación Dinámica.

ix



x Introducción

La teoŕıa de los PDM y de solución del problema de control óptimo v́ıa

Programación Dinámica ha sido ampliamente estudiada por autores como

Bertsekas [4], Hernández Lerma [11], [12], entre otros. Uno de los resultados

principales de tales publicaciones son los teoremas que garantizan la existen-

cia de la solución del problema de control óptimo. De esta forma, una de las

aportaciones de esta tesis consiste en presentar demostraciones alternativas

a las propuestas en los textos de estos autores. Para ello se desarrolla la

teoŕıa de los PDM, se abordan los problemas con horizonte finito e infinito

considerando el criterio de costo descontado, posteriormente se enuncian y

demuestran los teoremas de validación de programación dinámica para am-

bos casos.

Una aportación más de esta tesis está enfocada en ilustrar la teoŕıa

desarrollada presentando un par de ejemplos. En el caso de los problemas

con horizonte finito se aborda el problema clásico conocido como Lineal

Cuadrático (LQ), retomando la formulación multidimensional que se hace

en [4], pero desarrollando cuidadosamente la verificación de condiciones que

justifiquen la implementación de Programación Dinámica para hallar una

solución anaĺıtica. En el caso de problemas con horizonte infinito se formula

un modelo propio de esta tesis que representa un problema de consumo e

inversión; al igual que en el caso anterior, se verifican las condiciones para

la implementación de PD y se muestra que, a pesar de que se garantiza la

existencia de la poĺıtica óptima, su representación expĺıcita sólo puede ha-

cerse a través de métodos numéricos.

La tesis se organiza de la siguiente forma. En el primer caṕıtulo se defi-

nen los Modelos de Decisión de Markov, se definen y clasifican las poĺıticas

de control, se hace un breve recordatorio de la propiedad de Markov para de-

finir formalmente el Proceso de Decisión de Markov, finalmente se presentan

los criterios de rendimiento y el horizonte del proceso para concluir con la

definición del problema de control óptimo. En el segundo caṕıtulo se plantea

el problema de control con horizonte finito, se enuncia y demuestra el teore-

ma que garantiza la existencia de una poĺıtica óptima para dicho problema

y que acredita el uso de programación dinámica para su solución; además,

se presentan la condiciones de estructura necesarias que debe satisfacer el

modelo de decisión de Markov; finalmente se desarrolla la teoŕıa sobre el
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problema Lineal Cuadrático aśı como un ejemplo numérico del mismo. Por

último, en el tercer caṕıtulo se presenta la teoŕıa referente a la teoŕıa de

PDM con costo descontado y horizonte infinito, una vez más, se enuncia

y prueba el teorema que garantiza la existencia de la poĺıtica óptima y se

presenta un problema de consumo e inversión.





Caṕıtulo 1

Procesos de Decisión de

Markov

En este caṕıtulo se define formalmente un Proceso de Decisión de Markov

a tiempo discreto. Para ello se presenta el Modelo de Decisión de Markov

y se desarrollan conceptos relacionados al mismo, como son: criterios de

rendimiento, poĺıticas de control, entre otros. Luego se construye el espacio

y la medida de probabilidad necesarios para definir el proceso y finalmente

se concluye con la presentación del problema de control óptimo haciendo

algunos comentarios adicionales sobre problemas con horizonte aleatorio.

1.1. Modelo de Decisión de Markov

Definición 1.1. Un Modelo de Decisión de Markov (MDM) estacionario, a

tiempo discreto, consiste en una qúıntupla de la forma:

(X,A, {A(x) : x ∈ X}, Q, c),

donde

1. X es un espacio de Borel no vaćıo, llamado espacio de estados.

2. A es un espacio de Borel no vaćıo, llamado conjunto de acciones o

controles.

3. {A(x) : x ∈ X} es una familia de subconjuntos medibles de A, donde

1



2 CAPÍTULO 1. PROCESOS DE DECISIÓN DE MARKOV

A(x) denota al espacio de acciones o controles admisibles cuando el

sistema se encuentra en el estado x ∈ X. El conjunto K de parejas

estado-acción admisibles, está definido por

K := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A(x)},

el cual, se supone, es un conjunto medible del espacio producto X×A.

4. Q es un kérnel estocástico (ver Definición B.3) sobre X dado K llamado

ley de transición.

5. c : K → R es una función medible llamada función de costo de un

paso.

Un MDM estacionario a tiempo discreto representa a un sistema es-

tocástico controlado que es observado de manera periódica en los instantes

de tiempo t = 0, 1, . . .. La dinámica que describe este sistema estocásti-

co puede ser detallada de la siguiente manera: si el sistema se encuentra

en el estado xt = x ∈ X al instante t y se aplica la acción (o control)

at = a ∈ A(x), entonces ocurren dos cosas:

1. Se paga un costo c(x, a).

2. El sistema se traslada a un nuevo estado xt+1, mediante la distribución

de probabilidad Q(·|x, a) sobre X, es decir,

Q(B|x, a) = Pr(xt+1 ∈ B|xt = x, at = a), B ∈ B(X),

donde, B(X) denota a la σ-álgebra de Borel de X. Aśı, una vez hecha la

transición a un nuevo estado, se elige una nueva acción y la dinámica anterior

se repite.

Observación 1.1. El modelo de control de Markov de la Definición 1.1 es

llamado estacionario debido a que sus componentes X, A, Q y c no dependen

del parámetro del tiempo t. Si el modelo depende del tiempo, es decir, si el

modelo es de la forma

(Xt, At, {At(x) : x ∈ Xt}, Qt, ct), t = 0, 1, . . . ,

entonces es llamado no estacionario.
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Suposición 1.1. K contiene la gráfica de una función medible de X a A,

es decir, existe f : X → A función medible, tal que f(x) ∈ A(x), para cada

x ∈ X. El conjunto de estas funciones será denotado por F y sus elementos

serán llamados selectores de la multifunción x 7→ A(x).

1.2. Poĺıticas

Para introducir las poĺıticas de control, considere el MDM de la Defini-

ción 1.1 y, para cada t = 0, 1, . . ., defina el espacio de historias admisibles

hasta el tiempo t, Ht, como H0 := X y

Ht := Kt ×X
= K×Ht−1, para t = 1, 2, . . . .

Un elemento ht de Ht, llamado t-historia admisible o simplemente t-historia,

es un vector de la forma

ht = (x0, a0, . . . , xt−1, at−1, xt),

con (xi, ai) ∈ K para cada i = 0, . . . , t−1, y xt ∈ X. Observe que, para cada

t ≥ 1, Ht es un subespacio de Ht := (X ×A)t ×X y H0 := H0.

Definición 1.2. Una poĺıtica de control aleatorizada o simplemente poĺıtica

de control, es una sucesión π = {πt : t = 0, 1, . . .} de kérneles estocásticos πt
sobre el conjunto de acciones A dado Ht, que satisface

πt(A(xt)|ht) = 1, ∀ ht ∈ Ht, t = 0, 1, . . . .

El conjunto de todas las poĺıticas es denotado por Π.

En términos generales, una poĺıtica π = {πt} puede interpretarse co-

mo una sucesión {at} de variables aleatorias sobre A, tales que, para cada

t-historia y t = 0, 1, . . . , la distribución de at es πt(·|ht), la cual está con-

centrada en el conjunto de acciones admisibles A(xt). En otras palabras,

cuando usamos una poĺıtica arbitratia, la acción que se elige al tiempo t

del proceso, es una realización de la variable aleatoria at la cual depende de

toda la historia ht.
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La familia de kérneles estocásticos sobre A dado X será denotada por

P (A|X). Por otro lado, se define Φ como el conjunto de todos los kérne-

les estocástico ϕ ∈ P (A|X) tales que, para cada x ∈ X se satisface que

ϕ(A(x)|x) = 1.

Definición 1.3. Una poĺıtica π = {πt} ∈ Π se dice:

Markoviana Aleatorizada, si existe una sucesión de kérneles es-

tocásticos {ϕt} ⊂ Φ tal que

πt(·|ht) = ϕt(·|xt), ∀ ht ∈ Ht, t = 0, 1, . . . .

Al conjunto de las poĺıticas markovianas aleatorizadas se denota por

ΠRM .

Markoviana Aleatorizada Estacionaria, si existe ϕ ∈ Φ kérnel

estocástico, tal que

πt(·|ht) = ϕ(·|xt), ∀ ht ∈ Ht, t = 0, 1, . . . .

El conjunto de estas poĺıticas es denotado por ΠRS .

Determinista, si existe una sucesión {gt} de funciones medibles gt :

X → A, tales que, para cada ht ∈ Ht y t = 0, 1, . . ., se tiene que

gt(ht) ∈ A(xt) y πt(·|ht) está concentrada en gt(ht), es decir,

πt(C|ht) = IC [gt(ht)], ∀ C ∈ B(A).

Al conjunto de las poĺıticas deterministas se le denota por ΠD.

Determinista Markoviana, si existe una sucesión {ft} de funciones

ft ∈ F tal que πt(·|ht) está concentrada en ft(xt) ∈ A(xt), para toda

ht ∈ Ht y t = 0, 1, . . ..

Este conjunto de poĺıticas es denotado por ΠDM .

Determinista Estacionaria, si existe una función f ∈ F tal que,

πt(·|ht) está concentrada en f(xt) ∈ A(xt), para toda ht ∈ Ht y t =

0, 1, . . ..

De esta manera, ΠDS denota al conjunto de poĺıticas deterministas

estacionarias.
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Observación 1.2. La Suposición 1.1 garantiza que F es no vaćıo, y por lo

tanto, Π también lo es. Esto se debe a que cada f ∈ F puede ser identificada

por un kérnel estocástico ϕ, de la siguiente manera:

ϕ(C|x) := IC(f(x)),

para cada C ∈ B(A) y x ∈ X.

Por otro lado,

ΠRS ⊂ ΠRM ⊂ Π,

y a su vez

ΠDS ⊂ ΠDM ⊂ ΠD ⊂ Π.

1.3. Proceso de Decisión de Markov

Antes de construir el Proceso de Decisión de Markov, se define el Proceso

de Markov y con él la propiedad del mismo nombre, la cual de manera

general señala que, dado el estado actual del sistema, el pasado no tiene

influencia en el estado futuro.

Definición 1.4. Sea {Rt} una sucesión de kérneles estocásticos en P (X|X)

y considere {xt} un proceso estocástico sobre X. Se dice que {xt} es un

Proceso de Markov no homogéneo con kérneles de transición {Rt}, si para

cada B ∈ B(X), i0, . . . , it−1, x ∈ X y t = 0, 1, . . .

P (xt+1 ∈ B|x0 = i0, . . . , xt = x) = P (xt+1 ∈ B|xt = x) = Rt(B|xt = x).

La primera igualdad es conocida como Propiedad de Markov.

Observación 1.1. En la definición anterior, si {Rt} es invariante en el tiem-

po, es decir, si Rt es igual a R para toda t = 0, 1, . . . , con R ∈ P (X|X),

entonces {xt} se dice un Proceso de Markov homogéneo con kérnel de tran-

sición R.

1.3.1. Construcción

Sea (Ω,F) un espacio medible conformado por el espacio muestral canóni-

co Ω := H∞ = (X × A)∞ y F su correspondiente σ-álgebra producto. Los

elementos de Ω son de la forma ω = (x0, a0, x1, a1, . . .), con xt ∈ X y at ∈ A
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para toda t = 0, 1, . . .; las proyecciones xt, at de Ω sobre los conjuntos X y

A son llamadas variables de estado y acción, respectivamente.

Note que H∞ = K∞ ⊂ Ω, donde H∞ es llamado espacio de historias

admisibles, y para cada (x0, a0, x1, a1, . . .) ∈ H∞ se tiene que (xt, at) ∈ K,

para cada t = 0, 1, . . ..

Sean π ∈ Π una poĺıtica de control arbitraria y x0 = x ∈ X un esta-

do inicial. Entonces, por el Teorema de Ionescu-Tulcea (ver Teorema B.1,

Apéndice B), existe una única medida de probabilidad P πx sobre (Ω,F), más

aún, para toda B ∈ B(X), C ∈ B(A), x ∈ X, a ∈ A y ht ∈ Ht

P πx (at ∈ C|ht) = πt(C|ht), (1.1)

P πx (xt+1 ∈ B|ht, at = a) = Q(B|xt = x, at = a). (1.2)

El operador esperanza inducido por la medida de probabilidad P πx es deno-

tado por Eπx .

Definición 1.5. El proceso estocástico (Ω,F , P πx , {xt}) es llamado Proceso

de Decisión de Markov (PDM) a tiempo discreto.

Observación 1.3. En general, en lugar de un estado inicial x ∈ X, se puede

dar una medida de probabilidad ν sobre X, llamada distribución inicial, la

cual, para cada B ∈ B(X) satisface que

P πν (x0 ∈ B) = ν(B).

La ecuación (1.2) es una condición similar a la propiedad de Markov, ya

que, como se observa en el lado derecho de la ecuación, la probabilidad de

transición no depende de la historia completa (ht) del proceso, sino unica-

mente del estado x y la acción a, correspondientes al instante anterior. Sin

embargo, en general, el proceso {xt} no es Markoviano en el sentido usual.

A pesar de ello, si la elección de la poĺıtica π se limita al conjunto ΠRM

(o ΠDM ), entonces {xt} resulta ser un proceso de Markov. En la siguiente

proposición se prueba esta afirmación.

Proposición 1.1. Considere un proceso de decisión de Markov y ν una

distribución inicial. Si π = {ϕt} ∈ ΠRM , entonces {xt} es un Proceso de
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Markov no homogéneo con kérneles de transición {Q(·|·, ϕt)}, es decir, para

cada B ∈ B(X), i0, . . . , it−1, x ∈ X y t = 0, 1, . . . ,

P πν (xt+1 ∈ B|x0 = i0, . . . , xt = x) = P πν (xt+1 ∈ B|xt = x)

= Q(B|xt, ϕt), (1.3)

en donde,

Q(·|x, ϕ) :=

∫
A
Q(·|x, a)ϕ(da|x). (1.4)

En particular, si π = {ft} ∈ ΠDM , la igualdad de (1.3) se conserva para

los kérneles de transición Q(·|·, ft). Más aún, para poĺıticas estacionarias

ϕ∞ ∈ ΠRS y f∞ ∈ ΠDS , {xt} es un Proceso de Markov homogéneo con

kérnel de transición Q(·|·, ϕ) y Q(·|·, f), respectivamente.

Demostración. Sea π = {πt} ∈ Π una poĺıtica arbitraria, entonces se satis-

face que

P πν (xt+1 ∈ B|ht) =

∫
A
Q(B|xt = x, at = a)πt(da|ht),

para cada B ∈ B(X), ht = (i0, j0, . . . , it−1, jt−1, x) ∈ Ht y t = 0, 1, . . ..

En efecto, por las propiedades de Esperanza Condicional (Proposición

D.1), se tiene que

P πν (xt+1 ∈ B|ht) = Eπν [P πν (xt+1 ∈ B|ht, at = a)|ht]
= Eπν [Q(xt+1 ∈ B|xt = x, at = a)|ht]

=

∫
A
Q(B|xt = x, at = a)πt(da|ht).

En particular, si π = {ϕt} ∈ ΠRM , por la ecuación (1.4), se verifica que

P πν (xt+1 ∈ B|ht) =

∫
A
Q(B|xt = x, at = a)ϕt(da|ht)

= Q(B|xt = x, ϕt).
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Aśı, ocupando nuevamente la Proposición D.1, se concluye que

Pπν (xt+1 ∈ B|x0 = i0, . . . , xt = x) = Eπν [Pπν (xt+1 ∈ B|ht)|x0 = i0, . . . , xt = x]

= Q(B|xt = x, ϕt).

De manera similar

P πν (xt+1 ∈ B|xt = x) = Eπν [P πν (xt+1 ∈ B|ht)|xt = x]

= Q(B|xt = x, ϕt),

concluyendo con ello la demostración.

�

1.4. El Problema de Control Óptimo

Una vez que se ha construido el proceso de decisión de Markov, se pro-

sigue a completar la descripción del problema de control óptimo; para ello

se requiere de una función objetivo o criterio de rendimiento, que medirá en

algún sentido la calidad de cada poĺıtica a través de la sucesión de costos

que genera.

Sin embargo, antes de definir estos criterios, se debe considerar el hori-

zonte de planeación u horizonte del problema, es decir, el periodo de tiempo

en el cual se observará el proceso.

En general, se pueden definir dos tipos de horizonte, el caso finito y el

caso infinito. El caso finito es utilizado cuando el interés principal es conocer

el comportamiento del proceso durante un intervalo de tiempo determinado,

mientras que el caso infinito se emplea cuando no se puede precisar una cota

a priori al término de la planeación.

Los ejemplos con horizonte finito abundan en los procesos asociados al

ámbito financiero, ya que en ellos se consideran periodos de planeación es-

trictos donde se obervan, por ejemplo, el nivel de inventario de una empresa,

las utilidades que percibe un inversionista al final de un contrato, o incluso,

problemas de un sólo paso donde se decide entre ejercer o no el derecho

que concede una opción Europea sobre algún bien subyacente [3]. Por otro
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lado, existen procesos que, aunque no se “observan” de manera infinita, se

pueden considerar de horizonte infinito debido al gran número de periodos

que se estudian, por ejemplo, al considerar redes de sensores inalámbricos

en donde el periodo entre observaciones es de fracciones de segundo [1], o

bien, el nivel de combustible en cada hora en una red de gasolineras [17].

De la misma manera, puede considerarse que el horizonte de planeación

es aleatorio, sin embargo, como se desarrollará más adelante, bajo las con-

diciones necesarias el problema con horizonte aleatorio puede asociarse con

un problema de horizonte finito (o infinito) equivalente.

A continuación se definen los Criterios de Costo Total Acumulado y de

Costo Total Descontado, los cuales serán utilizados para el desarrollo de esta

tesis.

Definición 1.6. Considere un PDM fijo, un conjunto de poĺıticas Π y N ∈
N ∪ {+∞} arbitrario. Se dice que la función V : Π×X → R, es un criterio

de rendimiento o función objetivo con horizonte de planeación N , de tipo

Costo Total Acumulado, si para cada x ∈ X y π ∈ Π,

V (π, x) := Eπx

[
N−1∑
t=0

c(xt, at)

]
;

o es de tipo

Costo Total Descontado, si para cada x ∈ X y π ∈ Π

V (π, x) := Eπx

[
N−1∑
t=0

αtc(xt, at)

]
,

donde α ∈ (0, 1), es conocida como el factor de descuento.

Observe que el criterio de costo total acumulado no es más que la suma

de los costos que se van generando en cada etapa del proceso, mientras

que el costo total descontado introduce un factor de descuento constante α

para “traer los costos a valor presente”. En ambos casos se toma la esperanza

inducida por la medida de probabilidad P πx , debido a que se trata de variables

aleatorias.
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Observación 1.2. Cada uno de estos criterios tiene una función equivalente

cuando el MDM es no estacionario, en el sentido de que c depende del tiempo,

y cuando el factor de descuento no es constante. Estas consideraciones en

la definición se realizarán cuando sean necesarias para el desarrollo de este

trabajo.

Definición 1.7. La función de valor óptimo, o simplemente función de

valor, se define, para cada x ∈ X, como:

V ∗(x) := ı́nf
π∈Π

V (π, x).

De esta manera, el Problema de Control Óptimo consiste en hallar la

poĺıtica π∗ ∈ Π que satisfaga:

V ∗(x) = V (π∗, x), ∀ x ∈ X. (1.5)

La poĺıtica π∗ ∈ Π que satisface (1.5) es conocida como poĺıtica óptima.

1.4.1. Horizonte Aleatorio

Como se mencionó anteriormente, para la formulación del problema de

control óptimo debe definirse el horizonte de planeación. Sin embargo, en

algunas aplicaciones es adecuado considerar un horizonte dado por una va-

riable aleatoria que dependa de algún evento de interés relacionado con el

proceso o independiente del mismo. Numerosos ejemplos de estos problemas

son encontrados en aplicaciones de finanzas, en los denominados Problemas

de Paro Óptimo (ver [3]), mientras que la teoŕıa es ampliamente desarrollada

en trabajos como [8], [13] y [19], por mencionar algunos.

De esta manera, el problema con horizonte aleatorio puede plantearse

como sigue: considere el proceso de decisión de Markov de la Definición 1.5

con horizonte de planeación τ , donde τ es una variable aleatoria (v.a.) sobre

(Ω′,F ′) con soporte un subconjunto de N ∪ {+∞}. Se define el criterio de

rendimiento como

V τ (π, x) := E

[
τ∑
t=0

c(xt, at)

]
, (1.6)

para cada π ∈ Π y x ∈ X, donde E representa la esperanza respecto a la
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distribución conjunta del proceso {(xt, at)} y τ .

A continuación se muestra cómo la función definida en (1.6) es equivalen-

te a otro criterio de rendimiento con horizonte infinito (o finito), dependiente

de la relación de τ con el PDM.

Horizonte independiente del proceso

Considere a τ como una v.a. con soporte {0, 1, . . . , T}, donde T ∈ N ∪
{∞}, y defina ρn := P (τ = n), además, se asume que para cada x ∈ X y

π ∈ Π, el proceso inducido {(xt, at)} es independiente de τ . Note que, bajo

esta suposición se satisface lo siguiente:

E

[
τ∑
t=0

c(xt, at)

]
= E

[
E

[
τ∑
t=0

c(xt, at)

∣∣∣∣∣ τ
]]

=

T∑
n=0

ρnE
π
x

[
τ∑
t=0

c(xt, at)

∣∣∣∣∣ τ = n

]

=

T∑
n=0

ρn

n∑
t=0

Eπx [c(xt, at)]

=

T∑
t=0

T∑
n=t

ρnE
π
x [c(xt, at)]

= Eπx

[
T∑
t=0

Ptc(xt, at)

]
,

donde Pt :=
∑T

n=t ρn = P (τ ≥ t), t = 0, 1, 2, . . . , T .

Con esto, el problema de control óptimo con horizonte aleatorio τ es

equivalente al problema de control con horizonte de planeación T y costo

no homogéneo Ptc(·). Aśı mismo, el problema resultante será de horizonte

finito o infinito dependiendo si T < ∞ o T = ∞, respectivamente. El caso

cuando T <∞ puede consultarse en [8].
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Horizonte dependiente del proceso

Para este caso, se considera a K ∈ B(X) y se define τ := ı́nf{i ∈ N :

xi ∈ K}. Bajo esta definición, τ es un tiempo de paro (ver Definición D.4,

Apéndice D) respecto a la filtración natural {Ft} generada por el proce-

so {(xt, at)}. Aśı, la función objetivo para el problema de control óptimo,

considerando el criterio de costo total, está dada por:

V τ (π, x) := E

[
τ−1∑
t=0

c(xt, at)

]
, (1.7)

para cada x ∈ X y π ∈ Π.

Observe que, dada la función de costo en un paso c : K → R, se puede

definir la función

c′t(x, a) := c(x, a)I{t<τ},

para cada (x, a) ∈ K, de manera que la función objetivo dada por la ecuación

(1.7), es equivalente a la función

V τ
1 (π, x) := E

[ ∞∑
t=0

c′t(xt, at)

]

= E

[ ∞∑
t=0

c(xt, at)I{i<τ}

]
.

Con esto, el problema de control con horizonte aleatorio, se ha converti-

do en un problema de horizonte infinito con función de costos c′. A pesar de

ello, este nuevo problema no es menos complejo, por lo que no se desarrolla

en lo posterior, sin embargo, en [7] puede consultarse la solución cuando el

problema considera el criterio de costo total descontado.

En esta tesis se presentan los resultados para los problemas de control

con horizonte determinista, sin embargo, el material que se desarrolla en

el siguiente caṕıtulo puede ser aplicado para la solución del problema con

horizonte aleatorio independiente del proceso, al menos cuando el soporte

de la variable aleatoria τ es finito.



Caṕıtulo 2

Problemas con Horizonte

Finito

Considere un Modelo de Decisión de Markov a tiempo discreto no esta-

cionario, dado por:

(X,A, {A(x) : x ∈ X}, Q, ct),

aśı como, el criterio de rendimiento de costo total acumulado con horizonte

finito N , definido por:

V (π, x) := Eπx

[
N−1∑
t=0

ct(xt, at)

]
.

El hecho de considerar un MDM no estacionario está motivado por la

última sección del caṕıtulo anterior, en donde se señala que algunos pro-

blemas de control óptimo con horizonte aleatorio pueden ser equivalentes a

problemas con función de costos no homogénea.

El objetivo principal de este caṕıtulo es presentar cómo la programación

dinámica puede ser utilizada para hallar la solución del problema de control

óptimo. Este método permitirá encontrar tanto a la función de valor óptimo

V ∗, como a la poĺıtica óptima π∗. Sin embargo, para hallar π∗ se requiere

de condiciones generales para la función de costos de manera que se pueda

garantizar la solución de problema de control óptimo; estas condiciones se

13
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presentan en la Sección 2.1. Posteriormente se enuncia y se demuestra el

Teorema de Programación Dinámica para PDM; se dan algunas formas al-

ternativas de la ecuación de programación dinámica y finalmente se presenta

un ejemplo clásico en la teoŕıa de los PDM conocido como Problema Lineal

Cuadrático. Este problema se resuelve utilizando programación dinámica y

se da un ejemplo numérico para visualizar una de sus caracteŕısticas más

importantes.

2.1. Selección Medible

Suposición 2.1. (Selección Medible) Consideremos un modelo de con-

trol de Markov y una función medible u : X → R dada, entonces la función

u∗ definida para cada x ∈ X como

u∗(x) := ı́nf
a∈A(x)

{
c(x, a) +

∫
X
u(y)Q(dy|x, a)

}
,

es medible y existe un selector f ∈ F tal que la función entre llaves alcanza

su mı́nimo en f(x) ∈ A(x), para toda x ∈ X, es decir,

u∗(x) = c(x, f(x)) +

∫
X
u(y)Q(dy|x, f(x)).

En conclusión, si esta suposición ocurre, entonces se puede cambiar ı́nfimo

por mı́nimo.

En la mayoŕıa de los problemas aplicados, la Suposición de Selección

Médible puede ser verificada directamente, sin embargo, desde un punto de

vista teórico, es conveniente tener condiciones generales bajo las cuales esta

hipótesis es verdadera. Estas condiciones son obtenidas usualmente a partir

de los teoremas de selección medible (Apéndice C). De la misma forma,

se puede probar que bajo cualquiera de las Condiciones 2.1, 2.2 o 2.3, la

Suposición de Selección Medible se verifica.

Condición 2.1. a) La función de costos c es semicontinua inferiormen-

te (l.s.c., ver Apéndice A), acotada inferiormente e inf-compacta (ver

Apéndice C) sobre K.

b) La ley de transición Q es:
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i) Débilmente continua, es decir, la función

(x, a) 7→
∫
X
v(y)Q(dy|x, a),

es continua y acotada en K para cada función v continua y acotada

sobre X, ó

ii) Fuertemente continua, es decir, la función

(x, a) 7→
∫
X
v(y)Q(dy|x, a),

es continua y acotada en K para cada función v medible y acotada

sobre X.

Teorema 2.1. Bajo la Condición 2.1 se tiene que, para cualquier función

u : X → R medible y no negativa, la Suposición de Selección Medible se

satisface.

Demostración. Para una demostración detallada consultar [12]. �

Además de la Condición 2.1, existen otras que permiten que la Suposición

de Selección Médible se cumpla, por ejemplo:

Condición 2.2.

a) El conjunto de controles admisibles A(x) es compacto para cada x ∈ X.

b) La función de costo c(x, ·) es l.s.c. en A(x) para cada x ∈ X.

c) La función v′(x, a) :=
∫
X v(y)Q(dy|x, a) sobre K, satisface una de las

siguientes condiciones:

i) v′ es l.s.c. sobre A(x) para cada x ∈ X y cada función v continua y

acotada sobre X.

ii) v′ es l.s.c. sobre A(x) para cada x ∈ X y cada función v medible y

acotada sobre X.

Condición 2.3.

a) A(x) es compacto para cada x ∈ X, y la multifunción x 7→ A(x) es u.s.c.

(ver Definición C.1, Apéndice C)
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b) La función de costo c es l.s.c. y acotada inferiormente.

c) La ley de transición Q es

i) Débilmente continua, ó

ii) Fuertemente continua.

Teorema 2.2. Para cualquier función u : X → R medible y no negativa,

las Condiciones 2.2 y 2.3 implican la condición de selección medible. Más

aún, bajo 2.2 (I) y 2.3 (I) es suficiente tomar a u como no negativa y l.s.c.;

y bajo 2.3 (II) la función u∗ es l.s.c.

Demostración. La demostración puede encontrarse en [12]. �

2.2. Teorema de Programación Dinámica

El siguiente teorema presenta un método de solución para el problema

de control óptimo con horizonte finito garantizando la existencia de una

poĺıtica óptima determinista de Markov. Una de las aportaciones de esta tesis

sobre este teorema es la demostración, la cual es distinta a la presentada en

referencias como [12] y [20], ya que se basa en la construcción de un proceso

martingala.

Teorema 2.3. Sean V0, V1, ..., VN funciones sobre X definida por

VN (x) := 0, (2.1)

y para cada t = 0, 1, ..., N − 1,

Vt(x) := mı́n
x∈A(x)

{
ct(x, a) +

∫
X
Vt+1(y)Q(dy|x, a)

}
. (2.2)

Bajo la Suposición de Selección Medible (Suposición 2.1), estas funciones

son medibles y para cada t = 0, 1, . . . , N − 1, existen selectores ft ∈ F con

ft(x) ∈ A(x), tal que

Vt(x) = ct(x, ft(x)) +

∫
X
Vt+1(y)Q(dy|x, ft(x)).
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Entonces, la poĺıtica determinista de Markov π∗ = {f0, f1, ..., fN−1} es

óptima y la función de valor óptimo V ∗ es V0, es decir, para x ∈ X se verifica

que V ∗(x) = V (π∗, x) = V0(x).

La relación (2.2) es conocida como la Ecuación de Programación Dinámi-

ca (EPD) junto con su condición inicial (2.1).

Demostración. Sea π = {πt} una poĺıtica arbitraria y x ∈ X un estado

inicial cualquiera.

Considere el proceso {Vt(xt) : t = 0, 1, . . .}, con Vt(xt) = 0 para cada

t = N,N + 1, . . .. Claramente este nuevo proceso es adaptado a la filtración

natural generada por el proceso original, la cual se denota por {Ft}.
Ahora, defina Y0 := V0(x)− Eπx [V0(x)], y para cada n = 1, 2, . . ., sea

Yn :=
n∑
t=1

{Vt(xt)− Eπx [Vt(xt)|Ft−1]} .

Por el Ejemplo D.1 del Apéndice D, {Yn, n ≥ 0} es una martingala,

además, Eπx [Yn] = 0 para cada n = 0, 1, . . ..

Por lo anterior, se satisface lo siguiente:

Eπx [YN−1] = Eπx

[
N−1∑
t=1

{Vt(xt)− Eπx [Vt(xt)|Ft−1]}

]

=
N−1∑
t=1

{Eπx [Vt(xt)]− Eπx [Eπx [Vt(xt)|Ft−1]]}

=
N−1∑
t=1

{Eπx [Vt(xt)]− Eπx [Vt(xt)|xt, at]} . (2.3)

Note que, para cada t = 0, 1, . . . , N − 1 y cada z ∈ X, se tiene:

Vt(z) ≤ ct(z, a) +

∫
X
Vt+1(y)Q(dy|z, a), ∀a ∈ A(z), (2.4)

también

Eπx [Vt+1(xt+1)] =

∫
X
Vt+1(y)Q(dy|xt, at).
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Por lo anterior, partiendo de (2.3), se satisfacen las siguientes relaciones:

Eπx [YN−1] ≤
N−1∑
t=1

{Eπx [ct(xt, at) + Eπx [Vt+1(xt+1)|xt, at]]− Eπx [Vt(xt)]} (2.5)

=

N−1∑
t=1

Eπx [ct(xt, at)] +

N−1∑
t=1

{Eπx [Vt+1(xt+1)]− Eπx [Vt(xt)]}

= V (π, x)− Eπx [c0(x, a0)] + Eπx [VN (xN )]− Eπx [V1(x1)]

= V (π, x)− Eπx [c0(x, a0) + Eπx [V1(x1)]]. (2.6)

Además, como Eπx [YN−1] = 0, por (2.4) y (2.6), es válido que

V0(x) ≤ Eπx
[
c0(x, a0) +

∫
X
V1(y)Q(dy|x, a0)

]
≤ V (π, x).

Es decir, dado que π es una poĺıtica arbitraria y x es un estado inicial

cualquiera, se concluye que

V0(x) ≤ V (π, x), ∀ π ∈ Π, ∀ x ∈ X.

Ahora se probará que la poĺıtica π∗ es óptima. Por el resultado anterior,

bastará probar que V (π∗, x) = V0(x), para cada x ∈ X.

Considere la poĺıtica determinista de Markov π∗ = {f0, f1, ..., fN−1},
donde, para cada t = 0, 1, . . . , N − 1, ft(x) ∈ A(x) es tal que

Vt(x) = ct(x, ft(x)) +

∫
X
Vt+1(y)Q(dy|x, ft(x)). (2.7)

para cada x ∈ X. Luego, sea x ∈ X arbitrario, a partir de las ecuaciones
(2.3) y (2.7), se satisface lo siguiente:

Eπ
∗

x [YN−1] =

N−1∑
t=1

{
Eπ

∗

x [Vt(xt)]− Eπ
∗

x [Vt(xt)]
}

=

N−1∑
t=1

{
Eπ

∗

x [ct(xt, ft(xt)) + Eπ
∗

x [Vt+1(xt+1)|xt, f(xt)]]− Eπ
∗

x [Vt(xt)]
}

= V (π∗, x)− Eπ
∗

x [c0(x, f0(x)) + Eπ
∗

x [V1(x1)]]

= V (π∗, x)− V0(x).
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Una vez más, dado que Eπ
∗

x [YN−1] = 0 y x ∈ X es arbitrario, se concluye

que

V0(x) = V (π∗, x), ∀ x ∈ X.

Es decir, la poĺıtica π∗ es óptima. �

Observación 2.1. Como se mencionó anteriormente, con el Teorema 2.3

se puede garantizar la existencia de la solución al problema con horizonte

aleatorio independiente del proceso, ya que, como se probó en la Subsección

1.4.1, el problema mencionado es equivalente al problema con criterio de

rendimiento dado por

V (π, x) = Eπx

[
T∑
t=0

Ptc(xt, at)

]
,

donde Pt :=
∑T

n=t ρn = P (τ ≥ t), t = 0, 1, 2, . . . , T .

Cabe señalar, que las hipótesis del Teorema 2.3 se satisfacen siempre

que:

1. T ∈ N;

2. c es l.s.c., acotada inferiormente e inf-compacta sobre K, y;

3. Q es débilmente continua ó fuertemente continua.

2.3. Variantes de la Ecuación de Programación

Dinámica (EPD)

A menudo es conveniente reescribir la EPD en otras formas convenientes

y apropiadas. En esta sección se presentan algunas de las formas alternativas

más frecuentes y que serán de utilidad en los ejemplos que se desarrollan al

final del caṕıtulo.



20 CAPÍTULO 2. PROBLEMAS CON HORIZONTE FINITO

2.3.1. Modelo de Ecuaciones en Diferencia

En algunas aplicaciones la ley de transición Q es inducida por una ecua-

ción en diferencias estocásticas dada de manera general por:

xt+1 = F (xt, at, ξt),

para t = 0, 1, . . ., y x0 = x conocido. Donde {ξt} es una sucesión de varia-

bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) que toman

valores en un espacio de Borel S, con función de distribución común µ e in-

dependientes del estado inicial x0. La función que describe la dinámica del

sistema, F : K × S → X, es una función medible conocida. En este caso,

para cada B ∈ B(X) y (x, a) ∈ K, la ley de transición Q está dada por:

Q(B|x, a) = P (xt+1 ∈ B|xt = x, at = a)

= P (F (xt, at, ξt) ∈ B|xt = x, at = a)

= P (F (x, a, ξt) ∈ B)

=

∫
S
IB(F (x, a, s))µ(ds)

= E[IB(F (x, a, ξ))],

donde E denota la esperanza inducida por la distribución µ. Luego, por el

teorema de cambio de variable, para cualquier función v medible sobre X,

se tiene

E[v(xt+1)|xt = x, at = a] =

∫
X
v(y)Q(dy|x, a)

=

∫
S
v(F (x, a, s))µ(ds)

= E[v(F (x, a, ξ))]

en el sentido que, si una de las integrales existe, entonces las otras existen y

son iguales.

Observación 2.1. Si ξt tiene función de densidad común ∆ para cada

t = 0, 1, . . ., se satisface que

Q(B|x, a) =

∫
S
IB(F (x, a, s))∆(s)ds,
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y también

E[v(xt+1)|xt = x, at = a] =

∫
v(F (x, a, s))∆(s)ds.

Por lo anterior, la EPD puede reescribirse, para cada x ∈ X, como

VN (x) = 0,

y para cada t = 0, 1, . . . , N − 1,

Vt(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) +

∫
S
Vt+1(F (x, a, s))µ(ds)

}
= mı́n

a∈A(x)
{c(x, a) + E[Vt+1(F (x, a, ξ))]} .

Además, si la función de costo depende de manera expĺıcita de la variable

aleatoria ξ, es decir, c(x, a, ξ), entonces

E[c(x, a, ξt) + Vt+1(F (x, a, ξt))] =

∫
S

[c(x, a, s) + Vt+1(F (x, a, s))]µ(ds).

2.3.2. Forma Hacia Adelante de la EPD

En las funciones definidas por la ecuación (2.2) del Teorema 2.3, se ve-

rifica que Vt depende de Vt+1 para cada t = 0, 1, . . . , N − 1, sin embargo, en

algunas ocasiones es conveniente trabajar “hacia adelante”.

Para ello, definimos a vt := VN−t, para cada t = 0, 1, . . . , N y escribimos

la EPD “hacia adelante” como

v0(x) = 0,

y para t = 1, . . . , N,

vt(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) +

∫
X
vt−1(y)Q(dy|x, a)

}
. (2.8)

Más aún, si ft ∈ F es el selector que minimiza el lado derecho de la EPD,

entonces gt := fN−t, para t = 1, . . . , N , minimiza el lado derecho de (2.8).

Aśı, en términos de las funciones vt, la conclusión del Teorema 2.3 puede ser

replanteada de la siguiente manera: π̃ = {gN , gN−1, . . . , g1} es una poĺıtica
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óptima y la función de valor óptimo es

V ∗(·) = vN (·) = V (π̃, ·),

es decir, para toda x ∈ X

vN (x) = ı́nf
π∈Π

V (π, x).

Las funciones vt son llamadas funciones de iteración de valores (IV).

2.3.3. Criterio de Costo Descontado

Considere ahora el criterio de rendimiento de Costo Total Descontado

para cada π ∈ Π y x ∈ X definido por

V (π, x) := Eπx

[
N−1∑
t=0

αtc(xt, at)

]
,

con el factor de descuento α ∈ (0, 1).

Note que, si ct(x, a) := αtc(x, a), entonces se tiene el mismo problema

para el cual se probó el Teorema 2.3. De esta manera, la EPD es de la forma

VN (x) := 0,

y para cada t = 0, 1, . . . , N − 1,

Vt(x) := mı́n
a∈A(x)

{
αtc(x, a) +

∫
X
Vt+1(y)Q(dy|x, a)

}
= mı́n

a∈A(x)

{
ct(x, a) +

∫
X
Vt+1(y)Q(dy|x, a)

}
para cada x ∈ X.

Sin embargo, en algunos textos es común que se haga una transformación

en la EPD con el fin de desarrollar la teoŕıa a partir de una función de

costos que no dependa de t. Para ello, se define Jt(·) := α−1Vt(·), para

t = 0, 1, . . . , N , luego, para cada x ∈ X,

JN (x) := 0,
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y para cada t = 0, 1, . . . , N − 1,

Jt(x) := mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
Jt+1(y)Q(dy|x, a)

}
,

aśı, el Teorema de Programación Dinámica se sigue cumpliendo para las

funciones Jt, pero ahora con un MDM homogéneo.

2.4. Ejemplo: Lineal Cuadrático (LQ)

En esta sección se considera un problema ampliamente estudiado dentro

de los PDM, el modelo es conocido como Lineal Cuadrático (LQ, por sus

siglas en inglés), el cual lleva ese nombre porque la dinámica que sigue es

de tipo lineal, mientras que la función de costos involucra el cuadrado del

estado y el cuadrado de la acción.

El modelo LQ es una formulación popular de un problema de regulación,

donde el objetivo principal es mantener al sistema cerca del origen de coor-

denadas. Tales problemas son comunes en la teoŕıa de control automático.

El uso de la función cuadrática es razonable debido a que induce una

penalización alta para grandes desviaciones del estado del sistema respecto

del origen, mientras que el costo es pequeño si el sistema se encuentra cerca

del origen. Cabe señalar que la función cuadrática es usada frecuentemente,

incluso cuando ello no es completamente justificado, debido a que conduce

hacia una solución anaĺıtica simple.

Para dar paso a la formulación del problema, se presenta la dinámica del

sistema, la cual está dada por la siguiente ecuación en diferencias

xt+1 = γtxt + βtat + ξt, t = 0, 1, . . . , N − 1. (2.9)

Mientras que las funciones de costo están dadas por

ct(xt, at) = x′tqtxt + a′trtat, t = 0, 1, . . . , N − 1, (2.10)

donde, para cada t = 0, 1, . . . , N−1, xt y at son vectores con entradas reales
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de dimensión n y m, respectivamente, es decir, X = Rn y A = Rm. Las

matrices γt, βt, qt y rt son conocidas y de dimensión apropiada. Por otro

lado, {ξt} son vectores aleatorios que toman valores en S = Rn. Aśı mismo,

el vector o matriz seguido por un apóstrofe (′) corresponde a la transpuesta

de dicho elemento.

Con lo anterior, el problema que se desea resolver es minimizar el costo

total acumulado, por lo que la función objetivo está dada por:

V (π, x) := Eπx

[
N−1∑
t=0

ct(xt, at)

]

= Eπx

[
N−1∑
t=0

(x′tqtxt + a′trtat)

]
,

para cada π ∈ Π y x ∈ X.

Sin embargo, para el desarrollo del problema se presentan las siguientes

suposiciones de estructura.

Suposición 2.2. La sucesión {ξt} está compuesta de vectores aleatorios

i.i.d. con función de densidad de probabilidad ∆ conocida, más aún, la

sucesión {ξt} es independiente del proceso {xt} y de {at} para cada t =

0, 1, . . . , N − 1; por otro lado, cada ξt tiene media cero y segundo momento

finito. Además, para cada t = 0, 1, . . . , N − 1,

1. El vector at no tiene restricciones, es decir, A(xt) = A.

2. Las matrices γt y βt son no singulares.

3. qt es una matriz simétrica y semidefinida positiva.

4. La matriz rt es simétrica y definida positiva.

Note que bajo estas suposiciones, se considera que las varibles aleatorias

ξt se distribuyen según una función de densidad general ∆, sin embargo,

en numerosas aplicaciones se supone que cada ξt tiene distribución Gaus-

siana, estos problemas son ampliamente conocidos como Problemas Lineal

Cuadrático Gaussianos LQG y ejemplos de ellos son mencionados en [9] y

[16].
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Lema 2.1. Bajo la Suposición 2.2, se satisfacen las Condiciones 2.1, es decir,

1. Para cada t = 0, 1, . . . , ct es l.s.c., acotada inferiormente e inf-compacta

sobre K.

2. La ley de transición Q, inducida por la ecuación en diferencias (2.9),

es fuertemente continua.

Demostración. Para la primera parte, considere t ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, de

esta manera, ct es acotada inferiormente por cero, ya que qt es semidefinida

positiva y rt es definida positiva, es decir, para cada x ∈ X, x′qtx ≥ 0, y

para cada a ∈ A\{0}, a′rta > 0. Por otro lado, es claro que ct es una función

continua sobre K.

Resta verificar que ct es inf-compacta sobre K, es decir, para todo x ∈ X
y λ ∈ R, el conjunto At,λ(x) = {a ∈ A(x) : ct(x, a) ≤ λ} es compacto. Para

ello, como At,λ(x) ⊂ Rm, por el Teorema de Heine-Borel, bastará probar

que At,λ(x) es cerrado y acotado.

Sean x ∈ X y λ ∈ R, por el contrario, suponga que At,λ(x) es no acotado,

entonces existe una sucesión {an} ⊂ At,λ(x), tal que ‖an‖ → ∞. Luego, por

la definición de ct
ĺım
n→∞

ct(x, an) =∞,

aśı, existe K ∈ N tal que, para cada m ≥ K, ct(x, am) > λ, lo cual es una

contradicción, por lo que At,λ(x) es acotado. Ahora, sea {an} una sucesión

en At,λ(x), como éste es un conjunto acotado, existe una subsucesión {ân}
tal que ân → a ∈ A, entonces, como 0 ≤ ct(x, ân) ≤ λ y dado que ct es

continua, se tiene que 0 ≤ ct(x, a) ≤ λ, es decir, a ∈ At,λ(x), por lo que se

concluye que At,λ(x) es cerrado.

Por lo anterior, como x y λ fueron arbitrarios, se tiene que ct es inf-

compacto sobre K.

Ahora, se probará que Q es fuertemente continua, para ello recordemos

que si la dinámica está dada por una ecuación en diferencias, se tiene que

Q(B|x, a) =

∫
S
IB[F (x, a, s)]µ(ds).
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Aśı, si ∆ es la función densidad de ξ, se verifica que

Q(B|x, a) =

∫
S
IB[γtx+ βta+ s)]∆(s)ds,

con un cambio de variable se tiene

Q(B|x, a) =

∫
S
IC [u]∆(u− γtx− βta)du,

de ello, como ∆ es continua, se garantiza que Q es fuertemente continua. �

De acuerdo al Lema 2.1, se puede aplicar el algoritmo de Programación

Dinámica; para ello definimos las siguientes funciones, para cada x ∈ X,

VN (x) = 0,

y para cada t = 0, 1, . . . , N − 1,

Vt(x) = mı́n
a∈A(x)

{
x′qtx+ a′rta+

∫
Vt+1(y)Q(dy|x, a)

}
= mı́n

a∈A(x)

{
x′qtx+ a′rta+ E[Vt+1(γtx+ βta+ ξt)]

}
. (2.11)

Luego, para t = N − 1, la ecuación (2.11) se escribe como

VN−1(x) = mı́n
a∈A(x)

{x′qN−1x+ a′rN−1a

+E[VN (γN−1x+ βN−1a+ ξN−1)]}
= mı́n

a∈A(x)
{x′qN−1x+ a′rN−1a}

= x′qN−1x+ mı́n
a∈A(x)

{a′rN−1a}.

Como rN−1 es una matriz definida positiva, entonces

mı́n
a∈A(x)

{a′rN−1a} = 0,

con a = 0m, donde, 0m es el vector cero de Rm. Por lo tanto,

VN−1(x) = x′qN−1x,
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con f∗N−1(x) = 0m.

Con lo anterior se puede enunciar y probar la siguiente proposición para

caracterizar a los controles óptimos f∗t y a las funciones Vt de manera general.

Proposición 2.1. Para cada x ∈ X y t ∈ {0, 1, . . . , N − 2}, las funciones

Vt(x) están dadas por

Vt(x) = x′Ktx+
N−2∑
j=t

E[ξ′jKj+1ξj ],

mientras que el control óptimo para la etapa t, está dado por

f∗t (x) = a∗t = Ltxt,

con Lt = −(β′tKt+1βt + rt)
−1βtKt+1γt. Donde las matrices simétricas Kt

están definidas recursivamente como

KN−1 = qN−1,

Kt = γ′t(Kt+1 −Kt+1βt(β
′
tKt+1βt + rt)

−1β′tKt+1)γt + qt.

Esta última relación es conocida como la Ecuación de Riccati a tiempo

discreto.

Demostración. La prueba se hará de manera recursiva hacia atrás sobre t.
De está manera, para t = N − 2 la ecuación (2.11) se escribe de la siguiente
forma:

VN−2(x) = mı́n
a∈A(x)

{x′qN−2x+ a′rN−2a

+E[VN−1(γN−2x+ βN−2a+ ξN−2)]}
= mı́n

a∈A(x)
{x′qN−2x+ a′rN−2a

+E[(γN−2x+ βN−2a+ ξN−2)′qN−1(γN−2x+ βN−2a+ ξN−2)]}.
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Expandiendo el término dentro de la esperanza, se tiene

VN−2(x) = x′qN−2x+ mı́n
a∈A(x)

{a′rN−2a

+ E[x′γ′N−2qN−1γN−2x+ 2x′γ′N−2qN−1βN−2a

+ a′β′N−2qN−1βN−2a+ (x′γ′N−2qN−1 + a′β′N−2qN−1)ξN−2

+ ξ′qN−1(γN−2x+ βN−2a) + ξ′qN−1ξ]}.

Después, usando la linealidad de la esperanza y el hecho de que E[ξ] = 0,

se pueden eliminar los términos ξ′qN−1(γN−2x + βN−2a) y (x′γ′N−2qN−1 +

a′β′qN−1)ξ, con ello se obtiene

VN−2(x) = x′qN−2x+ x′γ′N−2qN−1γN−2x+ E[ξ′qN−1ξ]

+ mı́n
a∈A(x)

{a′rN−2a+ 2x′γ′N−2qN−1βN−2a+ a′β′qN−1βN−2a}.

De esta manera, derivando el término entre llaves con respecto de a e

igualando a cero, se tiene

(rN−2 + β′N−2qN−1βN−2)a = −β′N−2qN−1γN−2x.

Dado que βN−2 es una matriz no singular y qN−1 es semidefinita positiva,

entonces β′N−2qN−1βN−2 es semidefinita positiva, más aún, como rN−2 es

definida positiva, entonces rN−2 +β′N−2qN−1βN−2 es definida positiva y por

lo tanto, es invertible. Se concluye que el control que minimiza la función

está dado por

f∗N−2(x) = a∗N−2 = LN−2x,

con

LN−2 = −(rN−2 + β′N−2qN−1βN−2)−1β′N−2qN−1γN−2.

Sustituyendo a∗N−2 en la expresión que se tiene de VN−2, se verifica que

VN−2(x) = x′KN−2x+ E[ξ′qN−1ξ],

donde la matriz KN−2 se define como

KN−2 = γ′N−2(qN−1 − qN−1βN−2(β′N−2qN−1βN−2 + rN−2)−1β′N−2qN−1)γN−2

+ qN−2.
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Claramente la matriz KN−2 es simétrica, más aún, es semidefinida posi-

tiva. En efecto, note que del procedimiento para calcular KN−2, para cada

x ∈ X, se tiene

x′KN−2x = mı́n
a∈A(x)

{x′qN−2x+ a′rN−2a

+ (γ′N−2x+ βN−2a)qN−1(γN−2x+ βN−2a)},

y, dado que qN−2, rN−2, y qN−1 son matrices semidefinidas positivas, la ex-

presión entre llaves es no negativa para toda a ∈ A, entonces x′KN−2x ≥ 0,

para toda x ∈ X. Por lo que, KN−2 es semidefinida positiva.

Entonces, VN−2 es una función cuadrática con una matriz semidefinida po-

sitiva más un término constante.

Ahora, suponga que para algún t ∈ {N − 3, . . . , 1}, se satisface

Vt(x) = x′Ktx+

N−2∑
j=t

E[ξ′jKj+1ξj ]. (2.12)

Probemos que la afirmación es válida para n = t− 1.

Por la ecuación (2.11) se tiene que

Vn(x) = mı́n
a∈A(x)

{
x′qnx+ a′rna+ E[Vn+1(γnx+ βna+ ξn)]

}
.

Usando la ecuación (2.12), se verifica que

Vn(x) = mı́n
a∈A(x)

{x′qnx+ a′rna

+ E[(γnx+ βna+ ξn)′Kn+1(γnx+ βna+ ξn) +

N−2∑
j=n+1

E[ξ′jKj+1ξj ]}.

Note que la constante
∑N−2

j=n+1E[ξ′jKj+1ξj ] es irrelevante al momento de

minimizar la función entre llaves, por lo que el procedimiento realizado para

hallar a∗n es análogo al caso cuando t = N−2 debido a que Kn+1 es también

una matriz simétrica y semidefinida positiva. En conclusión, se tiene que

Vn(x) = x′Knx+ E[ξ′n+1Kn+1ξn+1] +
N−2∑
j=n+1

E[ξ′jKj+1ξj ],
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ó bien

Vt−1(x) = x′Kt−1x+

N−2∑
j=t−1

E[ξ′jKj+1ξj ],

y además,

f∗t−1(x) = a∗t−1 = Lt−1x,

con Kt−1 y Lt−1 como se definieron anteriormente. �

Aplicando el Teorema 2.3 se puede concluir que la función de valor, para

cada x ∈ X, está dada por

V (π∗, x) = V0(x) = x′K0x+

N−2∑
t=0

E[ξ′tKt+1ξt], (2.13)

con π∗ = {f∗0 , f∗1 , . . . , f∗N−1}.

2.4.1. Ejemplo Numérico

Como se ha mencionado, el modelo LQ es una formulación de un proble-

ma de regulación, donde se pretende mantener al sistema cerca del origen

de coordenadas o de otro punto de interés. Bajo esta premisa, se plantea un

modelo LQG que ilustra la afirmación anterior.

Considere el espacio de estados X = R2, el espacio de acciones A = R2 y

una sucesión {ξt} de variables aleatorias i.i.d., donde, para cada t = 0, 1, . . .

ξt ∼ N

(
(0, 0),

[
1 0

0 1

])
, (2.14)

es decir, ξt sigue una distribución normal bivariada con vector de medias

(0, 0) y matriz de covarianza

[
1 0

0 1

]
.

En este caso, la dinámica del sistema está dada por la siguiente ecuación

en diferencias

xt+1 = I2xt + I2at + ξt, t = 0, 1, . . . , (2.15)
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mientras que la función de costos está dada por

c(xt, at) = x′tI2xt + a′tI2at, t = 0, 1, . . . ,

donde, I2 es la matriz identidad de dimensión dos. Con ello, las matrices

del problema LQ original, se han considerado homogéneas en el tiempo e

idénticas a la matriz I2. Por otro lado, se dirá que el proceso definido en

(2.15) es no controlado cuando at = 0, para cada t = 0, 1, . . .

El problema presentado satisface la Suposición 2.2.

Para definir el problema de control óptimo, se considera un horizonte

N = 51 y al criterio de rendimiento definido, para cada π ∈ Π y x ∈ X, por

V (π, x) := Eπx

[
N−1∑
t=0

ct(xt, at)

]

= Eπx

[
N−1∑
t=0

x′tI2xt + a′tI2at

]
.

Ahora, se define el proceso óptimo como aquel cuya dinámica está dada

por

xt+1 = I2xt + I2a∗t + ξt, t = 0, 1, . . . , N − 2, (2.16)

donde, a∗t es el control óptimo al tiempo t dado en la Proposición 2.1, es

decir,

a∗t = Ltxt,

con Lt = −(Kt+1 + I2)−1Kt+1, y las matrices simétricas Kt definidas recur-

sivamente como

KN−1 = I2,

Kt = (Kt+1 −Kt+1(Kt+1 + I2)−1Kt+1) + I2.

Con lo anterior, se puede simular el proceso no controlado y el proceso

óptimo. Por otro lado, dado que el espacio de estados es X = R2, se puede

graficar una trayectoria del proceso en R3 y proyectarla sobre el plano. En

la Figura 2.1 se observan las proyeccione de la trayectorias simuladas de los

procesos considerando como punto inicial x0 = (0, 0). En el resto de esta

sección y para los gráficos que se presentan, se asocia el color rojo al proceso

sin control, mientras que al proceso óptimo se le asocia el color azul.
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(a) No controlado (b) Controlado

Figura 2.1: Trayectorias de los procesos

En la Figura 2.2 se aprecia cómo el proceso óptimo permanece próximo

al origen de coordenadas, mientras que el proceso no controlado presenta

una mayor dispersión.

Para dar una mejor perspectiva a este resultado, se presenta el siguiente

procedimiento para comparar el proceso óptimo con el proceso no controla-

do: Se considera como punto inicial a x0 = (0, 0) y se renombra al proceso

óptimo por {x∗t }, posteriormente se efectua lo siguiente:

1. Se realiza una simulación del proceso {ξt} hasta t = N − 1.

2. Se evalúan los estados del proceso no controlado, es decir, se obtiene

xt, para t = 0, 1, . . . , N − 1.

3. Se evalúan los estados del proceso óptimo, es decir, se obtiene x∗t , para

t = 0, 1, . . . , N − 1.

4. Se observan xN−1 y x∗N−1, y se calcula su distancia respecto al origen.

El procedimiento anterior se repite en k ocasiones, para algún k ∈ N, de

manera que se obtiene una muestras de tamano k de xN−1 y otra del mismo

tamaño de x∗N−1. Con lo anterior, se calcula la distancia promedio al origen

de los k puntos correspondientes a la muestra de xN−1, y se hace lo mismo
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Figura 2.2: Comparación

con la muestra de x∗N−1.

En el Cuadro 2.1 con los resultados obtenidos a partir de la programa-

ción del algoritmo anterior en el software Mathematica 9, considerando el

horizonte de planeación N = 51 y para distintos valores de k.

Tamaño de muestra Distancia promedio

k x50 x∗50

50 9.95204 1.49118

100 8.744 1.34925

500 8.84497 1.43045

1000 8.53397 1.38624

Cuadro 2.1: Resultados

En la Figura 2.3 (a) se han graficado en color rojo los puntos correspon-

dientes a una muestra de tamaño 100 de x50 y los puntos de una muestra

del mismo tamaño de x∗50 en color azul. Por otro lado, en la Figura 2.3 (b)

se ha realizado un acercamiento a la Figura 2.3 (b) y se ha añadido una cir-

cunferencia en color rojo de radio la distancia promedio respecto al origen
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(a) (b)

Figura 2.3: Resultados para k=100

de la muestra de x50 y una circunferencia en color azul de radio la distancia

promedio respecto al origen de la muestra obtenida de x∗50.

Los resultados presentados sustentan la idea de que el proceso óptimo

mantiene a los estados del sistema más cerca del origen de coordenadas

comparado con el proceso no controlado.



Caṕıtulo 3

Problemas con Horizonte

Infinito

Como se mencionó en la Sección 1.4, en ocasiones es conveniente consi-

derar un PDM con horizonte infinito, por ello, el objetivo de este caṕıtulo

es proveer una herramienta para garantizar la existencia de la solución del

problema de control óptimo.

En lo subsecuente, se considera el criterio de rendimiento de costo total

descontado con horizonte infinito como se presentó en la Sección 1.4, es decir,

V (π, x) = Eπx

[ ∞∑
t=0

αtc(xt, at)

]
,

para cada π ∈ Π y x ∈ X, donde α ∈ (0, 1) es el factor de descuento.

Nuevamente, el problema consiste en determinar una poĺıtica π∗ ∈ Π

óptima, es decir, π∗ satisface

V ∗(x) = ı́nf
π∈Π

V (π, x) = V (π∗, x),

para cada x ∈ X, donde V ∗ es la función de valores óptimos.

35
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3.1. Función de Costos Acotada

Definición 3.1. Se dice que una función v : X → R es una solución de la

Ecuación Óptima para el Costo Descontado (EOCD) si satisface:

v(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
v(y)Q(dy|x, a)

}
,

para cada x ∈ X.

En el Teorema 3.1 se prueba que la función de valores óptimos V ∗ es una

solución de la EOCD, es decir, satisface que

V ∗(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
V ∗(y)Q(dy|x, a)

}
,

para cada x ∈ X. Para ello, se requiere de las siguientes condiciones de

estructura.

Condición 3.1.

(a) Para cada estado x ∈ X, el conjunto A(x) es un subconjunto compacto

no vaćıo de A.

(b) Existe una constante M > 0, tal que |c(x, a)| ≤M para cada (x, a) ∈ K
y, además, para cada x ∈ X, c(x, a) es l.s.c. en K.

(c) La ley de transición Q es fuertemente continua.

Notación 1. Se denota por B(X) al espacio de Banach de funciones reales

sobre X medibles y acotadas bajo la norma del supremo (‖v‖ := supx |v(x)|).
Si además se considera que las funciones son no negativas, el espacio será de-

notado por B(X)+. No confundir con la σ-álgebra de Borel B(X).

A continuación se enuncia el teorema que garantiza que V ∗ es la única

solución de la EOCD y que existe una poĺıtica óptima.

Teorema 3.1. Bajo la Condición 3.1,

a) La función de valores óptimos V ∗ es la única solución en B(X) de la

ecuación óptima para el costo descontado, es decir, V ∗ satisface,

V ∗(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
V ∗(y)Q(dy|x, a)

}
, (3.1)
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para cada x ∈ X.

La ecuación (3.1) también es conocida como la ecuación de programación

dinámica para el costo total descontado.

b) Una poĺıtica f∗ ∈ F es óptima si y solo si f∗(x) minimiza el lado derecho

de la ecuación (3.1) para el costo descontado para toda x ∈ X, esto es,

V ∗(x) = c(x, f∗(x)) + α

∫
X
V ∗(y)Q(dy|x, f∗(x)), (3.2)

para cada x ∈ X.

Para probar el Teorema 3.1 se deben probar algunos resultados prelimi-

nares.

Sea T el operador sobre B(X) definido por

Tv(x) := mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
v(y)Q(dy|x, a)

}
,

para cada v ∈ B(x) y x ∈ X. El operador T es conocido como el operador

de programación dinámica. Usando la Proposición C.2 en el Apéndice C, se

puede mostrar que Tv ∈ B(X), para todo v ∈ B(x). Con lo anterior, note

que la EPD puede escribirse como

V ∗ = TV ∗.

Ahora, para cada poĺıtica estacionaria g ∈ F, se define el operador Tg
sobre B(X) como

Tgv(x) := c(x, g(x)) + α

∫
X
v(y)Q(dy|x, g(x)),

donde v ∈ B(x) y x ∈ X. Aśı, la ecuación (3.2) en el Teorema 3.1 b) se

puede reescribir

V ∗ = Tf∗V
∗.

Lema 3.1. Para cada g ∈ F, T y Tg son operadores contracción (Definición

E.1, Apéndice E) con módulo α; entonces, por el Teorema del Punto Fijo de

Banach (Proposición E.1, Apéndice E), existe una única función u∗ ∈ B(X)
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y una única función vg ∈ B(X), tal que

Tu∗ = u∗ y Tgvg = vg,

además, para cada función v ∈ B(x),

‖Tnv − u∗‖ → 0 y ‖Tnv − vg‖ → 0 siempre que n→∞.

Demostración. Probemos que T es un operador monótono. Sean u, v ∈
B(X), tales que, u ≤ v, entonces∫

X
u(y)Q(dy|x, a) ≤

∫
X
v(y)Q(dy|x, a),

para toda (x, a) ∈ K, luego, dado α ∈ [0, 1), se tiene

mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X

u(y)Q(dy|x, a)

}
≤ mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X

v(y)Q(dy|x, a)

}
para cada x ∈ X, es decir, Tu ≤ Tv.

Por otro lado, para cualquier constante k y para cada x ∈ X, se cumple

que

T (v(x) + k) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X

(v(y) + k)Q(dy|x, a)

}
= mı́n

a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
v(y)Q(dy|x, a) + αk

∫
X
Q(dy|x, a)

}
= Tv(x) + αk,

es decir, T (v + k) = Tv + αk, para cada v ∈ B(X) y cualquier constante k.

Entonces, por la Proposición E.2 (Apéndice E), T es un operador con-

tracción con módulo α. Por lo tanto, por el Teorema del Punto Fijo de

Banach, existe un único punto fijo u∗ ∈ B(X).

Ahora, sea n ∈ N, una vez más, por el Teorema del punto fijo, se tiene

que

‖Tnu− u∗‖ ≤ αn‖u− u∗‖,

por lo tanto, ‖Tnu− u∗‖ → 0 siempre que n→∞.
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La prueba para Tg es evidente a partir de lo anterior. �

A continuación se pretende relacionar los “puntos fijos” u∗ y vg del Lema

3.1 con la función de valor óptimo V ∗ y con la función V (g, x) cuando se

usa la poĺıtica estacionaria g. Para comenzar con ello, en el siguiente Lema

se prueba que vg = Vg, con Vg(x) = V (g, x).

Lema 3.2. Bajo las definiciones y suposiciones de esta sección, se verifica

que

a) vg = Vg, para cada poĺıtica estacionaria g ∈ F.

b) Una poĺıtica π∗ es óptima si y sólo si la función de valor Vπ∗ satisface la

EPD, es decir, TV (π∗, x) = V (π∗, x), para cada x ∈ X.

Demostración. a) Por la unicidad el punto fijo vg del operador Tg (Lema

3.1), es suficiente verificar que Vg satisface la relación Vg = TgVg. Para ello,

se reescribe Vg(x) como sigue:

Vg(x) = Egx

[ ∞∑
t=0

αtc(xt, at)

]
= c(x, g(x)) + αEgx

[ ∞∑
t=1

αt−1c(xt, at)

]
.

Luego, por propiedades de la esperanza condicional (Proposición D.1,

Apéndice D) y la propiedad de Markov, se satisface que

Egx

[ ∞∑
t=1

αt−1c(xt, at)

]
= Egx

[
Egx

[ ∞∑
t=1

αt−1c(xt, at)

∣∣∣∣∣h1

]]

= Egx

[
Egx1

[ ∞∑
t=1

αt−1c(xt, at)

]]
= Egx[Vg(x1)]

=

∫
X
Vg(y)Q(dy|x, g(x)),

por lo tanto, para cada x ∈ X,

Vg(x) = c(x, g(x)) + α

∫
X
Vg(y)Q(dy|x, g(x)) = TgVg(x),



40 CAPÍTULO 3. PROBLEMAS CON HORIZONTE INFINITO

es decir, Vg = TgVg.

b) Suponga que π∗ es una poĺıtica tal que la función u(x) := V (π∗, x)

satisface la EPD, u = Tu, es decir,

u(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
uyQ(dy|x, a)

}
, (3.3)

para cada x ∈ X. Con lo anterior, se probará que π∗ es la poĺıtica óptima, es

decir, u(x) ≤ V (π, x) para cada poĺıtica π ∈ Π y cada estado inicial x ∈ X.

Para simplificar la notación, en esta prueba se fija una poĺıtica arbitraria

π ∈ Π, un estado cualquiera x ∈ X, y con ello, en lo siguiente se puede

definir E := Eπx .

Luego, para cualquier historia ht ∈ Ht, por la propiedad de Markov, se

sigue que:

E[αt+1u(xt+1)|ht, at] = αt+1

∫
X
u(y)Q(dy|xt, at)

= αt
{
c(xt, at) + α

∫
X
u(y)Q(dy|xt, at)

}
− αtc(xt, at)

≥ αtu(xt)− αtc(xt, at),

o bien,

αtu(xt)− E[αt+1u(xt+1)|ht, at] ≤ αtc(xt, at).

Aśı, tomando la esperanza en ambos lados de la desiguldad se tiene que

E[αtu(xt)]− E[αt+1u(xt+1)] ≤ E[αtc(xt, at)],

y sumando sobre t = 0, . . . , n, se obtiene

u(x)− αn−1E[u(xn−1)] ≤ E

[
n∑
t=0

αtc(xt, at)

]
.

Finalmente, tomando el ĺımite cuando n tiende a infinito, se concluye

que u(x) ≤ V (π, x), es decir, π∗ es óptima.

Ahora, suponga que π∗ es óptima. De esta manera, se probará que
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u(x) := V (π∗, x) satisface (i) u ≥ Tu, y (ii) u ≤ Tu, es decir, que u satisface

la EPD. Entonces, para probar (i) se reescribe u(x) como en la prueba de

la parte a), es decir, se tiene que

u(x) = Eπ
∗

x

[ ∞∑
t=0

αtc(xt, at)

]

=

∫
A

(
c(x, a) + α

∫
X
V
(
π∗(1), y

)
Q(dy|x, a)

)
π∗0(da|x),

donde π∗(1) =
{
π
∗(1)
t

}
, se define como la poĺıtica desplazada un paso, esto

es, dada la poĺıtica π∗ = {π∗t }, con x0 = x y a0 = a,

π
∗(1)
t (·|ht) := π∗t+1(·|x0, a0, ht), para cada t ≥ 0.

Entonces, bajo la hipótesis de que π∗ es óptima,

u(x) ≥
∫
A

(
c(x, a) + α

∫
X
u(y)Q(dy|x, a)

)
π∗0(da|x)

≥ mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
u(y)Q(dy|x, a)

}
= Tu(x),

lo cual prueba (i).

Para probar (ii), sea f ∈ F una poĺıtica estacionaria arbitraria, y sea

π′ := (f, π∗) la poĺıtica que utiliza a f al tiempo t = 0, y utiliza a la poĺıtica

óptima π∗ para el tiempo t = 1 en adelante, es decir, π′0(x0) := f(x0), y

para cada t ≥ 1,

π′t(·|x0, a0, . . . , xt−1, at−1, xt) := π∗t−1(·|x1, a1, . . . , xt).

Luego, la optimalidad de π∗ implica que

u(x) ≤ V (π′, x) = r(x, g(x)) + α

∫
X
Q(dy|x, g(x)),

para cada x ∈ X, aśı, dado que f ∈ F es arbitrario,

u(x) ≤ mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
u(y)Q(dy|x, a)

}
= Tu(x).
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Esto concluye la prueba del Lema 3.2. �

A continuación se prueba el Teorema 3.1 haciendo uso de los Lemas 3.1

y 3.2.

Demostración del Teorema 3.1

Demostración. a) Por el Lema 3.2 parte b), una poĺıtica π∗ es óptima, es

decir, V (π∗, x) = v∗(x) para cada x ∈ X, si y sólo si v∗ satisface la EPD

v∗ = Tv∗, y la unicidad de dicha función (o punto fijo) v∗ se sigue del

Lema 3.1.

b) Suponga que f ∈ F es una poĺıtica estacionaria que satisface la ecuación

(3.2), es decir, v∗ = Tfv
∗. Entonces, por el Lema 3.1 y la parte a) del

Lema 3.2 se tiene que

v∗ = vf = Vf ,

además, f es óptima.

Por otro lado, si f ∈ F es óptima, entonces v∗ = vf y la unicidad del

punto fijo vf implica que v∗ = Tfv
∗, es decir, f satisface la ecuación

(3.2).

Esto completa la demostración del Teorema 3.1. �

Con lo descrito hasta el momento, se ha abordado el problema con fun-

ción de costos acotada, el paso natural seŕıa probar un resultado análogo al

Teorema 3.1 para el caso con función de costos no necesariamente acotada.

Este resultado se presenta en la siguiente sección.

3.2. Función de Costos no Negativa

Nuevamente, se retoma la formulación del problema de control óptimo

definido en la sección anterior, pero ahora considerando que la función de

costos c no necesariamente es acotada superiormente, de manera que las

condiciones de estructura quedan establecidas de la siguiente manera.

Condición 3.2.

(a) Para cada estado x ∈ X, el conjunto A(x) es un subconjunto compacto

no vaćıo de A.



3.2. FUNCIÓN DE COSTOS NO NEGATIVA 43

(b) La función de costos c es no negativa y l.s.c. en K.

(c) La ley de transición Q es fuertemente continua.

Observación 3.1. En (a), basta con que c sea acotada inferiormente en

lugar de no negativa, debido a que, si c(x, a) ≥ m, para toda (x, a) ∈ K,

entonces c′(x, a) = c(x, a) − m ≥ 0, para toda (x, a) ∈ K. Otra condición

necesaria para el desarrollo posterior es que c sea inf-compacta, sin embargo,

es fácil probar que bajo (a) y (b), la función de costos c satisface dicha

condición.

Aunque para este nuevo problema se han debilitado algunas condiciones

con respecto al caso con función de costos acotada, es necesario añadir una

suposición adicional para garantizar que la función de valor óptimo es finita

para cada x ∈ X; dicha suposición es la siguiente.

Suposición 3.1. Existe π ∈ Π tal que, para cada x ∈ X, V (π, x) <∞.

Claramente esta suposición se satisface si c es acotada, ya que, si 0 ≤
c ≤M , entonces para cada x ∈ X y π ∈ Π

V (π, x) = Eπx

[ ∞∑
t=0

αtc(xt, at)

]
≤
∞∑
t=0

αtM =
M

1− α
<∞.

Por lo anterior, se define Π0 ⊆ Π como el conjunto de poĺıticas que sa-

tisfacen la Suposición 3.1, es decir, si π ∈ Π0, entonces V (π, x) <∞.

Ahora se presenta el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.2. Si la Condición 3.2 y a Suposición 3.1 se verifican, entonces:

(a) La función de valor V ∗ es la solución minimal de la EOCD, es decir,

V ∗(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
V ∗(y)Q(dy|x, a)

}
, ∀x ∈ X, (3.4)

y si u es otra solución de la EOCD, entonces u(·) ≥ V ∗(·).

(b) Existe un selector f∗ ∈ F, tal que

V ∗(x) = c(x, f∗) + α

∫
X
v(y)Q(dy|x, f∗), ∀x ∈ X, (3.5)
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y la poĺıtica determista estacionaria f∞∗ = {f∗, f∗, . . .} es óptima; y

rećıprocamente, si f∞∗ ∈ ΠDS es óptima, entonces satisface la ecuación

(3.5).

(c) Si π∗ es una poĺıtica tal que V (π∗, ·) es una solución de la EOCD y

satisface

ĺım
n→∞

αnEπx [V (π∗, xn)] = 0, (3.6)

para cada π ∈ Π0 y x ∈ X, entonces V (π∗, ·) = V ∗(·); por lo tanto, π∗

es la poĺıtica óptima. En otras palabras, si (3.6) se satisface, entonces

π∗ es la politica óptima si y sólo si V (π∗, ·) satisface la EOCD.

(d) Si existe una poĺıtica óptima, entonces existe una poĺıtica óptima deter-

minista estacionaria.

La prueba del Teorema 3.2 requiere de varios resultados previos. El pri-

mero de ellos es sobre el intercambio entre ĺımite y mı́nimo, el cual se pre-

senta a continuación.

Lema 3.3. Para cada n = 1, 2, . . ., sean u y un funciones l.s.c., acotadas

inferiormente e ı́nf-compactas sobre K. Si un ↗ u, entonces para cada x ∈ X

ĺım
n→∞

mı́n
a∈A(x)

un(x, a) = mı́n
a∈A(x)

u(x, a).

Demostración. Se definen, para cada x ∈ X, las siguientes funciones

l(x) := ĺım
n→∞

mı́n
a∈A(x)

un(x, a),

u∗(x) := mı́n
a∈A(x)

u(x, a).

Luego, dado que un ↗ u, se tiene que l(·) ≤ u∗(·).
Para demostrar la desigualdad inversa, es decir, que l(·) ≥ u∗(·), sea

x ∈ X arbitrario pero fijo, y def́ınase, para cada n = 1, 2, . . .

An := {a ∈ A(x) : un(x, a) ≤ u∗(x)},
A0 := {a ∈ A(x) : u(x, a) = u∗(x)}.

Note que, para cada n, An es un conjunto compacto debido a la ı́nf-



3.2. FUNCIÓN DE COSTOS NO NEGATIVA 45

compacidad de un. Además, An↘ A0, es decir,

∞⋂
n=1

An = A0.

En efecto, sea a ∈
⋂∞
n=1An, entonces para toda n,

un(x, a) ≤ u∗(x),

aśı,

ĺım
n→∞

un(x, a) = u(x, a) ≤ u∗(x),

y, por la definición de u∗(x), se tiene que

u∗(x) ≤ u(x, a)

de esta manera u(x, a) = u∗(x), es decir, a ∈ A0.

Por lo tanto, dado que A0 es igual a la intersección de una familia nume-

rable de conjuntos compactos, se concluye que A0 es un conjunto compacto.

Por otro lado, por el teorema de selección medible (ver Apéndice C), se

tiene que, para cada n ≥ 1, existe an ∈ An, tal que

un(x, an) = mı́n
a∈A(x)

un(x, a).

Entonces, por la compacidad de A0, existe una subsucesión {ank
} de la

sucesión {an}, tal que ank
→ a0, para algún a0 ∈ A0.

Aśı, para toda nk ≥ n, se tiene que

unk
(x, ank

) ≥ un(x, ank
).

Cuando nk →∞, de la desigualdad anterior se obtiene

ĺım
nk→∞

unk
(x, ank

) ≥ un(x, a0),

ĺım
nk→∞

mı́n
a∈A(x)

unk
(x, a) ≥ un(x, a0),

l(x) ≥ un(x, a0).
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Aśı, si n→∞,

l(x) ≥ u(x, a0) ≥ mı́n
a∈A(x)

u(x, a) = u∗(x),

y dado que x ∈ X fue elegido de manera aribitraria, se concluye que, para

toda x ∈ X,

l(x) = u∗(x).

�

Definición 3.2. M(X)+ denota el conjunto de funciones medibles no ne-

gativas sobre X, y, para cada u ∈ M(X)+, Tu es la función definida sobre

X como

Tu(x) := mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
u(y)Q(dy|x, a)

}
, (3.7)

para cada x ∈ X.

Entonces, por el Teorema 2.1 se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.4. Bajo la Suposición 3.2, T es un operador de M(X)+ sobre

śı mismo, es decir, para cada u ∈M(X)+, Tu también está en M(X)+, más

aún, existe un selector f ∈ F tal que, para cada x ∈ X

Tu(x) = c(x, f) + α

∫
X
u(y)Q(dy|x, f). (3.8)

Note que el operador T : M(X)+ →M(X)+ es el operador de programa-

ción dinámica que se definió en la sección anterior. Más aún, el operador res-

tringido sobre el espacio de las funciones acotadas no negativas
(
T
∣∣
B(X)+

)
es una contracción bajo la norma del supremo.

Lema 3.5. Bajo la Condición 3.2 y la Suposición 3.1, se tiene

(a) Si u ∈M(X)+ es tal que u ≥ Tu, entonces u ≥ V ∗.

(b) Si u : X → R es una función medible tal que Tu está bien definida,

además, u ≤ Tu y

ĺım
n→∞

αnEπx [u(xn)] = 0,

para cada π ∈ Π0 y x ∈ X, entonces u ≤ V ∗.
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Demostración. (a) Sea u ∈M(X)+ tal que u ≥ Tu, por el Lema 3.5 se tiene

que para toda x ∈ X

u(x) ≥ c(x, f) + α

∫
X
u(y)Q(dy|x, f),

iterando esta relación se obtiene lo siguiente

u(x) ≥ c(x, f) + α

∫
X

[
c(y, f) + α

∫
X
u(z)Q(dz|y, f)

]
Q(dy|x, f)

= c(x, f) + α

∫
X
c(y, f)Q(dy|x, f)

+ α2

∫
X

∫
X
u(z)Q(dz|y, f)Q(dy|x, f)

= Efx

[
1∑
t=0

αtc(xt, at)

]
+ α2Efx [u(x2)],

continuando de una manera análoga con las iteraciones, se satisface que

u(x) ≥ Efx

[
n−1∑
t=0

αtc(xt, at)

]
+ αnEfx [u(xn)], (3.9)

donde

Efx [u(xn)] =

∫
X
u(y)Qn(dy|x, f).

Dado que u es no negativa, para toda n ≥ 1 y x ∈ X, se tiene que

u(x) ≥ Efx

[
n−1∑
t=0

αtc(xt, at)

]
.

Tomando el ĺımite cuando n tiende a infinito, se verifica que

u(x) ≥ V (f, x) ≥ V ∗(x),

para toda x ∈ X, y por lo tanto

u ≥ V ∗,

con lo cual se concluye la prueba de (a).
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(b) Considere π ∈ Π0 y x ∈ X arbitrarios. Por la propiedad de Markov

y bajo la suposición Tu ≥ u,

Eπx
[
αt+1u(xt+1)|ht, at

]
= αt+1

∫
X
u(y)Q(dy|xt, at)

= αt
[
c(xt, at) + α

∫
X
u(y)Q(dy|xt, at)− c(xt, at)

]
≥ αt[u(xt)− c(xt, at)],

por lo tanto,

αtc(xt, at) ≥ −Eπx
[
αt+1u(xt+1)− αtu(xt)|ht, at

]
.

Luego, tomando esperanzas y sumando desde t = 0, . . . , n−1, para n ∈ N
arbitrario, se obtiene

Eπx

[
n−1∑
t=0

αtc(xt, at)

]
≥ −Eπx

[
n−1∑
t=0

αt+1u(xt+1)− αtu(xt)

]
= Eπx [u(x0)]− αnEπx [u(xn)]

= u(x)− αnEπx [u(xn)].

Finalmente, tomando n→∞, se tiene que

V (π, x) ≥ u(x),

y dado que π y x fueron tomados de manera arbitraria, se concluye que

V ∗ ≥ u. �

Para lo posterior, se consideran las siguientes definiciones y notaciones.

Definición 3.3. Sea n ∈ N arbitrario. Se define la función uniformemente

acotada cn : K→ R, como

cn(x, a) := mı́n{c(x, a), n} (3.10)

para cada (x, a) ∈ K. Por otro lado, para cada π ∈ Π0 y x ∈ X se define

V n(π, x) = Eπx

[ ∞∑
t=0

αtcn(xt, at)

]
. (3.11)
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Observación 3.2. Es fácil ver que bajo la Suposición 3.2, cn es uniforme-

mente acotado y l.s.c., para cada n ∈ N, es decir, se satisface la Suposición

3.1. Más aún, cn es ı́nf-compacta sobre K. En efecto, sea λ ∈ R, aśı, def́ınase

el conjunto Aλ,n := {a ∈ A(x) : cn(x, a) ≤ λ}. Sea una sucesión {ak} ⊂ Aλ,n,

entonces, dado que A(x) es compacto, existe una sub-sucesión {aki} ⊂ {ak}
que converge a algún â ∈ A(x); luego, dado que cn(x, a) es l.s.c. sobre

K, entonces para cada x ∈ X, ĺım infi→∞ c
n(x, aki) ≥ cn(x, â), por lo que

c(x, â) ≤ λ, es decir, â ∈ Aλ,n, por lo tanto, Aλ,n es compacto, o bien, cn es

ı́nf-compacto sobre K.

El siguiente lema relaciona el problema de control con criterio definido

por (3.11) y el problema original de esta sección.

Lema 3.6. Bajo las Suposiciones 3.2 y 3.1, dado n ∈ N arbitrario, si V n∗

es la solución de la EOCD con criterio de rendimiento dado por (3.11), es

decir, si

V n∗(x) = mı́n
a∈A(x)

{
cn(x, a) + α

∫
X
V n∗(y)Q(dy|x, a)

}
entonces:

(a) V n∗ ↗ V ∗, siempre que n→∞.

(b) V ∗ es solución de la EOCD.

Demostración. Sea n ∈ N cualquiera pero fijo. Por la Observación 3.2, se sa-

tisfacen las condiciones del Teorema 3.1 y entonces V n∗ ∈ B(X)+ ⊂M(X)+

es tal que, TV n∗ = V n∗.

Por otro lado, observe que por la definición de cn, para todo (x, a) ∈ K
se satisface

cn(x, a) ≤ cn+1(x, a) ≤ c(x, a),

entonces, para π ∈ Π0 arbitrario y para cada x ∈ X

V n(π, x) ≤ V n+1(π, x) ≤ V (π, x) <∞,

ahora, por la definición de V n∗ y V ∗, y dado que n es arbitrario, se verifica,

para cada n ∈ N y x ∈ X, que

V n∗(x) ≤ V (n+1)∗(x) ≤ V ∗(x),
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es decir, {V n∗} es una sucesión creciente y acotada en M(X)+, aśı, existe

V̂ ∈M(X)+ tal que, V n∗ ↗ V̂ siempre que n→∞, además, V̂ ≤ V ∗.

Resta probar que T V̂ = V̂ . Sea k ∈ N y considere las funciones uk, u :

K→ R definidas por

uk(x, a) := ck(x, a) + α

∫
X
V k∗(y)Q(dy|x, a), (3.12)

u(x, a) := c(x, a) + α

∫
X
V̂ (y)Q(dy|x, a). (3.13)

Por el teorema de convergencia monótona (Teorema A.1, Apéndice A),

uk ↗ u. Además, para cada k ∈ N, la función uk es l.s.c., acotada inferior-

mente e ı́nf-compacta sobre K.

En efecto, ck es l.s.c., acotada inferiormente e ı́nf-compacta como se

probó en la Observación 3.2. Por otro lado, la función v : K → R definida

por

v(x, a) :=

∫
X
V k∗(y)Q(dy|x, a),

para cada (x, a) ∈ K, es no negativa y continua, ya que Q es fuertemente

continua; luego, como A(x) es compacto para cada x ∈ X, es fácil probar que

v es ı́nf-compacta sobre K (como se hizo para cn en la Observación 3.2). Por

lo tanto, para cada k ∈ N, uk es l.s.c., acotada inferiormente e ı́nf-compacta.

De manera análoga se prueba que u satiface las mismas condiciones.

Aśı, por el Lema 3.3 se tiene que

V̂ = ĺım
n→∞

V n∗ = ĺım
n→∞

TV n∗ = T V̂ ,

o bien, V̂ = T V̂ , es decir, V̂ es solución de la EOCD.

Por el Lema 3.5, como V̂ = T V̂ , entonces V̂ ≥ V ∗.
Por lo tanto,

V̂ = V ∗.

�

Demostración del Teorema 3.2. (a) Por el Lemma 3.6, V ∗ es una solución

de la EOCD, y el hecho de que V ∗ sea la solución mı́nima se debe al Lema

3.5, ya que, si u ∈M(X)+ es tal que, u = Tu, entonces u ≥ V ∗.
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(b) La existencia del selector f∗ ∈ F se garantiza por el Lema 3.4, y es

tal que, para cada x ∈ X

V ∗(x) = c(x, f∗) + α

∫
X
V ∗(y)Q(dy|x, f∗).

Ahora, iterando la relación anterior, como en (3.9), se muestra que

V ∗(x) = Ef∗x

[
n−1∑
t=0

αtc(xt, f∗)

]
+ αnEf∗x [V ∗(xn)]

≥ Ef∗x

[
n−1∑
t=0

αtc(xt, f∗)

]
,

haciendo a n tender a infinito, se tiene que

V ∗(x) ≥ V (f∞∗ , x),

para cada x ∈ X. Por otro lado, dado que V ∗ es la función de valor óptimo,

se tiene V ∗(·) ≤ V (f∞∗ , ·). Por lo tanto, V ∗(·) = V (f∞∗ , ·), y con ello, f∞∗ es

la poĺıtica óptima.

Rećıprocamente, sea una poĺıtica determinista estacionaria f∞ ∈ ΠDS ,

se verifican las siguientes relaciones

V (f∞, x) = Ef
∞

x

[ ∞∑
t=0

αtc(xt, f)

]

= Ef
∞

x

[
c(x0, f) +

∞∑
t=1

αtc(xt, f)

]

= c(x, f) + αEf
∞

x

[ ∞∑
t=1

αt−1c(xt, f)

]
,

luego note que, por la Proposición D.1(c) del Apéndice D y la propiedad de

Markov, el último elemento de la igualdad puede expresarse como

Ef
∞

x

[ ∞∑
t=1

αt−1c(xt, f)

]
=

∫
X
Ef
∞

[ ∞∑
t=1

αt−1c(xt, f)

∣∣∣∣∣x1 = y

]
Q(dy|x, f)

=

∫
X
V (f∞, y)Q(dy|x, f),
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es decir,

V (f∞, x) = c(x, f) + α

∫
X
V (f∞, y)Q(dy|x, f).

En particular, si f∗ ∈ ΠDS es óptima, entonces V (f∞∗ , ·) = V ∗(·).

(c) Si π ∈ Π0 es una poĺıtica tal que, V (π∗, ·) es solución de la EOCD,

por el Lema 3.5 se tiene que V (π∗, ·) = V ∗(·).

Finalmente, (d) es una consecuencia de (a) y (b). �

El Teorema 3.2 garantiza la existencia de la solución, mas no presenta

un algoritmo expĺıcito para la solución del problema de control óptimo v́ıa

programación dinámica. Para ello se utilizan las funciones de iteración de

valores (IV) que se presentaron al final de la Sección 2.3. En [12] se prueba

que vn es la función de valor óptimo del n-ésimo costo descontado Vn, es

decir,

vn(x) = ı́nf
π∈Π

Vn(π, x) = ı́nf
π∈Π

Eπx

[
n−1∑
t=0

c(xt, at)

]
,

para cada x ∈ X. Además, se prueba que para cada x ∈ X,

ĺım
n→∞

vn(x) = V ∗(x).

De hecho, este método es una forma clásica de probar el Teorema 3.2, dis-

tinta a la que se ha propueto en esta tesis.

A continuación se presenta un ejemplo de un PDM que modela un pro-

blema de consumo e inversión con horizonte infinito. Para este problema se

verifica la Condición 3.2 y la Suposición 3.1, por lo que es válido el uso del

Teorema 3.1 y con ello garantizar teóricamente la existencia de la poĺıtica

óptima estacionaria. Sin embargo, como se muestra en el ejemplo numérico

posterior, la obtención expĺıcita de dicha poĺıtica unicamente puede llevarse

a cabo de manera numérica.
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3.3. Ejemplo: Consumo e Inversión

En este ejemplo se considera un proceso {xt}, donde, xt representa el

capital de un inversor al tiempo t, con t = 0, 1, . . .. En este caso, la variable de

control at es la cantidad que el inversor decide invertir al tiempo t, además se

supone que el rendimiento de la inversión es aleatorio pero que, en promedio,

la cantidad que se invierte al tiempo t genera un rendimiento igual a la

cantidad invertida; bajo este contexto, es claro que 0 ≤ at ≤ xt, pues no se

puede invertir una cantidad mayor a la que se tiene como capital. Una vez

que se ha decidido cuanto invertir, el resto de capital, xt−at, se utiliza para

consumo del inversor, y se supone que el beneficio que percibe el inversor

está dado por una función de utilidad exponencial u : R → R, definida de

la siguiente manera

u(x) = −γe−γx,

donde γ > 0 es conocida como el coeficiente de aversión absoluta al riesgo.

En este caso, el objetivo del inversor es maximizar la utilidad, bajo el su-

puesto de que este proceso se puede realizar de manera indefinida.

Una vez formulado el problema, habrá que ponerlo en el contexto de los

procesos de decisión de Markov. Aśı, la dinámica del sistema está dada por

la siguiente ecuación en diferencias

xt+1 = ξtat, t = 0, 1, 2, . . . ,

donde, {ξt} es una sucesión de variables aleatorias independientes e identica-

mente distribuidas tales que, E[ξt] = 1 y V ar[ξt] <∞, para cada t = 0, 1, . . ..

En este caso, no se tiene una función de costos, sino una función de

utilidad que es dada por

U(xt, at) = −γe−γ(xt−at), t = 0, 1, . . . .

Asi, el espacio de estados y el de acciones es el conjunto de los números

reales positivos, es decir, X = R+ = A y para cada x ∈ X, A(x) = [0, x].

Lo que se desea es maximizar la utilidad esperada descontada, es decir,
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se busca π ∈ Π que maximice

V̄ (π, x) := Eπx

[ ∞∑
t=0

αtU(xt, at)

]
,

para cada x ∈ X. Observe que el desarrollo teórico que se ha hecho en esta

tesis ha considerado el caso cuando se desea minimizar el criterio de ren-

dimiento, sin embargo, se puede transformar el problema de maximización

por un problema de minimización realizando ligeras modificaciones, al me-

nos para este ejemplo.

Recuerde que si U es un conjunto distinto del vaćıo y u : U → R es

una función que alcanza su máximo en U , entonces la siguiente relación es

verdadera

máx
x∈U

[u(x)] = −mı́n
x∈U

[−u(x)],

más aún, si x∗ ∈ U es el punto donde u alcanza su máximo, entonces −u
alcanza su mı́nimo en x∗.

De esta manera, hallar π ∈ Π que maximice V̄ (·, x) para cada x ∈ X es

equivalente a hallar π ∈ Π que minimice a

−V̄ (π, x) = −Eπx

[ ∞∑
t=0

αtU(xt, at)

]

= Eπx

[ ∞∑
t=0

αt(−U(xt, at))

]
,

para cada x ∈ X. Aśı, el nuevo criterio de rendimiento está dado por

V (π, x) = Eπx

[ ∞∑
t=0

αtc(xt, at)

]
,

donde c(x, a) = −U(x, a), para cada (x, a) ∈ K.

Por lo tanto, para resolver el problema de control óptimo es necesario

verificar que se satisface la Condición 3.2 y la Suposición 3.1 a partir de la

nueva función c.
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En efecto, observe que para cada x ∈ X, A(x) = [0, x] es un subconjunto

compacto no vaćıo de A. Por otro lado, note que c(x, a) = γe−γ(x−a) es

continua y no negativa para todo (x, a) ∈ K. Resta probar que la ley de

transición Q es fuertemente continua. Para ello, procediendo de manera

similar que en el problema LQ de la Sección 2.4, si ∆ es la densidad común

para cada ξt, se verifica para cada B ∈ B(X)

Q(B|x, a) =

∫
S
IB[as]∆(s)ds,

con un cambio de varible se tiene

Q(B|x, a) =

∫
S
IC [u]∆(u/a)du,

para cada x ∈ X y a ∈ (0,∞), luego, dado que ∆ es continua, se garantiza

que Q es fuertemente continua.

Para verificar la Suposición 3.1, sea

f(x) = 0

para cada x ∈ X. Luego, si se considera la poĺıtica determinista estacionaria

f∞ = {f, f, . . .}, entonces

V (f∞, x) = Ef
∞

x

[ ∞∑
t=0

αtγe−γ(0t−1ξt−1−0t)

]

= Ef
∞

x

[ ∞∑
t=0

αtγ

]

= γ
∞∑
t=0

αt

=
γ

1− α
<∞.

Es decir, existe una poĺıtica π = f∞ ∈ Π, tal que V (π, x) < ∞, para cada

x ∈ X.
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Ahora se puede aplicar el algoritmo de programación dinámica; para ello

inicialmente se deben hallar las funciones de iteración de valores:

v0(x) = 0,

vn(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∫
X
vn−1(y)Q(dy|x, a)

}
para cada x ∈ X.

Aunque el ejemplo no presenta mayor complejidad en su formulación

y en la verificación de hipótesis, la obtención de las funciones de iteración

de valores no resulta tan sencilla. A continuación se presenta un ejemplo

numérico para el cual se presentan las primeras tres iteraciones donde se

aplica el algoritmo de programación dinámica.

3.3.1. Ejemplo Numérico

Para este ejemplo se hacen las siguientes consideraciones:

1. Para cada t ≥ 0,

ξt ∼ Log-N

(
−1

2
, 1

)
,

es decir, ξt sigue una distribución Log-Normal con E[ξt] = 1 y V ar[ξt] =

e− 1.

2. El coeficiente de aversión absoluta al riesgo es γ = 1
2 .

3. El factor de descuento α se considera igual a 1
2 .

Observación 3.3. La suposición 1 está basada en [15] donde se justifica el

uso de esta distribución cuando se modelan procesos de inversión.

Por las suposiciones anteriores, la función de costos está dada por c(x, a) =
1
2e
− 1

2
(x−a), para cada (x, a) ∈ K y el criterio de rendimiento está dado por

V (π, x) = Eπx

[
2∑
t=0

(
1

2

)t 1

2
e−

1
2

(xt−at)

]
,

para cada π ∈ Π y x ∈ X.
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La tarea ahora es hallar las funciones IV. Aśı, dado que v0(x) = 0, para

n = 1 se tiene:

v1(x) = mı́n
a∈[0,x]

{
1

2
e−

1
2

(x−a)

}
=

1

2
e−

1
2
x,

con f1(x) = 0. Ahora, para n = 2

v2(x) = mı́n
a∈[0,x]

{
1

2
e−

1
2

(x−a) +
1

2
E[v1(aξ)]

}
= mı́n

a∈[0,x]

{
1

2
e−

1
2

(x−a) +
1

2
E

[
1

2
e−

1
2
aξ

]}
,

haciendo una expansión en serie de Taylor de orden cuatro para e−
1
2
aξ, se

obtiene

v2(x) ≈ mı́n
a∈[0,x]

{
1

2
e−

1
2

(x−a) +
1

4
E

[
1− 1

2
aξ +

1

8
a2ξ2 − 1

24
a3ξ3 +

1

384
a4ξ4

]}
,

utilizando el hecho de que E[ξ] = 1, E[ξ2] = e, E[ξ3] = e3 y E[ξ4] = e6, se

verifica

v2(x) ≈ mı́n
a∈[0,x]

{
1

2
e−

1
2

(x−a) +
1

4
− 1

8
a+

e

32
a2 − e3

96
a3 +

e6

1536
a4

}
.

Para hallar el punto que minimiza la función entre corchetes se debe uti-

lizar métodos numéricos implementados en el software Mathematica, dando

como resultado que

f2(x) =

{
0, si 0 ≤ x ≤ 1.3863,

g(x), si x > 1.3863,

con g(x) = 0.4716− 2.01e−0.496−0.722x. De manera que

v2(x) =

{
1
2e
− 1

2
x + 1

4 , si 0 ≤ x ≤ 1.3863,

h(x), si x > 1.3863,

con h(x) = 1
2e
− 1

2
(x−g(x)) + 1

4 −
1
8g(x) + e

32(g(x))2 − e3

96(g(x))3 + e6

1536(g(x))4.



58 CAPÍTULO 3. PROBLEMAS CON HORIZONTE INFINITO

Note que para n = 3, resulta complejo poder hallar

v3(x) = mı́n
a∈[0,x]

{
1

2
e−

1
2

(x−a) +
1

2
E[v2(aξ)]

}
,

debido a la forma de v2(·).

Con este ejemplo se prueba que, a pesar de la formulación tan simple

con la que se presenta el problema, en ocasiones no es sencillo hallar una

solución anaĺıtica simple como ocurrió en el problema LQ. Más aún, existe

toda una teoŕıa para la obtención de dichas poĺıticas a partir de métodos

numéricos. Parte de esta teoŕıa puede consultarse en [6].



Conclusiones

El trabajo de tesis se enfocó en el estudio de procesos de decisión de Mar-

kov para los casos total y descontado. En el caso total se estudió el criterio

de rendimiento considerando un horizonte finito y para el caso descontado

se presentan ambos horizontes, finito e infinito. La demostración de valida-

ción de programación dinámica se basó en la construcción de un proceso

martingala, se observa que es posible aprovechar otras caracterizaciones y

propiedades de martingalas para el estudio de problemas de optimización,

sin embargo, dichos enfoques quedan fuera del trabajo de investigación ac-

tual y se pueden retomar en trabajos futuros. Por otro lado, en el caso

de horizonte infinito en el contexto de costos descontados se presenta una

variante de la demostración clásica considerando problemas con costos aco-

tados, definiendo el truncamiento de los costos y de este modo usarlos para

determinar una versión de la ecuación de programación dinámica, una vez

que se determinó para el caso de costos acotados. En cada caṕıtulo se pre-

sentan ejemplos que ilustran la teoŕıa desarrollada, uno muy conocido en

la literatura, denominado LQ y otra propuesta en modelos de crecimiento

económico, en espećıfico, un problema referente a consumo e inversión. Con-

sideramos que el problema LQ es de importancia conocerlo y presentarlo en

un primer estudio de PDM debido a su gran uso en diversas áreas aplica-

das y a que ha sido implementado en métodos de aproximación numérica

a modelos económicos. El segundo ejemplo es una propuesta del autor, el

cual ilustra que a pesar de garantizar la existencia de estrategias óptimas,

no es posible determinar una solución cerrada del mismo; de este modo se

muestra la importancia de implementar métodos numéricos para aproximar

soluciones en el contexto de PDM.

Los problemas que se consideran como consecuencia del trabajo son los

59
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siguientes:

1. Crear modelos usando PDM de problemas y aplicaciones con datos

reales. Por ejemplo, ya que se tiene resuelto el problema LQ, partir de él

para considerar el problema con horizonte aleatorio independiente del

proceso y reunir datos reales de algún proceso sin control. El trabajo

en este caso consistiŕıa en la estimación de los parámetros para la

modelación del proceso.

2. Desarrollar la teoŕıa para solucionar los problemas con criterio de costo

total acumulado y horizonte aleatorio dependiente del proceso. Para

ello, seŕıa conveniente implementar la teoŕıa de tiempos de paro, si-

milar a lo que se hace en [7] cuando se considera el criterio de costo

descontado.

3. Como se observó en el ejemplo de consumo e inversión, en problemas

con función de utilidad de tipo exponencial y dinámica multiplica-

tiva, en general, no es posible determinar directamente una solución

expĺıcita. Sin embargo, en el trabajo de tesis se ilustra que es posible

garantizar la existencia de estrategias óptimas y la validez de progra-

mación dinámica. Este tipo de ejemplos existen en numerosas áreas

por lo que es necesario la implementación de métodos numéricos para

la aproximación de la solución. Algunos de estos métodos son: aproxi-

maciones LQ, métodos proyectivos, algoritmos genéticos, entre otros.

Una referencia en el contexto de modelos económicos donde se pueden

consultar dichos métodos es [6]. Este tipo de métodos abren una ĺınea

de investigación para trabajos futuros dentro del área de PDM.



Apéndice A

Miscelánea de Resultados

Definición A.1. Sea (X, d) un espacio métrico y v : X → R ∪ {+∞} una

función tal que v(x) <∞ para al menos una x ∈ X, diremos que la función

v es semicontinua inferiormente (l.s.c.) en x, si

ĺım inf
n→∞

v(xn) ≥ v(x),

para cualquier sucesión {xn} ⊂ X convergente a x.

Si v es l.s.c. para cada x ∈ X, diremos que es semicontinua inferiormente

(l.s.c.).

La función v es semicontinua superiormente (u.s.c.), si −v es l.s.c.

Observe que v es continua, si y sólo si, es l.s.c. y u.s.c.

Sea L(X) la familia de todas las funciones sobre X que son l.s.c. y

acotadas inferiormente.

Proposición A.1. Si v, v1, . . . , vn pertenecen a L(X), entonces

(a) Las funciones αv, con α ≥ 0, v1 + · · ·+ vn y mı́ni vi, pertenecen a L(X).

(b) Si X es compacto, entonces v alcanza su mı́nimo, esto es, existe un punto

x∗ ∈ X tal que v(x∗) = ı́nfX v(x).

Demostración. La demostración puede hallarse en [2] y [5]. �

Teorema A.1 (Teorema de Convergencia Monótona). Sea {fn} una suce-

sión monótona de funciones medibles no negativas definidas sobre X, supon-
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ga que convergen a una función medible f , entonces∫
X
fdµ = ĺım

n→∞

∫
X
fndµ.

Nota: La sucesión {fn} puede converger a f casi donde quiera, y el teorema

anterior sigue siendo válido.



Apéndice B

Kérneles Estocásticos

Definición B.1. Sea (X, τ) un espacio topológico. La σ-álgebra generada

por τ es la σ-álgebra de Borel y será denotada por B(X).

Definición B.2. X es un espacio de Borel, si X es un conjunto de Borel

de un espacio métrico separable y completo.

Por ejemplo, Rn con la topoloǵıa usual es un espacio de Borel.

Definición B.3. Sean X e Y espacios de Borel. Un kérnel estocástico defi-

nido sobre X dado Y es una función P (·|·) tal que:

(a) P (·|y) es una medida de probabilidad en X, para cada y ∈ Y .

(b) P (B|·) es una variable aleatoria (función medible) en Y para cada B ∈
B(X)

La familia de todos los kérneles estocásticos será denotada por P (X|Y ).

Definición B.4. El kérnel estocástico P ∈ P (X|A) es

a) Débilmente continuo, (o que satisface la propiedad de Feller) si la

función

y 7→
∫
X
v(x)P (dx|y) ∈ C(A)

para cualquier v ∈ C(X).

b) Fuertemente continuo, (o que satisface la propiedad fuerte de Feller)

si la función

y 7→
∫
X
v(x)P (dx|y) ∈ C(A)
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para cualquier v ∈ B(X).

Donde B(X) denota al espacio de Banach de funciones reales sobre X me-

dibles y acotadas bajo la norma del supremo; mientras que C(X) denota al

espacio de Banach de funciones reales sobre X continuas y acotadas bajo la

norma del supremo. Es claro que fuertemente continuo implica débilmente

continuo.

Proposición B.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) P es fuertemente continua.

(b) La función y 7→
∫
X v(x)P (dx|y) es l.s.c. para cada v ∈ B(X).

(c) P (B|·) es continua sobre A, para todo B ∈ B(X).

Proposición B.2. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) P es debilmente continua.

(b) La función y 7→
∫
X v(x)P (dx|y) es l.s.c. para cada v ∈ L(X).

Teorema B.1 (Teorema de Ionescu-Tulcea). Sea X0, X1, . . . , una sucesión

de espacios de Borel y, para n = 0, 1, . . . , se define Yn := X0 × · · · × Xn

e Y :=
∏∞
n=0Xn. Sea ν una medida de probabildad arbitraria sobre X0 y,

para cada n = 0, 1, . . ., sea Pn(dxn+1|yn) un kérnel estocástico sobre Xn+1

dado Yn. Entonces, existe una única medida de probabilidad Pν sobre Y tal

que, para cada rectángulo medible B0 × · · · ×Bn ∈ Yn,

Pν(B0 × · · · ×Bn) =

∫
B0

ν(dx0)

∫
B1

P0(dx1 |x0)

∫
B2

P1(dx2 |x0, x1)

· · ·
∫
Bn

Pn−1(dxn |x0, . . . , xn−1).

Además, para cualquier función medible u sobre Y , la función

x 7→
∫
uyPx(dy)

es medible sobre X0, donde Px representa a Pν cuando ν es la probabilidad

concentrada en x ∈ X0.

Demostración. Ver [2] y [5]. �



Apéndice C

Multifunciones y Selectores

Sean X y A espacios de Borel.

Una multifunción ψ : X → A es una función tal que, ψ(x) es un subcon-

junto no vaćıo de A, x ∈ X. La gráfica de la multifunción ψ es el subconjunto

de X ×A definido como

graf(ψ) := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ ψ(x)}. (C.1)

Definición C.1. Una multifunción ψ : X → A se dice que es:

(a) Borel Medible, si ψ−1(B) ∈ B(X) para cada conjunto abierto B ⊂ A.

(b) Semicontinua superiormente (u.s.c.), si ψ−1(C) es cerrado en X para

cada conjunto cerrado C ⊂ A.

(c) Semicontinua inferiormente (l.s.c.), si ψ−1(C) es abierto en X para cada

conjunto abierto C ⊂ A.

(d) Cerrada, si ψ(x) es cerrado para cada x ∈ X.

(e) Compacta, si ψ(x) es compacto para cada x ∈ X.

Suponga que la multifunción ψ es Borel medible, v : graf(ψ) → R es

una función medible y para cada x ∈ X, definase

v∗ := ı́nf
a∈ψ(x)

v(x, a).

Además, si v(x, ·) alcanza su mı́nimo en algún punto de ψ(x), se escribirá mı́n

en lugar de ı́nf.
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Definición C.2. La función v : graf(ψ) → R se dice inf-compacta sobre

graf(ψ), si para toda x ∈ X y λ ∈ R, el conjunto

{a ∈ ψ(x) : v(x, a) ≤ λ}

es compacto.

Proposición C.1. Suponga que ψ es compacta,

(a) Si v(x, ·) es l.s.c. sobre ψ(x), para cada x ∈ X, entonces existe un selector

f ∈ F tal que, para todo x ∈ X

v(x, f(x)) = v∗(x) = mı́n
a∈ψ(x)

v(x, a),

y además, v∗ es medible.

(b) Si ψ es u.s.c. y v es l.s.c., y acotada inferiormente sobre graf(ψ), enton-

ces existe un selector f ∈ F tal que la relación anterior se cumple y v∗

es l.s.c. y acotada inferiormente en X.

Proposición C.2. Suponga que graf(ψ) es un subconjunto de Borel de

X×A, y que v es l.s.c., acotada inferiormente e inf-compacta sobre graf(ψ),

entonces

(a) Existe un selector f ∈ F tal que

v(x, f(x)) = v∗(x) = mı́n
a∈ψ(x)

v(x, a).

(b) Si además, la multifunción

x 7→ ψ∗(x) := {a ∈ ψ(x) : v∗(x) = v(x, a)},

es l.s.c., entonces v∗ es l.s.c.



Apéndice D

Esperanza Condicional y

Martingalas

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, F ′ una σ-álgebra contenida

en F , y ξ una variable aleatoria. Si ξ es P -integrable, entonces definimos

la Esperaza Condicional de ξ dado F ′, como la variable aleatoria, denotada

por E [ξ|F ′], tal que:

1. E [ξ|F ′] es F ′-medible.

2. Para todo A ∈ F ′, se tiene que
∫
AE [ξ|F ′] dP =

∫
A ξdP .

Si C ∈ F , entonces definimos la probabilidad condicional de C dado F ′

como P (C|F ′) := E [IC |F ′].

Proposición D.1. Sean ξ, η variables aleatorias P -integrables sobre (Ω,F , P )

y sean F ′ y F ′′ σ-álgebras contenidas en F , entonces:

a) Si ξ es una constante k, entonces E [ξ|F ′] = k.

b) E [ξ + η|F ′] = E [ξ|F ′] + E [η|F ′].

c) E [E (ξ|F ′)] = E [ξ].

d) Si ξ es F ′′-medible, entonces E [ξη|F ′] = ξE [η|F ′], en particular, E [ξ|F ′] =

ξ.

e) Si F ′ ⊂ F ′′, entonces E [ξ|F ′] = E [E [ξ|F ′] |F ′′] = E [E [ξ|F ′′] |F ′].
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f) Si ξn ≥ 0, y ξn ↗ ξ, entonces E [ξn|F ′]↗ E [ξ|F ′].

g) Si ξn ≥ 0, entonces E [
∑∞

n=1 ξn|F ′] =
∑∞

n=1E [ξn|F ′].

Definición D.1. Una filtración es una colección de σ−álgebras {Fn}n≥0

tal que Fn ⊆ Fm, siempre que n ≤ m. En particular, la filtración natu-

ral o canónica de un proceso {Xn, n ≥ 0} es aquella sucesión de σ-álgebras

definidas por

Fn = σ(X0, . . . , Xn), n = 0, 1, . . . .

Definición D.2. Un proceso estocástico {Xn, n ≥ 0} es adaptado a una

filtración {Fn}n≥0 si la variable Xn es Fn−medible, para cada n = 0, 1, . . ..

Definición D.3. Se dice que un proceso estocástico (a tiempo discreto)

{Xn, n ≥ 0} es una martingala respecto de una filtración {Fn}n≥0 si cumple:

1. Es integrable.

2. Es adaptado a la filtración.

3. Para cualesquiera n ≤ m,

P (E[Xm|Fn] = Xn) = 1

Ejemplo D.1. Cualquier proceso integrable y adaptado puede transformar-

se en una martingala.

Sea {Xn, n ≥ 0} un proceso integrable adaptado a la filtración {Fn}n≥0.

Defina Y0 = X0 − E[X0] y

Yn =

n∑
k=1

Xk − E[Xk|Fk−1], para n ≥ 1.

Entonces el proceso {Yn, n ≥ 0} es una martingala respecto de la filtración

{Fn}n≥0.

Demostración. En efecto, Xn es integrable pues es una suma finita de va-

riables aleatorias integrables, más aún, como cada Yk ∈ Fn para 1 ≤ k ≤ n,

se tiene que Xn ∈ Fn para cada n ≥ 0. Queda probar que Xn cumple con
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la propiedad de martingala, para ello note que:

E[Xn+1|Fn] = E

[
n+1∑
k=1

(Yk − E[Yk|Fk−1])

∣∣∣∣∣Fn
]

=

n∑
k=1

E [Yk − E[Yk|Fk−1]|Fn] + E [Yn+1 − E[Yn+1|Fn]|Fn]

=

n∑
k=1

(Yk − E[Yk|Fk−1]) + E[Yn+1|Fn]− E[Yn+1|Fn]

= Xn + 0 = Xn,

es decir, para cada n ≥ 0

E[Xn+1|Fn] = Xn,

por lo tanto, {Xn : n ≥ 0} es una martingala.

�

Definición D.4. Una variable aleatoria τ con valores en {0, 1, . . .} ∪ {∞}
es un tiempo de paro respecto de una filtración {Fn}n≥0 si para cada n =

0, 1, . . ., se cumple que (τ ≥ n) ∈ Fn.





Apéndice E

Operadores Contracción

Definición E.1. Sea (V, d) un espacio métrico. Se dice que una función

T : V → V es un operador contracción si para algún α ∈ R, con 0 ≤ α < 1,

se tiene que

d(Tu, Tv) ≤ αd(u, v),

para cada u, v ∈ V .

α es llamado el módulo de T.

Definición E.2. Dada una función T : V → V , la función Tn se define de

manera recursiva por

Tn := T (Tn−1),

para cada n ∈ N, además, T 0 es la función identidad.

Por otro lado, un elemento v∗ de V es llamado un punto fijo de T si Tv∗ = v∗.

Proposición E.1. (Teorema del Punto Fijo de Banach). Sea (V, d) un

espacio métrico completo y T : V → V un operador contracción, entonces

T tiene un único punto fijo, digamos, v∗. Además, para cualesquiera v ∈ V
y n ≥ 0,

d(Tnv, v∗) ≤ αnd(v, v∗).

donde α es el modulo de T .

La funciones vn := Tvn−1 = Tnv son llamadas las aproximaciones sucesivas.

En lo siguiente, el espacio V es usualmente B(X), el espacio de funciones

reales, acotadas y medibles de Banach sobre el espacio de Borel X, con la

norma del supremo, ‖v‖ := supx |v(x)|.
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Proposición E.2. Sea T : B(X)→ B(X) un operador y suponga que:

a) T es monótono, es decir, si u, v ∈ B(X) y u ≤ v, entonces Tu ≤ Tv.

b) Exite un número α ∈ [0, 1), tal que, T (v + c) = Tv + αc, para toda

v ∈ B(X) y cualquier constante c.

Entonces, T es una operador contracción con módulo α.

Demostración. Sean u, v ∈ V . Dado que ‖u − v‖ = supx |u(x) − v(x)|, se

satisface que

(1) u(·) ≤ v(·) + ‖u− v‖, y

(2) v(·) ≤ u(·) + ‖u− v‖.

Entonces, aplicando T a (1) y bajo las condiciones a) y b), se tiene que

Tu(x) ≤ T (v(x) + ‖u− v‖) = Tv(x) + α‖u− v‖,

o bien,

Tu(x)− Tv(x) ≤ α‖u− v‖,

para cada x ∈ X. Luego, realizando el proceso análogo sobre (2), se verifica

que

Tv(x)− Tu(x) ≤ α‖u− v‖,

para cada x ∈ X. Por lo anterior, se obtiene

|Tu(x)− Tv(x)| ≤ α‖u− v‖,

para cada x ∈ X, lo cual implica el resultado deseado, es decir,

‖Tv − Tu‖ ≤ α‖u− v‖,

para cualesquiera u, v ∈ B(X). �
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