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Introduccion

En la presente tesis se abordan los Procesos de Decision de Markov
(PDM) que pertenecen al drea de Teoria de Control Estocédstico. Un PDM a
tiempo discreto es un modelo para la toma secuencial de decisiones cuando
el proceso de interés es observado de forma periddica considerando que pre-
senta incertidumbre en sus transiciones, es decir, se encuentra influenciado
por un ruido aleatorio. Este tipo de modelos aparecen en numerosas cien-
cias aplicadas como son Ingenieria, Economia, Finanzas, etc. En el caso de
Economia, los PDM se aplican a problemas de control de poblaciéon y opti-
mizacién de recursos [18], mientras que en Ingenierfa se desarrollan modelos
de inteligencia artificial [14], por mencionar algunas aplicaciones.

De manera general, un PDM modela un sistema estocastico cuyos esta-
dos son observados de manera periédica por un controlador. La dindamica
de un PDM puede ser descrita de la siguiente manera: en cada periodo de
observacién t, con t = 0,1,..., el controlador decide el control que apli-
card dependiendo del estado actual del sistema, como consecuencia, se paga
un costo que depende del estado del sistema y el control aplicado, poste-
riormente el sistema se traslada a un nuevo estado. En el siguiente periodo
de observacidn, el sistema se encuentra en el nuevo estado y la dindmica
anterior se repite. A la sucesién de controles aplicados en cada periodo se
le conoce como politica. Para evaluar de alguna manera la calidad de cada
politica se define el criterio de rendimiento o funcién objetivo. De esta ma-
nera, el problema de control 6ptimo consiste en encontrar una politica que
optimice el criterio de rendimiento; a dicha politica se le denomina 6ptima.
Un procedimiento para hallar la politica 6ptima estd basado en el principio
de optimalidad de Bellman conocido como Programacién Dinamica.

IX



x Introduccién

La teoria de los PDM y de solucién del problema de control éptimo via
Programacién Dinamica ha sido ampliamente estudiada por autores como
Bertsekas [4], Herndndez Lerma [11], [12], entre otros. Uno de los resultados
principales de tales publicaciones son los teoremas que garantizan la existen-
cia de la solucién del problema de control 6ptimo. De esta forma, una de las
aportaciones de esta tesis consiste en presentar demostraciones alternativas
a las propuestas en los textos de estos autores. Para ello se desarrolla la
teoria de los PDM, se abordan los problemas con horizonte finito e infinito
considerando el criterio de costo descontado, posteriormente se enuncian y
demuestran los teoremas de validacién de programacién dindmica para am-
bos casos.

Una aportacion més de esta tesis estd enfocada en ilustrar la teoria
desarrollada presentando un par de ejemplos. En el caso de los problemas
con horizonte finito se aborda el problema clasico conocido como Lineal
Cuadratico (LQ), retomando la formulacién multidimensional que se hace
en [4], pero desarrollando cuidadosamente la verificacién de condiciones que
justifiquen la implementacién de Programacion Dindmica para hallar una
solucién analitica. En el caso de problemas con horizonte infinito se formula,
un modelo propio de esta tesis que representa un problema de consumo e
inversion; al igual que en el caso anterior, se verifican las condiciones para
la implementacién de PD y se muestra que, a pesar de que se garantiza la
existencia de la politica 6ptima, su representacion explicita sélo puede ha-
cerse a través de métodos numéricos.

La tesis se organiza de la siguiente forma. En el primer capitulo se defi-
nen los Modelos de Decisién de Markov, se definen y clasifican las politicas
de control, se hace un breve recordatorio de la propiedad de Markov para de-
finir formalmente el Proceso de Decisién de Markov, finalmente se presentan
los criterios de rendimiento y el horizonte del proceso para concluir con la
definicién del problema de control éptimo. En el segundo capitulo se plantea
el problema de control con horizonte finito, se enuncia y demuestra el teore-
ma que garantiza la existencia de una politica éptima para dicho problema
y que acredita el uso de programacion dindmica para su solucion; ademsds,
se presentan la condiciones de estructura necesarias que debe satisfacer el
modelo de decisién de Markov; finalmente se desarrolla la teoria sobre el
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problema Lineal Cuadrético asi como un ejemplo numérico del mismo. Por
ultimo, en el tercer capitulo se presenta la teoria referente a la teoria de
PDM con costo descontado y horizonte infinito, una vez més, se enuncia
y prueba el teorema que garantiza la existencia de la politica 6ptima y se

presenta un problema de consumo e inversion.






Capitulo 1

Procesos de Decision de
Markov

En este capitulo se define formalmente un Proceso de Decisiéon de Markov
a tiempo discreto. Para ello se presenta el Modelo de Decisién de Markov
y se desarrollan conceptos relacionados al mismo, como son: criterios de
rendimiento, politicas de control, entre otros. Luego se construye el espacio
y la medida de probabilidad necesarios para definir el proceso y finalmente
se concluye con la presentacion del problema de control éptimo haciendo
algunos comentarios adicionales sobre problemas con horizonte aleatorio.

1.1. Modelo de Decision de Markov

Definicién 1.1. Un Modelo de Decision de Markov (MDM) estacionario, a
tiempo discreto, consiste en una quintupla de la forma:

(X, A {A(z): 2z € X},Q,0),
donde

1. X es un espacio de Borel no vacio, llamado espacio de estados.

2. A es un espacio de Borel no vacio, llamado conjunto de acciones o

controles.

3. {A(z) : x € X} es una familia de subconjuntos medibles de A, donde

1



2 CAPITULO 1. PROCESOS DE DECISION DE MARKOV

A(z) denota al espacio de acciones o controles admisibles cuando el
sistema se encuentra en el estado x € X. El conjunto K de parejas
estado-accion admisibles, esta definido por

K:={(z,a) : 2 € X, a € A(z)},

el cual, se supone, es un conjunto medible del espacio producto X x A.

4. @ es un kérnel estocdstico (ver Definicién B.3) sobre X dado K llamado
ley de transicion.

5. ¢ : K — R es una funcién medible llamada funcién de costo de un
Paso.

Un MDM estacionario a tiempo discreto representa a un sistema es-
tocastico controlado que es observado de manera periddica en los instantes
de tiempo t = 0,1,.... La dindmica que describe este sistema estocasti-
co puede ser detallada de la siguiente manera: si el sistema se encuentra
en el estado x; = x € X al instante ¢t y se aplica la accién (o control)
a; = a € A(x), entonces ocurren dos cosas:

1. Se paga un costo c(z,a).

2. El sistema se traslada a un nuevo estado x¢;1, mediante la distribucién
de probabilidad Q(:|z,a) sobre X, es decir,

Q(B|z,a) = Pr(zi41 € Bloy =z,a; = a), B e B(X),

donde, B(X) denota a la o-dlgebra de Borel de X. Asi, una vez hecha la
transiciéon a un nuevo estado, se elige una nueva accién y la dindmica anterior
se repite.

Observacién 1.1. El modelo de control de Markov de la Definicién 1.1 es
llamado estacionario debido a que sus componentes X, A, () y ¢ no dependen
del pardmetro del tiempo ¢. Si el modelo depende del tiempo, es decir, si el
modelo es de la forma

(Xt,At,{At(IL‘) ::L'EXt}aQtth)a tZO,l,...,

entonces es llamado no estacionario.



1.2. POLITICAS 3

Suposicion 1.1. K contiene la grafica de una funcién medible de X a A,
es decir, existe f : X — A funcién medible, tal que f(x) € A(z), para cada
x € X. El conjunto de estas funciones serda denotado por F y sus elementos
seran llamados selectores de la multifuncion x — A(x).

1.2. Politicas

Para introducir las politicas de control, considere el MDM de la Defini-
cién 1.1 y, para cada t = 0,1, ..., defina el espacio de historias admisibles
hasta el tiempo ¢, H;, como Hy := X y

H, = KixX
= KxH;_;, parat=1,2,....

Un elemento h; de Hy, llamado t-historia admisible o simplemente t-historia,
es un vector de la forma

ht = (1:03 ag,...,Tt—1, atfla'rt)v

con (z;,a;) € Kparacadai=0,...,t—1,y z; € X. Observe que, para cada
t > 1, H; es un subespacio de H; := (X x A)! x X y Hy := Hp.

Definicion 1.2. Una politica de control aleatorizada o simplemente politica
de control, es una sucesion m = {m; : t = 0,1, ...} de kérneles estocdsticos m;
sobre el conjunto de acciones A dado Hl, que satisface

Wt(A(wtﬂht) :1, YV ht EHt, tZO,l,....

El conjunto de todas las politicas es denotado por II.

En términos generales, una politica m = {m;} puede interpretarse co-
mo una sucesién {a;} de variables aleatorias sobre A, tales que, para cada
t-historia y t = 0,1,..., la distribucién de a; es m(+|h), la cual estd con-
centrada en el conjunto de acciones admisibles A(z;). En otras palabras,
cuando usamos una politica arbitratia, la accién que se elige al tiempo ¢
del proceso, es una realizacién de la variable aleatoria a; la cual depende de
toda la historia hy.
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La familia de kérneles estocasticos sobre A dado X serd denotada por
P(A|X). Por otro lado, se define ® como el conjunto de todos los kérne-
les estocastico ¢ € P(A|X) tales que, para cada z € X se satisface que

p(A(z)|z) = 1.
Definicién 1.3. Una politica 7 = {m;} € II se dice:

= Markoviana Aleatorizada, si existe una sucesiéon de kérneles es-
tocasticos {¢:} C ® tal que

Wt(-‘ht) = (pt('|33‘t), Vh€eH, t=0,1,....

Al conjunto de las politicas markovianas aleatorizadas se denota por

Iz

= Markoviana Aleatorizada Estacionaria, si existe ¢ € ® kérnel
estocastico, tal que

mi(-[he) = o(-|we), ¥V he€eHy, t=0,1,....

El conjunto de estas politicas es denotado por Ilgg.

» Determinista, si existe una sucesiéon {g;} de funciones medibles g; :
X — A, tales que, para cada hy € H; y t = 0,1,..., se tiene que
gt(ht) € A(xy) y m(+|he) esta concentrada en gi(hy), es decir,

Wt(C‘ht) = IC[Qt(ht)L v C S B(A)

Al conjunto de las politicas deterministas se le denota por IIp.

» Determinista Markoviana, si existe una sucesién { f;} de funciones
fi € F tal que my(-|h;) estd concentrada en f(z;) € A(z;), para toda
hheH, yt=0,1,....

Este conjunto de politicas es denotado por Ilp,y,.

» Determinista Estacionaria, si existe una funcién f € F tal que,
m¢(-|h) estd concentrada en f(x;) € A(xy), para toda hy € Hy y t =
0,1,....

De esta manera, IIpg denota al conjunto de politicas deterministas
estacionarias.
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Observacién 1.2. La Suposicién 1.1 garantiza que F es no vacio, y por lo
tanto, II también lo es. Esto se debe a que cada f € F puede ser identificada
por un kérnel estocastico ¢, de la siguiente manera:

o(Cla) = Ic(f(x)),

para cada C € B(A) y z € X.
Por otro lado,
IIgs C gy C 11,

y a su vez
IIps C lipy C lIp CII.

1.3. Proceso de Decisiéon de Markov

Antes de construir el Proceso de Decision de Markov, se define el Proceso
de Markov y con él la propiedad del mismo nombre, la cual de manera
general senala que, dado el estado actual del sistema, el pasado no tiene

influencia en el estado futuro.

Definicién 1.4. Sea {R;} una sucesién de kérneles estocasticos en P(X|X)
y considere {x;} un proceso estocastico sobre X. Se dice que {z:} es un
Proceso de Markov no homogéneo con kérneles de transicion {R;}, si para
cada B € B(X), ig,...,it-1,x € X yt=0,1,...

P(z¢41 € Blxg = o, ..., = ) = P(2441 € Blay = ) = Ry(Blze = z).

La primera igualdad es conocida como Propiedad de Markov.

Observacién 1.1. En la definicién anterior, si { R;} es invariante en el tiem-
po, es decir, si R; es igual a R para toda t = 0,1,..., con R € P(X|X),
entonces {z;} se dice un Proceso de Markov homogéneo con kérnel de tran-
sicién R.

1.3.1. Construccion

Sea (2, F) un espacio medible conformado por el espacio muestral canéni-
co Q= Hy = (X x A)*® y F su correspondiente o-algebra producto. Los
elementos de 2 son de la forma w = (z¢, ag, z1,a1,...),conz; € X y a; € A
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para toda t = 0,1,...; las proyecciones x;, a; de {2 sobre los conjuntos X y
A son llamadas variables de estado y accion, respectivamente.

Note que Hy = K C €, donde Hy, es llamado espacio de historias
admisibles, y para cada (xg,ag,z1,a1,...) € Hy se tiene que (z4,a;) € K,
para cada t =0,1,....

Sean 7 € II una politica de control arbitraria y zo = x € X un esta-
do inicial. Entonces, por el Teorema de Ionescu-Tulcea (ver Teorema B.1,
Apéndice B), existe una unica medida de probabilidad PJ sobre (€2, F), més
aun, para toda B € B(X), C € B(A),z € X,ac€ Ay hy € H;

P;(at € C|ht) = 7Tt(C|ht), (11)
Pl (zi41 € Blht,ap =a) = Q(Blze =z,a¢ = a). (1.2)

El operador esperanza inducido por la medida de probabilidad P es deno-
tado por ET.

Definicién 1.5. El proceso estocastico (2, F, P7,{z:}) es llamado Proceso
de Decision de Markov (PDM) a tiempo discreto.

Observacién 1.3. En general, en lugar de un estado inicial x € X, se puede
dar una medida de probabilidad v sobre X, llamada distribucion inicial, la
cual, para cada B € B(X) satisface que

PT(z € B) = v(B).

La ecuacién (1.2) es una condicién similar a la propiedad de Markov, ya
que, como se observa en el lado derecho de la ecuacién, la probabilidad de
transicion no depende de la historia completa (h;) del proceso, sino unica-
mente del estado = y la accién a, correspondientes al instante anterior. Sin
embargo, en general, el proceso {z;} no es Markoviano en el sentido usual.
A pesar de ello, si la eleccién de la politica 7 se limita al conjunto ITgas
(o IIpar), entonces {z;} resulta ser un proceso de Markov. En la siguiente
proposicién se prueba esta afirmacién.

Proposicion 1.1. Considere un proceso de decision de Markov y v una
distribucién inicial. Si 7 = {;} € g, entonces {z;} es un Proceso de
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Markov no homogéneo con kérneles de transicién {Q(-|-, ¢¢)}, es decir, para
cada B € B(X), ig,...,it-1,2 € X yt=0,1,...,

PJ(zt41 € Blzg =g, ...,x¢ =) = PJ (2141 € Blzy =)
= Q(Blz¢, 1), (1.3)
en donde,
Qllep) = [ Qn,a)p(dala). (14)

En particular, si 7 = {f;} € lIpyy, la igualdad de (1.3) se conserva para
los kérneles de transicion Q(-|-, ft). Mds atn, para politicas estacionarias
©>* € Ilgs y f* € Ipg, {z:} es un Proceso de Markov homogéneo con
kérnel de transicién Q(+|-, ¢) y Q(-|-, f), respectivamente.

Demostracion. Sea m = {m;} € II una politica arbitraria, entonces se satis-
face que

P (e € Blho) = [ QBlai = w00 = ajmdalh),
A

para cada B € B(X), ht == (io,jo, .. .,itfl,jtfl,l‘) € Ht y t= O, 1, e
En efecto, por las propiedades de Esperanza Condicional (Proposicién

D.1), se tiene que

P;r(xt_t,_l S B’ht) = ELT[PJ(ZEt_A,_l S B’htvat = a)’ht]
= EZ:[Q(.ft_J,_l S B‘$t =x,a; = a)|ht]

= / Q(B|z: = x,ar = a)m(dalhy).
A
En particular, si m = {¢;} € IIrn, por la ecuacion (1.4), se verifica que

Pl (xi41 € Blhy) = /AQ(B’%: =z, a; = a)pi(dalhy)
= Q(Blry =, ).
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Asi, ocupando nuevamente la Proposicién D.1, se concluye que

PJ(zi41 € Blwg =g, ..., xs =z) = EJ[P] (141 € Blh)|lzo =10, ...,z = 7]
= Q(let = Z‘,(,Ot)-

De manera similar

Pl (x441 € Blxy =x) = EJ[P] (2441 € Blhy)|xy = x]
= Q(B|.%’t =, 9015)7

concluyendo con ello la demostracién.

1.4. El Problema de Control ()ptimo

Una vez que se ha construido el proceso de decisién de Markov, se pro-
sigue a completar la descripcién del problema de control optimo; para ello
se requiere de una funcion objetivo o criterio de rendimiento, que medira en
algin sentido la calidad de cada politica a través de la sucesién de costos

que genera.

Sin embargo, antes de definir estos criterios, se debe considerar el hori-
zonte de planeacion u horizonte del problema, es decir, el periodo de tiempo
en el cual se observara el proceso.

En general, se pueden definir dos tipos de horizonte, el caso finito y el
caso infinito. Kl caso finito es utilizado cuando el interés principal es conocer
el comportamiento del proceso durante un intervalo de tiempo determinado,
mientras que el caso infinito se emplea cuando no se puede precisar una cota
a priori al término de la planeacion.

Los ejemplos con horizonte finito abundan en los procesos asociados al
ambito financiero, ya que en ellos se consideran periodos de planeacion es-
trictos donde se obervan, por ejemplo, el nivel de inventario de una empresa,
las utilidades que percibe un inversionista al final de un contrato, o incluso,
problemas de un sélo paso donde se decide entre ejercer o no el derecho
que concede una opcién Europea sobre algin bien subyacente [3]. Por otro
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lado, existen procesos que, aunque no se “observan” de manera infinita, se
pueden considerar de horizonte infinito debido al gran ntimero de periodos
que se estudian, por ejemplo, al considerar redes de sensores inalambricos
en donde el periodo entre observaciones es de fracciones de segundo [1], o
bien, el nivel de combustible en cada hora en una red de gasolineras [17].

De la misma manera, puede considerarse que el horizonte de planeacion
es aleatorio, sin embargo, como se desarrollard mas adelante, bajo las con-
diciones necesarias el problema con horizonte aleatorio puede asociarse con
un problema de horizonte finito (o infinito) equivalente.

A continuacién se definen los Criterios de Costo Total Acumulado y de
Costo Total Descontado, los cuales serdan utilizados para el desarrollo de esta
tesis.

Definicién 1.6. Considere un PDM fijo, un conjunto de politicas Il y N €
IN U {+00} arbitrario. Se dice que la funcién V : II x X — R, es un criterio
de rendimiento o funcion objetivo con horizonte de planeacion N, de tipo

s Costo Total Acumulado, si para cada x € X y 7 € 11,

N—-1
> c(:ct,at)] ;
t=0

V(m,z) = ET

o es de tipo

= Costo Total Descontado, si para cada x € X y w € Il

N-1
Z ale(wy, at)] ,
t=0

donde a € (0, 1), es conocida como el factor de descuento.

V(m,z) = EI

Observe que el criterio de costo total acumulado no es més que la suma
de los costos que se van generando en cada etapa del proceso, mientras
que el costo total descontado introduce un factor de descuento constante «
para “traer los costos a valor presente”. En ambos casos se toma la esperanza
inducida por la medida de probabilidad P, debido a que se trata de variables
aleatorias.
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Observacioén 1.2. Cada uno de estos criterios tiene una funciéon equivalente
cuando el MDM es no estacionario, en el sentido de que ¢ depende del tiempo,
y cuando el factor de descuento no es constante. Estas consideraciones en
la definicion se realizardn cuando sean necesarias para el desarrollo de este

trabajo.

Definicion 1.7. La funcion de wvalor dptimo, o simplemente funcion de
valor, se define, para cada x € X, como:

V*(x) == inf V(m,x).
mell
De esta manera, el Problema de Control Optimo consiste en hallar la
politica 7* € Il que satisfaga:

V¥ (z)=V(r*,z), VzelX. (1.5)

La politica 7* € II que satisface (1.5) es conocida como politica dptima.

1.4.1. Horizonte Aleatorio

Como se mencioné anteriormente, para la formulacién del problema de
control éptimo debe definirse el horizonte de planeacién. Sin embargo, en
algunas aplicaciones es adecuado considerar un horizonte dado por una va-
riable aleatoria que dependa de algin evento de interés relacionado con el
proceso o independiente del mismo. Numerosos ejemplos de estos problemas
son encontrados en aplicaciones de finanzas, en los denominados Problemas
de Paro Optimo (ver [3]), mientras que la teorfa es ampliamente desarrollada
en trabajos como [8], [13] y [19], por mencionar algunos.

De esta manera, el problema con horizonte aleatorio puede plantearse
como sigue: considere el proceso de decisién de Markov de la Definicién 1.5
con horizonte de planeacién 7, donde 7 es una variable aleatoria (v.a.) sobre
(@, F") con soporte un subconjunto de INU {4+o00}. Se define el criterio de

Zc(xt, at)] , (1.6)

t=0

rendimiento como

Vi(r,z) =FE

para cada w € Il y x € X, donde E representa la esperanza respecto a la
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distribucién conjunta del proceso {(z¢,a1)} y 7.

A continuacién se muestra cémo la funcién definida en (1.6) es equivalen-
te a otro criterio de rendimiento con horizonte infinito (o finito), dependiente
de la relacién de 7 con el PDM.

Horizonte independiente del proceso

Considere a 7 como una v.a. con soporte {0,1,...,T}, donde T' € INU
{0}, v defina p,, = P(7 = n), ademads, se asume que para cada z € X y
7 € 11, el proceso inducido {(z,a;)} es independiente de 7. Note que, bajo

d

Z $t7at)

t=0

esta suposicion se satisface lo siguiente:

E

zT: c(zy, at)] = Z c(zy, ar)
t=0 =0
= Z anTr

T

= anZE;T[C(iftvat)]
= Zan xt,at)]

t=0 n=t

T
Zptc(wt, at)] 5

t=0

T:n]

— FET

T

dondePt::ZZ:tpn:P(TZt), t=0,1,2,...,7T.

Con esto, el problema de control éptimo con horizonte aleatorio 7 es
equivalente al problema de control con horizonte de planeacién T y costo
no homogéneo Pic(-). Asi mismo, el problema resultante serd de horizonte
finito o infinito dependiendo si T' < co o T' = o0, respectivamente. El caso
cuando T' < oo puede consultarse en [8].
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Horizonte dependiente del proceso

Para este caso, se considera a K € B(X) y se define 7 := inf{i € IN :
x; € K}. Bajo esta definicién, 7 es un tiempo de paro (ver Definicién D.4,
Apéndice D) respecto a la filtracién natural {F;} generada por el proce-
so {(x¢,a)}. Asi, la funcién objetivo para el problema de control 6ptimo,
considerando el criterio de costo total, estd dada por:

T—1
Zc (¢, ay ] , (1.7)
t=0

Vi(r,x) =F

paracadaz € X y w € 1L.

Observe que, dada la funciéon de costo en un paso ¢ : K — R, se puede
definir la funcién

C;(l‘, a) = C('% a)I{t<T}a

para cada (x,a) € K, de manera que la funcién objetivo dada por la ecuacién
(1.7), es equivalente a la funcién

Vi (m,x) =

(e.)

Z Cy Hi't, CLt ]

t=0

oo

Z c(xt, at I{z<7’}]
=0

Con esto, el problema de control con horizonte aleatorio, se ha converti-

do en un problema de horizonte infinito con funcién de costos ¢’. A pesar de
ello, este nuevo problema no es menos complejo, por lo que no se desarrolla
en lo posterior, sin embargo, en [7] puede consultarse la solucién cuando el
problema considera el criterio de costo total descontado.

En esta tesis se presentan los resultados para los problemas de control
con horizonte determinista, sin embargo, el material que se desarrolla en
el siguiente capitulo puede ser aplicado para la soluciéon del problema con
horizonte aleatorio independiente del proceso, al menos cuando el soporte
de la variable aleatoria 7 es finito.



Capitulo 2

Problemas con Horizonte
Finito

Considere un Modelo de Decisiéon de Markov a tiempo discreto no esta-
cionario, dado por:

(X, A {A(x) sz € X},Q, ),

asi como, el criterio de rendimiento de costo total acumulado con horizonte
finito NV, definido por:

V(r,z) = EI

N-1
Z Ct(fL’t, at)] .

t=0

El hecho de considerar un MDM no estacionario estd motivado por la
ultima seccién del capitulo anterior, en donde se senala que algunos pro-
blemas de control éptimo con horizonte aleatorio pueden ser equivalentes a
problemas con funcién de costos no homogénea.

El objetivo principal de este capitulo es presentar como la programacion
dindmica puede ser utilizada para hallar la solucién del problema de control
optimo. Este método permitird encontrar tanto a la funcién de valor 6ptimo
V*, como a la politica éptima 7*. Sin embargo, para hallar 7* se requiere
de condiciones generales para la funciéon de costos de manera que se pueda
garantizar la solucién de problema de control 6ptimo; estas condiciones se

13
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presentan en la Seccién 2.1. Posteriormente se enuncia y se demuestra el
Teorema de Programacién Dindmica para PDM; se dan algunas formas al-
ternativas de la ecuacién de programacién dinamica y finalmente se presenta
un ejemplo clasico en la teoria de los PDM conocido como Problema Lineal
Cuadratico. Este problema se resuelve utilizando programacién dinamica y
se da un ejemplo numérico para visualizar una de sus caracteristicas mas
importantes.

2.1. Selecciéon Medible

Suposicién 2.1. (Seleccién Medible) Consideremos un modelo de con-
trol de Markov y una funcién medible u : X — R dada, entonces la funcién
u* definida para cada x € X como

wwy= it fetwa+ [ e,
acA(x) X

es medible y existe un selector f € F tal que la funcién entre llaves alcanza

su minimo en f(z) € A(x), para toda z € X, es decir,

u*(x) =C($,f(iv))+/XU(@/)Q(dy!x7f(x))-

En conclusion, si esta suposiciéon ocurre, entonces se puede cambiar infimo
por minimo.

En la mayoria de los problemas aplicados, la Suposicién de Seleccién
Médible puede ser verificada directamente, sin embargo, desde un punto de
vista tedrico, es conveniente tener condiciones generales bajo las cuales esta
hipétesis es verdadera. Estas condiciones son obtenidas usualmente a partir
de los teoremas de seleccién medible (Apéndice C). De la misma forma,
se puede probar que bajo cualquiera de las Condiciones 2.1, 2.2 o0 2.3, la
Suposicién de Seleccion Medible se verifica.

Condicién 2.1. a) La funcién de costos ¢ es semicontinua inferiormen-
te (l.s.c., ver Apéndice A), acotada inferiormente e inf-compacta (ver
Apéndice C) sobre K.

b) La ley de transicién @ es:
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1) Débilmente continua, es decir, la funcién

@@wféwmmwmw,

es continua y acotada en K para cada funcién v continua y acotada
sobre X, 6

11) Fuertemente continua, es decir, la funcién

@ﬂwaﬁmwmwm@,

es continua y acotada en K para cada funcién v medible y acotada
sobre X.

Teorema 2.1. Bajo la Condicién 2.1 se tiene que, para cualquier funcién
u : X — R medible y no negativa, la Suposiciéon de Seleccion Medible se
satisface.

Demostracion. Para una demostracién detallada consultar [12]. [

Ademas de la Condicidn 2.1, existen otras que permiten que la Suposicién
de Seleccion Médible se cumpla, por ejemplo:

Condicion 2.2.
a) El conjunto de controles admisibles A(x) es compacto para cada = € X.
b) La funcién de costo ¢(z,-) es l.s.c. en A(z) para cada z € X.

¢) La funcién v'(x,a) = [y v(y)Q(dy|z,a) sobre K, satisface una de las
siguientes condiciones:

1) v’ es Ls.c. sobre A(x) para cada x € X y cada funcién v continua y
acotada sobre X.

11) v’ es l.s.c. sobre A(x) para cada x € X y cada funcién v medible y
acotada sobre X.

Condicién 2.3.

a) A(z) es compacto para cada x € X, y la multifuncién x — A(x) es u.s.c.
(ver Definicién C.1, Apéndice C)



16 CAPITULO 2. PROBLEMAS CON HORIZONTE FINITO

b) La funcién de costo c es l.s.c. y acotada inferiormente.
c¢) La ley de transicién @ es

1) Débilmente continua, 6

11) Fuertemente continua.
Teorema 2.2. Para cualquier funciéon u : X — R medible y no negativa,
las Condiciones 2.2 y 2.3 implican la condicién de seleccién medible. Mas

aun, bajo 2.2 (I) y 2.3 (I) es suficiente tomar a u como no negativa y l.s.c.;
y bajo 2.3 (II) la funcién u* es Ls.c.

Demostracion. La demostracién puede encontrarse en [12]. |

2.2. Teorema de Programacién Dinamica

El siguiente teorema presenta un método de solucién para el problema
de control 6ptimo con horizonte finito garantizando la existencia de una
politica 6ptima determinista de Markov. Una de las aportaciones de esta tesis
sobre este teorema es la demostracién, la cual es distinta a la presentada en
referencias como [12] y [20], ya que se basa en la construccién de un proceso
martingala.

Teorema 2.3. Sean V{, V1, ..., Vy funciones sobre X definida por
Vn(z) =0, (2.1)

y para cadat=0,1,.... N — 1,

Vi(z) = min {Ct(x,a)+/X‘/2+1(9)Q(dy$7a)}- (2.2)

z€A(x)

Bajo la Suposicién de Seleccién Medible (Suposicién 2.1), estas funciones
son medibles y para cada t = 0,1,..., N — 1, existen selectores f; € IF con
fi(x) € A(z), tal que

Vie) = e, ful)) + /X Vier (0)Q(dylz, fu(x)).
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Entonces, la politica determinista de Markov 7* = {fo, f1, ..., fN—1} es
6ptima y la funcién de valor éptimo V* es Vj, es decir, para x € X se verifica
que V*(z) = V(r*,z) = V(z).

La relacién (2.2) es conocida como la Ecuacion de Programacion Dindmi-
ca (EPD) junto con su condicién inicial (2.1).

Demostracion. Sea m = {m} una politica arbitraria y 2 € X un estado
inicial cualquiera.

Considere el proceso {Vi(z¢):t=0,1,...}, con Vi(z;) = 0 para cada
t=N,N +1,.... Claramente este nuevo proceso es adaptado a la filtraciéon
natural generada por el proceso original, la cual se denota por {F;}.

Ahora, defina Yy = Vp(x) — EZ [Vo(x)], y para cadan = 1,2,.. ., sea

n

Yo=Y {Vi(wr) — Ef[Va(ao)| Fer]} -

t=1

Por el Ejemplo D.1 del Apéndice D, {Y,,,n > 0} es una martingala,
ademds, ET[Y,] =0 para cadan =0,1,....
Por lo anterior, se satisface lo siguiente:

N—-1
Ef[Yno1] = Ej | {Vilwe) = E7[Vi(zo)|Fer]}
t=1

=z

(B Vi(ae)] = EZ[EZ [Vi(20) | Feall}

Il
i

2
L

= {E2 Vi(wo)] = EZ[Vi(we)|we, acl} - (2.3)
1

~+~
I

Note que, para cadat=0,1,...,N — 1 y cada z € X, se tiene:

Vo) < alaa) + [ Va@)Qlza). Vee AG), (24)

también

Bz WVisa(orn)] = [ Vi ()Qdslans o).
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Por lo anterior, partiendo de (2.3), se satisfacen las siguientes relaciones:

N-1
EIYn_1] <Y A{EFe(@e ar) + Ef [Vigr (@eg) |z, ar] — EX[Vi(zo)]} (2.5)

t=1

N—-1 N-1
Elci(z,a)] + Y {EI Vi (ze41)] — EF [Vi(a)]}
= V(m )= Ef[co(w,a0)] + E7 [Vn(zn)] — EZ[Vi(z1)]
= V(mz) = Ef[co(w,a0) + EZ[Vi(z1)]]. (2.6)

Ademads, como ET[Yny_1] =0, por (2.4) y (2.6), es valido que
Vote) < B |afean) + [ V)@ ao)] < V().
X

Es decir, dado que 7 es una politica arbitraria y x es un estado inicial
cualquiera, se concluye que

W(z) < V(mzx), Vrell, VzelX.

Ahora se probara que la politica 7* es 6ptima. Por el resultado anterior,
bastara probar que V(7*,z) = Vy(z), para cada x € X.

Considere la politica determinista de Markov 7* = {fo, f1,..., [n—1},
donde, para cada t =0,1,...,N — 1, fi(x) € A(z) es tal que

Vile) = crla fola)) + /X Ve (9)Q(dyla, fil2)). (2.7)

para cada x € X. Luego, sea x € X arbitrario, a partir de las ecuaciones
(2.3) y (2.7), se satisface lo siguiente:

2

EX [Yn-1] =

1

{EX Vi) - BT Wien) |

i

(]

{E;T* et (e, fi(@e)) + B [Vigr (@egr) e, f(@0)]] — BF [W(@“tﬂ}

t=1

™, x) — EY [eo(w, fo(z)) + EF [Vi(a)]]
7 x) — Vo(x).

T
g
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Una vez més, dado que ET [Yy_1] = 0y z € X es arbitrario, se concluye
que
Wo(z) =V (7", x), VaoelX.

Es decir, la politica 7* es éptima. |

Observacién 2.1. Como se mencioné anteriormente, con el Teorema 2.3
se puede garantizar la existencia de la solucién al problema con horizonte
aleatorio independiente del proceso, ya que, como se probé en la Subseccion
1.4.1, el problema mencionado es equivalente al problema con criterio de
rendimiento dado por

V(m,z) = EZ

T
Z Pie(ay, at)] ’
t=0

donde P; == Zgztpn =P(r>t),t=0,1,2,...,T.
Cabe senalar, que las hipdtesis del Teorema 2.3 se satisfacen siempre
que:

1. T eN;
2. c es l.s.c., acotada inferiormente e inf-compacta sobre K, y;

3. @ es débilmente continua 6 fuertemente continua.

2.3. Variantes de la Ecuacion de Programacion
Dinamica (EPD)

A menudo es conveniente reescribir la EPD en otras formas convenientes
y apropiadas. En esta seccién se presentan algunas de las formas alternativas
mas frecuentes y que seran de utilidad en los ejemplos que se desarrollan al
final del capitulo.
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2.3.1. Modelo de Ecuaciones en Diferencia

En algunas aplicaciones la ley de transicién () es inducida por una ecua-
cion en diferencias estocasticas dada de manera general por:

Ti41 = F(xt,at,ft),

parat =0,1,..., y g = x conocido. Donde {{;} es una sucesién de varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) que toman
valores en un espacio de Borel S, con funcién de distribuciéon comuin y e in-
dependientes del estado inicial zg. La funciéon que describe la dinamica del
sistema, F' : K x § — X, es una funcién medible conocida. En este caso,
para cada B € B(X) y (z,a) € K, la ley de transicién @ estd dada por:

Q(Blr,a) = P
P
= P

—

Tiy1 € Bloy = x,a0 = a)

—~

F(:Etaatagt) € B|I‘t =T,at = CL)
F(fﬂ,a,ft) € B)

= IB<F(x7a7 S))M(d*s)
IB(F(J}: a, f))]a

—

I
B3

donde F denota la esperanza inducida por la distribucién u. Luego, por el
teorema de cambio de variable, para cualquier funcién v medible sobre X,
se tiene

Bloarslee =0 =al = [ o)Qdslza)
= [oFaas)us)
— El(F(z,0,6)

en el sentido que, si una de las integrales existe, entonces las otras existen y
son iguales.

Observaciéon 2.1. Si & tiene funcién de densidad comin A para cada
t=0,1,..., se satisface que

Q(B|1:,a):/IB(F(:E,Q,S))A(S)CZS,

S
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y también
Ev(zit1)|ze = 2,00 = a] = /U(F(:c,a, s))A(s)ds.

Por lo anterior, la EPD puede reescribirse, para cada = € X, como

y paracadat=0,1,...,N — 1,

Vilz) = mm){c(x,a)+/Sv;+1(F(x,a,s))u(ds)}

a€A(z
= min {c(z,a) + E[Vi11(F(z,a,8))]} -
acA(x)
Ademas, si la funcién de costo depende de manera explicita de la variable
aleatoria &, es decir, ¢(z, a, &), entonces

Elc(z, a,&) + Vi1 (F(z,0,8))] = /S[C(x,a,S) + Vi1 (F(x, a, 8))]p(ds).

2.3.2. Forma Hacia Adelante de la EPD

En las funciones definidas por la ecuacién (2.2) del Teorema 2.3, se ve-
rifica que V; depende de Vi, 1 para cadat =0,1,..., N — 1, sin embargo, en
algunas ocasiones es conveniente trabajar “hacia adelante”.

Para ello, definimos a v, = Vy_¢, para cada t =0,1,..., N y escribimos
la EPD “hacia adelante” como

yparat=1,..., N,

ve(x) = min {c(w, a) —|—/ vi—1(y)Q(dy|z, a)} . (2.8)
acA(z) X

Maés aun, si f; € F es el selector que minimiza el lado derecho de la EPD,

entonces gy '= fy_¢, parat = 1,..., N, minimiza el lado derecho de (2.8).

Asi, en términos de las funciones v, la conclusién del Teorema 2.3 puede ser

replanteada de la siguiente manera: 7 = {gn,9gn—1,...,91} es una politica
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optima y la funcién de valor éptimo es

es decir, para toda x € X

uvn(z) = inf V(m, x).

mell

Las funciones vy son llamadas funciones de iteracion de valores (IV).

2.3.3. Criterio de Costo Descontado

Considere ahora el criterio de rendimiento de Costo Total Descontado
para cada m € Il y « € X definido por

N-1
Z ale(wy, at)] ,
t=0

V(m,z) = ET

con el factor de descuento « € (0,1).
Note que, si ci(x,a) = ale(w,a), entonces se tiene el mismo problema

para el cual se prob6 el Teorema 2.3. De esta manera, la EPD es de la forma

y paracadat=0,1,...,N — 1,

V) = min falc(ea)+ [ VinQUlso

a€A(x

= i {atea+ [ VinwQlso]
a€A(x) X
para cada z € X.

Sin embargo, en algunos textos es comun que se haga una transformacion
en la EPD con el fin de desarrollar la teoria a partir de una funciéon de
costos que no dependa de t. Para ello, se define Ji(-) = a Vi(-), para
t=0,1,..., N, luego, para cada = € X,
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y paracadat=0,1,...,N — 1,

Ji(z) = min {c(x,a) —I—a/ Jt+1(y)Q(dy|x,a)},
a€A(x) X

asi, el Teorema de Programacién Dindmica se sigue cumpliendo para las

funciones J;, pero ahora con un MDM homogéneo.

2.4. Ejemplo: Lineal Cuadratico (LQ)

En esta seccion se considera un problema ampliamente estudiado dentro
de los PDM, el modelo es conocido como Lineal Cuadratico (LQ, por sus
siglas en inglés), el cual lleva ese nombre porque la dindmica que sigue es
de tipo lineal, mientras que la funcién de costos involucra el cuadrado del
estado y el cuadrado de la accion.

El modelo LQ es una formulacién popular de un problema de regulacién,
donde el objetivo principal es mantener al sistema cerca del origen de coor-
denadas. Tales problemas son comunes en la teoria de control automatico.

El uso de la funcién cuadratica es razonable debido a que induce una
penalizacion alta para grandes desviaciones del estado del sistema respecto
del origen, mientras que el costo es pequeno si el sistema se encuentra cerca
del origen. Cabe senalar que la funcién cuadrética es usada frecuentemente,
incluso cuando ello no es completamente justificado, debido a que conduce

hacia una solucién analitica simple.

Para dar paso a la formulacién del problema, se presenta la dindmica del
sistema, la cual estd dada por la siguiente ecuacion en diferencias

Tep1 = nwe + frar +&, t=0,1,...,N -1 (2.9)
Mientras que las funciones de costo estan dadas por
ct(a:t,at) = x;Qtl't—F(l;Ttat, t=20,1,...,N —1, (210)

donde, para cadat =0,1,..., N —1, z; y a; son vectores con entradas reales
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de dimensién n y m, respectivamente, es decir, X = R" y A = R™. Las
matrices v, B¢, q¢ v T+ son conocidas y de dimension apropiada. Por otro
lado, {&} son vectores aleatorios que toman valores en S = R". Asi mismo,
el vector o matriz seguido por un apédstrofe (") corresponde a la transpuesta
de dicho elemento.

Con lo anterior, el problema que se desea resolver es minimizar el costo
total acumulado, por lo que la funcién objetivo estd dada por:

8

(]

N-1
. [ Ct(mt, at)

[y

(Tyqre + aértat)] )
paracadam e lly z € X.

Sin embargo, para el desarrollo del problema se presentan las siguientes
suposiciones de estructura.

Suposicién 2.2. La sucesién {{;} estd compuesta de vectores aleatorios
i.i.d. con funcién de densidad de probabilidad A conocida, méas atn, la
sucesién {&} es independiente del proceso {x;} y de {a;} para cada t =
0,1,..., N —1; por otro lado, cada &; tiene media cero y segundo momento
finito. Ademads, para cadat=0,1,...,N — 1,

1. El vector a; no tiene restricciones, es decir, A(z;) = A.
2. Las matrices ¢ y B¢ son no singulares.

3. ¢: es una matriz simétrica y semidefinida positiva.

4. La matriz r; es simétrica y definida positiva.

Note que bajo estas suposiciones, se considera que las varibles aleatorias
& se distribuyen segin una funcién de densidad general A, sin embargo,
en numerosas aplicaciones se supone que cada & tiene distribucion Gaus-
stana, estos problemas son ampliamente conocidos como Problemas Lineal
Cuadrético Gaussianos LQG y ejemplos de ellos son mencionados en [9] y
[16].
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Lema 2.1. Bajo la Suposicién 2.2, se satisfacen las Condiciones 2.1, es decir,

1. Paracadat =0,1,..., ¢ esl.s.c., acotada inferiormente e inf-compacta
sobre K.

2. La ley de transicién @, inducida por la ecuacién en diferencias (2.9),
es fuertemente continua.

Demostracion. Para la primera parte, considere ¢t € {0,1,...,N — 1}, de
esta manera, ¢; es acotada inferiormente por cero, ya que ¢; es semidefinida
positiva y r; es definida positiva, es decir, para cada x € X, 2'qqz > 0, y
para cada a € A\{0}, a’rsa > 0. Por otro lado, es claro que ¢; es una funcién
continua sobre K.

Resta verificar que ¢; es inf-compacta sobre K, es decir, para todo z € X
y A € R, el conjunto A; z(z) = {a € A(z) : ¢;(x,a) < A} es compacto. Para
ello, como A; \(z) C R™, por el Teorema de Heine-Borel, bastard probar
que A; \(z) es cerrado y acotado.

Sean z € X y A € R, por el contrario, suponga que A; »(x) es no acotado,
entonces existe una sucesion {a,} C A \(z), tal que ||la,|| — oo. Luego, por
la definicion de ¢;

lim ¢ (x,a,) = oo,
n—o0

asi, existe K € IN tal que, para cada m > K, ¢;(x,a,,) > A, lo cual es una
contradiccién, por lo que Ay \(x) es acotado. Ahora, sea {a,} una sucesiéon
en A; z(z), como éste es un conjunto acotado, existe una subsucesién {a,}
tal que @, — a € A, entonces, como 0 < ¢(z,a,) < Ay dado que ¢ es
continua, se tiene que 0 < ¢i(z,a) < A, es decir, a € Ag \(x), por lo que se
concluye que A; »(x) es cerrado.

Por lo anterior, como z y A fueron arbitrarios, se tiene que ¢; es inf-

compacto sobre K.

Ahora, se probara que @) es fuertemente continua, para ello recordemos
que si la dindmica estd dada por una ecuacién en diferencias, se tiene que

Q(Blx,a) = / I5[F(x, 0, 5)]u(ds).

S
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Asi, si A es la funcién densidad de &, se verifica que

Q(B|z,a) = /SIB[%:U + Bra + s)|A(s)ds,
con un cambio de variable se tiene

Q(Blz,a) = / Lol A(u — v — Bra)d,

S

de ello, como A es continua, se garantiza que @) es fuertemente continua. W

De acuerdo al Lema 2.1, se puede aplicar el algoritmo de Programacion
Dinamica; para ello definimos las siguientes funciones, para cada x € X,

Vn(z) =0,
y paracadat=0,1,...,N — 1,
Vi(z) = 161}4{%1) {a:’th + a’rta—i-/V}H(y)Q(dy]a:,a)}
= Eﬁg?) {o'qz + d'ria + E[Vig1(ww + Bra+ &)]} . (2.11)

Luego, para t = N — 1, la ecuacién (2.11) se escribe como

Vn_1(z) = min {2'qn_12+d'rny_1a
a€A(x)
+E[VNn(yv—12 + fn—1a+ En—1)]}

= min {2'qv_1x +d'ry_1a}
acA(x)

= 2'qv_12+ min {dry_1a}.
acA(x)

Como rn_1 es una matriz definida positiva, entonces

3 /
min {ary_ja}t =0
aEA(:v){ N-10} ’

con a = 0,,, donde, 0,, es el vector cero de R™. Por lo tanto,

Vn_i(z) = 2'qn_1z,
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con fx_i(x) = Op,.

Con lo anterior se puede enunciar y probar la siguiente proposicién para
caracterizar a los controles 6ptimos f; y a las funciones V; de manera general.

Proposicién 2.1. Para cada z € X y t € {0,1,..., N — 2}, las funciones
Vi(z) estén dadas por

N-2

Vi(z) = o' Ko + Z E[¢Kj18],
j=t

mientras que el control éptimo para la etapa t, esta dado por
fi (@) = aj = Ly,

con Ly = —(BiKi1Bt + rt) 1B K117 Donde las matrices simétricas K
estan definidas recursivamente como

Ky_1=qn-1,

Ky = 9, (Ki11 — Ke1 BB K1 B +74) ' Bi K1) + gr-

Esta tultima relacién es conocida como la Ecuacion de Riccati a tiempo

discreto.

Demostracion. La prueba se hard de manera recursiva hacia atrds sobre .
De estd manera, para t = N — 2 la ecuacién (2.11) se escribe de la siguiente
forma:

VN_Q(.’E) = ag}ga){x/qN_gx + a'rN_ga
+E[VNn_1(yN—2z + Bn_2a + En—2)]}

= min {2'qnv_or +d'ry_sa
acA(x)

+E[(yN—22 + Bn—2a + En—2)'qn—1(Yn—2@ + Bn_2a + En_2)]}.
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Expandiendo el término dentro de la esperanza, se tiene
Vn_ao(z) = 2'qv_22+ min {d'ry_z2a
acA(x)
+ Elz'yy_ogn-17Nn -2 + 22"y _oqn-18n—2a

+ a'By_o9qn-1BN—20 + (¥'vy_oqn-1+ a'By_oqn-1)En—2
+ &gqn_1(yN—27 + Bn_2a) + ' qn_1€]}.

Después, usando la linealidad de la esperanza y el hecho de que E[¢] = 0,
se pueden eliminar los términos &'qn_1(Yv—_22 + Bn—2a) y (2’7 _oqn—1 +
a'f'qn-1)&, con ello se obtiene

Vn_a(z) = 2'qn_oz + 2'vy_sqn—17n—22 + E[€'qn_1€]

+ g}j{l){a/TNda + 22"y _oqn—18N—2a + d'B'qn_18n—2a}.
a x

De esta manera, derivando el término entre llaves con respecto de a e
igualando a cero, se tiene

(rN—2 + BNn_2an-18N—2)a = —BN_oqN-17N—2T.

Dado que Sy_2 es una matriz no singular y gy _1 es semidefinita positiva,
entonces By_,qn—18n—2 es semidefinita positiva, més atin, como ry_o es
. . . / . . .
definida positiva, entonces ry_2 + By _ognN—18n—2 es definida positiva y por
lo tanto, es invertible. Se concluye que el control que minimiza la funcién
esta dado por

IN—2(z) = ay_o = Ly 2w,
con

Ln_2=—(rn_2 + By_san—18n—2)""Byn_san-17N—2.
Sustituyendo aj_, en la expresién que se tiene de Viy_2, se verifica que
Vn_2(z) = 2'Kn_sz+ Elf'qv_1&],
donde la matriz K_9 se define como

Knoo = Yn_olav—1—an-1Bn—2(BN_san—18n—2 + rn—2) "' By_2an-1)TN-2

+ qn—2.
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Claramente la matriz K_o es simétrica, més ain, es semidefinida posi-
tiva. En efecto, note que del procedimiento para calcular Ky _o, para cada
x € X, se tiene

PKy_or = min {2'qv_sx + d'ry_sa
acA(x)
+ (Yy—22 + Bn—2a)qn—1(YN—2% + Bn_2a)},

y, dado que gn_2, TnN_2, ¥ gn—1 son matrices semidefinidas positivas, la ex-
presién entre llaves es no negativa para toda a € A, entonces 2’ Ky_ox > 0,
para toda x € X. Por lo que, Ky_» es semidefinida positiva.

Entonces, Viy_2 es una funcién cuadratica con una matriz semidefinida po-
sitiva mas un término constante.

Ahora, suponga que para algin t € {N — 3,..., 1}, se satisface

N—-2
Vi(z) =a'Kw + Y BIGEK;1&)]. (2.12)

j=t

Probemos que la afirmacién es védlida paran =1t — 1.

Por la ecuacién (2.11) se tiene que

Va(x) = agg&) {@'gnz + d'rna+ EVip (ynx + Bra+ &)}

Usando la ecuacion (2.12), se verifica que

Volz) = agga) {2’ gnx + d'rpa
N-2
Jj=n+1

N-2

Note que la constante » .7 " | E[§;Kj+1€;] es irrelevante al momento de
minimizar la funcién entre llaves, por lo que el procedimiento realizado para
hallar @}, es andlogo al caso cuando t = N —2 debido a que K41 es también
una matriz simétrica y semidefinida positiva. En conclusién, se tiene que

N-2

Vo(z) = @' Kpz + Blg, ( Knpa&nn) + Y Bl Kj&)),
j=n+1
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6 bien
N-2
/ !
Viei(z) = o' Kz + El§ K8,
j=t—1
y ademas,
* *
fizi(@) = aj_y = Ly,
con Ky_1 vy Li—1 como se definieron anteriormente. [ |

Aplicando el Teorema 2.3 se puede concluir que la funcién de valor, para
cada x € X, esta dada por

N-2

V(r*,z) =Vo(z) =2’ Koz + »_ E[gKi1&), (2.13)
t=0

con ™ ={f5, fi,..., fr_q}-

2.4.1. Ejemplo Numérico

Como se ha mencionado, el modelo LQ es una formulacién de un proble-
ma de regulacién, donde se pretende mantener al sistema cerca del origen
de coordenadas o de otro punto de interés. Bajo esta premisa, se plantea un
modelo LQG que ilustra la afirmacién anterior.

Considere el espacio de estados X = R?2, el espacio de acciones A = R? y
una sucesién {&} de variables aleatorias i.i.d., donde, para cada t =0, 1,...

§t~/\/<(0,0), [(1) ;’D (2.14)

es decir, & sigue una distribuciéon normal bivariada con vector de medias

(0,0) y matriz de covarianza [ (1) (1) ] .

En este caso, la dindmica del sistema esta dada por la siguiente ecuaciéon
en diferencias
i1 = Doy + Doar + &, ¢=0,1,..., (2.15)
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mientras que la funcién de costos estd dada por
C(xtv at) = x;Hth + CL;]IQCLt, = 07 ]-7 R

donde, Is es la matriz identidad de dimensiéon dos. Con ello, las matrices
del problema LQ original, se han considerado homogéneas en el tiempo e
idénticas a la matriz Is. Por otro lado, se dird que el proceso definido en
(2.15) es no controlado cuando a; = 0, para cada t = 0,1, ...

El problema presentado satisface la Suposicién 2.2.

Para definir el problema de control éptimo, se considera un horizonte
N =51y al criterio de rendimiento definido, para cada w € [l y x € X, por

N—-1
4 [Z Ct(It, Gt)]

t=0

=
A
&

I
I

N-1
= E7 [Z rilowy + a;]lgat] .
t=0

Ahora, se define el proceso dptimo como aquel cuya dindmica estd dada
por
Ti41 :]ngt—}—]lgaz—kft, t=0,1,...,N —2, (216)

donde, a; es el control éptimo al tiempo ¢ dado en la Proposicién 2.1, es
decir,
a; = Lyxy,

con Ly = —(Kyy1 +12) 1K1 1, y las matrices simétricas K; definidas recur-
sivamente como
Ky_1 =1y,

Ki = (Kip1 — K1 (K1 +12) ' Kip) + Lo,

Con lo anterior, se puede simular el proceso no controlado y el proceso
6ptimo. Por otro lado, dado que el espacio de estados es X = R?, se puede
graficar una trayectoria del proceso en R? y proyectarla sobre el plano. En
la Figura 2.1 se observan las proyeccione de la trayectorias simuladas de los
procesos considerando como punto inicial g = (0,0). En el resto de esta
seccién y para los gréaficos que se presentan, se asocia el color rojo al proceso
sin control, mientras que al proceso 6ptimo se le asocia el color azul.
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Figura 2.1: Trayectorias de los procesos

En la Figura 2.2 se aprecia como el proceso éptimo permanece proximo
al origen de coordenadas, mientras que el proceso no controlado presenta
una mayor dispersién.

Para dar una mejor perspectiva a este resultado, se presenta el siguiente
procedimiento para comparar el proceso éptimo con el proceso no controla-
do: Se considera como punto inicial a g = (0,0) y se renombra al proceso
6ptimo por {z}}, posteriormente se efectua lo siguiente:

1. Se realiza una simulacién del proceso {{;} hasta t = N — 1.

2. Se evaltian los estados del proceso no controlado, es decir, se obtiene
xy, parat=20,1,...,N — 1.

3. Se evaltian los estados del proceso éptimo, es decir, se obtiene x}, para
t=0,1,...,N — 1.

4. Se observan xny_1y T3 _;, ¥ se calcula su distancia respecto al origen.

El procedimiento anterior se repite en k ocasiones, para algiin k£ € IN, de
manera que se obtiene una muestras de tamano k de xy_1 y otra del mismo
tamano de x7;_;. Con lo anterior, se calcula la distancia promedio al origen
de los k puntos correspondientes a la muestra de zx_1, y se hace lo mismo
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Figura 2.2: Comparacion

con la muestra de x3,_;.

En el Cuadro 2.1 con los resultados obtenidos a partir de la programa-
cién del algoritmo anterior en el software Mathematica 9, considerando el
horizonte de planeaciéon N = 51 y para distintos valores de k.

Tamano de muestra | Distancia promedio

k 50 xE
50 9.95204 | 1.49118
100 8.744 1.34925
500 8.84497 | 1.43045

1000 8.53397 | 1.38624

Cuadro 2.1: Resultados

En la Figura 2.3 (a) se han graficado en color rojo los puntos correspon-
dientes a una muestra de tamano 100 de x5¢ y los puntos de una muestra
del mismo tamano de x%, en color azul. Por otro lado, en la Figura 2.3 (b)
se ha realizado un acercamiento a la Figura 2.3 (b) y se ha anadido una cir-
cunferencia en color rojo de radio la distancia promedio respecto al origen
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(a) (b)

Figura 2.3: Resultados para k=100

de la muestra de x59 y una circunferencia en color azul de radio la distancia
promedio respecto al origen de la muestra obtenida de z%.

Los resultados presentados sustentan la idea de que el proceso éptimo
mantiene a los estados del sistema mas cerca del origen de coordenadas
comparado con el proceso no controlado.



Capitulo 3

Problemas con Horizonte
Infinito

Como se mencioné en la Seccién 1.4, en ocasiones es conveniente consi-
derar un PDM con horizonte infinito, por ello, el objetivo de este capitulo
es proveer una herramienta para garantizar la existencia de la solucién del
problema de control éptimo.

En lo subsecuente, se considera el criterio de rendimiento de costo total
descontado con horizonte infinito como se presenté en la Seccion 1.4, es decir,

oo
Z OétC(JZ‘t, Clt)] )
t=0

para cada m € [T y x € X, donde « € (0, 1) es el factor de descuento.

Vir,z)=ET

Nuevamente, el problema consiste en determinar una politica 7* € 11

Optima, es decir, m* satisface

V*(x) = inf V(r,x) =V (r*, x),
mell

para cada z € X, donde V* es la funcién de valores 6ptimos.

35
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3.1. Funcion de Costos Acotada

Definicion 3.1. Se dice que una funcién v : X — R es una solucién de la
Ecuacién Optima para el Costo Descontado (EOCD) si satisface:

o(a) = mfn){c(x,a)+a/xv(y)cg(dy|x,a)},

acA(z

para cada z € X.

En el Teorema 3.1 se prueba que la funcién de valores 6ptimos V* es una
solucién de la EOCD, es decir, satisface que

V*(xz) = min {c(:v,a) +a/XV*(y)Q(dy|:r,a)},

a€A(x)

para cada x € X. Para ello, se requiere de las siguientes condiciones de
estructura.

Condicién 3.1.

(a) Para cada estado x € X, el conjunto A(z) es un subconjunto compacto
no vacio de A.

(b) Existe una constante M > 0, tal que |c(z,a)| < M para cada (z,a) € K
y, ademds, para cada x € X, ¢(z,a) es Ls.c. en K.

(c) La ley de transicién @ es fuertemente continua.

Notacién 1. Se denota por B(X) al espacio de Banach de funciones reales
sobre X medibles y acotadas bajo la norma del supremo (||v|| := sup,, |v(z)]).
Si ademds se considera que las funciones son no negativas, el espacio sera de-
notado por B(X)*. No confundir con la o-dlgebra de Borel B(X).

A continuacién se enuncia el teorema que garantiza que V* es la tnica
solucién de la EOCD y que existe una politica 6ptima.

Teorema 3.1. Bajo la Condicién 3.1,

a) La funcién de valores éptimos V* es la tdnica solucién en B(X) de la
ecuacién 6ptima para el costo descontado, es decir, V* satisface,

V*(z) = min {c(q:,a)Jra/XV*(y)Q(dy|x,a)}, (3.1)

a€A(x)
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para cada z € X.

La ecuacién (3.1) también es conocida como la ecuaciéon de programacion
dindmica para el costo total descontado.

b) Una politica f* € F es 6ptima si y solo si f*(x) minimiza el lado derecho
de la ecuacién (3.1) para el costo descontado para toda z € X, esto es,

Vi) = c(z, f*(z)) + a/X Vi (y)Q(dylz, f*(x)), (32)
para cada z € X.

Para probar el Teorema 3.1 se deben probar algunos resultados prelimi-
nares.
Sea T' el operador sobre B(X) definido por

Tv(z) = min {c(q:,a) +a/ v(y)Q(dya:,a)},
a€A(x) X

para cada v € B(z) y x € X. El operador T" es conocido como el operador

de programacion dindmica. Usando la Proposicién C.2 en el Apéndice C, se

puede mostrar que Tv € B(X), para todo v € B(z). Con lo anterior, note

que la EPD puede escribirse como

V=TV

Ahora, para cada politica estacionaria g € F, se define el operador Ty
sobre B(X) como

Ty0(z) = c(, 9(x)) + /X o(1)Q(dylz, g(x)),

donde v € B(x) y € X. Asi, la ecuacién (3.2) en el Teorema 3.1 b) se

puede reescribir

Lema 3.1. Para cada g € F, T' y T, son operadores contraccion (Definiciéon
E.1, Apéndice E) con médulo «; entonces, por el Teorema del Punto Fijo de
Banach (Proposicién E.1, Apéndice E), existe una tnica funcién v* € B(X)
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y una tnica funcién v, € B(X), tal que
Tu" =u* y Tyvg = vg,
ademds, para cada funcién v € B(z),
| T"v —u*|[| =0 y |[T"v—wvy|| =0 siempre que n — oco.

Demostracion. Probemos que T es un operador mondtono. Sean u,v €
B(X), tales que, u < v, entonces

[ uwetdsle.o) < [ )@y,
X X
para toda (z,a) € K, luego, dado « € [0,1), se tiene

min {c(x,a)—i—a/Xu(y)Q(dyx,a)} < min {c(x,a)—i—a/XU(y)Q(dym,a)}

a€A(x) a€A(x)

para cada x € X, es decir, Tu < Tw.

Por otro lado, para cualquier constante k y para cada x € X, se cumple
que

T(o(z) + k) — ml’n){c(x,a)—l—a/x(v(y)+/<:)Q(dy|x,a)}

a€A(z
= i fetwar+a [ vwainn +ar [ Qi)
= Tu(z)+ ok,

es decir, T'(v + k) = Tv + ak, para cada v € B(X) y cualquier constante k.

Entonces, por la Proposicién E.2 (Apéndice E), T es un operador con-
traccién con moédulo «. Por lo tanto, por el Teorema del Punto Fijo de
Banach, existe un tnico punto fijo u* € B(X).

Ahora, sea n € IN, una vez mas, por el Teorema del punto fijo, se tiene
que

[T"u — ™[] < o™ flu—u",

por lo tanto, ||T"u — u*|| — 0 siempre que n — co.
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La prueba para Ty es evidente a partir de lo anterior. |

A continuacién se pretende relacionar los “puntos fijos” u* y v, del Lema
3.1 con la funcién de valor éptimo V* y con la funcién V' (g,z) cuando se
usa la politica estacionaria g. Para comenzar con ello, en el siguiente Lema
se prueba que vy =V, con V,(z) = V(g, x).

Lema 3.2. Bajo las definiciones y suposiciones de esta seccidn, se verifica
que

a) vy = Vj, para cada politica estacionaria g € F.

b) Una politica 7* es éptima si y sélo si la funcién de valor Vi~ satisface la
EPD, es decir, TV (r*,z) = V(7*, z), para cada x € X.

Demostracion. a) Por la unicidad el punto fijo vy del operador T, (Lema

3.1), es suficiente verificar que Vj satisface la relacién V, = T,V,. Para ello,
se reescribe Vy(z) como sigue:

Vy(a) = B

Za o xt,at)] =c(z,9(x)) + akf

t=0

E Oé xt,at].

Luego, por propiedades de la esperanza condicional (Proposicién D.1,
Apéndice D) y la propiedad de Markov, se satisface que

(0@
Ej Za l‘taat] = Ej|E] Zat_lc(ift,&t) h1”
t=1
o0
= EJ Egl at~1 (ast,at)”
t=1
= EJ[Vy(z1)]

por lo tanto, para cada =z € X,
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es decir, V, = T,V,.
b) Suponga que 7* es una politica tal que la funcién u(x) = V(7*, )
satisface la EPD, u = T'u, es decir,

acA(z)

w(@) = min {c(az,a)+a /X qu(dy|x,a)}, (3.3)

para cada z € X. Con lo anterior, se probara que 7* es la politica éptima, es
decir, u(x) < V(m,x) para cada politica m € II y cada estado inicial z € X.
Para simplificar la notacién, en esta prueba se fija una politica arbitraria
7w € II, un estado cualquiera x € X, y con ello, en lo siguiente se puede
definir £ := ET.

Luego, para cualquier historia h; € H;, por la propiedad de Markov, se

sigue que:
E[at+1u(xt+1)\ht,at] _ at+1/ u(y)Q(dy!xt,at)
X
= o {C(.:Ut, (It) + Oé/ U(y)Q(dy|wt’ at)}
X
— atC(l‘t,at)

> alu(zy) — ale(xy, ag),

o bien,

otu(xy) — Bl u(zi)|he, as] < ale(xy, ar).
Asi, tomando la esperanza en ambos lados de la desiguldad se tiene que
Elotu(zy)] — Ela™ u(ziy )] < Elate(zy, ag)],

y sumando sobre t =0, ..., n, se obtiene

u(z) — " Elu(z,_1)] < E

Z ale(wy, at)] .

t=0

Finalmente, tomando el limite cuando n tiende a infinito, se concluye
que u(z) < V(m,x), es decir, 7* es 6ptima.

Ahora, suponga que 7* es éptima. De esta manera, se probara que
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u(x) == V(r*, x) satisface (i) u > T'u, y (ii) u < T'u, es decir, que u satisface
la EPD. Entonces, para probar (i) se reescribe u(x) como en la prueba de
la parte a), es decir, se tiene que

(e 9]
Z ale(wy, ar)
=0

= [ (e o [V (#0.0) @bl ) o),

donde 1) = {77:(1)}, se define como la politica desplazada un paso, esto
*

u(z) = ET

es, dada la politica 7* = {7}’ }, con xg = x y ap = a,
77:(1)(-|ht) = 7y y1(-|w0, a0, he), para cadat > 0.

Entonces, bajo la hipdtesis de que 7* es ptima,

v

/A (C(“‘) + Q/XU(y)Q(dy\x, a)> i (dalz)
min) {C(:v, a) + a/X u(y)Q(dyma)}

a€A(x
~ Tu(w)

v

lo cual prueba (i).

Para probar (ii), sea f € F una politica estacionaria arbitraria, y sea
7' = (f,7*) la politica que utiliza a f al tiempo t = 0, y utiliza a la politica
6ptima 7* para el tiempo ¢t = 1 en adelante, es decir, m((zo) = f(z0), ¥y
para cada t > 1,

(|20, @0y -+ s Te—1, a1, 1) = 71 (-|T1, 01, ).

Luego, la optimalidad de 7* implica que
(@) < V() = r(ag(e)) + o | Qisle.gla),
para cada xz € X, asi, dado que f € F es arbitrario,

w(z) € min {c(x,a)Jra/Xu(y)Q(dy|1:,a)} = Tu(z).

acA(x)
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Esto concluye la prueba del Lema 3.2. |

A continuacion se prueba el Teorema 3.1 haciendo uso de los Lemas 3.1
y 3.2.

Demostracion del Teorema 3.1

Demostracion. a) Por el Lema 3.2 parte b), una politica 7* es éptima, es
decir, V(7*,z) = v*(x) para cada x € X, si y s6lo si v* satisface la EPD
v* = Tv*, y la unicidad de dicha funcién (o punto fijo) v* se sigue del
Lema 3.1.

b) Suponga que f € F es una politica estacionaria que satisface la ecuacién
(3.2), es decir, v* = Tyv*. Entonces, por el Lema 3.1 y la parte a) del
Lema 3.2 se tiene que

vt =wvp =V,

ademds, f es Optima.

Por otro lado, si f € F es 6ptima, entonces v* = vy y la unicidad del
punto fijo vy implica que v* = Tyv*, es decir, f satisface la ecuacién
(3.2).

Esto completa la demostracién del Teorema 3.1. ]

Con lo descrito hasta el momento, se ha abordado el problema con fun-
cion de costos acotada, el paso natural seria probar un resultado analogo al
Teorema 3.1 para el caso con funcién de costos no necesariamente acotada.
Este resultado se presenta en la siguiente seccién.

3.2. Funcion de Costos no Negativa

Nuevamente, se retoma la formulacién del problema de control éptimo
definido en la seccién anterior, pero ahora considerando que la funcién de
costos ¢ no necesariamente es acotada superiormente, de manera que las
condiciones de estructura quedan establecidas de la siguiente manera.

Condicién 3.2.

(a) Para cada estado x € X, el conjunto A(z) es un subconjunto compacto
no vacio de A.
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(b) La funcién de costos ¢ es no negativa y l.s.c. en K.
(c) La ley de transicién @ es fuertemente continua.

Observacién 3.1. En (a), basta con que c¢ sea acotada inferiormente en
lugar de no negativa, debido a que, si ¢(x,a) > m, para toda (z,a) € K,
entonces ¢ (z,a) = ¢(x,a) —m > 0, para toda (z,a) € K. Otra condicién
necesaria para el desarrollo posterior es que ¢ sea inf-compacta, sin embargo,
es facil probar que bajo (a) y (b), la funcién de costos ¢ satisface dicha
condicion.

Aunque para este nuevo problema se han debilitado algunas condiciones
con respecto al caso con funcién de costos acotada, es necesario anadir una
suposicién adicional para garantizar que la funcion de valor éptimo es finita
para cada z € X; dicha suposicién es la siguiente.

Suposicién 3.1. Existe w € II tal que, para cada z € X, V(m, z) < oc.

Claramente esta suposicién se satisface si ¢ es acotada, ya que, si 0 <
¢ < M, entonces para cada x € X y w € 11

oo [e.9] M
t thr —
;a c(xt,at)] SgaM— o <

Por lo anterior, se define Iy C IT como el conjunto de politicas que sa-

V(m,x) = Ef

tisfacen la Suposicién 3.1, es decir, si m € Iy, entonces V (7, x) < oo.

Ahora se presenta el resultado principal de esta seccién.
Teorema 3.2. Si la Condicién 3.2 y a Suposicién 3.1 se verifican, entonces:

(a) La funcién de valor V* es la solucién minimal de la EOCD, es decir,

V¥(x) = agg(r;:) {c(m,a) + oz/X V*(y)Q(dy\x,a)} , VzxeX, (34)

y si u es otra solucién de la EOCD, entonces u(-) > V*(-).

(b) Existe un selector f, € F, tal que

V() = el ) + a /X o)Qdylz, f.), VreX,  (35)
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(d)

y la politica determista estacionaria f° = {f, f«,...} es Optima; y
reciprocamente, si f>° € I[Ipg es 6ptima, entonces satisface la ecuacion
(3.5).

Si 7* es una politica tal que V(7*,-) es una solucién de la EOCD y
satisface
lim o"ET [V (7", z,)] =0, (3.6)

n—o0

para cada m € Iy y # € X, entonces V(7*,-) = V*(-); por lo tanto, 7*
es la politica 6ptima. En otras palabras, si (3.6) se satisface, entonces
7 es la politica éptima si y sélo si V(7*, ) satisface la EOCD.

Si existe una politica éptima, entonces existe una politica éptima deter-
minista estacionaria.

La prueba del Teorema 3.2 requiere de varios resultados previos. El pri-

mero de ellos es sobre el intercambio entre limite y minimo, el cual se pre-

senta a continuacién.

Lema 3.3. Para cadan = 1,2,..., sean u y u, funciones l.s.c., acotadas

inferiormente e inf-compactas sobre K. Si u,, /* u, entonces para cada z € X

Iim min u,(z,a) = min u(z,a).
n—00 ac A(x) n( ’ ) a€A(z) ( ’ )

Demostracion. Se definen, para cada x € X, las siguientes funciones

I(z) = nh_{go ag‘l(ri) up(z,a),

u(x) = agl;(r;)u(x,a).

Luego, dado que u,, / u, se tiene que I(-) < u*(-).
Para demostrar la desigualdad inversa, es decir, que I(-) > u*(-), sea

x € X arbitrario pero fijo, y definase, para cadan =1,2,...

A, = {a€ Ax):uy(z,a) <u'(x)},
Ay = {a€ Az) :u(z,a) =u"(z)}.

Note que, para cada n, A, es un conjunto compacto debido a la inf-
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compacidad de u,. Ademds, An \, Ay, es decir,
[ 4n = Ao.
n=1

En efecto, sea a € ()~ A, entonces para toda n,

Un(z,a) < u*(x),

h;m up(z,a) = u(z,a) < u*(z),

y, por la definicién de u*(x), se tiene que
u*(2) < u(z.a)

de esta manera u(z,a) = u*(z), es decir, a € Ap.

Por lo tanto, dado que Ag es igual a la interseccién de una familia nume-
rable de conjuntos compactos, se concluye que Ag es un conjunto compacto.

Por otro lado, por el teorema de seleccién medible (ver Apéndice C), se
tiene que, para cada n > 1, existe a, € A,, tal que

un(z,an) = ag(ri) un(x,a).

Entonces, por la compacidad de Ay, existe una subsucesién {a,, } de la
sucesién {ay}, tal que a,, — ao, para algin ag € Ao.

Asi, para toda ng > n, se tiene que

Un, (T, an,, ) > up(x, an,).

Cuando ng — oo, de la desigualdad anterior se obtiene

mlciinoounk(a:, an,) > up(z,ao),
lim min up, (z,a) > up(x,ap),

ngp—00 a€ A(x)

l(x) > un(zx,ap).
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Asi, sin — oo,

l(x) > u(z,a0) > min u(z,a) =u"(x),
acA(x)
y dado que = € X fue elegido de manera aribitraria, se concluye que, para
toda z € X,

Definicién 3.2. M(X)" denota el conjunto de funciones medibles no ne-
gativas sobre X, y, para cada v € M(X)", Tu es la funcién definida sobre
X como

Tu(z) = min {c(a:,a) +a/Xu(y)Q(dy]x,a)}, (3.7)

acA(z)

para cada x € X.
Entonces, por el Teorema 2.1 se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.4. Bajo la Suposicién 3.2, T' es un operador de M(X)' sobre
sf mismo, es decir, para cada u € M (X)™, Tu también estd en M (X)T, més
aun, existe un selector f € F tal que, para cada z € X

Tu(a) = cla. 1)+ [ u(y)Qyls. ). (38)
X
Note que el operador T': M(X)*t — M(X)™ es el operador de programa-
cién dindamica que se definié en la seccién anterior. Mas atin, el operador res-
tringido sobre el espacio de las funciones acotadas no negativas (T ‘ B( X)+)
es una contraccién bajo la norma del supremo.

Lema 3.5. Bajo la Condicion 3.2 y la Suposicién 3.1, se tiene
(a) Siue M(X)" es tal que u > Tu, entonces u > V*.

(b) Siu: X — R es una funcién medible tal que T'u estd bien definida,
ademas, u < Tuy

nh_)n(f)lo a"ET[u(zy)] =0,

para cada m € Iy y = € X, entonces u < V*.
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Demostracidn. (a) Seaw € M(X)" tal que u > Tu, por el Lema 3.5 se tiene
que para toda x € X

u(z) > ez, f) + o /X u(y)Qdylz, f).

iterando esta relacion se obtiene lo siguiente

u(z) zc@ﬁ+aé%@ﬁ+aéwﬂmwmﬁy%wﬁﬁ
— @ f)+a /X (v, )Q(dylz, f)
T a2 /X /X u(2)Q(dzly, £)Q(dylz, f)
1

Z ale(xy, ay)

t=0

— RS

T

+a” Bl [u(a2)],

continuando de una manera analoga con las iteraciones, se satisface que

n—1
u(z) > EJ Zatc(xt, a)
t=0

+ a"E [u(z,)], (3.9)

donde
B fu(ay)) = /X u(y)Q" (dylz, ).

Dado que u es no negativa, para toda n > 1y x € X, se tiene que

n—1
Z ale(wy, at)] .
t=0

u(x) > Ef

Tomando el limite cuando n tiende a infinito, se verifica que
u(z) = V(f,x) = V*(z),
para toda x € X, y por lo tanto
u>V*,

con lo cual se concluye la prueba de (a).
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(b) Considere m € Ily y = € X arbitrarios. Por la propiedad de Markov
y bajo la suposicién Tu > u,

B [o e = ot [ u)Qdylena)
= o {c(mt,at) + a/Xu(y)Q(dykct,at) — c(zy, ar)
> a[u(we) — c(xe, ar)l,
por lo tanto,
ole(xy,ar) > —ET [at+1u(:vt+1) — a'u(zy)| e, ar] -

Luego, tomando esperanzas y sumando desdet =0,...,n—1, paran € IN
arbitrario, se obtiene

n—1 n—1
ET Z ale(ay, at)] > —E7 Z oz ) — alu(zy)
t=0 t=0

= Elfu(wo)] ~ a"E[u(z,)]

= wu(z) — a"Elu(x,)].
Finalmente, tomando n — oo, se tiene que
V(m,z) > u(z),

y dado que m y = fueron tomados de manera arbitraria, se concluye que
V* > . [ |

Para lo posterior, se consideran las siguientes definiciones y notaciones.

Definicion 3.3. Sea n € IN arbitrario. Se define la funciéon uniformemente
acotada c" : K — R, como

" (z,a) = min{c(z,a),n} (3.10)

para cada (z,a) € K. Por otro lado, para cada m € Iy y = € X se define

Zatcn(azt, at) (3.11)
t=0

V*(m,x) = EY




3.2. FUNCION DE COSTOS NO NEGATIVA 49

Observacién 3.2. Es facil ver que bajo la Suposicién 3.2, ¢c" es uniforme-
mente acotado y l.s.c., para cada n € IN, es decir, se satisface la Suposiciéon
3.1. Mas atn, " es inf-compacta sobre K. En efecto, sea A € R, asi, definase
el conjunto Ay , = {a € A(x) : ¢"(x,a) < A\}. Sea una sucesion {ay} C Ay,
entonces, dado que A(x) es compacto, existe una sub-sucesién {ay, } C {ax}
que converge a algun a € A(x); luego, dado que ¢"(z,a) es ls.c. sobre
K, entonces para cada z € X, liminf; ,o ¢"(z,ay,) > ¢"(z,a), por lo que
c(x,a) < A, es decir, a € Ay, por lo tanto, Ay, es compacto, o bien, ¢” es
inf-compacto sobre K.

El siguiente lema relaciona el problema de control con criterio definido
por (3.11) y el problema original de esta seccién.

Lema 3.6. Bajo las Suposiciones 3.2 y 3.1, dado n € IN arbitrario, si V"*
es la solucién de la EOCD con criterio de rendimiento dado por (3.11), es
decir, si

V() = mfn){c"(:v,a)+0‘/XV”*(3”)Q(dy|x’a)}

a€A(z
entonces:
(a) V™ A V*, siempre que n — oo.
(b) V* es solucién de la EOCD.

Demostracion. Sea n € IN cualquiera pero fijo. Por la Observacién 3.2, se sa-
tisfacen las condiciones del Teorema 3.1 y entonces V™ € B(X)T € M(X)™"
es tal que, TV™ = V¥,
Por otro lado, observe que por la definicién de ¢", para todo (z,a) € K
se satisface
"(z,a) < "M(z,a) < c(z,a),

entonces, para 7 € Ily arbitrario y para cada x € X
VP (m,x) <V, x) < V(mz) < oo,

ahora, por la definicién de V™ y V* | y dado que n es arbitrario, se verifica,
paracadan € Ny z € X, que

V(@) < VI (@) < V¥ (),
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es decir, {V™} es una sucesién creciente y acotada en M (X)™, asi, existe
Ve M(X)" tal que, V™ SV siempre que n — oo, ademds, V < V*.

Resta probar que T V=V.SeakeN y considere las funciones wug,u :
K — R definidas por

up(z,a) = F(x,a) + a/ V() Q(dy|x, a), (3.12)
X

u(z,a) = c(x,a) + a/X V(y)Q(dylz, a). (3.13)

Por el teorema de convergencia monétona (Teorema A.1, Apéndice A),
ur ' u. Ademds, para cada k € N, la funcién u; es l.s.c., acotada inferior-
mente e inf-compacta sobre K.

k es ls.c., acotada inferiormente e inf-compacta como se

En efecto, ¢
probé en la Observacién 3.2. Por otro lado, la funcién v : K — R definida

por

o(z,a) = /X VF* (43)Q(dylx, a),

para cada (z,a) € K, es no negativa y continua, ya que @ es fuertemente
continua; luego, como A(x) es compacto para cada z € X, es facil probar que
v es inf-compacta sobre K (como se hizo para ¢ en la Observacién 3.2). Por
lo tanto, para cada k € IN, uy es l.s.c., acotada inferiormente e inf-compacta.

De manera andloga se prueba que u satiface las mismas condiciones.

Asi, por el Lema 3.3 se tiene que

V= lim V™= lim TV™ =TV,
n—oo n—oo

o bien, V= T‘A/, es decir, V es solucién de la EOCD.

Por el Lema 3.5, como V= T‘A/, entonces V >V

Por lo tanto,
V=V

Demostracion del Teorema 3.2. (a) Por el Lemma 3.6, V* es una solucién
de la EOCD, y el hecho de que V* sea la solucién minima se debe al Lema
3.5, ya que, si u € M(X)" es tal que, u = Tu, entonces u > V*.
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(b) La existencia del selector f, € F se garantiza por el Lema 3.4, y es
tal que, para cada x € X

V*(x) = c(x, f.) +a/ V* (1) Q(dyl, £.).

Ahora, iterando la relacién anterior, como en (3.9), se muestra que

n—1

Zatc(l“u fe)

t=0
n—1
Z OétC(.Tt, f*)] )
t=0

haciendo a n tender a infinito, se tiene que

V*(x) = El + "Bl [V* ()]

> El

Vi) = V([ @),

para cada x € X. Por otro lado, dado que V* es la funcién de valor 6ptimo,
se tiene V*(-) < V(f°,-). Por lo tanto, V*(-) = V(f°,-), y con ello, f°
la politica 6ptima.

Reciprocamente, sea una politica determinista estacionaria f*° € Ilpg,

se verifican las siguientes relaciones
(o]
Z t
« C(LIZ‘t, f)
c(xo, f) + E ale (¢, ]
E Oé J?t, ] s

luego note que, por la Proposicién D.1(c) del Apéndice D y la propiedad de

V(f*,z) El”

- g~

T

= ¢z, f) +aFEL”

Markov, el ultimo elemento de la igualdad puede expresarse como

iat_lc(a:t,f)] = / ZOZ c(xt, f

t=1
- / V(7= 9)Qdyle. f),

Ef”

T

T = y] Q(dylx, f)
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es decir,

V(™ 2) = e, f) + o /X V() Q(dyle, ).

En particular, si f, € I[Ipg es éptima, entonces V() = V*(-).

(c) Si m € Il es una politica tal que, V(7*,-) es solucién de la EOCD,
por el Lema 3.5 se tiene que V(7*,-) = V*(.).

Finalmente, (d) es una consecuencia de (a) y (b). [ |

El Teorema 3.2 garantiza la existencia de la solucién, mas no presenta
un algoritmo explicito para la solucién del problema de control éptimo via
programacién dindmica. Para ello se utilizan las funciones de iteracién de
valores (IV) que se presentaron al final de la Seccién 2.3. En [12] se prueba
que v, es la funcién de valor 6ptimo del n-ésimo costo descontado V;,, es
decir,

n—1
vp(z) = Inf V,(m,2) = inf BT c(xy,ae) |,
o(o) = f Vatro2) = faf B | 5l a]
para cada x € X. Ademads, se prueba que para cada = € X,

lim v, (x) = V*(z).

n—oo
De hecho, este método es una forma clasica de probar el Teorema 3.2, dis-
tinta a la que se ha propueto en esta tesis.

A continuacién se presenta un ejemplo de un PDM que modela un pro-
blema de consumo e inversién con horizonte infinito. Para este problema se
verifica la Condicién 3.2 y la Suposicion 3.1, por lo que es vélido el uso del
Teorema 3.1 y con ello garantizar tedricamente la existencia de la politica
Optima estacionaria. Sin embargo, como se muestra en el ejemplo numérico
posterior, la obtencién explicita de dicha politica unicamente puede llevarse
a cabo de manera numérica.
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3.3. Ejemplo: Consumo e Inversién

En este ejemplo se considera un proceso {z;}, donde, x; representa el
capital de un inversor al tiempo t,cont = 0, 1,.... En este caso, la variable de
control a; es la cantidad que el inversor decide invertir al tiempo ¢, adema4s se
supone que el rendimiento de la inversién es aleatorio pero que, en promedio,
la cantidad que se invierte al tiempo ¢ genera un rendimiento igual a la
cantidad invertida; bajo este contexto, es claro que 0 < a; < x4, pues no se
puede invertir una cantidad mayor a la que se tiene como capital. Una vez
que se ha decidido cuanto invertir, el resto de capital, x+ — a¢, se utiliza para
consumo del inversor, y se supone que el beneficio que percibe el inversor
estd dado por una funcién de utilidad exponencial v : R — R, definida de
la siguiente manera

u(z) = —vye "7,

donde v > 0 es conocida como el coeficiente de aversién absoluta al riesgo.
En este caso, el objetivo del inversor es maximizar la utilidad, bajo el su-
puesto de que este proceso se puede realizar de manera indefinida.

Una vez formulado el problema, habra que ponerlo en el contexto de los
procesos de decisién de Markov. Asi, la dindamica del sistema estd dada por
la siguiente ecuacién en diferencias

xt-i-l:gtaty t:O)1727°"a

donde, {{;} es una sucesién de variables aleatorias independientes e identica~
mente distribuidas tales que, E[&] = 1y Var[é] < oo, paracadat =0,1,.. ..

En este caso, no se tiene una funcién de costos, sino una funcién de
utilidad que es dada por

U(xt,ar) = —ye Y (@emar) t=0,1,....

Asi, el espacio de estados y el de acciones es el conjunto de los nimeros
reales positivos, es decir, X = Rt = A y para cada z € X, A(x) = [0, z].

Lo que se desea es maximizar la utilidad esperada descontada, es decir,
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se busca w € II que maximice

V(m,z) = E~

Z o'U (x4, at)] ,

t=0

para cada x € X. Observe que el desarrollo tedrico que se ha hecho en esta
tesis ha considerado el caso cuando se desea minimizar el criterio de ren-
dimiento, sin embargo, se puede transformar el problema de maximizacion
por un problema de minimizacién realizando ligeras modificaciones, al me-
nos para este ejemplo.

Recuerde que si U es un conjunto distinto del vacio y v : U — R es
una funcién que alcanza su méaximo en U, entonces la siguiente relacion es
verdadera

mix(u(x)] = — min[—u(z)],

mas aun, si £* € U es el punto donde u alcanza su méximo, entonces —u
alcanza su minimo en x*.

De esta manera, hallar 7 € IT que maximice V (-, z) para cada € X es
equivalente a hallar 7 € II que minimice a

Z OétU($t, at)]

t=0

[e.9]

>t

t=0

para cada x € X. Asi, el nuevo criterio de rendimiento estd dado por

o0
Z ale(wy, at)] ,
t=0

donde ¢(x,a) = —U(x,a), para cada (z,a) € K.

—V(TI',LU) = _E;T

Vi(m,x) = Ef

Por lo tanto, para resolver el problema de control éptimo es necesario
verificar que se satisface la Condicién 3.2 y la Suposicion 3.1 a partir de la
nueva funcion c.
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En efecto, observe que para cada x € X, A(z) = [0, z] es un subconjunto
compacto no vacio de A. Por otro lado, note que c¢(z,a) = ve V@9 eg
continua y no negativa para todo (x,a) € K. Resta probar que la ley de
transicion () es fuertemente continua. Para ello, procediendo de manera
similar que en el problema LQ de la Seccién 2.4, si A es la densidad comun

para cada &, se verifica para cada B € B(X)

Q(B|x,a):/SIB[aS}A(s)ds,

con un cambio de varible se tiene

Q(Blz,a) = /S T[] A(u/a)du,

para cada z € X y a € (0,00), luego, dado que A es continua, se garantiza

que @ es fuertemente continua.

Para verificar la Suposicién 3.1, sea

para cada x € X. Luego, si se considera la politica determinista estacionaria

fe=A{f,f,...}, entonces

V(> )

Es decir, existe una politica 7 = f*° € II, tal que V(m, z) < oo, para cada

rzeX.

fa) =0

EI”

o
Z at,ye_’y(otlgtl_ot)]
t=0
o0
>t
t=0
o0
7o
t=0

Y
11—«

EI”

< oQ.
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Ahora se puede aplicar el algoritmo de programacién dindmica; para ello
inicialmente se deben hallar las funciones de iteracién de valores:

vo(r) = 0,
@) = i fetwa)+a [ oa@oina )

a€A(x)
para cada x € X.
Aunque el ejemplo no presenta mayor complejidad en su formulacién
y en la verificacién de hipdtesis, la obtencién de las funciones de iteracién
de valores no resulta tan sencilla. A continuacién se presenta un ejemplo

numérico para el cual se presentan las primeras tres iteraciones donde se
aplica el algoritmo de programacién dindmica.

3.3.1. Ejemplo Numérico

Para este ejemplo se hacen las siguientes consideraciones:

1. Para cada t > 0,

1
gt ~ LOg-N <_27 1) )

es decir, & sigue una distribucién Log-Normal con E[§;] = 1y Var[§] =
e—1.

2. El coeficiente de aversién absoluta al riesgo es v = %
3. El factor de descuento « se considera igual a %

Observacién 3.3. La suposicién 1 estd basada en [15] donde se justifica el

uso de esta distribuciéon cuando se modelan procesos de inversion.

Por las suposiciones anteriores, la funcién de costos estd dada por ¢(x, a) =
1 . . .. .
%e‘i(m_“), para cada (z,a) € K y el criterio de rendimiento estd dado por

2 t
Z <1) 16—5(%—%)] ’
2 2

t=0

V(m,z) = ET

T

paracadamelly z € X.
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La tarea ahora es hallar las funciones IV. Asi, dado que vg(z) = 0, para
n = 1 se tiene:

1 1
vy(7) = ml’n} {26_%(36_(1)} = 56_%35,

a€l0,x

con fi(z) = 0. Ahora, para n = 2

1 1
1

1 1 1 _1
= m e 2@=a) L “p |30
agég]{ze 2 2 [26 2 }},

. . . _1
haciendo una expansién en serie de Taylor de orden cuatro para e~ 2%, se
obtiene

1 s 1 11 1 1
~ min 4 3@ LIl 2 Loow Los3 1 4
v2(®) agféﬁ]{f g [ 06 T T g0t +384“5”’

utilizando el hecho de que E[¢] = 1, E[¢?] = e, E[¢3] = €3 y E[¢}] = €5, se
verifica

1 _1 1 1 e e3 eb

~ . - _—=(z—a) - = ~ 2 = '3 4

v2(x) = min e 2 + a+ ——-a a” + a ;.
2(z) ~ min, {2 48" 32" T 96" T 1536 }

Para hallar el punto que minimiza la funcién entre corchetes se debe uti-

lizar métodos numéricos implementados en el software Mathematica, dando

como resultado que

0, s 0<az<1.3863,
fa(r) = .
g(z), si x > 1.3863,

con g(z) = 0.4716 — 2.01e 049607222 Do manera que

le=37 4 1 g 0 <z < 1.3863,
’02(1}) — 2 4 )
h(z), st x> 1.3863,
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Note que para n = 3, resulta complejo poder hallar

1 1
213(33) = a}gglz} {262(1(1) + 2E[v2(a§)}} ,

debido a la forma de wvy(-).

Con este ejemplo se prueba que, a pesar de la formulacién tan simple
con la que se presenta el problema, en ocasiones no es sencillo hallar una
solucion analitica simple como ocurrié en el problema LQ. Mas aun, existe
toda una teoria para la obtenciéon de dichas politicas a partir de métodos
numéricos. Parte de esta teorfa puede consultarse en [6].



Conclusiones

El trabajo de tesis se enfocé en el estudio de procesos de decisién de Mar-
kov para los casos total y descontado. En el caso total se estudio el criterio
de rendimiento considerando un horizonte finito y para el caso descontado
se presentan ambos horizontes, finito e infinito. La demostracion de valida-
cién de programacion dindamica se basé en la construcciéon de un proceso
martingala, se observa que es posible aprovechar otras caracterizaciones y
propiedades de martingalas para el estudio de problemas de optimizacion,
sin embargo, dichos enfoques quedan fuera del trabajo de investigacion ac-
tual y se pueden retomar en trabajos futuros. Por otro lado, en el caso
de horizonte infinito en el contexto de costos descontados se presenta una
variante de la demostracién clédsica considerando problemas con costos aco-
tados, definiendo el truncamiento de los costos y de este modo usarlos para
determinar una versién de la ecuacién de programacién dindmica, una vez
que se determiné para el caso de costos acotados. En cada capitulo se pre-
sentan ejemplos que ilustran la teoria desarrollada, uno muy conocido en
la literatura, denominado LQ y otra propuesta en modelos de crecimiento
econdmico, en especifico, un problema referente a consumo e inversiéon. Con-
sideramos que el problema LQ es de importancia conocerlo y presentarlo en
un primer estudio de PDM debido a su gran uso en diversas areas aplica-
das y a que ha sido implementado en métodos de aproximacién numérica
a modelos econémicos. El segundo ejemplo es una propuesta del autor, el
cual ilustra que a pesar de garantizar la existencia de estrategias éptimas,
no es posible determinar una solucién cerrada del mismo; de este modo se
muestra la importancia de implementar métodos numéricos para aproximar
soluciones en el contexto de PDM.

Los problemas que se consideran como consecuencia del trabajo son los
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siguientes:

1. Crear modelos usando PDM de problemas y aplicaciones con datos
reales. Por ejemplo, ya que se tiene resuelto el problema LQ, partir de él
para considerar el problema con horizonte aleatorio independiente del
proceso y reunir datos reales de algtin proceso sin control. El trabajo
en este caso consistiria en la estimacién de los parametros para la
modelacion del proceso.

2. Desarrollar la teoria para solucionar los problemas con criterio de costo
total acumulado y horizonte aleatorio dependiente del proceso. Para
ello, serfa conveniente implementar la teoria de tiempos de paro, si-
milar a lo que se hace en [7] cuando se considera el criterio de costo
descontado.

3. Como se observé en el ejemplo de consumo e inversién, en problemas
con funcién de utilidad de tipo exponencial y dindmica multiplica-
tiva, en general, no es posible determinar directamente una solucién
explicita. Sin embargo, en el trabajo de tesis se ilustra que es posible
garantizar la existencia de estrategias 6ptimas y la validez de progra-
macién dindmica. Este tipo de ejemplos existen en numerosas areas
por lo que es necesario la implementacion de métodos numéricos para
la aproximacion de la solucién. Algunos de estos métodos son: aproxi-
maciones LQ, métodos proyectivos, algoritmos genéticos, entre otros.
Una referencia en el contexto de modelos econémicos donde se pueden
consultar dichos métodos es [6]. Este tipo de métodos abren una linea
de investigacién para trabajos futuros dentro del area de PDM.



Apéndice A
Miscelanea de Resultados

Definicién A.1. Sea (X, d) un espacio métricoy v : X — R U {400} una
funcién tal que v(x) < oo para al menos una x € X, diremos que la funcién
v es semicontinua inferiormente (l.s.c.) en x, si

lgr_l}lol.}fv(xn) > v(z),

para cualquier sucesién {z,} C X convergente a x.

Si v es Ls.c. para cada x € X, diremos que es semicontinua inferiormente

(L.s.c.).

La funcién v es semicontinua superiormente (u.s.c.), si —v es l.s.c.

Observe que v es continua, si y solo si, es l.s.c. y u.s.c.

Sea L(X) la familia de todas las funciones sobre X que son ls.c. y
acotadas inferiormente.

Proposicién A.1. Si v, vq,...,v, pertenecen a L(X), entonces
(a) Las funciones awv, con o > 0, v; + - - - + v, y min; v;, pertenecen a L(X).

(b) Si X es compacto, entonces v alcanza su minimo, esto es, existe un punto
z* € X tal que v(z*) = infx v(z).

Demostracion. La demostracién puede hallarse en [2] y [5]. [

Teorema A.1 (Teorema de Convergencia Monétona). Sea {f,} una suce-
sién mondtona de funciones medibles no negativas definidas sobre X, supon-
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ga que convergen a una funciéon medible f, entonces
/ fdp = lim fndu.
X n—oo X

Nota: La sucesién { f,,} puede converger a f casi donde quiera, y el teorema
anterior sigue siendo valido.



Apéndice B
Kérneles Estocasticos

Definicién B.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico. La o-algebra generada
por T es la o-algebra de Borel y serd denotada por B(X).

Definicion B.2. X es un espacio de Borel, si X es un conjunto de Borel
de un espacio métrico separable y completo.

Por ejemplo, R™ con la topologia usual es un espacio de Borel.

Definicion B.3. Sean X e Y espacios de Borel. Un kérnel estocastico defi-
nido sobre X dado Y es una funcién P(:|-) tal que:

(a) P(:]y) es una medida de probabilidad en X, para cada y € Y.

(b) P(B]-) es una variable aleatoria (funcién medible) en Y para cada B €
B(X)

La familia de todos los kérneles estocdsticos sera denotada por P(X|Y).
Definicién B.4. El kérnel estocéstico P € P(X|A) es

a) Débilmente continuo, (o que satisface la propiedad de Feller) si la
funcién

Y / P(dz|y) € C(A)
para cualquier v € C(X

b) Fuertemente continuo, (o que satisface la propiedad fuerte de Feller)
si la funcién

yr—>/ P(dz|y) € C(A)
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para cualquier v € B(X).

Donde B(X) denota al espacio de Banach de funciones reales sobre X me-
dibles y acotadas bajo la norma del supremo; mientras que C'(X) denota al
espacio de Banach de funciones reales sobre X continuas y acotadas bajo la
norma del supremo. Es claro que fuertemente continuo implica débilmente
continuo.

Proposicion B.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes.
(a) P es fuertemente continua.

(b) La funcién y — [y v(x)P(dzx|y) es Ls.c. para cada v € B(X).
(c) P(B|-) es continua sobre A, para todo B € B(X).
Proposicién B.2. Las siguientes proposiciones son equivalentes.
(a) P es debilmente continua.

(b) La funcién y — [y v(x)P(dz|y) es Ls.c. para cada v € L(X).

Teorema B.1 (Teorema de Ionescu-Tulcea). Sea Xg, X1, ..., una sucesion
de espacios de Borel y, para n = 0,1,..., se define Y,, = Xy x -+ x X,
eY = [][",X,. Sea v una medida de probabildad arbitraria sobre Xy y,
para cada n = 0,1,..., sea P,(dzy4+1|yn) un kérnel estocastico sobre X, 11
dado Y,,. Entonces, existe una tnica medida de probabilidad P, sobre Y tal
que, para cada rectangulo medible By X --- X By, € Yy,

Py(Box -+ x By) — /v(da:o)/ Po(dzlxo)/ Pu(dy, |20, 1)
BO B1 B

/ Pn_l(dxn\mo,...,xn_l).

n

Ademds, para cualquier funcién medible u sobre Y, la funcién

T > /uny(dy)

es medible sobre X, donde P, representa a P, cuando v es la probabilidad
concentrada en x € Xj.

Demostracion. Ver [2] y [5]. |



Apéndice C
Multifunciones y Selectores

Sean X y A espacios de Borel.

Una multifuncién ¢ : X — A es una funcién tal que, ¢ (x) es un subcon-
junto no vacio de A, x € X. La gréafica de la multifuncién 1 es el subconjunto
de X x A definido como

graf(¥) ={(x,a) 1z € X,a € ¥(x)}. (C.1)
Definicion C.1. Una multifuncién ¢ : X — A se dice que es:
(a) Borel Medible, si 1! (B) € B(X) para cada conjunto abierto B C A.

(b) Semicontinua superiormente (u.s.c.), si ~1(C) es cerrado en X para
cada conjunto cerrado C' C A.

(c) Semicontinua inferiormente (1.s.c.), si 9y ~1(C) es abierto en X para cada
conjunto abierto C C A.

(d) Cerrada, si 1(x) es cerrado para cada x € X.

(e) Compacta, si ¥(x) es compacto para cada = € X.
Suponga que la multifuncién 1) es Borel medible, v : graf(y¥) — R es

una funcién medible y para cada z € X, definase

v = inf v(zx,a).

acy(z)

Ademads, si v(x, -) alcanza su minimo en algiin punto de ¥ (), se escribird min
en lugar de inf.
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Definicién C.2. La funcién v : graf(¢¥) — R se dice inf-compacta sobre
graf (1), si para toda z € X y A € R, el conjunto

{a€v(z):v(z,a) <A}
es compacto.

Proposicion C.1. Suponga que ¢ es compacta,

(a) Siv(zx,-)esls.c. sobre ¥ (z), para cada x € X, entonces existe un selector
f € F tal que, para todo x € X

. f(x)) = v'(x) = min v(a.a).

y ademas, v* es medible.

(b) Si® esus.c.yvesls.c., y acotada inferiormente sobre graf (1), enton-
ces existe un selector f € FF tal que la relacién anterior se cumple y v*

es l.s.c. y acotada inferiormente en X.

Proposicién C.2. Suponga que graf(¢) es un subconjunto de Borel de
X x A,y que v es Ls.c., acotada inferiormente e inf-compacta sobre graf(1),
entonces

(a) Existe un selector f € F tal que

v(z, f(z)) =v*(x) = agg(r;ﬂ)v(x,a).

(b) Si ademés, la multifuncién
x =" (z) ={a € Y(z): v (x) =v(zx,a)},

es l.s.c., entonces v* es l.s.c.



Apéndice D

Esperanza Condicional y
Martingalas

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, ' una o-algebra contenida
en F, y £ una variable aleatoria. Si £ es P-integrable, entonces definimos
la Esperaza Condicional de £ dado F', como la variable aleatoria, denotada
por E [¢|F], tal que:

1. E[¢|F'] es F'-medible.
2. Para todo A € F, se tiene que [, E[{|F'|dP = [, &dP.

Si C € F, entonces definimos la probabilidad condicional de C' dado F’
como P(C|F') = E[Ic|F].

Proposicién D.1. Sean &, n variables aleatorias P-integrables sobre (€2, F, P)
y sean F' y F" o-4lgebras contenidas en F, entonces:

a) Si ¢ es una constante k, entonces E [§|F'] = k.
b) E[§+n|F] = E[EF]+ E[n|F].
) EIE(EF)) = E].

d) Si¢ es F’-medible, entonces E [En|F'] = EE [n|F'], en particular, E [¢|F] =
£.

e) Si F/ C F’, entonces FE [£|F'| = E[E[£|F]|F"] = E[E [£|F"]|F].
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f) Si&, >0,y & A&, entonces E [&,|F'] 2 E[E|F].
g) Si &, >0, entonces E[3 07 | &ul F'] = 3207 E [6n| F'].

Definicién D.1. Una filtracién es una coleccion de o—élgebras {F,},
tal que F,, C Fp, siempre que n < m. En particular, la filtracion natu-
ral o candénica de un proceso {X,,n > 0} es aquella sucesién de o-algebras
definidas por

fn:O'(XQ,...,Xn), n:O,l,....

Definicién D.2. Un proceso estocédstico {X,,n > 0} es adaptado a una
filtracion {F,},~, si la variable X,, es F,—medible, para cadan =0,1,....

Definicién D.3. Se dice que un proceso estocastico (a tiempo discreto)
{Xy,n > 0} es una martingala respecto de una filtracién {F, },( si cumple:

1. Es integrable.
2. Es adaptado a la filtracion.
3. Para cualesquiera n < m,

P(E[X|Fu] = X,) =1

Ejemplo D.1. Cualquier proceso integrable y adaptado puede transformar-
se en una martingala.

Sea {X,,n > 0} un proceso integrable adaptado a la filtracién {F,}, -
Defina Yy = Xo — E[Xo] v -

Y, = ZXk — E[Xg|Fr—1], paran > 1.
k=1

Entonces el proceso {Y,,,n > 0} es una martingala respecto de la filtracién

{]:n}nEO'

Demostracion. En efecto, X,, es integrable pues es una suma finita de va-
riables aleatorias integrables, mas aun, como cada Y € F,, para 1 < k < n,
se tiene que X,, € F, para cada n > 0. Queda probar que X,, cumple con
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la propiedad de martingala, para ello note que:

n+1
ElXn|F] = E|> (Vi — E[Yi|Fea])
k=1

Fn

= Y BN — EN|FiaallFa] + B Yo — E[Yara| Fol [ F)

k=1
n

= > (Vi — EVi|Fic1]) + E[Yay1|Fn] — E[Yni1|Fn]
k=1
= Xn +0= Xm

es decir, para cada n > 0
E[Xn+1’]:n] — Xn7

por lo tanto, {X,, : » > 0} es una martingala.
|

Definicién D.4. Una variable aleatoria 7 con valores en {0,1,...} U {co}
es un tiempo de paro respecto de una filtracion {]:"}nZO si para cada n =
0,1,..., se cumple que (7 > n) € F,.






Apéndice E
Operadores Contracciéon

Definicién E.1. Sea (V,d) un espacio métrico. Se dice que una funcién
T :V — V es un operador contraccion si para algin a € R, con 0 < a < 1,
se tiene que

d(Tu, Tv) < ad(u,v),

para cada u, v € V.
« es llamado el mddulo de T.

Definicion E.2. Dada una funciéon T : V — V, la funcién T se define de

manera recursiva por
n .__ n—1
™ =T(T" "),

para cada n € IN, ademds, T es la funcién identidad.
Por otro lado, un elemento v* de V' es llamado un punto fijo de T si Tv* = v*.

Proposicién E.1. (Teorema del Punto Fijo de Banach). Sea (V,d) un
espacio métrico completo y T': V' — V un operador contraccién, entonces
T tiene un dnico punto fijo, digamos, v*. Ademds, para cualesquiera v € V
yn =0,

d(T"v,v*) < a"d(v,v").

donde a es el modulo de T'.
La funciones v, :== Twv,_1 = T™v son llamadas las aprozimaciones sucesivas.

En lo siguiente, el espacio V' es usualmente B(X), el espacio de funciones
reales, acotadas y medibles de Banach sobre el espacio de Borel X, con la
norma del supremo, ||v|| := sup, |v(z)].
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Proposicién E.2. Sea T': B(X) — B(X) un operador y suponga que:
a) T es mondtono, es decir, si u, v € B(X) y u < v, entonces Tu < T.

b) Exite un numero o € [0,1), tal que, T'(v + ¢) = Tv + ac, para toda
v € B(X) y cualquier constante c.

Entonces, T es una operador contraccién con médulo a.

Demostracion. Sean u,v € V. Dado que ||u — v|| = sup, |u(z) — v(z)]|, se
satisface que

(1) u() <v()+ lu—ol,y

(2) v() Sul) + flu—v.

Entonces, aplicando T a (1) y bajo las condiciones a) y b), se tiene que
Tu(z) < T(v(x) + |lu—v|]) = Tv(x) + alu — vl

o bien,
Tu(z) — Tv(z) < allu— ||,

para cada x € X. Luego, realizando el proceso andlogo sobre (2), se verifica
que
Tv(z) — Tu(z) < allu— ||,

para cada x € X. Por lo anterior, se obtiene
[Tu(z) = To(z)] < afu -],
para cada x € X, lo cual implica el resultado deseado, es decir,
[Tv = Tul| < aflu —wvl|,

para cualesquiera u,v € B(X). [ |
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