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Capitulo 1

Introduccion

El trabajo realizado en la presente tesis estd relacionado con la teoria
de Procesos de Decision y con la teoria de Juegos. Un Proceso de Decisién
es una sucesion de decisiones realizadas en un tiempo determinado siguiendo
una estrategia y pagando un costo por cada decisién realizada. Por otro lado,
la teorfa de juegos es una drea de las matemadticas que estudia la interaccion
entre individuos (jugadores) que llevan a cabo procesos de decisién. En la
tesis se busca optimizar un problema relacionado con la operacién eficiente de
maquinas, primero se resolverd por medio de los procesos de decisiéon usando
programacion dindmica y después por medio de teorfa de juegos usando la
definicién de equilibrio de Nash.

En particular se estudiardn los procesos de decisién de Markov (PDM) a
tiempo discreto (ver [5] y [10]). Un PDM es usado para modelar un sistema
que es observado de forma discreta en un tiempo finito o infinito, y son muy
ltiles en dreas como economia, donde son usados para optimizar problemas
de crecimiento econémico (ver [11]).

El desarrollo de un PDM, puede ser descrito de la forma siguiente: supon-
ga que en cada tiempo t,t =0,1,...,7T, donde T es el horizonte del problema,
la politica decide que accién serd aplicada dependiendo del estado en el qué
se encuentre el sistema. Entonces como consecuencia se paga un costo y el sis-
tema cambia de estado en el instante £+ 1, de acuerdo a una ley de transicion
y se repite el procedimiento.

Una politica es una regla mediante la cual se elige una accién en cada

punto de observacién del proceso (ver [10] y [14]). Para evaluar la eficiencia
de cada politica se cuenta con un criterio de rendimiento, en este trabajo se
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usard el criterio de costo total acumulado.

El problema de control éptimo consiste en encontrar una politica que
optimice el criterio de rendimiento. La politica que optimiza el criterio de
rendimiento es llamada politica 6ptima y, al criterio de rendimiento evaluado
en tal politica, funcién de valor 6ptima. Una manera de resolver un PDM est4
basado en el principio de Bellman conocido como Programacion Dindmica. El
principio de Programacion Dindmica permite resolver problemas en los que
es necesario tomar decisiones en etapas sucesivas. Las decisiones tomadas
en una etapa condicionan la evolucién futura del sistema, afectando a las
situaciones en las que el sistema se encontrara en el futuro (estados), y a las
decisiones (acciones) que se planteardn en el futuro. En el presente trabajo, el
principio de programacién dindmica proporciona una técnica para determinar
de manera eficiente las estrategias que optimizan un problema (ver [4] y [14]).

En lo que respecta a la parte de teorfa de juegos se estudiard el caso de
dos jugadores con estrategias finitas y se supondrd ademads que los juegos son
de suma no nula, es decir, la ganancia de un jugador no necesariamente se
corresponde con la pérdida del otro (ver [12]). De nueva cuenta se tratara de
encontrar la politica 6ptima para ambos jugadores, para ello se introducird el
concepto de equilibrio de Nash (ver [3] y [9]). Un equilibrio de Nash (formula-
do por John Nash, ver [9]) se define como un modo de obtener una estrategia
Optima para juegos que involucren a dos o més jugadores con estrategias fini-
tas. Nash demostré que las distintas soluciones que habian sido propuestas
anteriormente para juegos tienen la propiedad de producir un equilibrio de
Nash.

Una estrategia pura, para un juego, puede no tener equilibrios de Nash o
tener mds de uno. Nash demostré que si se permiten estrategias mixtas (en
las que los jugadores pueden escoger estrategias al azar con una probabilidad
dada), entonces todos los juegos de n jugadores en los que cada jugador puede
escoger entre un numero finito de estrategias tienen al menos un equilibrio
de Nash. Para probar esto Nash se basa en la correspondencia de mejor
respuesta y el teorema del punto fijo de Kakutani (ver [2]); sin embargo la
prueba es de existencia, es decir, asegura la existencia de equilibrios de Nash,
pero no muestran como calcularlos, se verd una manera de hallar puntos de
equilibrio de Nash por medio del célculo y haciendo un analisis por casos.

La tesis estd organizada de la siguiente forma: en el Capitulo 2 se presen-
tan los conceptos generales de los procesos de decisién, se trabajan problemas
con horizonte finito y con el criterio de rendimiento de costo total acumula-
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do. También se presentan dos ejemplo relacionados con el reemplazamiento
de maquinas (ver [5]). En el primero de ellos, se considera una séla méquina
y se busca encontrar su funcién éptima, en particular se presenta un caso
donde se da la solucién explicita y se incluye uno mds donde se trabaja un
nimero mayor de periodos, para ello se incluye un programa en MATLAB
(ver [6]) que permite resolver dicho problema de una manera més sencilla. En
el segundo problema se trabajan dos maquinas cuyo funcionamiento de una
no depende de la otra, andlogamente se incluye un ejemplo particular con un
nimero de estados y periodos pequeno, se anexa un programa en MATLAB
para resolverlo en un niimero mayor de estados. En el Capitulo 3 se desarrolla
la Teorfa de Juegos para dos jugadores, se da la definicién de un equilibrio
de Nash y se proporcionan dos maneras de resolverlos, una por medio del
calculo y la otra resolviendo por casos a través de las matrices de pago. Se
incluye un ejemplo del reemplazamiento de dos méaquinas, consideradas co-
mo los jugadores, sélo que en este caso se supone que su funcionamiento es
dependiente una de la otra, y se analiza dicho juego en un solo periodo y lo
que se busca es encontrar un equilibrio de Nash para los jugadores. Se incluye
un programa en MATLAB para resolver este juego.



Capitulo 2

Procesos de Decision

Un Proceso de Decisién es una sucesién de acciones realizadas en un
tiempo determinado mediante una regla y pagando por cada accién realizada
un costo. En este capitulo se darédn las definiciones béasicas para la teoria de los

procesos de decisién con horizonte finito. Ademads se introducira el concepto
de Proceso de Decisiéon de Markov (PDM).

2.1. Procesos de Decision

Las siguientes definiciones serdn usadas en los capitulos siguientes (ver

[13]).

Definicién 2.1.1 Sean x € X y f(x) una funcion definida para cada x €
X, donde X es un conjunto numerable. Entonces se define argmax por la
siguiente relacion

xzt € argemXaXf (x) & f(a") = rglea)?(f (x).

Observacién 2.1.2 Fs decir, argmax f = {x* eX:f(z")= m%?cf (m)}
xe
La seleccién de un comportamiento en un problema de decisién simple es
llamada accion. El conjunto de todas las acciones posibles serd denotado por
A. En la tesis se supone que A es un subconjunto numerable.

Definicién 2.1.3 Un pago es una funcion u : A — R que asocia un valor
numérico a cada accion a € A.
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Definicién 2.1.4 Una accion a* es dptima si para cada a € A
u(a*) > u(a)

o0, equivalentemente,
a* € argmax u (a) .
acA
Definicién 2.1.5 Una estrategia o politica es una regla mediante la cual se
elige una accion en cada punto de decision. Una estrategia pura es aquella en
la cual no hay aleatorizacion en su implementacion y/o seleccion. El conjunto
de todas las posibles estrategias es denotado por S.

Definicién 2.1.6 Una estrategia mixta o especifica la probabilidad p (s) con
la que cada estrategia pura s € S es usada.

Se supondra que el conjunto de estrategias es S = {s1, S2,...}, donde
de nueva cuenta se tiene que S es un conjunto numerable; entonces una
estrategia mixta puede ser representada como un vector de probabilidades:

o= (p(s1),p(s2),...).

Una estrategia pura puede ser vista como un vector en el que todas las
entradas son cero excepto una. Por ejemplo,

83:(0,0,1,...).

En este caso s3 representa que se uso la estrategia 3 con probabilidad 1.
Las estrategias mixtas pueden ser representadas como una combinacién
lineal de estrategias puras:

022}7(8)3.

sesS

Definicién 2.1.7 El soporte de una estrategia mizta o es el conjunto S (o) C
S, formada por todas las estrategias puras para las cuales o satisface que
p(s) > 0.

Lema 2.1.8 Sea o* una estrategia mixta optima con soporte S*. Entonces
u(s) =u(c*), se S*.
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Demostracién. Si el conjunto de S* contiene sélo una estrategia, en-
tonces el lema es cierto. Suponga que el conjunto S* contiene més de una
estrategia. Si el lema no es verdadero, entonces existe al menos una estrategia
que da un pago mayor que u (0*); sea s’ la estrategia que produce dicho pago.
Entonces

u(o®) = D p(s)ul(s)

s€5*

= D P (s)uls)+p (s)u(s)
s#s’

< S p () uls) +pt () u(s)
s#s!

= u(s).

La historia parcial h es la sucesién de decisiones que han sido realizadas
por un individuo en un tiempo ¢t determinado. Al principio de un proceso de
decisién (cuando ninguna decisién ha sido hecha) se tiene historia nula, h.
Una historia completa para una estrategia s es la sucesion de todas las deci-
siones que un individuo puede tomar siguiendo la estrategia s y se denotard

por H (s).

Observacion 2.1.9 Un individuo tiene memoria perfecta si recuerda todas
sus decisiones pasadas, entonces cada punto de observacion del proceso tiene
historia inica y cada historia da como resultado un wunico punto de obser-
vacion.

Sea S (h) € S el subconjunto de estrategias con historia h pero que di-
fieren en las acciones que realizaran en el futuro. Entonces el pago éptimo
que puede obtener un individuo, dada la historia h es:

u* (s|h) = max u(s).
(s10) = max u(s)
Sea A (h) el conjunto de acciones donde el individuo elige la accién que llevara

a cabo. Después que la decisién ha sido hecha, a la historia h, del proceso se
le anade la accién a. Esto serda denotado por h, a.

Teorema 2.1.10 (Principio de Optimalidad). Para cualquier individuo con
memoria perfecta se tiene:
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1w (s[H(s)) = u(s),

2. u*(s|h) = max u*(s|h,a),

a€A(h)
).

3. u* = max u* (3
SGS(B)

Demostracion.

1. De acuerdo a la definicién de H (s), el individuo no tiene mas acciones
a elegir y el mejor pago que puede obtener es el que ya tiene usando la
estrategia s.

2. Una  estrategia pura es una  sucesion de  acciones

{ag, a1, ..., ap, aps1, ..., ag}. Asi,
u(s) =u(ag,ar,...,ap, Qpit,---,aH) -
Sea h la historia parcial que da como resultado la sucesion {ag, aq, . .., an}
entonces
*
u* (s|h) = maxmax---max (ag,a1,...,an, Aytt,---,0H)
Gh4+1 Ch42 afg
*
= maxu” (s|h,apt1) .
Ah+1

3. La historia & denota un problema de optimizacién empezando desde
un tiempo ¢ = 0. Entonces S <iL> =Sy

B) = maxu(s)

seS

*

= Uu.

Definicién 2.1.11 Un proceso de decision tiene la propiedad de Markov si
satisface p (Tii1 |y, ar) = p (Teg |20, a0).
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2.2. Procesos de Decision de Markov

El objetivo de esta seccion es introducir el concepto de procesos de de-
cisién de Markov (PDM).

Los procesos de decisiéon de Markov proporcionan una herramienta para
la toma de decisiones en las que los resultados dependen de una cierta pro-
babilidad. Los PDM son muy ttiles para el estudio de problemas de opti-
mizacién resueltos a través de programacion dindmica. En la tesis se traba-
jara con PDM a tiempo discreto y con espacio de estados finito (para casos
mds generales ver [7] y [10]).

Definicién 2.2.1 Un Modelo de Decision de Markov (MDM), estacionario,
a tiempo discreto, consiste de una quintupla:

(X, A {A(x)|lx € X},Q,¢),
donde:

a. X es un conjunto numerable no vacio, llamado el espacio de estados;
b. A es un conjunto numerable no vacio, llamado el espacio de acciones;

c. {A(z)|z € X} esuna familia de subconjuntos medibles, no vacios A (x)
de A, donde A (x) denota el conjunto de acciones admisibles cuando el
sistema se encuentra en el estado x € X. El conjunto K de parejas de
estados acciones admisibles, estd definido por

K={(z,a)|lr € X,a€ A(x)},
y se supondrd que es un conjunto medible del espacio producto X x A;

d. @ es una probabilidad de transicion definida en X dado K, llamada ley
de transicion, es decir, para cada (z,a) € K, Q (-|z,a) es una medida
de probabilidad en X, y para cada B C X, medible, Q (B|-) es una
funcion medible;

e. ¢: K — R es una funcion medible y se llama la funcion de costo de un
paso.
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Se puede pensar en un MDM estacionario a tiempo discreto con horizonte
finito T, donde T es el horizonte del problema de optimizacién, como un
sistema estocdstico controlado que se observa de manera periddica en los
tiempos t = 0,1,2,...,7T. La dindmica que describe este sistema estocdstico
funciona de la forma siguiente: si el sistema al tiempo ¢ se encuentra en el
estado vy = € X y a; = a € A(x) es aplicada, entonces ocurren dos cosas:

a) se paga un costo ¢ (x,a);y

b) el sistema se traslada a un nuevo estado z;1, mediante la ley de tran-
sicién (medida de probabilidad) @ (- |z, a) sobre X, es decir,

Q(Blzr,a) =Pr(z;q € Bloy =z,a, =a),
B € B(X), donde B (X) denota la o-édlgebra de Borel de X.

Una vez hecha esta transiciéon a un nuevo estado, se elige una nueva accién
y la dindmica anteriormente descrita se repite.

Suposicién 2.2.2 Se supondrd que K contiene la grifica de una funcion
medible de X a A, es decir, existe [ : X — A medible, tal que f (z) € A(x),
para toda v € X. El conjunto de estas funciones es denotado por F y sus
elementos son llamados acciones de la multifuncion v — A (x).

2.3. Politicas

Para introducir el concepto de estrategia o politica, considérese un MDM
y defina Hl, el espacio de las historias observadas del proceso de control hasta
el tiempo ¢, como

HO = X7
H, = KxH-_,
parat=1,2,...,T. Un elemento h; de H; llamado ¢-historia es un vector de
la forma
(20, a0,®1,G1, ..., A1, T¢) ,

donde (z;,a;) € Kparai=0,...,t—1yz, € X .

Obsérvese que, para cada t, H; es un subespacio de H; := (X X A)t X X
y Hy .= X.
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Definicién 2.3.1 Una politica aleatorizada o simplemente politica, es una
sucesion m = {m,t =0,1,2,...,T — 1} de probabilidades de transicion defi-
nidas sobre A, dada la historia del proceso H; y satisface que: m, (A (z) |hy) =
1 para toda hy e H; yt=0,1,2...,T.

El conjunto de todas las politicas serd denotado por II.

De acuerdo con esta definicién, una politica m = {m;} puede interpretarse
como una sucesion {a;} de variables aleatorias sobre A, tales que, para cada
t-historia y t = 0,1,2,...,T, la distribucién de a; es 7 (-|h;), la cual estd
concentrada en el conjunto de acciones admisibles A (z;). En otras palabras,
cuando se usa una politica arbitraria, la accién en cualquier tiempo ¢ es una
variable aleatoria y depende de todas las t-historias.

Se denotara a la familia de probabilidades condicionales sobre A dado X,
como P (A|X).

Sea ® el conjunto de todas las probabilidades condicionales ¢ en P (A |X')
tales que para toda x € X se tiene ¢ (A (z)|z) = 1.

Observacion 2.3.2 Por la suposicion 2.2.2 se tiene que F C ®.

Definicién 2.3.3 Una politica m € 11 es:

Markoviana Aleatorizada (Ilgy). Si existe una sucesion {p,} C ®
(definidas sobre A dado X ), tales que, w; (- |hs) = ¢, (- |x) para toda hy € H,
yt=20,1,2,...,7T.

Markoviana Aleatorizada Estacionaria (Ilgg). Si existe p € ®, tal
que: m (- [he) = @ (- |x) para toda hy e Hy yt=0,1,2,...,T.

Determinista (Ilp). Si existe una sucesion {g:} de funciones medibles
g: - Hy — A, tales que, para cada hy € H; yt = 0,1,2,...,T, se tiene que
gt (hy) € A(xy) y i (- |hy) estd concentrada en g; (hy).

Determinista Markoviana (Ilpy). Si existe una sucesion { f;} de fun-
ciones medibles fy : X — A (o f, € F), tales que, fi(z;) € A(xy) ymi(-|hy)
estd concentrada en f; (x;) para cada hy € Hy yt =0,1,2,...,T.

Determinista Markoviana Estacionaria (Ilpg). Si existe una fun-
cion medible f : X — A (o f € F), tal que, f(x;) € A(xy) yme(-|he) esta
concentrada en f (x;) para cada hy e Hy yt =0,1,2,...,T.

Se dice que 7 (- |h) estd concentrada en g (h), si 7 (C'|h) = I (g (h)) para
cada C' € B (A). Donde I¢ es la funcién indicadora del conjunto C.
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Observacion 2.3.4 Obsérvese que, llgrg C gy, C II y llpg C Ilpy C
I, C II.

Sea (€2, F) un espacio medible que consiste del espacio muestral canénico
Q= Hy, = (X x A)* y F su correspondiente o-algebra producto. Los
elementos de € son de la forma w = (x, a0 21,0a1,...) conz; € X ya, € A
para toda t = 0,1,2,...,T, las proyecciones, x; y a;, de {2 sobre X y A son
llamados estado y accién respectivamente.

Obsérvese que Hy,, = K* C (2 es el conjunto de parejas estado accién
admisible. Sean 7 € II una politica arbitraria y xg = x € X. Entonces por
el Teorema de Ionescu-Tulcea (ver Apéndice A), existe una tinica medida de
probabilidad PT sobre (€2, F). Ademds, para cada C' € B(A), B € B(X),
hy e Hy yt=0,1,2,...,T, se tiene que

P (a, € C'|hy) = 1, (C |he), (2.1)

P;,r (fL’t+1 - B |ht,at) = Q (B |.Tt,at) . (22)

El proceso estocdstico ((2, F, Pr), {z:}) es llamado un Proceso de Control
de Markov a tiempo discreto o Proceso de Decision de Markov (PDM).

La esperanza con respecto a P serd denotada por EJ.

Criterio de Rendimiento. Cada PDM estard dotado de una funcién
real, llamada criterio de rendimiento, que mediré de alguna manera la calidad
de cada politica, a través de la sucesiéon de costos que genera.

Considérese un modelo de decsién de Markov fijo y un conjunto de politi-
cas II. Se define para cadaz € X y 7w € II

T-1

V(m,x)=E] |> c(x,a)+cr (v7)
t=0
V' (m, ) es conocido como el Costo Total Acumulado y cr (z7) es el costo
terminal. Al entero positivo 1" se le conoce como horizonte del problema, el
cual representa el nimero de etapas en el cual el sistema estd operando y
puede ser finito o infinito.

Definicién 2.3.5 Para cada x € X se define
V' (2) = infV (7, 2),

V* se le llama funciones de valores dptimos o valor dptimo.
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Definicién 2.3.6 Una politica n* € 11, es dptima, si

V(r*, x) = 1an(7r x),

mell

zeX.

El problema de control éptimo consiste en encontrar una politica 6ptima,
es decir, minimizar la funcién 7 — V (7, x) sobre II, para toda = € X.

2.4. Programacion Dinamica

Considere como criterio de rendimiento el costo total acumulado con ho-
rizonte finito, es decir,

T-1
V(m,x):=E] c(xy, ap) +er (z7) |
t=0
donde ¢r es una funcion real valuada definida sobre X llamada la funcién de
costo terminal.

El objetivo de esta secciéon es proveer una técnica de solucién para el
problema de control 6ptimo, conocida como Programacién Dindmica (ver
[4]). Dicha técnica permite encontrar tanto a la funcién de valor 6ptimo V*,
como a la politica 6ptima 7*. El principio de Bellman estd basado en el
principio de Optimalidad. La prueba del siguiente teorema se presenta en el
caso continuo en [14].

Teorema 2.4.1 Sean Vy, Vi, ...,V funciones sobre X definidas por
Vi (2) = cr (2), (2.3)

y para cada t =0,1,...., T — 1.

Vi = . .

@)= min Je(r,a)+ > Q! fr.a) Vi (o) (2.4)
z'eX

Se supone que estas funciones son medibles y que para cadat = 0,1,2,... ,T—

1, existe una accion f; € F con f;(x) € A(x), tal que

Vi(z) =clx, fi (@) + Y Q@ |z, fi (z)) Vipa ().

r'eX
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Entonces, la politica determinista de Markov m* = {fo, f1,..., fr—1} es opti-
ma y la funcion de valor dptimo V* es Vy, es decir, para x € X se tiene que
V*(z) =V (%, 2) = Vp (x).

La relacién (2.4) es conocida como Ecuacién de Programacién Dindmica
(EPD) junto con su condicién inicial (2.3) y su nombre es debido a Bellman
(ver [4]).

Demostracién. Sea m = {m;} una politica arbitraria, y sea

T-1

Cy(m,z) : =E7 Z c(zp,an) +cop () |y =2,
n=t

Cr(mx) = =cr(z),

t=0,1,2,...,T—1. Cy (m,x) es llamado el costo total del instante t a 7' — 1
cuando se usa la politica m y x; = x. En particular note que

V(m,x) =Co(m, x).

Para demostrar este teorema, se debe mostrar que para todo r € X y t =
0,1,2,...,7T — 1, se tiene que

Ce(m, ) 2 Vi (),
con igualdad cuando m = 7*, es decir,
Cy (m*,2) = Vi (x).
En particular, si ¢t = 0, se tiene que
Co(myz) =V (mz) > Vo (2)
y si se utiliza a 7*:
Co(r*,x) =V (r*,2) =V"(x) =V (x).
Para probar las relaciones anteriores, primero obsérvese que
Cr(m,z)=Vr(z)=cr(x).
Ahora, suponga que para alguna t € {0,1,...,7 — 1} se tiene que
Cir (m,2) = Viga (2) -
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Entonces por (2.1) y (2.2),

T—1
Ct(ﬂ',CE> = L7 Zc(xnyan)"i_cT(xT)lxt:x]’

Ln=t
r -1

= E7 |c(xy,ar) + Z c(xn, an) + cr (vr) |2, = x] :
L n=t+1

= E"[c(zy,a¢) |z =2]+ E”

i c(zn,an) + o (x7) |2 = x] ,

n=t+1
T-1
= Zc(m,a}w(a|x) + E" Z c(zn,an) + o (x7) |2y = ZL‘] ,
acA n=t+1

y por propiedades de la esperanza condicional, se llega a que

T-1
E™ Z

c(zn,an) + o (x7) |2y = x]
n=t+1

i T-1
= E™|E™ < Z c(xp,an) + op () |21 = y) |z, = m] )

n=t+1

Por otro lado,

T-1

Z ¢ (Tn, an) + or (x7) [T141 =y
n=t+1

E™ = C’t-l-l (7T7 ZL') :

Asi,

Ct(ﬂ—?x) = Z C($7a)+th+1<7ray)Q<y’$7&)] ﬂ—t(a’m)’

acA L yeX
>y C(w,a)+ZVt+1(y)Q(yl$,a)] m(alr),
acA L yeX
> min c(z,a) + Y Vi (y)Q(y\w,@]
yeX

= Vi(z),
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y bajo la hipétesis de induccién se tiene que

Ci1 (W*» 33) = Vi (fﬁ) .

Se denotard por P;; (a,t) a la probabilidad de estar en el estado j, dado
que nos encontramos en el estado ¢ y se eligié la accién a, en el tiempo £, es
decir,

Pj(a,t) =Plriyr =j oy =1,a. = a,

2.5. Ejemplo

Ejemplo 2.5.1 Considere un problema de operacion de una mdaquina en T’
periodos. El espacio de estados es finito, es decir, X = {1,2,...,n}. Suponga
que encontrarse en el estado i es mejor que estar en el estado i+1, y el estado
1 es el de condiciones perfectas en las que la mdaquina puede operar.

Sea g (i) el costo de operacion por periodo cuando se estd en el estado i
y se usa la accion a, suponga que

g(1)<g(@2)<---<g(n).

Durante un periodo de operacion, el estado de la maquina puede empeorar
o quedarse igual.

Se considera la probabilidad de transicion como:

- p(li), j>i,
* 0, J <.

Supongase también que al comenzar cada periodo conocemos el estado de la
mdquina y tenemos las opciones siguientes:

1. Que la mdquina opere un periodo mds, en el estado en que se encuentra.

2. Reparar la mdquina hasta estar en perfectas condiciones, es decir, hasta
que se encuentre en el estado 1, pagando un costo R.
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Con esto se tiene que el espacio de acciones A es también finito y tiene
dos elementos (repararla y dejarla trabajar un periodo mds).

Suponga que la mdquina, una vez reparada, permanecerd en el estado 1
por al menos un pertodo. En los periodos siguientes, puede deteriorarse para
los estados j > 1 seguin las probabilidades de transicion p;;.

Asi el objetivo es decidir sobre el nivel de deterioro (estado) en el cual
vale la pena pagar el costo de reparacion de la maquina, de tal modo que se
obtengan costos de operacion mds bajos en el futuro. Obsérvese que la decision
también estd afectada por el periodo en el que se encuentra la maquina, por
ejemplo, se estaria menos inclinado por reparar la mdquina cuando hay pocos
periodos a la izquierda. Ast, considerando el criterio de costo total acumulado,

Vi z):=E]

xT

S g0z, 00) + 91 m)] .

t=0

Por lo tanto, en este caso se tiene que la EPD

Vi (z) = gr (1) =0,

o
$0 =0

g (i) + ZPM (@) Vit (j)] :

Asi, en general

() = min{g<z>+zpijv;c+1 <j>,R+g<1>+vk+1<1>},

k= {0,1,2,...., T —1},

esto significa dejar un periodo mds trabajando o reparar la mdaquina.
En un caso particular, suponga que X = {1,2,3,4,5} y la mdquina es
revisada durante dos periodos. La matriz de transicion esta dada por

o o O o5

o o oglugl-

oS oglglwsle

SIS ES

= = = e
.
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el costo esta definido como g (i) =i+ 1, parai = 1,2,3,4,5. Y el costo de

., _ 14
reparacion R = <.

Utilizando programacion dindmica
Vo (z) = 0.

En la etapa siguiente

= min

Vi(i) = min {g(i) +Zp¢jV2(j),R+g(1) +V2(1)}

'+124
i — 0.
)

De esta forma,

. i1, sii=1,2,3,
Vl(l):{ U sii=4,5;
5 7 )

es decir, para los tres primeros estados es mejor dejar trabajar un periodo
mas la mdquina mientras que para los restantes es mejor mandar a reparar
la maquina.

Para la siguiente etapa

W) = mm{g@)+Zpijv1<j>,R+g<1>+v1<1>}

s : 34
= min z—l—l—i—Zpile(j),E .

j=i

Ahora, resolviendo

5
_ 34
Vo(l) = m1n{1—|—1+g pu‘ﬁ(]%g}
=1
. [291 34
= min{ —, —
50 " 5

291
50’
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Vo (2)

Vo (3)

Vo (4)

5
. L 34
mln{Q—i— 1 +Zp2jV1 (]),E}

j=2
. [333 34
min ¢ —, —
50 "~ 5
333
50 7

5
. L 34
mln{?)—l— 1 +Zp3jvl (]),E}

=3
. 206 34
min{ —, —
2575
34
5 )

5
) L 34
min {4+1+2p4jv1 (J)’E}

=4

. [49 34
min § —, —
5 5

34

5 )

5
. L 34
m1n{5—|—1+ E psi Vi (]),E}

7=5

. [54 34
min ¢ —, —
5 b

34

F

19
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Asi,
291

50 ¢ Siizl,

%(Z>: %;Sii:2;

34 L

=, 811 =3,4,5.
Se concluye que en los dos primeros estados es mejor dejarla trabajar y en
los siguientes reparar la mdquina. La siguiente grdfica representa los costos
de operacion en cada periodo

T,-" .................. L T —————————. T et e oma s oA o T T ]
¢ * ¢ >
E'_ ..................................... ................... .....................
i b s e e ................... S e S
; . '
g ,-_1 ..................................... .. .................. ................... .
W : :
] :
U 3 .................. o ................... .................... M
:2.., ..................................... ................... .......... w ....... -
| v
e R R R R R P e SR AR
g = i t 5
1 2 3 4 ]

Feriodos

Para el caso en el que se consideran un nimero mayor de estados y de
periodos, se realizé un programa en MATLAB, cuyo algoritmo consiste en

1. Asignar valores al costo de reparacion (R), al costo de operacion por
periodo cuando se estd en el estado i, (g (7)), al nimero de estados (n)
y el numero de periodos (T),
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2. simular la matriz de transicion p;; y, generar la matriz de transicion
triangular inferior,

3.y finalmente, se implementa la ecuacion de Bellman

Vi (i) = min{

g(i) + sz‘jvkﬂ (), B+g(1)+Vira (1)

j=

i

} |

Usando el algoritmo realizado en MATLAB, considere n = 8, T = 10,
R =15y g(i) =i+ 1. Se tiene que los costos son

1

2

3

4

5

6

7

Vo

2

3

4

5

6

7

8

Vs

7.891

84925

10.

064

12

. 374

13.

829

15.

197

16 .

665

18

Vz

15.469

16 . 446

17.

660

20.

759

22.

395

23.

898

24.

891

24.891

Ve

23.491

24.422

25.

720

29.

188

30 .

575

31.

653

32

. 469

32.469

Vs

31.486

32.386

33.

690

36 .

899

38.

131

39.

273

40

. 469

40.491

Vi

39.305

40.204

41.

537

44 .

719

46 .

024

47 .

191

48

. 483

48 . 486

Vs

47.194

48 .093

49

. 437

52.

682

o4.

004

35

175

96+

305

96 . 305

Vs

55 .114

56 . 017

57 .

347

60 «

082

61.

873

63 .

034

64 .

194

64 .194

Vi

63 . 006

63 . 906

65 .

239

68 .

458

69 .

754

70.

916

2.

115

72.115

Vo

70.897

71.797

73.

133

76 .

360

77

663

78 .

827

80

006

80 . 006

donde las filas representan los costos para cada periodo y las columnas los
estados en que son revisados las mdquinas; y las politicas a sequir son

D

O N W] OO ]| 00| ©

NI N

NINININNNNNN NN

NN NN NN W

NN DN DN NN DN =~

DNINININNN NN DN DN Ot

DI DN NN N

=R NN NN
e L R R B e R L S Sl R ee)
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donde de nueva cuenta las filas representan los periodos y las columnas los
estados, y ademds

2 = Que la mdquina trabajé un periodo mds,

1 = Reparar la mdquina.

La grifica de los costos de operacion es

B0kt ........ * ....... Lo PEERIRRE . ...... .‘_

: % : : ; ; :

30 O%...... " ........ TRETRERS s o i ........ . ....... * 4

& 0 ® * : : .:, * »

S R (i B R s oot L A s Pt _

» 7 * .

" "\IIIE g 5|:| ....... . ....... ®o ‘ ........ ; ....... . ....... .‘ ........ '.-- .

A R N - e T [ o

s 4 O e EWe 5

& 43 10k A s s R W i B 2

Py * * i i # »

........................ T - R

LR 20 S g : : &
& 0 ; . & - :

1|:| ....... ‘ ....... Mo ol poased ................ * ....... e

i * * i T : :

0 & & * # * & !

1 2 i 4 g G 7 a

Periodos

De igual forma se puede trabajar con un niimero mucho mayor de estados
y periodos, por ejemplon =40, T =45, R =15 y g (i) = i+ 1, pero por falta
de espacio sdlo se incluye la funcion de valor éptimo, V;

( 399,81211 sii = 1;
401,48413 sii = 2;
402,42412 sii = 3;
403,69999 si i = 4;
404,62182 sii = 5;
405,68700 si i = 6;
406,79460 sii = 17;
| 40781717 sii=38,...,40;

Vi (i) =
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y la politica optima a sequir es, permitir que la mdquina trabaje para los
primeros siete estados y a partir del estado 8 hasta el 40 pagar el costo de
TEPATacion.

Ejemplo 2.5.2 Ahora considérese un problema de operacion para dos mdquinas
(llamémosle maquina 1 y 2 respectivamente) en T periodos, cuyo funcionamien-
to es independiente. De nueva cuenta el espacio de estados es finito, es decir,
X; = Xo ={1,2,...,n}. Suponga que encontrarse en el estado i es mejor
que estar en el estado v + 1, para la maquina 1; y el estado j es mejor que el
j+ 1 para la mdquina 2, y el estado 1 es el de condiciones perfectas en las
que ambas mdaquinas pueden operar.

Sean g1 (i) y g2 (j§) el costo de operacion para la maquina 1 y 2 respecti-
vamente, suponga que

01 (n)’
g2 (n).

g1 (1)
92(1)

Durante un periodo de operacion, el estado de las maquinas puede empeorar
o quedarse igual.
Considere la probabilidad de transicion como:

Q ((Zvj) ’ (ZE,y)) = Ql (Z,ZE) QQ (.]7 y) )
(ver [8] p. 75). Donde

Q1 (i,x) — {lew, v >,

IA A

0, x < 1.
Q2 (J,y) = { 0. y < j.

Supongase también que al comenzar cada periodo se conoce el estado de las
mdquinas. Entonces se tienen las opciones siquientes:

1. Dejar trabajar ambas maquinas, por un periodo mas pagando los costos
de operacion gi (), g2 (j);

2. Reparar la mdquina 1 pagando un costo Ry, y dejar que la maquina 2
opere un periodo mas, pagando el costo gz (j);
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3. Dejar que la mdquina 1 opere un periodo mds, pagando g, (i) y reparar
la mdquina 2 hasta estar en perfectas condiciones, es decir, hasta que
se encuentre en el estado 1, pagando un costo Rs.

4. Reparar ambas maquinas, hasta que estén en perfectas condiciones, pa-
gando un costo Ry + Rs.

Con esto se tiene que el espacio de acciones A es también finito y tiene
cuatro elementos.

Suponga que las maquinas, una vez reparadas, permanecerdn en el estado
1 por al menos un periodo. En los periodos siguientes, puede deteriorarse
para los estados t > 1 segun la probabilidad de transicion Q ((i,7), (z,v)).

Ast el objetivo es decidir sobre el nivel de deterioro (estado) en el cual
vale la pena pagar el costo de reparacion de las maquinas, de tal modo que
obtengamos costos de operacion mds bajos en el futuro. Se tiene que la EPD
estd dada por

VT ([C, y) = 07

91 (1) +92 (7) + 20— 20 Q1 (4,7) Q2 (4, y) Viyr (7,9)

Ri+g, (1) 495 () + 22, Q1 (4, 1) Q2 (4, y) Vira (L),

R2+gl (Z) +92( )+Zm le (Z> )QQ (jvl) ‘/k+1 (.I‘,l),
Ri+Ro+g, (1) +9, (1) +Viya (1,1)

k= {0,1,2,....,T—1}.

En un caso particular, suponga que X = {1,2} y las mdquinas son re-
visadas durante dos periodos. Las matrices de transicion estdn dadas por

1 4 3 2
@1=[g ﬂ, Qg—[g {]

los costos de operacion estin definidos por g1 (i) =1, g2 (j) = J, para i,j =
1,2. Y los costos de reparacion Ry = Ry = 5
Utilizando la ecuacion de programacion dindmica

|
E

Vs (z,y) = 0.

En la etapa siguiente

91(i>+92(>+2x122¢]@1( z) Q2 (,y) Va (2,y),

Ritgi (1) +92(5) + 22,2, @1 (4, 1) Q2 (4, y) Va (1,9),

Rotg1 (i) + 92 (1) + 325 Q1 (3,2) Q2 (5, 1) Va (2, 1),
Ri+Rotg1 (1) + g2 (1) + V5 (1,1)

Vi (i,j) = min
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De esta forma, se tiene

gl(l)+92( )+Z:c 1Zy 1Q1(1 x)Q2(1’y) Q(xvy)v
VLD — mind 0 D O+ @ (L) Qs (Ly)Va (L),
’ 5t (1) 492 (1) + 30, Q1 (1,2) Q2 (1,1) Va (, 1),
3491 (1) +g, (1) +V2(1,1)
. 7T
= m1n{2,§,§,5}
= 2’
91 (1) +92 (2) + X5 1Zy 2 @1 (1,2) Q2(2,y) Va (w,y),
hiLe e ()0 () 35, 01 (L) Q 2.V (1),
’ 5791 (1) 495 (D) +30, Q1 (1L,2) @2 (2,1) Va (2, 1),
3491 (1) +g2 (1) +V2(1,1)
9 7
= mm{3,§,§, }
= 37
+92 +Zm 22@1 1Q1 (27‘T)Q2 (Ly) 2('T7y)
V@21 = { 591 (1) +92 (1) +3, 1 Q1(2.1) Qe (L,y) Va(L,y)
’ 5401 (2) 492 (D) + 305 Q1(2,2) Q2 (1,1) Va (2, 1),
349, (1) +g, (1) +V2 (1,1)
mln{?) Z 9
7272a
= 3,
(2,9) Va (2,9),
he) - mnd FO ORI LG RDG (LY,
’ 501 (2) g2 (1) + 375 Q1(2,7) Q2 (2,1) Va (, 1),

{ 91(2) +9, (2 )+Zm QZy s @1(2,7) Q2 (2
3491 (1) +g, (1) +V2(1,1)
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Para la siguiente etapa

91 (1) + 92 () + 20y o @1 (,2) Q2 (G,9) Vi (2,9)
Ritg1 (1) + 92 (5) + 22,2, Q1 (5, 1) Q2 (4, ) Vi (L),

Ro+g1 (i) + g2 (1) + >, Q1 (3, x)%(], Vi (x,1)
R1+R2+g1( )+92 (1) (L )

Vs (7, 7) = min

Ahora, resolviendo

g1 (1) 49, (1) + X0 1Zy 1 @1 (L) @2 (Ly) Vi (z,y),
TR i X RS L R LS
’ 5191 (1) 495 (D) +30, Q1 (1,2) Q2 (L, 1) Vi (2, 1),
3+9:(1)+g, (1) +V1 (1, 1)
o 12
= m1n{§,7—0,?, }
om
=
g1 (1) +g, (2 )+Zx 12;, 2 Q1 (1,2) Q2 (2,y) Vi (2,y),
Vo(1,2) = min %+91(1)+92()+Z L, @Q1(1,1)Q2(2,y) Vi (1,y),
’ 5191 (D) 492 (D) +30, Q1 (1L,2) @2 (2,1) Vi (2, 1),
3+9,(1)+g, (1) +V1 (1, 1)
. 32 51 7
= mm{g,ﬁ,gﬁ}
T
T2
91(2)+g, (D) +3 0, Zy 1Q1(2,2) Q2 (1,y) Vi (z,y),
‘/0(2 1) — min %+gl (1) +92< )+Z =1 Ql (2 1) Q2 (1 y)v (17y)7
’ 501 (2) g2 (1) + 375 Q1(2,7) Q2 (1,1) Vi (, 1),

3491 (1) +g, (1) +V1(1,1)

. {4
= min< —,
7

w
NN

93
71_77}
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913(2) 92 (2)+ 20 22 5 Q1(2,2) Q2(2,y) Vi (z,y),
— m 5 ()+92()+Z—2Q1(2 1)Q2(2,y) Vi(Ly),
W(2,2) = 2
VB )0 (D + T, Q1 (2:0) Qa2 ) Vi 1),
3+, (1) 492 (1) +Vi (1,1
o [15 99
= mm{; )55 7}
9
= 5
Asi, se tiene que la funcion dptima es:
Vo(l,1) =2,
%(1,2)=1,
Vo(21)= 2,
9
Vo (2,2) = 3"

Donde la primera entrada representa los estados de la maquina 1 y la sequnda
los de la mdquina 2; se tiene que la politica para cada periodo es:

Piisj) = (1,1), para i, j = 1;2,
Pe(1,1) = (0,1),
Pe(1,2) = (1,0),
Pe(2,1) = (0,1),

P (2,2)=(0,1).

Para k= 0,1,2,3 y, donde, de nueva cuenta la primera entrada representa
los estados de la maquina 1 y la sequnda los de la mdquina 2 y en el vector
del lado derecho de la igualdad, la primera entrada representa las acciones
para la maquina 1 y la sequnda entrada las de la maquina 2 y, ademds

1 = Dejar trabaja la maquina 1,
0 = Reparar la mdquina 1.

Para i = 1,2. La grifica siguiente representa los costos de operacion en
cada estdo y periodo
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.
5 :
"Ilh.
e ;
> o *
e T §
1 W :
ViR
0 : :
2 :
2

15 : 1-B

1.4

Méquina 2 1 1 Méquina 1

Para el caso en el que se consideran un nimero mayor de estados y de
periodos, nuevamente se realizé un programa en MATLAB (ver Apéndice B
y [6]), cuyo algoritmo consiste en

1. Asignar valores a los costos de reparacion (Ry y Rz), al costo de ope-
racion por periodo cuando se estd en el estado i, g1 (1) para la mdquina
1 y g2 (j) para la maquina 2 en el estado j, al nimero de estados (n) y
al nimero de periodos (T),

2. simular las matrices de transicion Q1 (i,z) y Q2 (7,v),

3.y finalmente se implementa la ecuacion

91 (1) +95 () + 20— 20 Q1 (6,7) Q2 (4, y) Viyr (7,9),
Ruty (149 ) + ) Qa (1:1) Q2 (19) Vien (1,1).
Rotg, (i) +95 (1) + 22, Q1 (6, ) Q2 (4, 1) Vi (2, 1),

Ri+Rotg; (1) 495 (1) +Via (1,1)
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Ahora, usando el algoritmo de MATLAB, consideren =2, T =5, Ry =
25, Ry =39, g1 (i) = %10+ 15 y go(j) = j * 8 + 20. Las matrices de
transicion estan dadas por

0, 0.3221 0.6779 0, — 0.6983 0.3017
t= 0 1 ’ 2 0 1

Se tiene que el costo de operacion para ambas mdquinas es

Vs (i,j) =0 parai,j=1,2

Vi(1,1) 53
Vi(1,2) = 61
Vi(2,1) = 63
Vi(2,2) = 11
V3(1,1) = 95.8496
V3(1,2) = 92
V3(2,1) = 78
Vi(2,2) = 86
Vo (1,1) = 108.5004
V3(1,2) = 92
V5 (2,1) = 78
V5(2,2) = 86
Vi (1,1) 111. 3460
Vi(1,2) = 92
Vi(2,1) = 78
V1(2,2) = 86
y la funcion de valor dptimo es
Vo(1,1) = 111.9860
Vo(1,2) = 92
Vo(2,1) = 78
Vo (2,2) 86
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y la politicas para cada periodo son:

Ps(i,j) =0, parai,j =1,2,

Py(iyj)=(1,1), parai,j = 1,2,

P3(171) = (071)7

P3(172) = (170)7

P3(271) = (071>7

P (2,2)

(0,1),

P2(171) = (071)7

P2(172) = (17()):

B (2,1 = (0,1),

P2(272) = (071)7

Pl(l’l) = (071)5

P1(1,2) = (170)7

P1(271) = (071)7

P(2,2) = (0,1).

P0(171) = (071>7

P0(172) = (170)7

P0(271) = (071)7

Py (2,2)

(0,1).

Ademdas

Dejar trabaja la mdquina 1,
Reparar la mdquina 1.

— O

Para i = 1,2. La siguiente grdfica representa los costos de operacion de las

maquinas.
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e
wod

ED{&_,-"”-?.

Costos
.'f«t

B

1.6
W3 1.4

16
1.4

W hlaguina 2 1 1 Maguina 1
En el siguiente capitulo se realizard una generalizacion del ejemplo de

operacién eficiente de dos méaquinas en una sola etapa considerando el caso
en que son dependientes, para ello se usara la teoria de juegos.



Capitulo 3

Teoria de Juegos

La teoria de juegos es un drea de la matemadtica que utiliza modelos
para estudiar interacciones (juegos) y realizar procesos de decisién. Un juego
consiste en una serie de jugadores, un conjunto de estrategias para cada
jugador, y un pago para cada jugador.

Un problema de decisién interactivo involucra dos o més individuos que
llevan a cabo una decisién en una situacién en la que el pago de cada uno
depende (al menos en principio) de cada decisién individual. Usando la teoria
de los juegos, los cuales son un ejemplo de los problemas de decisién interac-
tivos, llamaremos a los problemas juegos y a los individuos que llevan a cabo
las decisiones jugadores.

3.1. Equilibrio de Nash

En la tesis se considerard un juego para dos personas, y se supone que
cada jugador tiene su propia matriz de pagos. Se consideran las matrices de
pago como:

ai; Qi2 -0 Qim by bz - bim
A= : : c |, B= :
Ap1 QAp2 A bnl bn2 e bnm
Por ejemplo, si el jugador 1 usa la fila 2 y el jugador 2 la columna 1, entonces

el pago para el jugador 1 es as;, v el pago del jugador 2 es by;. En general,
el pago cuando el jugador 1 elige la fila i y el jugador 2 la columna j, es

32



CAPITULO 3. TEORIA DE JUEGOS 33

una pareja de nimeros (a;;, b;;), donde la primera componente es el pago del
jugador 1 y la segunda el del jugador 2. Las filas y columnas son llamadas
estrategias puras para cada jugador.

Una estrategia mixta para el jugador 1, es X = (x1,...,2,) donde z; > 0
representa la probabilidad de que el jugador 1 use lafilaiy x1+...+z, = 1.
Similarmente, una estrategia mixta para el jugador 2 es Y = (y1,...,Ym)
donde y; > 0y y1 + ... + ¥y = 1. Después de que cada jugador elige su
estrategia mixta, cada uno obtiene un pago dado por:

E,(X,Y) = XAYT para el jugador 1,
E,(X,Y) = XBY7 para el jugador 2.

El conjunto de las estrategias mixtas del jugador 1 serd denotado por S, y
para el jugador 2 por S,,.

Definicién 3.1.1 Una pareja de estrategias miztas (X* € S,,Y* € S,,) es
un equilibrio de Nash, si F; (X,Y™*) < E; (X*,Y*) para cada X € S, y
Ey (X*Y) < Ey (X*,Y"), para cada Y € S,,. En forma matricial, (X*,Y*)
es un equilibrio de Nash si

By (X*Y*) = X*AY*T > XAV = E, (X,Y"), para cada X € S,
Ey(X*)Y*) = X*BY" > X*BYT = E,(X*)Y), para cada Y € S,,.

Definicién 3.1.2 Una estrategia X €S, esla mejor respuesta para una
estrategia del jugador 2, Y € S,,, si

E (XY) — max B (X, Y) .

XeSy

Similarmente, una estrategia Y €S, esla mejor respuesta para una estrate-
gia del jugador 1, X € S, st

E, (X,Y) = max F» (X,Y).

YESm

Para el caso de las estrategias puras una fila 7* y una columna j* pueden
ser un equilibrio de Nash si satisfacen que

(e Sai*]‘* ybz*] Sbi*j*y,l: 1,...,71,] = 1,...,m.
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Asi, a;+j~ es el nimero mds grande en la columna j* y b;«;« es el nimero més
grande en la fila 7*.

En adelante se considerara que n = m = 2, es decir, cada jugador cuenta
con dos estrategias.

Sean X = (z,1—x),Y = (y,1—vy), 0 <z <1,0 <y <1 estrategias
mixtas para el jugador 1 y 2, respectivamente. El pago esperado para cada
jugador es:

B (X,)Y) = XAYT = (2,1 —2) {a” “12H Y }

g1 Q22 11—y

bir b2 )
Fy (X, Y) = XBY'=(z,1—2z .

2 ) ( ) [521 ba2 l—y
Proposicion 3.1.3 Una condicion necesaria y suficiente para que X* =
(5,1 —2a%) y Y* = (y*,1 — y*) sea un equilibrio de Nash para el juego con
matrices de pagos (A, B) es

B (1,Y") < By (X*,Y%) (3.1)
By (2,Y") < By (X*, YY) (3.2)
By (X*,1) < By (X7, Y™) (3.3)
By (X*,2) < By (X*,Y™) (3.4)

Demostracién. Para ver que esto es cierto, primero note que si (X*, Y*)
es un equilibrio de Nash entonces las desigualdades se cumplen por definicion.
Sélo resta probar que las desigualdades son suficientes.

Suponga que las desigualdades son validas para (X*,Y*). Sean X =
(x,1—1x),Y = (y,1 —y) cualesquiera estrategias mixtas. Se tiene que mul-
tiplicando (3.1) por z > 0y (3.2) por (1 —z) >0

zEy (1,Y™") = z(1, O)AY*T =z (any* + an (1 —y"))
< 2B (X5, YY)

(1—2)E(2,Y") = (1-2)(0,1)AY*"
= (1—2)(any" +an(l-y"))
< (1—x) B (X5, YY),
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Sumando ambos resultados

By (LY )+ (1—2)Ey (2,Y") = z(any” +an(1—y"))+

(1 —2) (any” +az (1 —y"))

rE (X5 Y*) + (1 —2) By (X*,Y")
= B (X"Y")

pero
z(any +a2(1—9y"))+ (1 —2)(any” +an(l—-y")) = XAY*T,
entonces

(,(1 —2)) AY*T = XAY*T
= B (X, Y") < B (X*,Y%).

Como X € 5, es cualquier estrategia mixta para el jugador 1, se tiene X
satisface la primera parte de la definicién 3.1.1, para que (X*,Y™*) sea un
equilibrio de Nash. Ahora multiplicando (3.3) y (3.4) pory > 0y (1 —y) > 0,
respectivamente

yX*B (1, O)T =y (blll‘* + bgl (1 — 1'*))
S yEQ (X*7Y*)

yEs (X7, 1)

y
-y B(X2) = 1=y XBO,1)"
= (1—y) (biza”™ + b2 (1 —2%))
< (1-y) Ea (X7 Y7)

yE2 (X*, 1) + (1 - y) E2 (X*, 2) =y (bnl’* + b21 (1 - I*))

+ (1 — y) (blgx* + b22 (1 — QL'*))
X*BYT = E, (X*)Y)

yEy (X7, Y7) + (1 —y) Ep (X7, Y7)
By (X*,Y™).

VAN
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De lo cual se deduce que
By (X7, Y) < B (X7, Y7),

como Y € 5, es cualquier estrategia para el jugador 2, por la Definicién
3.1.1 se tiene que (X*,Y™) es un equilibrio de Nash. m

Definicién 3.1.4 Sean X = (z,1—2), Y =(y,1—y),0<2<1,0<y <
1 estrategias y sean f (x,y) = F1 (X,Y), yg(z,y) = F2 (X,Y). El conjunto
de reaccién para el jugador 1 es el conjunto de puntos

0<2<1

RlZ{( )‘0<x y <1, max f(z,y) = f(x,y)},

y el conjunto de reaccién para el jugador 2 es el conjunto de puntos
R2 {(m7y)‘0_$ay_ 170?3%(19(:5’10) g([L‘,y)}

Un punto (z*,y*) € R; implica que X* = (2*,1 — 2*) es la mejor res-
puesta a Y* = (y*,1 — y*). Similarmente, si (z*,y*) € R, entonces Y* =
(y*,1 — y*) es la mejor respuesta a X* = (z*,1 — m*) En consecuencia, un
punto (X*,Y*) en Ry y Ry es un equilibrio de Nash.

Para simplificar la notacién, consideremos X* = (z*,1 —2*) y Y* =
(y*,1 —y*) como (z,1 —2x)y (y,1 —y), y supongamos que es un equilibrio
de Nash. Como E; (1,Y) < E1 (X,Y) y E1(2,Y) < Ey (X,Y), se tienen las
desigualdades siguientes

(@11 — @12 — a9 + a22) Yy + (@12 — ag2) + (a1 — a22) Y + a2

< (a1 —aig — agy + ax) xy + (@12 — ag) x + (a1 — azs) y + an

(@11 — a2 — a9 + ag) vy + (a12 — az9) T + (a9 — a) Y + as

> (a1 — ag)y + ags.
Simplificando, se tiene que

M(l-z)y—m({1—2) <0y Mzy —mx >0, (3.5)
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donde
M = a1y — a1 — a1 + az y m = ax — a.
Asi, esto significa que cualquier (x, y) puede ser un equilibrio de Nash, X =
(x,1—2)y Y = (y,1 —y), si satisface (3.5), y ademds 0 < z,y < 1. Las
desigualdades son no lineales y no féciles de resolver sin algunas hipdtesis
sobre m y M.
Se consideran los siguientes casos:

1. M =m =0. En este caso M(1—z)y—m(l—x) =0,y Mxy—mazx =0,
para cualquier z,y € [0, 1]. Este es el caso trivial, porque si M = m = 0,
entonces age = a1z y @11 = a91. Es decir, no importa lo que el jugador
1 haga.

2. M =0, m > 0. Entonces —m(1 —z) < 0y —max > 0, implica que
x =0y y es cualquiera en [0, 1].

3. M =0, m < 0. Entonces (1 —x) <0,y x > 0. La solucién es x = 1,

0<y<1l
4. M > 0. Entonces M (1 —z)y —m (1 —2z) <0,y Mzy —mzx > 0, se
tiene que:
Siz=1
MA1-z)y—m(l—2z) = 0<0y
Mxy—mx = My—m >0
o y> 2
y—M'
Siz=0
MAl-z2)y—m(l—-—2) = My—m<O0y
Mxy—mz = 02>0
- y< 2
y—M'
Si0<z<1
Ml-z)y—m(l—-2) < 0=My—m<0
Mzy—mx > 0=My—m>0
m
= y=—
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Por tanto, la solucion es:

m
ir=0, 0<y<-
S1 T ) _y_M

m
10<zx<1 = —,
si x , V=97
=1 My <1
S1 X = —_— .

’ M=Y=

5. M < 0. Entonces M (1—z)y —m(1—2z) <0,y Mzy — ma > 0,
analizando esto para los posibles valores de = se tiene que

Six=1
M(1-z)y—m(l—2z) = 0<0y
Mxy—mx = My—m >0
= gy< X
Siz=0
MAl-z)y—m(l—2) = My—-m<O0y
Mxy—mx = 02>0
= y>
y—M'
Si0<z<1
MA-z2)y—m(l—-2) < 0=My—m<0
Mxy—mz > 0= My—m2>0
IR
Asi la solucién es m
izx=1 0<y< —
six , <y< 45
m
i0<x<l1 = —,
si x , V=17
m
iz=0 — <y <1
81T ) M_y_
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La siguiente figura representa el conjunto de reaccion para el jugador 1
en el caso M > 0. Los ejes son las variables x y y. La linea roja representa
los puntos (z,y) tales que X = (2,1 —z), Y = (y,1 — y) son solucién para
las ecuaciones F; (1,Y) < By (X,Y) y E1 (2,Y) < E; (X,Y).

it

)

Asi, para 0 < y < 1, la mejor respuesta para el jugador 1 es X =
(x,1 — x), donde x intersecta la linea roja para y dada. La linea roja repre-
senta el conjunto de reaccion para el jugador 1 con Y dada.

El conjunto de reaccion para el jugador 1, en el caso M > 0, estd dado
por:

m m m
= <y < — — — <y < .
R {(O,y)‘()_y_ M}u{(x,M> 0 <2< 1}u{(1,y))M <y< 1}
Ahora, considere las ecuaciones Es (X, 1) < Ey (X, Y)y FEy (X,2) < Ey (X, Y).
Se tienen las desigualdades siguientes
(b11 — big — bag + ba2) © + (b12 — baz)  + (b1 — bao) + bao
< (b11 — b1 — bor + ba2) xy + (b1 — bao) & + (bay — baa) y + oo
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(b11 — big — bag + boz) 2y + (b1a — baa) & + (bayr — baa) y + oo
> (b12 — baa) T + bao.

Asi, la desigualdad que se tiene que resolver es
Rr(1—y)—r(1—y) <0y Rxy—ry > 0.

Donde
R =11 — big — b1 +bag y 7 = bag — bay.

De nuevo, se consideran distintos casos, asf

1. R=0,r=0.Lasolucibnes 0 <z <1,0<y < 1.
2. R=0,r > 0. Entonces y =0, z € [0, 1].

3. R=0,r<0. Lasoluciones y =1, 0 < x < 1.

4. R> 0. Entonces Rx (1 —y) —r (1 —y) <0,y Rzy —ry > 0.

Siy=0
Rx(l—y)—r(l—y) = Rr—r<0y
Rxy—ry = 0
r
= < —.
“=TR
Siy=1
Rr(l—y)—r(l—y) = 0<0y
Rxy—ry = Rx—r2>0
r
= > .
"R
Sio<y<1

Rx(l—y)—r(1—y) < 0=Rx—r<0
Rxy—ry > 0= Rxr—r>0
= xzi

7
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Se tiene que la solucién es:

sty=0=0<zx<

Y

si0<y<l=zx=

Y

=v] vl I

siy:1:>}%§x§1.

5. R < 0. Entonces Rx (1 —y) —r (1l —y) <0,y Ry —ry > 0.

Siy=20
Rx(l—y)—r(l—y) = Rxr—r<0y
Rxy—ry = 02>0
-
= >,
"R
Sio<y<1
Rx(l—y)—r(1—y) < 0=Rzx—r<0
Rxy—ry > 0=Rx—7r>0
r
= r=—.
TR
Siy=1
Rx(l—y)—r(l—y) = 0<0y
Rxy—ry = Rx—r>0
T
= < —.
"=TR

Se tiene que la solucién es:

siy:O:>}%§x§1,

siy=1=0<zx<

Y

si0<y<l=uz=

=v] I liev] i

La siguiente gréfica representa el conjunto de reaccion para el jugador 2
en el caso R > 0 para un x dado.
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o Fiat 1

El conjunto de reaccion para el jugador 2, en el caso R > 0, estd dado
por:

R2:{(x,O)‘OSa:S%}U{(%,y)]0<y<1}U{(az,1)‘%§x§1}.

Si se dibujara la grafica de R; sobre la grafica de R,, se tiene que el
punto (o puntos) en la interseccion R; N Ry es un equilibrio de Nash. En
otras palabras, un equilibrio de Nash es un punto que se encuentra en ambos
conjuntos de reaccion de cada jugador.

Finalmente, para M # 0, R # 0, se tiene un equilibrio de Nash X* =
(¢,1 —x), Y* = (y,1 —y) para

r baa — b2y m Q22 — Q12

R by — big — bay + by M ajn — a2 — ag + ax

Un equilibrio de Nash puro es un punto en las esquinas de la interseccion de
los conjuntos de reaccion.



CAPITULO 3. TEORIA DE JUEGOS 43

1 i
Enuilibrio de Mash

Equilitirio de Mash
it &

Equilibrio de Mash

i

riR 1

3.2. Puntos de Equilibrio de Nash Interiores

Cuando se buscan equilibrios de Nash se estd tratando de maximizar la
funcién de pago esperado suponiendo que el otro jugador hace lo mismo, asf
que resulta conveniente utilizar las herramientas de méximos y minimos del
célculo. El procedimiento es el siguiente:

1. Las matrices de pago son Asys para el jugador 1 y Bsys para el ju-
gador 2. El pago esperado para el jugador 1 es E; (X,Y) = XAYT y
Ey (X,Y) = XBYT para el jugador 2.

2. Considere X = (z,1 —x), Y = (y,1 — y) asi cada pago es una funcién
de una sola variable. Se tiene que

E[(flf,y) = E1<X7Y)a
E[[(.I’,y) = Ez(X,Y)
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3. Encontrar las derivadas parciales y resolver el sistema de ecuaciones
OE; __ o OEr _
oL =0, St = 0.

4. Si hay solucién para las ecuaciones y satisfacen que 0 < x < 1,0 <y <
1, entonces (x,y) es un equilibrio de Nash mixto.

Ejemplo 3.2.1 Considere un juego con matrices de pagos dada por
4 3 -5 2
1=l o= [7 2]
Sean X = (z,1—x), Y = (y,1 —y). Se tiene que

Er(z,y) = [2v+2]y+[6—32](1—y),
Ep(ry) = 2-TaJy+[92-7(1-y).

El jugador 1 busca maximizar Er, para y fija, asi que

0E;

=L = 9y—3(1-

o y—=3(1—-y)
3

De manera andloga, el jugador 2 desea maximizar Err, para un x fijo, por
tanto

E
aayH = 2Tz —(92—7)
= 9—162=0
IS
16

De acuerdo a lo anterior X* = (1%, 1—76
Nash para el juego.
Se incluye un programa en MATLAB para resolver este problema (ver

Apéndice B).

), Y* = (%, %) es un equilibrio de
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3.3. Existencia de Equilibrios de Nash

En la seccién 3.1 se afirma que un equilibrio de Nash es un punto que
se encuentra en la interseccion de los conjuntos de reaccion, Ry y Ro, pero
,como asegurar que tal interseccién es no vacia? En esta seccién se vera que
tal afirmacion es cierta.

Definicién 3.3.1 El conjunto de mejor respuesta para cada jugador se de-

fine como

peESN

MR, (Y) = {XeSn

Ey(X,)Y)=max E; (p,Y) } ,

MRy (X) = {Y € Sn

E> (X,Y) = max Es (X,q)}.

qeESM

La diferencia entre el conjunto de reaccion y el conjunto de mejor res-
puesta es que el conjunto de reaccion R; consiste de parejas de estrategias
(X,Y), para la cual E; (X,Y) = max, £y (p,Y), mientras que el conjunto
MR; (Y) consiste de una estrategia (o coleccién de estrategias) X para el
jugador 1 que es la mejor respuesta a una estrategia Y fija.

El siguiente teorema garantiza la existencia de al menos un equilibrio de
Nash.

Teorema 3.3.2 (de Nash). Existen X* € S, y Y* € S,, tales que

B (X% YY) = X*AYT > B (X,Y"),
By (X*,Y*) = X*BY*'" > [E,(X*)Y),

para cualesquiera estrategias mixtas X € S,, Y € S,,.

Demostracién. La idea de la prueba se basa en el teorema del punto
fijo de Kakutani (ver Apéndice A).

Primero se vera que S,, X S, es un conjunto cerrado, acotado y convexo.

Se tiene que

Sp = {(z,2)[0<2<1,0<2< 1}
— {(x,1—2)0<z <1}
C [0,1] x [0,1].
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Asi, S,, es un conjunto acotado. Considere <)_(k> C 5,, una sucesién conver-
gente a X, para ver que S,, en un conjunto cerrado basta probar que X € S,,.
Se tiene que:

X = (v, 1 —ap) = X = (z,1 — 2)
con 0 < xp <1 paratoda ky 0 <z <1 Portanto, X € 5, asi .S,, es un
conjunto cerrado. Como S, es cerrado y acotado, se sigue que es compacto.

_ Ahora veamos que es un conjunto convexo, para esto sean X = (z,1 — z),
X=(F1-3) €8, yAe(0,1]

MX4+1-NX = Mz, l—2)+ 1=\ (F1—-7)
= M4+ 1-NE1—Az+(1-N7))
c S,

Por tanto S, es convexo. De manera similar se puede probar que S, es
convexo y acotado.

Luego S, x S, es un conjunto compacto y convexo.

Ahora para cada par de estrategias (X,Y'), se pueden considerar las es-
trategias de mejor respuesta, M Ry (X) del jugador 2 a X y MRy (Y) del
jugador 1 a Y.

Siempre que se maximiza una funcién continua, lo cual es cierto para
E; (X,Y), sobre un conjunto cerrado y acotado, se tiene que la funcién al-
canza su maximo. Por tanto, se sabe que M R; (Y) # (). De manera andloga
se tiene que MRy (X)) # 0.

Se define la multifuncién
© (X,Y) < Sn X Sm —>MR1 (Y) X MRQ(X) C Sn X Sm

tal que a cada pareja (X,Y) le asigna la estrategia de mejor respuesta
(XY) €0(X,Y) con X € MR, (Y)y Y € MR (X).

Es natural que el equilibrio de Nash buscado se encuentre entre las es-
trategias de mejor respuesta del oponente, debido a la definicién dada del
equilibrio de Nash.

Se probard que si ¢ satisface las condiciones del teorema del punto fijo

de Kakutani (ver Apéndice A), entonces se tiene la existencia del equilibrio
de Nash.
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Solo resta probar que la grafica de ¢ es cerrada, (ver [12] p. 51), donde
graf(e) ={(Z,¢(2))|Z € Su X S } -

Sea (Zy, v (Zx)) € graf (p) tal que (Zk, ¢ (Z1)) — (Z, ¢ (Z)); se quiere pro-
bar que (Z,¢ (Z)) € graf (¢). Como S, x S, es un conjunto cerrado, en-
tonces Z € S, X Spn: Resta probar que ¢ (Z) € MRy (Y) x MRy (X). Se
tiene que

¢ (Zy) = (U, UE) C Sp X S,

(2 Z8) — (U )
donde U} € MR, (Z}) y Ut € MR, (Z}), es decir,

E\(UL, Z7) = maxFE (p,Z7),

PESn
Ey(Zy,U}) = max E; (2, q)

qES,

tomando limite

E\(U',Z*) = maxFE (p,2?)

PESn
172y _ 1
Ex(2',U%) = maxE, (Z',q).

Las relaciones anteriores son debidas a la linealidad de la esperanza y al
teorema del Mdximo (ver Apéndice A y [11]).

Por tanto, ¢ (Z) = (U',U?) € MRy (Y) x MRy (X). Asi graf (p) es un
conjunto cerrado y asi ¢ es compacta, convexa y superiormente semicontinua.
Esto significa que ¢ cumple los requerimientos del Teorema de Kakutani y

entonces tiene un punto fijo. Considere una pareja de estrategias (X*,Y™*) €
0 (X*Y*) con X* € MRy (Y*) y Y* € MRy (X*). Es decir,

Ey (X", Y*) =max E; (p,Y™*) > E; (X;Y7),

peESN

para toda X € S,y

Ey (X*, V") =max Ey (X*,q) > E3 (X%Y),

qeESM

para toda Y € S,,. Asi, se tiene que (X*,Y*) es un equilibrio de Nash. m
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3.4. Ejemplo

Ejemplo 3.4.1 Suponga que se analiza un proceso de manufactura que de-
pende de dos mdquinas. Este proceso puede ser visto como un juego de dos
jugadores, considere las estrategias para cada jugador como:

Sy = (dar mantenimiento a la mdquina 1, que la mdquina 1 trabage)

S3 = (dar mantenimiento a la mdquina 2, que la mdquina 2 trabage) .

Suponga que observa el juego en una sola etapa y ademds que, si la
mdaquina 1 no funciona la mdquina 2 paga un costo de operacion mds un
costo de almacenaje; y si la mdquina 2 no funciona la mdquina 1 tampoco.
Ast las matrices de pago estdn dadas por:

0 1
A=|0]cmm1l|cmml)]|
1 0 c.o.m 1
0 1
B=|0]|cmm2|com2+c.al
1| cmm?2 c.0.m 2

Donde las filas de A y B representan las estrategias del jugador 1 y las
columnas las estrategias del jugador jugador 2 y,

0 = dar mantenimiento a la mdaquina,
1 = permitir que la mdquina continue trabajando,
cm.m1l = costo de mantenimiento mdquina 1,
c.oom1l = costo de operacion maquina 1,
c.m.m?2 = costo de mantenimiento mdquina 2,
c.oom 2 = costo de operacion maquina 2,
c.a = costo de almacenaje.

Por tanto, las posibles jugadas son

1. Dar mantenimiento a ambas mdaquinas, pagando el costo de manteni-
miento,
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2. Dar mantenimiento a la maquina 1, pagando un costo de mantenimien-
to y que la maquina 2 continie trabajando pagando el costo de operacion
mas el costo de almacenage,

3. Que la mdquina 1 trabaje perfectamente sin un costo y dar mantenimi-
ento a la mdaquina 2 pagando el costo de mantenimiento,

4. Que ambas mdquinas funcionen en condiciones dptimas, pagando un
costo de operacion,

Ademds, suponga que el costo de operacion de la maquina 1 es mayor que
el de mantenimiento; e tnversamente para la maquina 2 y, ademds que el
costo de mantenimiento de la maquina 2 es menor que el costo de operacion
mas el costo de almacenage.

Lo que se desea es minimizar los costos de funcionamiento, es decir, hallar
un equilibrio de Nash.

Un ejemplo de la situacion anterior, es

~85 85 —97 —100
A{ 0 —424’3[—97 —83}' (3:6)

Resolviendo este juego a través del andlisis por casos dado en la seccion
3.1 se tiene que

M = aj — a2 —ag +ax
—85+85—0—128
= —128<0

m = Qg2 — Q12
—128 + 85
= —43<0

m —43
VARSI 0.3359.

1l 0<y<
= = Y= 108
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43

3i0<x<1=>yz§8,

Se tiene que el conjunto de reaccién para el jugador 1 es

43128

Ahora, considerando al jugador 2, se tiene que

R = by —big — by + bao
= —-97+100+97—83
= 17>0

T = by — by
= —-83+97
= 14>0

o 14

— = — = 0.82359.
R 17
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Por tanto 14
y=0=>0<zx < —

sty _x_17,

14

O<y<l=zx=—

St Y x 7

14
sz'y:1:>ﬁ§x§1.

Y su conjunto de reaccién es

0 14417 1

La siguiente grifica representa la interseccion de los conjuntos de reaccién
de cada jugador
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Equilibrio de Mash
43128 =

“

a 14117 1

Ast, se tiene que un equilibrio de Nash para el juego se encuentra en los
puntos X* = (}—‘;, %) yY* = (%’ %), por tanto con probabilidad 0,82 el
Jugador 1 elige dar mantenimiento a la maquina y con probabilidad 0,66 para

el jugador 2 es mejor permitir que la maquina continie trabajando.
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Conclusiones

En la tesis se trabajé con la teorfa de procesos de decisién, en particu-
lar, con los Procesos de Decisién de Markov (PDM) a tiempo discreto con
horizonte finito, y también con teoria de juegos en el caso de suma no nula
para dos jugadores. El criterio de rendimiento usado fue el de costo total acu-
mulado. Las estrategias 6ptimas fueron caracterizadas usando la ecuacién de
Bellman y en el caso de teoria de juegos, por medio de equilibrios de Nash.

Para la parte de PDM se incluyeron dos ejemplos que tienen que ver con
el reemplazamiento de maquinas. El andlisis se hace de la forma siguiente,
primero se presenta el estudio para una sola méquina y se consideran dos acci-
ones a seguir, reparar o dejar funcionar la méaquina. Usando Programacion
Dindmica se encontré la politica 6ptima para un problema de T' periodos.
Posteriormente, se hace un andlisis considerando dos maquinas, para lo cual
se supone que el funcionamiento de cada una de ellas es independiente y
se considera que las acciones admisibles son: reparar ambas méaquinas, dejar
funcionar ambas o reparar alguna de las maquinas. Nuevamente, usando Pro-
gramaciéon Dindmica se caracteriza a la estrategia 6ptima. En ambos casos
se dieron ejemplos particulares y se elaboraron algoritmos en MATLAB, los
cuales permiten resolverlos para un nimero mayor de estados.

Finalmente, se dieron los resultados principales de la teoria de juegos en el
caso de dos jugadores, se introdujo la definicién de un equilibrio de Nash y se
estudiaron procedimientos de solucién para juegos basados en cédlculo y por
medio del andlisis de las matrices de pagos. También, se incluyé un ejemplo de
reemplazamiento de maquinas, donde las méquinas son consideradas como los
jugadores, sélo que en este caso se supone dependencia en su funcionamiento
y se analiz6 en un sélo periodo de tiempo. En este problema se encontré un

53
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equilibrio de Nash y, al igual que en el caso de PDMs, se elabor6 un algoritmo
en MATLAB para su analisis.

Los problemas que podrian derivar de esta tesis, y que se esperan conti-
nuar trabajando son:

i) Hacer un estudio detallado de la teoria de juegos en el contexto de
sistemas aleatorios.

ii) Plantear y resolver el ejemplo de maquinas dependientes para un niimero
mayor de estados y periodos.

iii) Elaborar un algoritmo en MATLAB que permita resolver el problema
numéricamente, permitiendo aumentar el niimero de etapas.

iv) Buscar un conjunto de datos para aplicar la teoria desarrollada.
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Apéndices

5.1. Apéndice A : Resultados Auxiliares

Definicién 5.1.1 Sea (X, T) un espacio topoldgico, la minima o— dlgebra que
contiene a 7 es la o—dlgebra de Borel, es decir, la o—dlgebra generada por
7. La denotaremos por B (X).

Definicién 5.1.2 Sean X y A espacios de Borel. Una multifuncion ¢ de X
a A es una funcion tal que para toda x € X su imagen ¢ (x) es un subconjnto
no vacio de A, es decir, p : X — P (A), donde P denota al conjunto potencia
de A. La grifica de ¢ es el subconjunto de X x A definido como

graf(p) ={(z,a)lx € X,a € p(2)}.

Definicién 5.1.3 Una multifuncion I' : X — Y es semicontinua superior-
mente (u.s.c.) en x si ' (x) es no vacia y si, para cada sucesion x, conver-
gente a x y cada sucesion {y,} tal que y, € I' (x,), para toda n, existe una
subsucesion convergente de {y,} cuyo punto limite y estd en T' (x).

Sean X CR'y Y CR™, f: X xY — R una funcién; y I' : X — Y una
correspondencia no vacfa. Se tiene interes en trabajar con problemas de la
forma sup,cp ) f (z,y). Si para cada z, f (z,-) es continua en y y el conjunto
' (z) es no vacio y compacto, entonces para cada x se alcalza el maximo de
la funcién. En esta caso la funcién

h(x) = max f(z,y) (5.1)

y€el'(z)
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estd bien definida, al igual que el conjunto no vacio

Gx)={yel(2)|f(z,y) =h(z)} (5.2)
de los valores de y donde el maximo se alcanza.

Teorema 5.1.4 (del Mdximo). Sean X C R, Y CR™, f: X xY — R
una funcion continua y I : X — Y una multifuncion compacta y continua.
Entonces la funcion h : X. — R definida en 5.1 es continua, y G : X —
Y definida en 5.2 es una multifuncion no vacta, compacta y semicontinua
superiormente.

Demostracién. Ver [11]. =

Teorema 5.1.5 (de Kakutani). Sean S C R' un conjunto compacto y con-
vexo, una funcion f : S — P(S) semicontinua superiormente, con f(S)
compacto y convexo. Entonces f tiene un punto fijo, es decir, existe s € S
tal que f (s) = s.

Demostracién. Ver [2]. m

Teorema 5.1.6 (de Ionescu-Tulcea). Sea Xo, X1, ..., una sucesion de espa-
cios de Borel y, para n = 0,1,..., definimos Y,, == Xo X X1 X --- x X,, y
Y (=112, X,,. Sea v una medida de probabilidad arbitraria sobre Xy y para
cadan =0,1,..., P, (dz,11|yn) es una probabilidad condicional sobre X, 1
dada Y,. Entonces existe una tunica medida de probabilidad Pv sobre Y tal
que, para cada rectdngulo medible By X By X --- X B, en'Y,,,

P,/(B()XBlX"'XBn) = fBOU(d$0)IB1P0(d$1‘Z’Q)
fB2P1 (dlL’Q|ZL‘0,ZE1)"'
anPn,1 (d.?ln |JZ‘0, R ,‘73”,1) .

Ademds, para cualquier funcion u medible y no negativa sobre Y, la funcion
x— [u(y) P (dy)

es medible en Xy, donde P, representa a P, cuando v es la probabilidad
concentrada en x € Xj.

Demostracién. Ver [1]. m
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5.2. Apéndice B: Programas

A continuacién se anexan los cédigos en MATLAB para los ejemplos 2.5.1,
2.5.2, 3.2.1 y 3.4.1, respectivamente:

Algoritmo 5.2.1 (Ejemplo 2.5.1)
n=40; N=45: R=15;
g=zeros(1,n);
r=zeros(1,2);
V=zeros(N+1,n);
pol=zeros(N+1,n);
P=zeros(n,n);
A=zeros(n,n);
B=zeros(n,n);
c=zeros(1,n);
A=rand(n);
B=triu(A);
fori=1m
c(i)=sum(B(i,:));
g(i)=i+1;
end
fori= 1:n
for j=1:n
P(i,j)=B(i.j)/c(i);
end
end
for k=2:N+1
fori=1m
for j=i:n
r=[R+g(1)+ V(k-1,1), g(i)+ sum(P(i,:).*V(k-1,:))];

[zm,im]=min(z);

pol(k,i)=im;

V(k,i)=min(R+g(1)+ V(k-1,1), g(i)+ sum(P(i,:).*V(k-1,:)));
end

end

end

plot(V’, )

zlabel(’Periodos’, "FontSize’,12)
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ylabel(’Costos’, ’FontSize’,12)

Algoritmo 5.2.2 (Ejemplo 2.5.2)
n=10; N=12; R1=5; R2=7;
g=zeros(n,N);
r2=zeros(1,4);
z=zeros(n,n,n+1);
V2=zeros(n,n,N+1);
pol2=zeros(n,n,N+1);
Q1=zeros(n,n);

Q2=zeros(n,n);

Al=zeros(n,n);

A2=zeros(n,n);

Bi1=zeros(n,n);

B2=zeros(n,n);

cl=zeros(1,n);

c2=zeros(1,n);

Al=rand(n);

A2=rand(n);

Bi=triu(A1);

B2=triu(A2);

for i=1:n

cl(i)=sum(B1(i,:));

c2(i)=sum(B2(i,:));

end

fori=1:mn

for j=1:n

Q1{ij)=B1(i,j)/c1(i);

Q2(1,))=B2(i.j)/c2(1);

g(i,5)=i+j+20;

end

end

for k=2:N+1

fori=1mn

for j=1:n

w2=[q(i,5)+ sum(Q1(i,:).*Q2(j,:)*V2(:,:,k-1)),...
R1+q(1,5)+sum(Q1(i,1).*Q2(j,:). *V2(1,:,k-1))....
R2+g(i,1)+sum(Q2(7,1).*Q1(i,:)*V2(:,1,k-1)),...
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R1+R2+g(1,1)+V2(1,1,k-1)];
[zm, im]=min(z2);
pol2(i,j,k)=im;
V2(i,5,k)=min([g(i,)+ sum(Q1(i,:). *Q2(j,:)*V2(:,:,k-1)),...
R1+g(1,)+sum(Q1(i,1).*Q2(j,:). *V2(1,:,k-1)),...
R2+g(i,1)+sum(Q2(7,1).*Q1(i,:)*V2(:,1,k-1)),...
RI1+R2+g(1,1)+V2(1,1,k-1)]);

end

end

end

for t=1:N+1

x=1:1:n;

y=1:1:n;

[z grid,y _grid/=meshgrid(z,y);

2(x,y) = V2(x,y,t);

mesh(z,y,2(x,y));

hold on

end

Algoritmo 5.2.3 (Ejemplo 3.2.1)
A=[4 3 2 6];
B=[-52; 2-7;
X=sym( s, 1-3));
Y=sym('[y; 1-y]’);
ElI=X*A*Y;
E2=X*B*Y;
del=diff(F1,’z’);
de2=diff(E2,y’);
zsol=solve(de2);
ysol=solve(del);
EX=[zsol, 1-zsol/;
EY=[ysol, 1-ysol];

Algoritmo 5.2.4 (Ejemplo 3.4.1)
A=[-85 -85; 0 -128];
B=[-97 -97: -100 -83);
a=zeros(1,1);
r=zeros(1,1);
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y=zeros(1,1);
X=sym(’[x,1-x]’);
Y=sym('ly; 1-y]’);
M=A(1,1)-A(1,2)-A(2,1)+A(2,2)
m=A(2,2)-A(1,2)
a=m/M
R=B(1,1)-B(1,2)-B(2,1)+B(2,2)
r=B(2,2)-B(2,1)

b=r/R

hold on

ezplot(°0°,y’, [0 1])
ezplot(’1’,’y’,[0 1])
ezplot(’x’,’0°,[0 1])
ezplot(’z’,’17,[0 1])

if (M==0 & m==0)
ezplot(’x’,’y’, [0 1])
elseif (M==0 € m>0)
ezplot(°0°,y’,[0 1])
elseif (M==0 & m<0)
ezplot(’1’,’y’,[0 1])
elseif M>0
ezplot(°0°,’y’,[0 43/128])
ezplot(’x’,’43/128°,[0 1])
ezplot(’1°,’y’,[48/128 1])
elseif M<0
ezplot(’1°,’y’,[0 43/128])
ezplot(’x’,’43/128°,[0 1])
ezplot(°0°,y’,[43/128 1])
end

if (R==0 & r==0)
ezplot(’x’,y’,[0 1))

elseif (R==0 & r>0)
ezplot(’z’,’0°,[0 1])
elseif (R==0 & r<0)
ezplot(’z’,’17,[0 1])
elseif R>0
ezplot(’x’,’0°,[0 14/17])
ezplot(’14/17°,y’,[0 1))
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ezplot(’x’,’1°,[14/17 1])
elseif R<0
ezplot(’x’,’0°,[14/17 1])
ezplot(’x’,’1°,[0 14/17])
ezplot(’14/17°,y’,[0 1))
end
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