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Introduccion

El trabajo realizado en la presente tesis estd relacionado con la teorfa de
Procesos de Decisién de Markov (PDMs) a tiempo discreto y con horizonte
finito (véase [4], [7] y [10]).

Los PDMs son usados para modelar sistemas que son observados de forma
discreta en el tiempo por un controlador en un periodo finito o infinito de tiempo,
en el cual el sistema puede presentar una variacién en su movimiento. Los PDMs
son aplicados en dreas como economia, biologfa, ingenierfa, etc (véase [10], [12]
y [15]). Los PDMs se encuentran caracterizados por un modelo conocido como
Modelo de Control de Markov (MCM), cuyas componentes permiten describir
su desarrollo en el transcurso del tiempo. La evolucién de un PDM estd dado
de acuerdo al siguiente procedimiento. Sea z; = x € X un estado al tiempo
t,t=0,1,...y a; = a € A(z) la accién (control) elegida en ese tiempo, entonces
el sistema transita del estado z al estado z;4+; = y € X con probabilidad
Q (y|x,a), pagdndose un costo ¢ (z,a) (u obteniendo una recompensa r (z,a)).
Una vez que la transicién al siguiente estado ha ocurrido, una nueva accién es
elegida y, el proceso es repetido.

A la sucesién de controles que el proceso genera se le conocerd como politica.
Para evaluar la calidad de cada politica se contard con un criterio de rendimiento
que medird la eficiencia de las politicas en funcién de los costos o recompensas
que generan. En la presente tesis se trabajard con el criterio de costo total
acumulado. Asf, el Problema de Control Optimo (PCO) consiste en encontrar
una politica que optimice el criterio de rendimiento. A la politica que optimiza
el criterio de rendimiento se le llama politica 6ptima y, al criterio de rendimiento
evaluado en tal politica 6ptima se le conoce como la funcién de valores 6ptimos.

Una manera de resolver el PCO es mediante la técnica conocida como Pro-
gramacion Dindmica (PD) iniciada a mediados de los anos 50’s por Richard
E. Bellman (véase [2]). El principio de Programacién Dindmica permite resolver
problemas en los que es necesario tomar decisiones en etapas sucesivas que condi-
cionan la evolucién futura del sistema, afectando a las situaciones en las que el
sistema se encontrard en el futuro (estados), y a las decisiones (acciones) que
se planteardn; todo esto se lleva a cabo mediante la Ecuacién de Optimalidad
de Bellman (EO), la cual permite establecer una forma recursiva que permite
resolver el problema a tratar.

La técnica de PD permite determinar tanto a la politica 6ptima como a la
funcién de valor, sin embargo, una desventaja de esta técnica surge cuando el
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tamaifio del espacio de estados (o acciones) es grande ocasionando que el costo
computacional al implementar algoritmos aumente. Esto es conocido en la lite-
ratura como la Maldicion de la Dimensionalidad (The Curse of Dimensionality,
véase [2], [6] ¥ [9]). La Maldicién de la Dimensionalidad plantea que el nimero
de operaciones necesarias para resolver un problema crece exponencialmente con
la dimensién del espacio de estados (o controles); la referencia mds temprana
a dicho término aparece en el texto de Bellman, [2]; y también en [3]. Algunos
autores que han trabajado este problema son: [9], [5] y [11].

Asi, una importante cuestién es como evitar el problema de la Dimensiona-
lidad, mediante la eleccién de métodos apropiados. De donde, més alld de la
determinacién de la politica 6ptima o de la funcién de valor, el problema de la
dimensionalidad se convierte en el principal objetivo de este trabajo de tesis.
Para ello se propone un método que permite reducir el costo computacional de
los algoritmos propuestos.

Algunos métodos que se han propuesto para reducir el problema de la dimen-
sién son: el Método de la Desigualdad de Bellman, el cual consiste en aproximar
a la funcién de valor mediante una familia de funciones base, dichas funciones
estan sujetas a ciertas condiciones, las cuales garantizardn que la aproximacién
obtenida resulta ser éptima para la verdadera funcién de valor (véase [13]). Una
desventaja de la ecuacién de programacién dindmica es que debe ser iterada
para todos los estados de manera simultdnea, asi una alternativa es iterar un
estado a la vez, mientras se incorpora el cédlculo del resultado anterior. Esto es
conocido como, el Método de Gauss-Seidel (véase [9] y [10]); v, el método de
Sitmulacion de cota superior, en el cual, para cada estado, en lugar de consid-
erar todo el conjunto de acciones se busca simular las acciones més apropiadas
a cada estado (véase [5]). Sin embargo, los métodos anteriores son cominmente
usados cuando el espacio de estados es continuo, asi el método que se estudié
en esta tesis es conocido como aleatorizacién, el cual consiste en aproximar a
la funcién de valor mediante la simulacién de muestras aleatorias, en este caso,
del espacio de estados y evaluando dichas muestras en una Ecuacién de Pro-
gramacién Dindmica Aproximada (EPDA), la cual serd descrita mds adelante
(Ecuacién 3.17), para determinar una funcién de valor aproximada. Finalmente
se repetird este procedimiento una cantidad determinada de veces y se proced-
erd a promediar todas las funciones de valor obtenidas, y el resultado de dicho
promedio serd la aproximacién a la funcién de valor que se busca obtener.

Este trabajo se encuentra motivado en el articulo de Rust (véase [11]), en el
cual se estudia un MCM con espacio de estados continuo (X = [0,1]). En este
trabajo se presenta una versién adaptada a un MCM con espacio de estados
finito. Asi, la aportacién que se hace con esta tesis es el estudio del método de
aleatorizacion en el caso discreto, asi como la prueba de que la aproximacién
propuesta resulta ser cercana a la funcién de valor, ademas de que se desarrol-
laron algoritmos computacionales en Matlab donde se implementé esta técnica.
Note que para todos los métodos propuestos anteriormente se reemplaza la
funcién de valor verdadera por funciones de valor aproximadas, esto es conocido
como Programacién Dindmica Aproximada (PDA), (véase [9], [5]).

Un método numérico usado en las aproximaciones que se proponen es el
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método Monte Carlo, el cual inicialmente se utiliz6 para evaluar integrales
multiples definidas. El método de Monte Carlo es una técnica numérica para
calcular probabilidades y otras cantidades relacionadas, utilizando secuencias
de nimeros aleatorios. Para el caso de una sola variable el procedimiento es
el siguiente: generar una serie de nimeros aleatorios, x1, 2, ...x,, uniforme-
mente distribuidos en [0,1]. Usar esta sucesién para producir otra sucesion,
U1, U2, . . . , Uy, distribuida de acuerdo a la funcién de distribucién de probabili-
dad en la que se estd interesado. Después, se usa la sucesion de valores {u; } para
estimar algunas caracteristicas de la funcién de distribucién de interés, f (u).
Los valores de u pueden tratarse para que a partir de ellos se puedan estimar
probabilidades o esperanzas.

La tesis estd organizada de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se presenta
la teorfa de Procesos de Decisién de Markov (PDMs) a tiempo discreto para
plantear el Problema de Control Optimo (PCO) y presentar la técnica de Pro-
gramacion Dindmica (PD) para su solucién, ademds se dan las condiciones que
garantizan su validez. En el Capitulo 2 se presentan dos problemas para ejem-
plificar la técnica de programacion dindmica; en el primero de ellos se observa
los costos generados por el proceso de deterioro de una méaquina y el objetivo
serd minimizar dichos costos. El segundo es un problema de inventario en el
cual se observan los costos y ganancias generados por el almacenamiento de un
producto asi, el objetivo del problema serd maximizar la ganancia obtenida. En
el Capitulo 3 se describe el método de aleatorizacién estudiado para reducir el
problema de dimensionalidad y se probard que las aproximaciones propuestas
resultan ser cercanas al valor verdadero y, se presentan los ejemplos del Capitulo
2 pero ahora se ha implementado el método de aleatorizacién en su solucidn.
Finalmente, se presenta un capitulo de conclusiones y problemas abiertos, asi
como dos apéndices donde estdn incluidos resultados auxiliares, los cuales serdn
utilizados a lo largo de la tesis y los algoritmos computacionales desarrollados.
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Capitulo 1

Procesos de Decision de
Markov

En este capitulo se presenta el problema de control 6ptimo (PCO) mediante
la teoria de Procesos de Decisién de Markov (PDMs). De manera general, un
PDM se encarga de modelar un sistema dindmico cuyos estados son observados
de manera periédica por un controlador de forma discreta en el tiempo. Un
procedimiento de solucién para PDM estd basado en el principio de optimalidad
de Bellman conocido como Programacién Dindmica (PD) (véase [2]). La idea de
PD es llevar el problema de control éptimo a un problema equivalente, el cual
consiste en resolver una ecuacién funcional para la funcién de valores éptimos,
conocida como Ecuacién de Programacién Dindmica (EPD) (véase [7]). También
es incluida la teoria referente a los PDMs con horizonte infinito. Ademsds, se
presentan condiciones sobre el modelo, las cuales garantizan la validez de PD.

1.1. Procesos de Decision de Markov con Hori-
zonte Finito

Definicién 1.1.1 Un Modelo de Control de Markov (MCM), estacionario,
a tiempo discreto, consiste de una quintupla:

(X, A {A(x)|lx€ X},Q,0) (1.1)
donde,

a. X es un espacio de Borel no vacio (véase, Apéndice A, Definicion A.0.1),
llamado espacio de estados;

b. A esun espacio de Borel no vacio, llamado espacio de acciones o controles;

c. {A(x)|x € X} es una familia de subconjuntos medibles, no vacios A (x)
de A, donde A(x) denota el conjunto de acciones admisibles cuando el
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2 Procesos de Decisién de Markov

sistema se encuentra en el estado x € X. El conjunto K de parejas de
estados acciones admisibles, estd definido por

K={(z,a)|r € X,a€ A(x)},
y se supondrd que es un conjunto medible del espacio producto X x A;

d. Q es un kérnel estocdstico definido en X dado K, llamada ley de tran-
sicién, es decir, para cada (z,a) € K, Q (- |z,a) es una medida de pro-
babilidad en X, y para cada B C X, medible, Q (B|-) es una funcion
medible;

e. ¢: K — R es una funcion medible y se llama la funcién de costo de un
paso.

Observacién 1.1.2 Para cierta clase de problemas en lugar de una funcion de
costo ¢, es mds conveniente considerar una funcién de recompensa r : K — R.

La dindamica que describe a este sistema estocdstico funciona de la forma
siguiente: si el sistema al tiempo ¢ se encuentra en el estado x; =z € X, y la
accion a; = a € A(x) es aplicada; entonces ocurren dos cosas:

a) se paga un costo ¢ (x,a) (o se recibe una recompensa r(z,a)); y

b) el sistema se traslada a un nuevo estado x;11 mediante la ley de transicién
Q (- |x,a) sobre X.

Una vez hecha ésta transicién a un nuevo estado, se elige una nueva accién
y la dindmica anteriormente descrita se repite.

Observacion 1.1.3 Se supondrd que K contiene la grifica de una funcion me-
dible de X a A, es decir, existe f: X — A medible, tal que f (z) € A(z), para
toda x € X. El conjunto de estas funciones es denotado por F y sus elementos
son llamados selectores de la multifuncion © — A (x).

1.2. Politicas

Para introducir el concepto de estrategia o politica, considérese un MCM y
defina H;, el espacio de las historias observadas del proceso de control hasta el
tiempo ¢, como

Hy = X,
Ht = H{X}H{tfl:H<t><)(7
para t = 1,2,.... Un elemento h; de H; llamado t-historia es un vector de la
forma
(z0,a0,21,01, ., a1, T¢)

donde (z;,a;) e Kparai=0,...,t —1yz; € X .

Obsérvese que, para cada t, H; es un subespacio de H; := (X x A)t x Xy
H() = X.
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Definicién 1.2.1 Una politica es una sucesion m = {m:} de kérneles estocdsti-
cos, donde cada 7y estd definido sobre A dado Hy y satisface que: mi( A(xy)| he) =
1 para toda hy € Hy yt =0,1,2,.... El conjunto de todas las politicas serd de-
notado por II.

De acuerdo con ésta definicién, una politica m = {7} puede interpretarse
como una sucesién {a;} de variables aleatorias sobre A, tales que, para cada
t-historiay t = 0,1,2, ..., la distribucién de a; es 7 (- |hs ), la cual estd concen-
trada en el conjunto de acciones admisibles A ().

Se denotard a la familia de probabilidades condicionales sobre A dado X,
como P (A]X). Sea ® el conjunto de todas las probabilidades condicionales ¢
en P (A|X) tales que para toda = € X se tiene ¢ (A (x)|z) = 1.

Definicién 1.2.2 Una politica w € 11 es:

1. Markoviana Aleatorizada (Ilgyr). Si existe una sucesion {¢,} C P
(definidas sobre A dado X ), tales que, ¢ (-|he) = ¢, (- |z+) para toda
he €H, yt=0,1,2,....

2. Markoviana Aleatorizada Estacionaria (Ilgg). Si existe p € @, tal
que: Ty (- |ht) = @ (- |zt ) para toda hy € Hy yt =0,1,2,....

3. Determinista (Ilp). Si existe una sucesion {gi} de funciones medibles
gt - Hy — A, tales que, para cada hy € Hy yt = 0,1,2,..., se tiene que
gt (he) € A(xy) y mi (- |he) estd concentrada en gy (he).

4. Determinista Markoviana (Ilpys). Si existe una sucesion {f:} de fun-
ciones medibles fy : X — A (o f; € F), tales que, fi(z;) € A(xy) y
my (- |he ) estd concentrada en fi (x¢) para cada hy € Hy y t =0,1,2,....

5. Determinista Markoviana Estacionaria (Ilpg). Si existe una fun-
cion medible f: X — A (o f € F), tal que, f(z:) € A(xr) y me(-|he)
estd concentrada en f (x;) para cada hy € Hy yt=0,1,2,....

Observacién 1.2.3 Note que llgg C llgys CII y lIps C lpy C Ip CII.

Sea (€, F) el espacio medible que consiste del espacio muestral canénico
0 :=H, = (XxA)>® y F su correspondiente o-dlgebra producto. Los elementos
de Q son de la forma w = (x,a0,z1,a1,--) con ; € X y a; € A para toda
t =0,1,..., las proyecciones x; y a; de  sobre X y A son llamados estado y
accion, respectivamente. Obsérvese que Hy, = K™ C Q es el espacio de historias
(zo,a0,x1,a1, -+ ) con (zy,a;) € K para toda t =0, 1,....

Sean 7 € II una politica arbitraria y v una medida de probabilidad sobre
X, conocida como la distribucién inicial. Entonces por el Teorema de Ionescu-
Tulcea (véase [1] y Apéndice A, Teorema A.0.7), existe una unica medida de
probabilidad PT sobre (§2,F). Ademds, para cada C € B(A), cada B € B(X),
yhieH, yt=0,1,2,---, se tiene que

Pl (xzg € B)=v(B), (1.2)
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P;r((lt € C|ht) :7Tt(0|ht)7 (13)
Pf(xurl S B| ht,at) == Q(B |xt7at). (14)

Definicién 1.2.4 El proceso estocdastico ((Q, F, PT),{x}) es llamado un Pro-
ceso de Control de Markov a tiempo discreto o Proceso de Decisién de Markov
(PDM). La esperanza con respecto a P serd denotada por ET.

Observacién 1.2.5 Siv estd concentrada en un estado inicial v € X, entonces

se puede escribir P y E7T como P y ET, respectivamente.

De (1.4) se tiene que, la distribucién del estado x:11 sélo depende de la
pareja estado-accién (z¢, at), dicha condicién es una propiedad de tipo Markov
pero, en general el proceso {z:} no es una cadena de Markov. Sin embargo,
si 7 es una politica de clase markoviana, entonces se garantiza que {z;} es un
proceso de Markov (véase [7] y [10]).

1.3. Criterio de Rendimiento

Cada PDM estard dotado de una funcién real, llamada criterio de rendimien-
to, que medira de alguna manera la calidad de cada politica, a través de la suce-
sién de costos que genera. A continuacién se define el criterio de rendimiento
utilizado en este trabajo.

Considérese un Modelo de Control de Markov fijo y un conjunto de politicas

I1.
Se define para cadaz € X y m € II
N-1
V(r,z) = EZ Z c(zy,at) +en (zn) | - (1.5)
t=0

V (7, ) es conocido como el Costo Total Acumulado y cn (xn) es el costo ter-
minal. Al entero positivo N se le conoce como horizonte del problema, el cual
representa el nimero de etapas en el cual el sistema estd operando y puede ser
finito o infinito.

Definicién 1.3.1 Para cada x € X se define

V* (z) :;Q%V(ﬂ,x),

V* se le llama funciones de valores éptimos o valor éptimo.
Definicién 1.3.2 Una politica m* € 11, es 6ptima, si
V (r* = infV
(n*,2) = mf V' (m,2),
reX.

El Problema de Control Optimo consiste en determinar una politica que op-
timice al criterio de rendimiento.
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1.4. Programacién Dindamica

Una de las herramientas mds usadas para resolver el problema de control
6ptimo, es conocida como Programaciéon Dindmica (PD). Bajo condiciones ade-
cuadas sobre el MCM este procedimiento permite determinar la funcién de valor
6ptimo y/o a la politica éptima.

Fl teorema de Programaciéon Dindmica, dado més adelante, tiene como su-
posicién la existencia de selectores f € T, los cuales minimizan el lado derecho
de la Ecuacién de Programacion Dindmica (EPD, Ecuacién 1.7) en cada etapa.
Esta suposicion es referida como condicién de selecciéon medible. La cual se da
a continuacién

Suposicién 1.4.1 Considere un Modelo de Control de Markov y una funcion
medible u : X — R dada, tal que

u* (z) = in c<w,a>+/u<y>c2<dy|x,a> ,

A(x)
X

x € X es medible y existe un selector f € F tal que la funcion entre llaves
alcanza su minimo en f(x) € A(z) para toda x € X ; es decir,

w @) =l f @)+ [10)Qyle. (@),

X

Si esto ocurre entonces se puede cambiar infimo por minimo.

En muchos problemas la suposicién anterior se puede verificar directamente,
pero desde un punto de vista tedrico, es conveniente tener condiciones generales,
mismas que se obtienen de los teoremas de seleccion medible. Considere las
siguientes condiciones sobre el MCM,

Condicién 1.4.2 a) A (z) es compacto para toda x € X;

b) La funcidn de costo ¢ es semicontinua inferiormente (l.s.c por sus siglas en
inglés, véase Apéndice A, Definicion A.0.8) en A (x) para cada © € X;

¢) La funcion v’ (z,a) := /’U (v) Q (dylz,a), (z,a) € K, satisface una de las
X
siguientes condictones,
(cl) v'(z,-) es l.s.c en A(x) para cada x € X y cada funcion v continua
y acotada sobre X; ¢
(c2) V' (z,-) es l.s.c en A(z) para cada © € X y cada funcidn v medible

y acotada sobre X.

Condicién 1.4.3 a) A(z) es compacto para toda x € X
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b) La funcion de costo ¢ es l.s.c y acotada inferiormente;

c) La ley de transicion @ es:

(c1) Débilmente continua (véase Apéndice A, Definicion A.0.6); 6
(c2) Fuertemente continua (véase Apéndice A, Definicion A.0.6 ).

Condicién 1.4.4 a) La funcidn de costo c es ls.c, acotada inferiormente e
inf-compacta (véase Apéndice A, Definicion A.0.5) sobre K;

b) La ley de transicion Q es:

(b1) Débilmente continua; 6

(b2) Fuertemente continua.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Programacion Dindmi-
ca y estd basado en el principio de optimalidad de Bellman (véase [2]).

Teorema 1.4.5 Sean Vi, Vi,..., VN funciones sobre X definidas por
VN (z) :=cn (x), (1.6)

y para cadat=N —1,N -2, ...,1,0,

Vi (x) := min (z,a) + Z Vier () Q (y|z,a) | - (1.7)
a€A(x)
yeX
Se supone que estas funciones son medibles y que para cadat =0,1,2,..., N—1,

existe un selector f; € F con fi (x) € A(x), tal que

Vi(z) =c(z, fi (z +ZVt+1 Qlz, fi(z)). (1.8)

Entonces, la politica determinista de Markov 7* = { fo, f1,..., fN—1} es dptima
y la funcion de valor dptimo V* es Vg, es decir, para toda x € X se tiene que

V' (2) = V (1, 2) = Vo (). (19)
La relacién (1.7) es conocida como Ecuacién de Programacién Dindmica
(EPD) junto con su condicién inicial (1.6).
Demostracién. Sean € X y m = {m;} una politica arbitraria, y sea

N—-1
Cy(mx) = E" | Y c(an,an) +on (an) |z =z |, (1.10)

n=t

Cn (m,z):=E" [en (zn) |zy = 2] = ey (2), (1.11)
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t=0,1,2,...,N — 1. C¢ (m,x) es llamado el costo total del instante t a N — 1
cuando se usa la politica 7 vy x; = x. En particular note que

V (m,2) = Co (m, ). (1.12)

Para demostrar este teorema, se tiene que mostrar que, para todo x € X y
t=20,1,2,..., N, se tiene que

Cy(m,x) > Vi (), (1.13)

cuando ™ = 7%,

Ci(n*,z) =V, (x). (1.14)
En particular, si ¢t = 0, se tiene que
Co(myz) =V (m,2) > Vo (z)
y si se utiliza a 7*:
Co(r*,x) =V (n*,2) =V (z) =V (x),

lo cual cumple lo deseado en (1.9). La prueba de las relaciones (1.13)-(1.14) es
por induccién hacfa atrds. Primero obsérvese que (1.13)-(1.14) se cumplen para
t =N, ya que, de (1.11) y (1.6)

Cn (m,z) =V (x) = ey (2).
Ahora, suponga que para alguna t = N — 1,...,0 se tiene que

Ciy1 (m,2) > Vigq (2), z € X. (1.15)
Entonces, de (1.10) y (1.3)-(1.4),

Ciy(m,x) = ET

N—-1
Z C(xnyan) +cn (l’N) |-73t = $] )

n=t

= ETr

N-1
c(xe,ae) + Z c(Tn,an) +cn (zn) |2e = x} ,

n=t+1

= E"[c(xy,a¢) |ze =2]+E™

N-1
Z c(xp,an) +cen (zN) |z = w] ,

n=t+1
N-1
= ZC(%G)M (a]z)+ E™ Z c(xn,an) + ey (zN) |2 = x} ,
acA n=t+1

y por propiedades de la esperanza condicional, se tiene que,

E7T

N—-1
> (@, an) + oy (@n) o = x]
n=t+1

= Eﬂ'

E™ ( Z_ c(xn,an) + ey (N) |Te41 =y> |t :m] )

n=t+1
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Por otro lado,

N—-1
ET Z ¢(@n,an) +en (an) [Te41 =y | = Cpa (7, 7).

n=t+1

Asi,

Ci(mz) = > c(za)m(alz)+E" [Copa (m,y) |2 = ]
acA
= Y c@aymalz)+ Y>> Ciua(my)Qylz,a)m (alr)

a€A acAyeX

= D le@a)+ Y Con(my) Qyle,a) | m (ale)

a€A yeX

> Z (z,a +2Vf+1 QWlz,a)| m(alz)
acA | yeX
> i Vi
yeX
= Vi(),

y bajo la hipétesis de induccién se tiene que

Cip1 (77, 2) = Vi (2).
[ ]

De lo anterior se muestra que V; (z) es el 6ptimo del problema desde el

tiempo t a N, es decir,
Vi (z) = in%Ct (m,x),
me

paratodaxz € X yt=0,1,...,N.

Asi, se ha calculado para cada tiempo ¢ el costo éptimo de ¢ en adelante,
con esta interpretacion de V; (x) es posible caracterizar a la ecuacién de progra-
macién dindmica. Para probar esto, sea m = {my, m¢41,...,Tn—1} una politica
tal que m; = f € F es un selector arbitrario y {m¢y1,...,7n_1} es una politica
optima para el problema de ¢ + 1 hasta IV, entonces

Ci(maz) = c(@, )+ Y Vi) Q Ul f)

yeX
> min (z,a) + Vi T
=z aeAl(w Z +1 () Q (ylz,a) o,
yeX
para todo x € X. De aqui, se tiene que
Vi () > min (z,a +Z‘/t+1 Q (ylz,a)

acA(x) vex
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Para ver la desigualdad inversa nétese que

Vi(z)<e(@ )+ D Vi) Qule, f)

yeX
lo cual implica que

Vi(e) < min qe(@a)+ Y Vin 1) Qylna) .
yeX

de donde se prueba lo anteriormente afirmado.

Observacién 1.4.6 Bajo cualquiera de las condiciones (1.4.2)-(1.4.4) se tiene
que, para cada funcion u : X — R medible y no negativa, la condicion de
seleccion medible (1.4.1) se cumple.

1.5. Procesos de Decisiéon de Markov con Hori-
zonte Infinito

A continuacién se describird la técnica de solucién para PDMs con horizonte
infinito. Considere el criterio de rendimiento de Costo Total Descontado,

Zatc(mt, at)] ) (1.16)

t=0

V(m,x):= EZ

m € Il,z € X. Donde « € (0,1) es un factor de descuento dado. Una politica *

que satisface
Vr*,z)=infV (r,z)=V"*(2), (1.17)
mell
para toda x € X serd llamada a—descontada éptima, y V* funcién de valor
a—descontada éptima.
Se supondra en esta seccién que el costo ¢ es no negativo y se define al
n-ésimo costo descontado como

Va(m,z) .= E7
t=0

iatc(wt,at)] , (1.18)

asi, por el teorema de la convergencia monétona, se tiene que

V(r,z) = lim V, (7, z). (1.19)

n—oo

Una funcién medible v : X — R es solucién de la a—descontada Ecuacién de
Optimalidad (a—EO), si satisface que

o(z) = min {c(m,a)—l—a/xv(y)Q(dy|x,a)}, (1.20)

acA(x)
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x € X. Se tiene que la funcién de valor 6ptimo, V* es solucién de la a—EOQO, es
decir,

V*(x) = min {c(x,a)—|—a/XV*(y)Q(dy|x,a)}, (1.21)

a€A(x)

xz € X. En efecto, para ello se usaran las funciones de iteracién de valores
definidas por,

ac€A(x)

vn(z) = min {c(w,a)—l—a/xvn1(y)Q(dy|x,a)} (1.22)

para toda x € X yn =1,2,..., con vy (-) = 0. Note que v,, es la funcién de
valor 6ptimo para el n-ésimo costo descontado V,,, con costo terminal cero, es
decir,
vp(x) = inf V,, (7, z), (1.23)
well

z € X. Ademsds se tiene que, para cada x € X

V*(x) = lim v, (7, x). (1.24)

n—oo

Tomando limite cuando n — oo en (1.22) y usando (1.24), se obtiene (1.21), si se
cumple el intercambio de limite con el minimo. Este procedimiento es conocido
como método de aproximaciones sucesivas, y requiere condiciones de seleccion
medible, las cuales se dardn a continuacién.

Condicién 1.5.1 a) El costo ¢ es l.s.c, no negativo e inf-compacto en K;

b) @ es fuertemente continua.

Para la parte a), que ¢ sea no negativa es equivalente a que sea acotada
inferiormente, ya que, si ¢ > m para alguna constante m, entonces ¢’ = c—m > 0.
La siguiente condicién permite garantizar que V* (z) es finita para cualquier
reX.

Condicién 1.5.2 Existe una politica w tal que, para cada x € X se tiene que
V(m,z) < o0.

Observacién 1.5.3 Fsta condicion claramente se cumple cuando el costo c es
acotado, ya que, si 0 < ¢ < M entonces para cada x € X ym €1l

iatc(mt, at)]
t=0

ZatM

t=0

= < Q0.
1l -«

V(ir,2) : =EI

IN
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Definicién 1.5.4 M (X)Jr denota el conjunto de funciones medibles y no ne-
gativas definidas sobre X, vy, para cada v € M (X)", Tu es la funcion sobre X
definida como

Tu(z) = min){c(x,a)+a/Xu(y)Q(dy|$,a)}, (1.25)
ze X.

Note que, usando el operador T', se pueden escribir la ecuacién de optimalidad
(1.27) y las funciones de iteracién de valores (1.22) como

V*=TV"*, yv, =Tv,_1 (1.26)

para n > 1, (vg := 0), respectivamente. Adem4s, se sabe que el operador T es
una contraccién médulo «, (véase [7] y [9]).

Teorema 1.5.5 Suponga que las Condiciones (1.5.1) y (1.5.2) son vdlidas. En-
tonces

(a) La funcion de valor dptimo V* es solucidn minimal de la a—FEO, es decir,
para cada x € X

V*(z) = min {c(m,a) —I—a/XV*(y)Q(dy|x,a)}, (1.27)

acA(x)
y st u es otra solucion de la a—EO, entonces, u(-) > V*(-);

(b) Eziste un selector f. € F tal que fi(x) € A(z) y alcanza un minimo en la
a—FO, es decir, para cada v € X

Vi(2) = (. ) + a /X V' (0)Qdy |z, £. ), (1.28)

(c) Sim* es una politica tal que V (1*,-) es una solucion de la a—EO y satisface
que para cada x € X

nlLH;OQ"E;TV (7", ) =0, (1.29)
entonces V (n*,-) = V*(-); de aqui, m* es dptima, concluyendo que, si

ocurre lo anterior, entonces m* es una politica éptima, si y sélo si, V (7*,-)
satisface la a—EO.

(d) Si existe una politica dptima, entonces existe una que es determinista esta-
clonaria.

Demostracion. Véase [7]. |
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1.6. Variantes de la Ecuacién de Programacion
Dindmica

A veces es conveniente reescribir la EPD (1.6)-(1.7) en otras formas equiva-
lentes y apropiadas. En estd seccién, se presentan algunas de las formas que son
més frecuentes.

Ecuacién en Diferencias. En muchas aplicaciones, la ley de transicién )
es inducida por una ecuacién en diferencias de la forma siguiente:

Tiy1 = F(wt,ataft) ) (1-30)

parat=0,1,2,...y xo dado, donde {,} es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) que toman valores en algin
espacio S con distribucién comin g e independiente del estado inicial xg y
F: X xAxS — X es una funcién medible conocida. Entonces, la ley de
transicién @) puede escribirse

Q(B|r,a) = Pr(axip1 € Blay =z,at =a)

I
g

r ($taat7€t)€B|xt:x7at:a)
(xvaaft) € B)

se€ S|F(x,a,8) € B})

(

(F
= Pr(F
({

Ip [F (z,a,s)] p(ds)

=

Il
by —

(I (F (z,a,s))].
para todo B € B(X) y (z,a) € K.

Por el teorema de cambio de variable para funciones medibles sobre X (véase
[1]), se tiene que si u es medible sobre X. Entonces

Elu(ei) o = o, = a] = /u<y>c2<dy|x,a>

b'e
= /u [F (z,a,s)]u(ds)
S
Elu(F (z,a,8))].
Entonces, la EPD (1.6)-(1.7) puede reescribirse como,

VN () = en () (1.31)
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Vi) = min{ea)+ [Via ) Qylea) (1.32)
X

~ min qa@+!%ﬂuwammuw@

= 11‘{1(1701} {c(z,a) + E [Vig1 [F (z,0,8)]]}

paratodax e X yt=N—-1,N—-2,...,1,0.

Forma hacia adelante de la ecuacién de PD. Sea V; como las funciones
en (1.6)-(1.7), y se define vy = Viy_¢ (t = 0,1, ..., N). Entonces se puede escribir
la ecuacién de programacién dindmica "hacia adelante" de la siguiente manera

vo = cn () (1.33)
v () = min | ¢(z,a) + Z vi—1 (Y) Q (¥ ]z, a) (1.34)
Al@) yeX

sit=1,...,N. Ademds, si f; € F es como en (1.8), entonces g;. = fn_; (t =
1,...,N) es un minimizador para (1.34). Entonces, en términos de las funciones
vt la conclusién del Teorema 1.4.5 puede reescribirse como: @ = {gn,..., g1} es
una politica éptima y la funcién de valor es V* (1) = vy (1) =V (7, ), es decir,

vp (z) = irﬁfV (m,x)

para z € X y, donde V (7, z) es como se dio anteriormente.

Las funciones v; en (1.33)-(1.34) son conocidas como las funciones de it-
eracién de valores.

Maximizacién de Recompensas. En lugar de considerar una funcién
de costo ¢, considere una funcién de recompensa r. Entonces el criterio de
rendimiento de costo total acumulado, V (7, x) se convierte en criterio de re-
compensa total esperada,

N-1
V(m,z)=E] (Z r(Te,a) + TN (xn)> )

t=0

donde 7y es una funcién de recompensa dada. Asi, el problema de control para
este caso es encontrar una politica que maximice a V', por lo cual la funcién de
valor esta ahora dada por,

V* (x) := supV (m, z),
0]
z € X. Y, con los cambios necesarios todo lo anteriormente establecido para
el caso de costos continta siendo vilido. Por lo tanto, la EPD (1.6)-(1.7) se

convierte en,

Vn (z) =N (2)
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Vi(@) =max 7 (z,0) + > Vi (1) Q ¥z, a)
yeX
parat=N—1,...,1,0.

Modelo de Control No Estacionario. En lugar de considerar el modelo
de control de Markov dado en (1.1), considere un modelo de control no esta-
cionario (X3, A, {A¢ (z) |z € Xt },Qt,ct), t =0,1,2,.... Entonces, se tiene que
el la prueba del Teorema 1.4.5 continta siendo vélida si se reemplazan X, A, Q

y ¢ por Xy, Ay, Q¢ v ¢t respectivamente. De donde, (1.7) se convierte, para cada
reXyyt=0,1,...N -1, en

Vi(e)= min e (wa)+ > Vi@ Qylra) . (1.35)
T yeXt

Costo Descontado. Suponga que, en lugar de el criterio de rendimiento
dado en (1.5), el costo esperado es de la forma siguiente,

N-1
V(mz):=E] Z ale(z,a) + Ve (zn) |, (1.36)
t=0

donde a > 0 es un nimero dado llamado el factor de descuento. El correspon-
diente modelo de control puede ser visto como un modelo no estacionario con
X, A,y Q fijos y un costo variando por etapa, ¢; (z,a) := alc(z,a). Entonces,
de (1.36) y (1.6), se obtiene la siguiente ecuacién de programacién dindmica,

VN (z) = aNen (z),

yparat=N—-1,N—-2,...,1,0

Vi(e) = min |ae(z,a)+ Y Vie1 () Q (yle,a)

acA(x) Jex
Se puede reescribir estd ecuacién en términos de funciones J; (+) := o'V, (+),
t=20,...,N, para obtener
JIn (z) = cen (2), (1.37)
y,parat=N—-1,N —-2,...,0,
Ji@)= min fe@a)+ ) S @) Qlea)|, (1.38)
yeX

y el Teorema 1.4.5 continia siendo védlido cuando las funciones V; son reem-
plazadas por J;. Asi, la politica 7* = {fo,...,fv—1} con f; € F un mini-
mizador de (1.38) es 6ptima para el criterio de costo descontado dado en (1.36)
y V(r*,2) = Jo ().



Capitulo 2

Ejemplos de Programacion
Dinamica

En este capftulo se dardn ejemplos en los cuales se utiliza la técnica de
programacién dindmica. El primero de éstos estd relacionado con la operacién
eficiente de una maquina (véase [4] y [14]), en el cual se busca minimizar los
costos ocasionados por el funcionamiento de la méquina y asi, lo que se quiere
es decidir en qué instante reemplazar la méquina por una nueva; el segundo es
un problema de inventarios (véase [7] y [10]), para este problema se analiza la
cantidad de producto que se encuentra en un almacén y en cada etapa se busca
decidir la cantidad adecuada de nuevo producto que debe comprarse. En este
caso se busca minimizar los costos ocasionados para poder obtener una mayor
ganancia.

2.1. Reemplazamiento de Maquinas

Considere un problema de operacién de una méaquina que es revisada en IV
periodos y que puede presentar un deterioro de acuerdo a uno de los siguientes
niveles: {1,2,...,n}. Suponga que encontrarse en el nivel x es mejor que estar
en el nivel £+ 1, y el nivel 1 es el de condiciones perfectas en las que la méquina
puede operar.

Sea g : {1,2,....,n} — R4 la funcién de costo de operacién por periodo
asociado al nivel ¢, se supone que

g(1)<g(2)<---<g(n).

Durante un periodo de operacién el nivel de la maquina puede empeorar o
quedarse igual.

Se considera la probabilidad de transicién como:

ey =4 PWI), y >z,
Y 0, y < T.

15
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Supéngase también que al comenzar cada periodo se conoce el nivel en que la
méquina se encuentra y, asi se tienen las opciones siguientes:

1. Dejar que la méquina opere un periodo més, en el nivel en que se encuen-
tra.

2. Reparar la méquina hasta que se encuentre en condiciones perfectas, es
decir, hasta que se encuentre en el nivel 1, pagando un costo de reparacién
R (fijo).

Suponga que la maquina, una vez reparada, permanecerd en el estado 1 por
al menos un periodo. En los periodos siguientes, puede deteriorarse para los
estados y > 1 segiin las probabilidades de transicién pg,.

Asi el objetivo es decidir sobre el nivel de deterioro en el cual vale la pena
pagar el costo de reparacion de la maquina, de tal modo que se obtengan costos
de operacién mas bajos en el futuro. Obsérvese que la decisién también estd
afectada por el periodo en el que se encuentra la maquina, por ejemplo, se
estarfa menos inclinado por reparar la maquina cuando hay pocos periodos a la
izquierda.

Identificando las componentes del MCM, se tiene que,

1. Los estados representan los niveles de deterioro, es decir,

X ={1,2,...,n};

2. Las acciones y acciones admisibles coinciden y estdn dados por
A=A(z)={0,1},

donde 0 representa permitir que la méquina opere un periodo méds y 1,
reparar la méquina.

3. La ley de transicién estd dada por,

P11 P12 : © Pin

0 p2 - - - Do

o 1o 0o - - ]
Pay = Pay = 0 pii - Din
0 0 pan

si se decide permitir operar por un periodo m4s, y

1 0 0
) 10 0
Doy =

10 - - -0

cuando se decide reparar la méquina.
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4. El costo de operacion estd dado por g (-) si se decide operar por un periodo
més la maquina y por g (-) + R si se decide repararla.

Asi, considerando el criterio de costo total acumulado,

N—-1

V(m,x):=EL Z gt (x¢,a¢) + gn (TN)
=0

Entonces, se tiene que, la Ecuacién de Programaciéon Dindmica es:

Vn(z)=0
Vila) = min {g(w.a) + B (Visa)}.
donde,
E(Vis1) = Z Poy Vi1 (v)
yex
= prth.H (y).
y=a

en caso de que continide trabajando la méiquina. Y, en el otro caso,

E(Vig) = Y pp,Vitr (v)
yeX

= Vi (D).

En general la EPD es,
Vn (z) = gn (zn) =0,

Vi(z) = min {g(x) +D pyle) Visr (v), B+ g (1) + Vi (1)}7

y=x
t € {N-1,N—-2,...,1,0}, z€{L,2,...,n},
donde la primera ecuacién representa permitir que la méaquina continue traba-

jando por un periodo més y la segunda reparar la maquina.

2.1.1. Ejemplo Numérico

En un caso particular, suponga que X = {1,2,3,4,5} y la méquina es re-
visada durante dos periodos. La matriz de transicién esta dada por

Pzy =

o o oglgl-
o oZ~Blugfe
Sl eSS

o o o ogw
— BleB|-a|-5l
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el costo estd definido como g (z) = x + 1, para ¢ = 1,2,3,4,5. Y el costo de
reparacién es R = 15—4.

Utilizando programacién dindmica
Vo (z) = 0.

En la etapa siguiente

5
Vi(z) = min{g(x)Jermsz(y),R+g(1)+V2(1)}
. 24
= mln{x+1,5}.

Vi (z) = :r+2}l, siz=1,2,3,
=, sii=4,5;
es decir, para los tres primeros estados es mejor dejar trabajar un periodo mas la
méquina mientras que para los restantes es mejor mandar a reparar la maquina.

Para la siguiente etapa

De esta forma,

Vo (z)

5
min {g(w) +Y peVi(y), R+g()+ Wi (1)}

- 34
min{:z:—&—l—FpryVl (x),B}.

y=z

Ahora, resolviendo para cada estado

5
. 34
W@ = mln{l—i—l-l—ZplyVl (y),5}

y=1

i {290 341 201
a 5075 50
5 34
Vo (2) = min 2+1+yz_2p2yV1(y),5}

VW (3) = min
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5
. 34
Vo(4) = min {4+ 1+ me (y), 5}

49 34}

{5
Vo(5) = mm{5 1+Zp,yv1 35}
U

54 34
= min = F }
Asi,
25901, six =1,
Vo(x) = 3533, siz =2,
(%, siz=3,4,5.

Se concluye que en los dos primeros estados es mejor dejarla trabajar y en los
siguientes reparar la méquina.

Ahora, considere n = 350; N =60; R =26.58;y g(z) = 8.16x + 4.27.
Note que se cuenta con una cantidad de estados grande por lo tanto resolver este
problema manualmente serfa muy laborioso, por lo cual se elaboré un algoritmo
en Matlab (véase Apéndice B) que determina a la funcién de valor éptimo, asf
se tiene que la funcién de valor es:

1538. 10 siz=1,
V(’(x){ 1543 siz=2,...,350. °

de donde se puede observar que es a partir del nivel 2 donde se tiene que reem-
plazar la méquina. En la siguiente gréfica, figura 1, se representa la funcién de
valor y se aprecia como a partir del estado 2 los costos de operacién se mantienen
constantes,

Funcidn de “alar
1545 : , : . :

........................................................

1540 H

1535 ._ ........ . ....... ....... Feenn ....... e |

1530 L - i
0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 1. Funcién de Valor
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2.2. Inventarios

Considere un almacén donde cada determinado periodo de tiempo el admi-
nistrador lleva a cabo un inventario para determinar la cantidad de producto
almacenado. Basado en ésta informacién, él decide ordenar o no cierta canti-
dad de producto adicional a un proveedor. Al hacer ésto se enfrenta al costo
asociado con guardar el producto o las ganancias perdidas por no ser capaz de
cubrir la demanda del cliente. Asi, el objetivo del administrador es maximizar
el beneficio obtenido. Se supondrd que la demanda del producto es aleatoria
con distribucién de probabilidad conocida. A continuacién se dardn una serie
de condiciones para formular el modelo.

Condicién 2.2.1 a) La decision de ordenar pedido adicional es hecha al inicio
del periodo y se entrega inmediatamente.

b) Las demandas de producto se reciben todo el periodo de tiempo pero son
cumplidas en el dltimo instante de tiempo del periodo.

c) Sila demanda excede al inventario el cliente acude a otra parte por el pro-
ducto faltante, es decir, no hay pedidos pendientes.

d) Los ingresos, costos y la distribucién de la demanda no varian con el periodo.
e) El producto unicamente es vendido en unidades enteras.
f) El almacén tiene capacidad para Z unidades.

Sea z; la cantidad de inventario al comienzo del periodo t, a; el nimero de
unidades ordenadas por el administrador en el tiempo t y, sea D; la demanda
aleatoria en el periodo t. Suponga que la probabilidad de la demanda estd dada
por p, = P(Dy =y), y =0,1,2,.... El inventario al tiempo de decisién ¢ + 1,
Z¢y1 estd relacionado con el inventario en el periodo ¢, z; a través del sistema
de ecuaciones

Ti41 — MmMax {ZL’t + as — Dt, 0}
= [It+at *Dt}—‘r.

Debido a que no es permitido pedidos pendientes el nivel del inventario no puede
ser negativo. Asi, si z;+a;— Dy < 0, el nivel del inventario en el siguiente periodo
de decisién serd 0.

A continuacién se describen las funciones de valor involucradas en el modelo.
El valor del costo por ordenar z unidades en cualquier periodo es L (z) vy, se
supondrd que estd compuesto por un costo K > 0 fijo por realizar el pedido y
un costo variable ¢ (x) que crece con la cantidad ordenada. Asi,

_f K+c(x) siz >0
L()_{O siz=0

El valor del costo por mantener un inventario de & unidades por periodo es re-
presentado por una funcién h (z) no decreciente. Finalmente, si la demanda es de
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y unidades y el inventario es suficiente para cubrirla entonces, el administrador
recibe un ingreso f (y). Se supondrd que f (0) = 0.

En este modelo la recompensa depende del estado del sistema y del siguiente
periodo de decisién; es decir,

Tt (It,at,l’t+1) = —L ((Zt) — h (.’L‘t —+ CLt) + f (CUt + ay — $t+1) .

Sin embargo es mds conveniente trabajar con 7 (¢, at). Para este fin se calculard
el valor esperado (al inicio del periodo t), F; (z), de los ingresos recibidos en el
periodo ¢ cuando el inventario previo al ingreso del pedido del cliente es de =
unidades. Este es obtenido de la siguiente manera, si el inventario x excede a la
demanda y, el valor del ingreso es f (j). Esto ocurre con probabilidad p,. En
caso contrario, si la demanda excede al inventario, el valor del ingreso es f (x);
ésto ocurre con probabilidad ¢, = Z;’o:z py- Entonces

r—1

F(z) =Y fWpy+ ().

y=0
A continuacién se da la formulacién del MCM,
1. Epocas de decisién:

T=1{1,2,...,N}, N < .

2. Estados: (la cantidad de inventario al inicio del periodo t)

X ={0,1,2,...,2}.

3. Acciones (la cantidad de producto que puede ordenarse)

A=1{0,1,...,7}.

4. Acciones admisibles: (la cantidad de producto ordenado en el periodo t)

A(z)={0,1,...,Z —x}.

5. Recompensa: (ingreso esperado menos los costos de pedido y mantenimien-
to)
ri(z,a) =F(zx+a)—L(a)—h(z+a),

t=1,2,...,N—1.

6. Probabilidades de transicién:

0 siZ>y>x+a
Qt(y|mva): Pr+a—y SiZZ$+a2y,y>0 )
Qo+a siZ>z+ayy=0

donde ¢4, €s como se definié anteriormente.
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La manera en que se determing esta probabilidad de transicién es la siguiente:
si el inventario en existencia al inicio del periodo ¢ es de x unidades y se ordenan
a unidades entonces el inventario previo a la demanda externa es de x + a
unidades (Suposicién 2.2.1 a)). Un nivel de inventario de y > 0 al comienzo del
periodo t + 1 requiere de una demanda de = + a — y unidades en el periodo ¢, lo
cual ocurre con probabilidad py4q—y. Ya que no se permiten pedidos pendientes
(Suposicién 2.2.1 ¢)), si la demanda en el periodo ¢ excede = 4+ a unidades,
entonces el inventario al inicio del periodo t + 1 es de 0 unidades, lo cual ocurre
con probabilidad ¢,+,. La probabilidad de que el nivel del inventario exceda
x + a unidades es 0 ya que, la demanda es no negativa. La Suposicién 2.2.1 f)
restringe al nivel del inventario a ser siempre menor o igual que Z.

Las reglas de decisién determinan la cantidad de producto a ser ordenado
en cada periodo para cada posible posicién del nivel de inventario. Una politica
serd una sucesion de tales reglas. Un ejemplo de tal politica es el siguiente,

Ordenar suficiente producto para aumentar el nivel del inventario hasta una
cierta cantidad de A unidades, siempre que el nivel del inventario al inicio del
periodo sea menor a « unidades. Cuando el nivel del inventario al inicio del
periodo sea mayor o igual a o unidades, entonces no se ordena nada. Esta regla
de decisién puede ser representada por

A—« siz < a
dt(x)_{() si >«

2.2.1. Ejemplo Numérico

A continuacién se resolvera este problema con valores numéricos. Sea K = 6,
c(x)=3xz,1(x)=0,h(x) =22, Z=3, N=4, f(x) =10z, y

-

Este modelo puede ser interpretado como sigue, el nivel de inventario estd limi-
tado a 3 o menos unidades. Todos los costos e ingresos son lineales. El ingreso
esperado cuando se tienen x unidades en existencia antes de recibir una orden
estd dado en tabla 2.1, dada a continuacién:

)

[N M
.2
<
|

o
S

(2.1)

Wl —lols

Sl ©

Combinando el ingreso esperado con los costos por pedido y mantenimiento se
obtiene la recompensa esperada en el periodo t si el nivel de inventario es x y son
ordenadas a unidades. Asi, los valores de r; (z,a) estdn dados a continuacion,
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en la tabla 2.2

x/a | 0 1 2 3
8 8
0 0| -5]|—-35|—6
1 [F]-3]3 [ X (2.2)
2 [ 210 | x | x
3 9 X X X

donde x representa una accién no admisible. La matriz de transicion, Q: (y |z, a),
estd dada por

x+afy 0] 1]2]3
0 1fo[o0]o0
1 clslo0]o (2.3)
1 1 1
2 2130150
3 L S A R S
6 3 3 6

Aplicando la técnica de programacién dindmica, la ecuacién de programacion
dindmica estd dada por,

VN (.’,E) = Oa
Vi) = max {r(ma)+ 3 Qulna) Vi () ¢
a€A(z) Jex
zeXyt=N-—1,...,1. Note que, debido a que tanto la recompensa como

la probabilidad de transicién son homogéneas, es decir, no varfan con el tiempo
no aparece el indice t.
Implementando el algoritmo de induccién hacia atras, se tiene, que para
t=4,
Vi(z) =ra(z) =0,

x =0,1,2,3. Ahora, haciendo t = 3,

Vs(z) = max {r(z,a)+ Y Q(ylr,a)Vi(y)
acA(x) Jex

= e {r(z,a)}

de donde por los valores obtenidos para r (x,a) dados en la tabla 2.2, se tiene
que

zla=0 a=1 a=2 a=3|Vs(z) | A(z),
0 0 -5 -5 6] 0 0
I i -3 x B 0
2| 2 0 X X 2 0
3 9 X X X 9 0
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Para la siguiente etapa, es decir, cuando ¢t = 2,

Al resolver la ecuacién anterior, para cada x, se tiene

2(0) = max ¢r(0.0)+) Ql0,a)Vs(y)
yeX
29 13
= i P e
max{O, 18,1, 18}
() = max r(La)+ Y Qyll,a)Vs(y)
yeX
133 , 67) _ 133
= max<{ —,4,—r=—.
118718 18
() = max r(2,a)+ Y Qyl2,a)Vs(y)
yeX
121
= maX{lS, 18} =13.
2 (3) = Jnax r(3,0)+ Y Qyl3,a)Vs(y)
yeX
283
= r3.0+> QW0 V) =15
yeX

A continuacién se resume estd informacion,

z]a=0 a=1 a=2 a=3]Va(zx) | A(x),

0] o0 -& 1 o 1 2
133 67 133

L) 55 4 18 X B 0

2| 13 2 X X 13 0

3| 28 X X X 23 0

Ahora, para t =1,

Vi(z) = max Sr(z,a)+ Y Q(yle,a)Va(y)
z€A(x) Jex
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Resolviendo la ecuacién anterior, para cada z, se tiene

MO = max {00+ Y Q) )
yeX
65 133 43 43
= max<l,——,—,— p = —.
108" 54 " 12 12
VW) = max a4 Y QuiLa)ta )
a€A(1) vex
[ 907 205 T 007
- 108 54712 T 108
@ = max r(2,0)+ Y Qyl2,a)Va(y)
yeX
8L TSE
B 54712 | 54°
@ = max r(3,0)+ Y Qyl3,a)Va(y)
yeX
. 223
= 13,0+ > Q(13,0)Va) =T
yeX
Es decir,
zla=0 a=1 a=2 a=3|Vi(z) | A(z)]
0 1 _ 65 133 43 43 3
1 907 ﬁs % 1><2 ﬁ 0
H b > 1
2 73 7 X X 7y 0
3| 22 X X X 23 0

En la siguiente tabla se presenta tanto a la funcién de valor 6ptimo como a la

politica éptima

x| di(z) di(z) dy(x) | V*(x)
0 3 2 0 13
1 0 0 0 ﬁ
2 0 0 0 li_%z
31 0 0 0 22

donde esta informacién puede ser interpretada como sigue; si al inicio del periodo
1 el inventario es de 0 unidades, entonces se piden 3 unidades de otra manera no
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se ordena nada; si en el periodo 2 el inventario es de nivel 2 entonces se ordenan
unidades en caso contrario no se ordenada nada y, finalmente en el periodo 3 no
se realizan pedidos sin importar el nivel del inventario.

Ahora, considere K =19, ¢ (z) = 4z, g (x) =0, h(x) = 62, Z = 25, N = 15,
f (x) = 17x, entonces utilizando el algoritmo creado en Matlab (véase Apéndice
B) se tiene, que la funcién de valor ¢ptimo estd dada por

V* (z) x V* (z) x V* (x) x V* (z)
517.8813 | 7 545.8813 | 14 592.5488 | 21 611.6711
521.8813 | 8 553.7006 | 15 596.8813 | 22 612.1819
525.8813 | 9 561.1272 | 16 600.7015 | 23 612.3891
529.8813 | 10 568.5386 | 17 603.7991 | 24 611.3897 |
533.8813 | 11  575.5625 | 18 606.5501 | 25  609.6240
537.8813 | 12 581.8560 | 19 608.6380
541.8813 | 13 587.3428 | 20 610.3504

UL W~ OR

en la siguiente gréfica se representa esta informacién,

Funcidn de “alaor

Ba0

a0

Ak

240

=20

Figura 2. Funcién de Valor



Capitulo 3

Técnica de Aleatorizacién
en Programacion Dinamica

Una desventaja de la técnica de programacién dindmica surge cuando la
cantidad de estados (o controles) es grande, para lo cual es necesario la imple-
mentacién de algoritmos computacionales para su solucién por lo que podria
surgir lo conocido en la literatura como la Maldicion de la Dimensionalidad
(The Curse of Dimensionality, véase [2], [6] y [9]). La Maldicién de la Dimen-
sionalidad plantea que el nimero de operaciones necesarias para resolver un
problema crece exponencialmente con la dimensién del espacio de estados (o
controles).

Por ejemplo, para el problema de reemplazamiento de méaquinas que se re-
solvié anteriormente se tiene que la cantidad de operaciones necesarias para
resolver el problema es de 2N |X| y, para el problema de inventario es de
N |X x A|, donde |X| denota la cantidad de elementos de X. De esto se tiene
que si la cardinalidad de X o la de A es grande llevaria a la implementacién
de algoritmos computacionales donde podria surgir el problema de la dimensio-
nalidad. Asi, en este capitulo se describird un método que permite evitar esta
problemadtica, el método que se estudié en esta tesis es conocido como aleator-
izacion, el cual consiste en aproximar a la funcién de valor mediante la simu-
lacién de muestras aleatorias, en este caso, del espacio de estados y evaluando
dichas muestra en una ecuacién de programacién dindmica aproximada, la cual
serd descrita mas adelante (véase ecuacién 3.17), para determinar una funcién
de valor aproximada. Finalmente, se repetird este procedimiento una cantidad
determinada de veces y se procederd a promediar todas las funciones de valor
obtenidas, y el resultado de dicho promedio serd la aproximacién a la funcién
de valor verdadera que se busca obtener. La base principal de este algoritmo
son funciones que permiten aproximar a la funcién de valor 6ptimo mediante
un método Monte Carlo (véase [8]), el cual serd descrito mds adelante.

En las secciones siguientes se introducirdn definiciones y notacién usadas
a lo largo de este capitulo, se describird el método Monte Carlo y se dardn

27
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algunos ejemplos de dicho método para finalmente introducir el algoritmo de
aleatorizacién. Finalmente se discutirdn algunos ejemplos de dicha técnica.

3.1. Resultados Auxiliares
A continuacion se dardn definiciones y teoremas necesarios para este capitulo.

Definicién 3.1.1  a) Una sucesion {X,,} de variables aleatorias converge en
distribucion o en ley a la variable aleatoria X, con funcion de distribucion
F, si
lim F, (z) = F (2)

n—oo
para toda = en la que F es continua, donde F,, representa a la funcion de

distribucion de X,,. Se denotard la convergencia en distribucién por — .

b) Una sucesion {X,} de variables aleatorias converge en probabilidad a la
variable aleatoria X, si para cada € > 0,

P(X,—X|>¢e)—0
cuando n — oco. Se denotard la convergencia en probabilidad por 2.

¢) Una sucesion {X,,} de variables aleatorias converge casi sequramente a la
variable aleatoria X, si

P{w]Xy (W) = X (w)}) =1
cuando n — oo. Se denotard la convergencia casi sequramente por <>

Definicién 3.1.2 La media muestral, X, es el promedio aritmético de los va-
lores en una muestra aleatoria (X1,Xs,...,X,) y es definida por,

1 n
X=- Z X;.
i=1
El siguiente teorema da algunas caracteristicas del estadistico X, las cuales

son conocidas en la teoria de probabilidad.

Teorema 3.1.3

a) Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con media v y varianza finita o?. Entonces

Xi+.. . +X,— 1 [
limP( 1.t An —mp §x) zi/e_Tdy.
ov/n V2or

n— oo
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b) Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas, de varianza finita. Entonces

- P
X = p,
donde 1 es la esperanza comun de las variables aleatorias X1, Xo, .. ..

c) Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas, de varianza finita. Entonces

v C.S.
X = p,
donde 1 es la esperanza comun de las variables aleatorias X1, Xo, .. ..

Definicién 3.1.4 Se dird que X,, estd acotada en probabilidad, (y se denotard
por X,, = Op (1)) si para todo € > 0 existe una constante R para la cual,
P(|X,| > R) < € para toda n > 1. Para una sucesion {a,} se escribirg X, =
0, (a,), si 22 =0, (1).

An

3.2. Meétodo Monte Carlo

En esta seccién se revisard una técnica para la simulacién de ntimeros aleato-
rios, conocida como el Método Monte Carlo. Como ya se mencioné en la intro-
duccién, la base del método es un generador de nimeros aleatorios. El proce-
dimiento que utiliza Monte Carlo es el siguiente: generar una serie de niimeros
aleatorios, x1, s, ...x,, independientes e idénticamente distribuidos. Usar esta
sucesién para producir otra sucesién, ui, us, . .. u,, distribuida de acuerdo a la
funcién de distribucién de probabilidad en la que se estd interesado.

A continuacion se describe este método.

Algoritmo 3.2.1 Sea (S, f, u,U, g) una quintupla donde,

1. S es un conjunto finito de estados, es decir, los valores de las variables
que se desean simular;

2. f es una funcidn de S a S y serd la funcion de transicion sobre S;
8. w es la distribucion sobre S;

4. U serd el espacio de salida, es decir, los valores que toman las simulaciones
generadas;

5. g es una funcion de S a U, la cual determina como serdn generados los
numeros aleatorios;

Ast, el algoritmo tiene la siguiente estructura:

a. Inicio: Se genera xo con distribucion p. Se hace t = 1.
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b. Transicion: Sea xy = f (x4—1) .
c. Salida: uy = g () -
d. Repetir: Seat =1t + 1 y regresar al paso b.

Observacién 3.2.2 Para los algoritmos computacionales que se desarrollaron
se utilizo el programa de Matlab en el cual la funcidn que genera los nimeros
aleatorios es randint.

La manera en la que serd utilizado el método Monte Carlo en el algoritmo
de aleatorizacién es en la simulacién de la muestra aleatoria de estados para asi
obtener funciones de valor aproximadas y una vez que se ha repetido el algoritmo
una cantidad determinada de veces promediar estas funciones para obtener la
aproximacion final deseada.

3.2.1. Simulaciéon Monte Carlo

A continuacién se procederd a aplicar el Algoritmo 3.2.1 para ejemplificar el
método Monte Carlo a los ejemplos de reemplazamiento de maquinas, problema
de inventario y finalmente al problema Lineal Cuadrético (LQ), bajo el supuesto
de que se conocen las politicas 6ptimas.

Ejemplo 3.2.3 Considere el problema de reemplazamiento de mdquinas des-
crito en la Seccion 2.1. Sean =200, N =25 R=15, g(z) =xz+1 y M = 100.
A continuacion se describird como simular una muestra aleatoria de estados
a partir del Algoritmo 3.2.1. Identificando las componentes de la quintupla se
tiene,

1. 8 =1{1,2,...,200};

2. [ = Day, la ley de transicion para el ejemplo;
8. u una distribucion uniforme en S;

4. U=8=1{1,2,...,200};

5. Para generar una variable aleatoria X con distribucion g, el procedimiento
a sequir es el siguiente:

a) Generar una variable aleatoria V ~ Unif (0,1),
b) Sea X =g~ (V),
Se probard que X tiene distribucion g,
g% (x) = P(XS:L’)
= P9 ' (v) <)

= Pg(g " (v) <g(=)
= P(V<g(x)

g()
= / dv =g v).
0
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Es decir,

i A~

X =X.

Ast, el algoritmo, estard dado por

a) Inicio: Sea xy con distribucion p. Se hace t = 1.

b) Transicion: Sea ¢y = f (4—1) = Pay, donde x4—1 =z Yy, = Y.
¢) Salida: uy = g (x) .

d) Repetir: Sea t =t + 1 y regresar al paso b.

La siguiente grdfica muestra las trayectorias dptimas obtenidas para cuatro
stmulactones del algoritmo anterior

il

g0k --

G0

40

20

oa

g

G

40

20

Figura 3. Simulacion Monte Carlo

Ejemplo 3.2.4 Ahora considere el problema de inventario de la Seccion 2.2, de
manera similar al ejemplo anterior, con un nivel mdazrimo de inventario de 150
y un tamano de muestra de M = 75, el algoritmo de simulacion Monte Carlo
estaria dado de la siguiente manera, primero identificando las componentes de
la quintupla se tiene,

1. §=1{0,1,...,150};

2. f =Q(y|z,a), la ley de transicion para el ejemplo;
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3. u una distribucidn uniforme en S;
4. U=8=1{01,...,150};

5. La distribucion g es de la misma forma como se da en el inciso 5 del
Ejemplo 3.2.3.

Ast, el algoritmo, estard dado por Inicio: Sea xg con distribucion p. Se hace
t = 1. Transicion: Sea xy = f(x1—1) = Q (y|z,a), donde xz4—1 = x y x¢ = y.
Salida: uy = g (x4). Repetir: Sea t =t + 1 y regresar al paso 2.

La siguiente grifica representa cuatro simulaciones de trayectoria dptima

a0 -

oo -1

a0

0 1 | | | 1 | | |
mn N N 20 AN i =4y T an

Figura 4. Simulacion Monte Carlo

Ejemplo 3.2.5 Los problemas Lineal Cuadrdtico (LQ) consisten de un sistema
lineal con un costo cuadrdtico y es uno de los problemas de control mds usados
en ingenieria, economia y muchos otros campos. Considere un sistema definido
por la siguiente ecuacion en diferencias

Tpp1 = Y2 + Pag + &, (3.1)

parat =0,1,.... Donde~y y 8 son constantes reales tales que v3 # 0. La funcion
de costo estd dada por

c(z,a) = qz* + ra?,

donde q y v son constantes reales tales que ¢ > 0 y r > 0. {£,} es una sucesion
de variables aleatorias i.i.d tomando valores en S = R, con funcion de densidad
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continua A, independientes del estado inicial xg, con media 0 y varianza finita,

o2, es decir,

EE¢) = 0,
E(§2) = 0% < +oo.

Sea X = A= A(x) = R. Bajo las suposiciones anteriores deseamos encontrar
una politica que minimice el criterio de rendimiento

8

V(rz) = EI [Zatc(xt,at)] (3.2)

)

8

= E7 [Z o (qu + ra?)
t=0

para ™ €Il yx e X.
Se tiene que la EPD estd dado por,

v (z) = qnz? =0 (3.3)

vy (T) = aglAigc) {e(z,a) + al [vp—1 (yor + Bar + &)} (3.4)

= glAi?) {qx2 +ra® + aF [v,_1 (yx + Ba + f)]} ,

para todax € X yn =1,2,.... Hallando el minimo de las ecuaciones anteriores,

se tiene que, en general
vp () = K,z*+ C,

z € X, con la constante K,, dada recursivamente por

q(r+af’K,_1) +rakK, 172

K, = 3.5
r+ BQQKn_l (3:5)
o oqrt+Kpa (qaﬁ2 + ra’y2)
r +ﬂ2O‘Kn—1
o P+Kn71Q
R + K,_15 ’
n>1y
n—1
C, = ac? Z o™ tK.
t=1

Ast, la funcion de valor y politica dptima para el problema LQ estdn dadas por,

(véase [7])
V*(z) = K2* + C

—yaBK

Ay

)
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x € X, donde
2
ac”K
c==
l1-«
)
K= lim K,,
n—oo
respectivamente.
Usando el método Monte Carlo, la trayectoria obtenida para n = 120 y

M = 50, es representada en la siguiente grifica,

4

1

2

3 L L L L L L L I L L |
O & 10 15 20 25 30 35 40 45 &0

Figura 5. Simulacion Monte Carlo

3.3. Meétodo de Aleatorizacion

Al implementar programacién dindmica en problemas de optimizacién sur-
gen problemas numéricos, en particular, en este trabajo se aborda el problema de
la dimensionalidad (Maldicién de la Dimensionalidad) [9], [11]. Esta problemati-
ca surge en el contexto de control 6ptimo, cuando la cardinalidad del espacio
de estados, acciones y/o el horizonte es "grande". Es decir, al implementar los
algoritmos numéricos computacionalmente existen problemas con el tiempo de
ejecucion y saturacion de memoria RAM cuando el nimero de estados (acciones
y/o horizonte) incrementa.

Esta tesis se enfoca al estudio del problema de la dimensionalidad con respec-
to al espacio de estados. El algoritmo que se implementa consiste en aproximar
la funcién de valor éptimo a partir de un MCM apropiado. Considere un MCM
(X, A, {A(x)|x € X},Q,c) fijo con las siguientes caracteristicas
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Suposicién 3.3.1 1. X y A espacios de Borel finitos.
2. A=A(x),z € X.

Criterio 3.3.2 Considere el criterio de rendimiento dado en la Seccion 1.5, es

decir,
V(r,z) = E] Zatc(a:t,at)] .
t=0

Para cada x € X se define

V* (z) = supV (m, ),

well
V* se le llama funciones de valores 6ptimos o valor 6ptimo. Una politica 7* € 11,
es Optima, si
Vv (7(*7 SL') = supV (7T7 {L') s
mell
x € X. Asi, el Problema de Control Optimo consiste en determinar una politica
que optimice al criterio de rendimiento.

A partir de este MCM considere el siguiente modelo de control inducido
(Sn, A, {A(z) |z € X },Qu, ), donde Spr es una muestra aleatoria de X de
tamano M y Qs estd dada por,

Qzxlr,0) -Zﬂ .
M S1 . Q (xj |1'7a) >0
Qur (wxlz,a) =4 D~ Qlea) = (3.6)
0 en otro caso.

con z € X.

Criterio 3.3.3 Ahora, considere el criterio de rendimiento aproximado

Z a'e(xy, ak)] .

k=1

V(mm) =ET

Para cada x € X se define

V* (z) = supV (),
mell

V* se le llama funcidén de valor éptimo aproximado. Una politica 7 € 11, es
6ptima, si
Vv (7(*7 1’) = supV (7T7 {L') s
mell
x € X. Asi, el Problema de Control Optimo Aproximado consiste en determinar

una politica que optimice al criterio de rendimiento aprorimado.
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Definicién 3.3.4 El Operador de Bellman, T : B(X) — B(X) es una
funcion sobre el espacio de Banach, B (X), de funciones medibles definidas en
X (bajo la norma del supremo), definido por

T(W)(z) = max |c(z,a)+a > Wy)Qylr.a)l, (3.7)

parax € X, W € B(X) ya€(0,1).

Definicién 3.3.5 El Operador Aleatorio de Bellman Ty : B(X) — B (X),
estd dado por

M
T (W) (z) == max c(z,a) + az W (xg) Qur (zx |z,0) |, (3.8)
k=1

para x € X, W € B(X), a € (0,1) y Spy = {z1,...,xm} es una muestra
aleatoria de X y, Qpr estd definida por

Q (zk |2,a)
M

Zi:l Q (x; \x,a)'

Qn (g \xaa) =

Obsérvese que, iy (W) es una variable aleatoria debido a que depende de
Sy = {x1,...,2pm} que es una muestra aleatoria de X, la cual sigue una dis-
tribucién discreta con media cero y varianza 1.

Lema 3.3.6 Observe que T es un operador contraccion mdédulo o en B (X).

Demostracién. Sean U,W € B(X) y suponga que Ty (W) > Tas (U).
Para z € X, sean

M
ak, € arg max {c(z,a) + aZW(l‘k) Qnr (T |337(1)} )

acA(x) b1

M
a;, € argmax{c(w,a) +aZU(mk) Qur (xg a?,a)}.

a€A(x) —1

Entonces

0 < T (W) (@)~ Tu (U) (2)
M

= c(z,a}) —|—OzZW($k)QM (x|, ay,)

k=1

- {c@c,a:) + a3 U () Qu (a x,a::>}
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M

c(z,al) + az W (zr) Qur (2 |7, a3,
k=1

M
- {c(:f:,afu) +aZU($k)QM (T %aq*u)}

k=1

IN

Mz

(W (z) = U (1)) Qu (2 |2, ay, )

E
I

1

IN

ad W =UlQu (zx |z, a},)
k=1
M

= alW -UlY Qu (zxlea})
k=1
= a|w-Ul.

Es decir, si Tyy (W) (z) > Tar (U) (2), entonces TM (W) (x) — Tag (U) () <
a|W (z) = U (z)|. De manera similar, si Ty (W) < Ty (U) se tiene la desigual-
dad siguiente Ty (U) — Ty (W) < a|U — W] Esto significa que,

T3 (W) (@) = Tas (U) ()] < W (2) = U (@)

para cada = € X. Esto implica que

sup [ Tar (W) (2) = Tas (U) (@)] = ||Tar (W) = Tas (U)]
S
< afw-0].
Es decir, T es un operador contraccion. |

Observacién 3.3.7 El Lema 3.5.6 garantiza que existe una unica solucién para
el problema de control dado en el Criterio 3.3.3, para cada muestra fija.

Lo que se probard es que la diferencia entre iy y T se encuentra acotada
en probabilidad.

Sean
Tort W) () = c(za)+a Y. W) Qu(zlz,a), (3.9
rpESM
T,(W)(z) = clwa)+a) WE)Qylza).
yeX

paraz € Xy W e B (X). Entonces, los operadores TM y T pueden ser vistos
en funcién de T;, ps y 15, en el sentido siguiente,

Ty (W) () = r;leajcf’a,M(W)(x% (3.10)
TW)(z) = maxT, (W) (z),

ze X, WeB(X).
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Lema 3.3.8 Para todo M > 1 se tiene que

WM@?‘TWWSEJ

Tt (V) =T (V)|

donde V' y V son las funciones de wvalor dptimo de los problemas de control
dados en los Criterios 3.3.2 y 8.3.3, respectivamente.

Demostracién. Sea x € X fijo. Se definen las reglas de decisién f y fys por

f(@) = argmaxT, (V) (), (3.11)
fu(@) = argmaxTo (V) (@)
De donde,
T(V)(2) = Ty (V) (@) = Ty (V) (@), (3.12)
T (V) @) = T (V) @) > Ty (V) @

Primero, suponga que Ty (V) (z) > T (V) (z). Entonces, se tienen las desigual-

dades siguientes:
Truwo (V) @) =T (V) (@) = T(V) (@)

pero por (3.12),

Se sigue que

IN

0 < T (V> () =T (V) (@) < Ty (001 (V> (@) = Ty (V) () (3.13)

< max|Te m (V) () =Ty (V) ()]

a€A

Usando un argumento similar cuando T (V) (z) > T (V) () se obtiene la

siguiente desigualdad:

0 < TV) (@)= Tu (V) @) < Ty (V) (@) = Tpyr (V) () (3.14)

Ta (V) (@) = Tar (V) (@)

IN

max
a€A

En cualquier caso, se tiene,

T (V> (@) =T (V) (90)) < max

Torr (V) @) =T (V) (@) (3.15)
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Usando (3.15) se llega a que

Tor (v) —T(V)H = swp Tur (v) (z) — T (V) (a:)’
< supmax [T (V) (@) = T (V) &)
= magsup Tont (v) (z) — T (V) (x)‘
= max|Tun (V) -7V
< 3 [t (7) m0]
|
Sea )
G (W) = ;z i (), (316)

W € B(X), el cual representa el promedio de todas las funciones de valor
obtenidas para las d muestras simuladas y, donde la notacién T}, representa
a la funcién de valor obtenida para la i—ésima muestra aleatoria. Note que

el Lema 3.3.8 es valido si Thy (V) y TAa,M (V) son sustituidos por T}W (V) y
T;M (V) , respectivamente.
El siguiente teorema garantiza que la diferencia entre la funcién de valor

aproximada y la funcién de valor se encuentra acotada en probabilidad.

Teorema 3.3.9

\/&HGM (V) - T(V)H —0,(1).

Demostracién. Primero note que,

fow (V) -1 = 352 (7) - Sy
- iz () -rw)|

IN
Ul
~
EsA
/~
<
~—
N
=

d
< anxl

donde la tltima desigualdad es debida al Lema 3.3.8. Entonces se tiene que

HGM (f/) —-T(V) H estd acotado superiormente por la suma de los operadores,
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Z} o (W) definidos por

Z;,M (W) = Z ‘

a€A

A;,M (V) -1, (V)H .

Entonces, por el teorema central del limite, Z, as (W) 4, Zq (W) donde, Z, (W)
es una variable aleatoria normal estdndar. Asi, se tiene que

|55z )|

N — Zo (W).
Vd
Entonces, existe R > 0 tal que
1<,
Jim P (J& - ;Z}LM w)| > R) =0.

pero esto implica que

LSS (1 (7) - 1)

i=1acA

Vd

‘:01,(1),

de lo cual, se tiene
\/&HGM (V) —T(V)H = 0,(1).

[ |

En conclusion, el problema de control é6ptimo dado en el Criterio 3.3.2 puede
ser aproximado por el problema de control 6ptimo dado en el Criterio 3.3.3.

A continuacién se describe el algoritmo para determinar la aproximacion,

dicho algoritmo serd llamado algoritmo de aleatorizacién. Ademads se describen

los pasos seguidos para desarrollar este algoritmo en Matlab (véase Apéndice
B),

1. Se simula una sucesién de estados aleatorios, Sy = {z1,22,...,Znm},
donde M es un entero positivo y denotard el tamafio de la muestra.

2. Se define un nuevo MCM (Sys, A, {A (z) |z € X } Qur, ¢) y donde Sy rep-
resenta la muestra aleatoria y Qs es como en (3.6).

3. Se evalia la ecuacién de programacién dindmica aproximada:

Vi(z) = max {c(m,a)—i— Z Vit (z1) Qur (z |w,a)},(3.17)

a€A(x) oreBa

t € {N-1,N—2,...,1,0},

ze X.
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4. Una vez que se evalia se obtiene una funcién de valor para esta muestra
aleatoria se regresa al paso 1 y se repite este proceso una cantidad de-
terminada de veces obteniendo una funcién de valor en cada repeticién y
finalmente se calcula un promedio de todas ellas y, estd funcién resultante
serd la aproximacién deseada.

La manera en que fue desarrollado este algoritmo en Matlab es la siguiente,

a. Se dan valores iniciales (cantidad de estados, nimero de etapas, etc);
b. Se fijan el tamano de la muestra y el nimero de repeticiones;

c. Se simulan las muestras aleatorias del espacio de estados;

d. Se obtiene la ley de transicién para la muestra aleatoria dada;

e. Se calcula la funcién de valor para las muestras simuladas;

f. Finalmente, se suman todas las funciones de valor obtenidas y se dividen
entre el nimero de repeticiones dado.

3.4. Ejemplos de Programacién Dindmica con
Aleatorizacién

En esta seccién se retoman los ejemplos vistos en el Capitulo 2, s6lo que aqui
son resueltos a través del algoritmo propuesto en la Seccién 3.3. Se presentan
los datos obtenidos para diferentes valores del tamafio de muestra y nimero de
veces que se repite el proceso.

3.4.1. Reemplazamiento de Maquinas

Aplicando el algoritmo descrito anteriormente al problema de reemplaza-
miento de méquinas, con la ecuacién de programacién dindmica aproximada
dada por

- R+g(1)+ Vi (1
W(.Z’):min +g()+ t+1(): ,
9(@)+ 25y, @M (Y]2) Vig1 (y)
donde S}, es una muestra aleatoria de X de tamano M. Y, cuando se consideran
n =400, N =60, R = 109.87 y g(z) = 21.16z + 2. 32; al implementar la
técnica de programacién dindmica en un algoritmo en Matlab (véase Apéndice

B), se tiene que con un tiempo de ejecucion de 144.833916 segundos, la funcién
de valor estd dada por

4682 .6 siz=1,
V*(z) = 4704 .3 siz =2,
47046 siz=3,.... 400,
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La siguiente tabla muestra los valores obtenidos cuando se varfan el tamafno de
la muestra y el nimero de veces que se repite el proceso,

d | M Tiempo V (z)

5 | 50 5.255437s 4688.1six =1;4692.7si x =2
4704.2 si x = 3,...,400

100 | 8.946899s | 4697.3 six =1;4703.7 si x = 2;
4704.9si z = 3,...,400

200 | 84.83387s 1704.9siz =1,...,400
300 | 132.507803s 1704.9siz =1,...,400
10 | 50 | 38.086780s 4704.9siz = 1,...,400
100 | 73.797526s 1704.9siz =1,...,400

De la tabla anterior, se tiene que las aproximaciones a la funcién de valor es
cercana y ademds el tiempo de ejecucion del algoritmo disminuyé considerable-
mente. En la siguiente gréfica se representa a la funcién de valor representada
por la linea roja y las aproximaciones obtenidas las cuales, son representadas
por las lineas de diferente color.

4705
4700
o ABIER ................ LT T T =Sy M=sl .
£ : Co— - — =5y W=100 :
o — —r—d=SyMe200
S I : SERTERTERNY d=5  M=300
: D= = — =10y M=5D
drasd . R 4Dy Mot
! i i . i
a 100 200 300 400

Estado

Aleatorizacion en ejemplo de reemplazamiento de maquina

3.4.2. Inventarios

Ahora se aplicard el algoritmo de aleatorizacion al problema de inventario,
éste problema servird para hacer notar que si la condiciéon: A = A(x), x € X
no se cumple entonces, el algoritmo de aleatorizacién no resulta ser ttil ya que,
las aproximaciones obtenidas no son cercanas a la funcién de valor y el tiempo
de ejecucién resulta ser mayor al obtenido usando la técnica de programacién
dindmica directamente.
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Asi, en este caso con la ecuacion de programacién dindmica aproximada estd
dada por

i) = max Lo+ Y Qulylea) Ve )
’ yESM

z e X.

A continuacion se presenta una tabla con la informacién obtenida al imple-
mentar aleatorizaciéon en Matlab para el problema de inventario con los siguien-
tes costos e ingresos, K = 36, c¢(x) = 14z, g(z) = 0, h(x) = 21z, Z = 180,
N =65, f (z) = 56x, donde lo que representa es la funcién de valor para cada
estado, con un tiempo de ejecucién de 28 .505302 segundos,

V)| z V@) | o V@) | z V(x)
56602 | 46 57246 | 92 57926 | 138 58286
56616 | 47 57260 | 93 57939 | 139 58286
56630 | 48 57274 | 94 57953 | 140 58287
56644 | 49 57288 | 95 57966 | 141 58286
56658 | 50 57302 | 96 57978 | 142 58286
56672 | 51 57316 | 97 57991 | 143 58285
56686 | 52 57330 | 98 58004 | 144 58284
56700 | 53 57344 | 99 58016 | 145 58282
56714 | 54 57358 | 100 58028 | 146 58281
56728 | 55 57372 | 101 58040 | 147 58279
56742 | 56 57386 | 102 58052 | 148 58276
56756 | 57 57400 | 103 58064 | 149 58274
56770 | 58 57414 | 104 58075 | 150 58271
56784 | 59 57428 | 105 58086 | 151 58267
56798 | 60 57442 | 106 58097 | 152 58263
56812 | 61 57456 | 107 58107 | 1563 58239
56826 | 62 57470 | 108 58117 | 154 58254
56840 | 63 57484 | 109 58127 | 155 58249
56854 | 64 57498 | 110 58137 | 156 58244
56868 | 656 57512 | 111 58147 | 157 58239
56882 | 66 57526 | 112 58156 | 158 58233
56896 | 67 57540 | 113 58165 | 159 58226
56910 | 68 57554 | 114 58174 | 160 58220
56924 | 69 57568 | 115 58182 | 161 58213
56938 | 70 57582 | 116 58190 | 162 58206
56952 | 71 57596 | 117 58198 | 163 58199
56966 | 72 57610 | 118 58206 | 164 58191
56980 | 73 57628 | 119 58213 | 165 58183
56994 | 74 57645 | 120 58220 | 166 58175
57008 | 75 57663 | 121 58226 | 167 58167
57022 | 76 57680 | 122 58232 | 168 58158
57036 | 77 57697 | 123 58237 | 169 58149
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32 57050 | 78 57714 | 124 58243 | 170 58139
33 57064 | 79 57730 | 125 58248 | 171 58130
34 57078 | 80 57747 | 126 58252 | 172 58120
35 57092 | 81 57763 | 127 58257 | 173 58110
36 57106 | 82 57779 | 128 58261 | 174 58099
37 57120 | 83 57795 | 129 58265 | 175 58087
38 57134 | 84 57810 | 130 58268 | 176 58076
39 57148 | 85 57825 | 131 58272 | 177 58064
40 57162 | 86 57840 | 132 58275 | 178 58051
41 57176 | 87 57855 | 133 58277 | 179 58039
42 57190 | 88 57869 | 134 58280 | 180 58025
43 57204 | 89 57883 | 135 58282
44 57218 | 90 57898 | 136 58284
45 57232 | 91 57912 | 137 58285

Al implementar la técnica de aleatorizacién en un algoritmo en Matlab para
diferentes valores de tamano de muestra y ntimero de repeticiones se dan a con-
tinuacién las funciones de valor aproximado obtenidas para los mismos valores
dados arriba. Se puede notar que debido a que el problema de inventario no
cumple con la condicién de A = A (z), x € X, se tiene que tanto las aproxi-
maciones como el tiempo de ejecucién del algoritmo resultar no ser tan buenas
como en el caso del ejemplo de reemplzamiento de maquina

Asi, considerando que el tamano de muestra es de M = 50 y que el proceso
es repetido d = 5 veces, se obtiene la siguiente funcién de valor, con un tiempo
de ejecucién de 157 . 757136,

V)| z V@) |z V)| z V()
70719 | 46 71363 | 92 72026 | 138 72221
70733 | 47 71377 | 93 72021 | 139 72218
70747 | 48 71391 | 94 72061 | 140 72230
70761 | 49 71405 | 95 72085 | 141 72242
70775 | 50 71419 | 96 72065 | 142 72231
70789 | 51 71433 | 97 72074 | 143 72250
70803 | 52 71447 | 98 72089 | 144 72192
70817 | 53 71461 | 99 72117 | 145 72203
70831 | 54 71475 | 100 72116 | 146 72253
70845 | 55 71489 | 101 72130 | 147 72237
70859 | 56 71503 | 102 72144 | 148 72191
70873 | 57 71517 | 103 72194 | 149 72202
70887 | 58 71531 | 104 72150 | 150 72196
70901 | 59 71545 | 105 72148 | 151 72189
70915 | 60 71559 | 106 72189 | 152 72177
70929 | 61 71573 | 107 72151 | 153 72153
70943 | 62 71587 | 108 72179 | 154 72166
70957 | 63 71601 | 109 72196 | 155 72158
70971 | 64 71615 | 110 72166 | 156 72139
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19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

70985
70999
71013
71027
71041
71055
71069
71083
71097
71111
71125
71139
71153
71167
71181
71195
71209
71223
71237
71251
71265
71279
71293
71307
71321
71335
71349

65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
(0]
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

71629
71643
71657
71671
71685
71699
71713
71727
71741
71755
71769
71783
71797
71811
71825
71839
71860
71867
71898
71917
71909
71949
71938
71977
71965
71979
72015

111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137

72209
72192
72231
72217
72179
72229
72240
72243
72229
72221
72233
72243
72261
72240
72264
72243
72257
72307
72255
72261
72243
72241
72245
72279
72268
72271
72231

157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180

72147
72131
72152
72141
72117
72116
72091
72072
72115
72070
72039
72055
72031
72018
72027
71997
72011
71959
71988
71970
71961
71935
71901
71943

Ahora, sean d = 5, M = 100 y con un tiempo de ejecucién de 315 . 759360
segundos se obtuvo la siguiente funcién de valor,

e V@) |z V@] z V@] z V)
0 62133 | 46 62777 | 92 63400 | 138 63683
1 62147 | 47 62791 | 93 63433 | 139 63688
2 62161 | 48 62805 | 94 63419 | 140 63687
3 62175 | 49 62819 | 95 63445 | 141 63670
4 62189 | 50 62833 | 96 63463 | 142 63695
5 62203 | 51 62847 | 97 63475 | 143 63673
6 62217 | 52 62861 | 98 63463 | 144 63658
7 62231 | 53 62875 | 99 63497 | 145 63646
8 62245 | b4 62889 | 100 63474 | 146 63659
9 62259 | 55 62903 | 101 63503 | 147 63664
10 62273 | 56 62917 | 102 63511 | 148 63655
11 62287 | 57 62931 | 103 63540 | 149 63693
12 62301 | 58 62945 | 104 63552 | 150 63647
13 62315 | 59 62959 | 105 63550 | 151 63663
14 62329 | 60 62973 | 106 63548 | 152 63650
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15 62343 | 61 62987 | 107 63576 | 153 63642
16 62357 | 62 63001 | 108 63563 | 154 63658
17 62371 | 63 63015 | 109 63584 | 155 63642
18 62385 | 64 63029 | 110 63564 | 156 63596
19 62399 | 65 63043 | 111 63591 | 157 63603
20 62413 | 66 63057 | 112 63589 | 158 63593
21 62427 | 67 63078 | 113 63611 | 159 63603
22 62441 | 68 63085 | 114 63619 | 160 63616
23 62455 | 69 63099 | 115 63617 | 161 63588
24 62469 | 70 63113 | 116 63653 | 162 63588
25 62483 | 71 63131 | 117 63624 | 163 63573
26 62497 | 72 63144 | 118 63630 | 164 63578
27 62511 | 73 63157 | 119 63655 | 165 63578
28 62525 | 74 63170 | 120 63640 | 166 63555
29 62539 | 75 63198 | 121 63690 | 167 63556
30 62553 | 76 63219 | 122 63651 | 168 63552
31 62567 | 77 63211 | 123 63661 | 169 63514
32 62581 | 78 63227 | 124 63678 | 170 63528
33 62595 | 79 63242 | 125 63648 | 171 63518
34 62609 | 80 63261 | 126 63656 | 172 63492
35 62623 | 81 63280 | 127 63671 | 173 63500
36 62637 | 82 63281 | 128 63679 | 174 63476
37 62651 | 83 63301 | 129 63665 | 175 63494
38 62665 | 84 63309 | 130 63681 | 176 63490
39 62679 | 85 63323 | 131 63673 | 177 63469
40 62693 | 86 63373 | 132 63687 | 178 63466
41 62707 | 87 63341 | 133 63699 | 179 63428
42 62721 | 88 63374 | 134 63685 | 180 63461
43 62735 | 89 63361 | 135 63683
44 62749 | 90 63380 | 136 63687
45 62763 | 91 63409 | 137 63698

Considerando, que el tamano de muestra es de M = 150 y el nimero de repeti-
ciones es de d = 5 se obtuvo la siguiente funcién de valor con un tiempo de
ejecucion de 466 . 935032 segundos.

Viz) | =z V(x) T V () T V (z)
60920 | 46 61564 | 92 62244 | 138 62530
60934 | 47 61578 | 93 62246 | 139 62521
60948 | 48 61592 | 94 62244 | 140 62526
60962 | 49 61606 | 95 62284 | 141 62535
60976 | 50 61620 | 96 62270 | 142 62531
60990 | 51 61634 | 97 62292 | 143 62530
61004 | 52 61648 | 98 62304 | 144 62517
61018 | 53 61662 | 99 62308 | 145 62511
61032 | 54 61676 | 100 62336 | 146 62537
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9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

61046
61060
61074
61088
61102
61116
61130
61144
61158
61172
61186
61200
61214
61228
61242
61256
61270
61284
61298
61312
61326
61340
61354
61368
61382
61396
61410
61424
61438
61452
61466
61480
61494
61508
61522
61536
61550

%)
96
o7
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
(0]
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

61690
61704
61718
61732
61746
61760
61774
61788
61802
61816
61830
61844
61858
61872
61886
61900
61914
61930
61942
61956
61970
61984
62001
62012
62026
62063
62062
62087
62096
62106
62128
62130
62172
62165
62178
62210
62220

101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137

62345
62352
62381
62369
62383
62382
62390
62426
62409
62447
62448
62439
62470
62454
62455
62474
62474
62485
62476
62495
62516
62496
62516
62490
62510
62503
62513
62532
62528
62512
62535
62517
62525
62526
62524
62531
62512

147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180

62509
62514
62487
62496
62506
62484
62494
62476
62460
62462
62443
62445
62456
62436
62451
62407
62442
62418
62397
62392
62382
62374
62377
62334
62352
62335
62325
62310
62310
62305
62287
62273
62267
62270

Ahora, considerando a M = 50 y d = 10 se obtuvo la siguiente funcién de valor,
con un tiempo de ejecucién de 316.999579 segundos,

V (z)

V (z)

V (z)

V (z)

[SCI I el )

76077
76091
76105
76119

46
47
48
49

76721
76735
76749
76763

92
93
94
95

77376
77415
77404
77383

138
139
140
141

77562
77540
77540
77555
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76133 | 50 76777 | 96 77410 | 142 77547
76147 | 51 76791 | 97 77438 | 143 77539
76161 | 52 76805 | 98 77438 | 144 77534
76175 | 53 76819 | 99 77463 | 145 77539
76189 | 54 76833 | 100 77460 | 146 77516
9 76203 | 55 76847 | 101 77457 | 147 77515
10 76217 | 56 76861 | 102 77470 | 148 77514
11 76231 | 57 76875 | 103 77488 | 149 77495
12 76245 | 58 76889 | 104 77534 | 150 77499
13 76259 | 59 76903 | 105 77523 | 151 77493
14 76273 | 60 76917 | 106 77506 | 152 77472
15 76287 | 61 76931 | 107 77541 | 153 77463
16 76301 | 62 76945 | 108 77538 | 154 77441
17 76315 | 63 76959 | 109 77521 | 155 77470
18 76329 | 64 76973 | 110 77554 | 156 77441
19 76343 | 65 76987 | 111 77560 | 157 77410
20 76357 | 66 77001 | 112 77542 | 158 77427
21 76371 | 67 77015 | 113 77579 | 159 77406
22 76385 | 68 77029 | 114 77546 | 160 77397
23 76399 | 69 77043 | 115 77587 | 161 77403
24 76413 | 70 77057 | 116 77578 | 162 77359
25 76427 | 71 77071 | 117 77583 | 163 77359
26 76441 | 72 77085 | 118 77595 | 164 77375
27 76455 | 73 77099 | 119 77581 | 165 77332
28 76469 | 74 77113 | 120 77578 | 166 77329
29 76483 | 75 77127 | 121 77572 | 167 77315
30 76497 | 76 77141 | 122 77586 | 168 77308
31 76511 | 77 77155 | 123 77580 | 169 77304
32 76525 | 78 77169 | 124 77591 | 170 77261
33 76539 | 79 77183 | 125 77620 | 171 77268
34 76553 | 80 77197 | 126 77566 | 172 77244
35 76567 | 81 77215 | 127 77593 | 173 77224
36 76581 | 82 77251 | 128 77562 | 174 77232
37 76395 | 83 77254 | 129 77573 | 175 77209
38 76609 | 84 77253 | 130 77618 | 176 77195
39 76623 | 8 77274 | 131 77574 | 177 77183
40 76637 | 86 77297 | 132 77578 | 178 77160
41 76651 | 87 77321 | 133 77587 | 179 77129
42 76665 | 88 77314 | 134 77571 | 180 77115
43 76679 | 89 77336 | 135 77589
44 76693 | 90 77346 | 136 77597
45 76707 | 91 77351 | 137 77577

0~ O T

Suponga que el nimero repeticiones es de d = 10 y el tamano de las muestras
es de M = 100, entonces con un tiempo de ejecucién de 637 . 043960 segundos
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se obtuvo la siguiente funcién de valor,

V) |z V@) |z V)| z V()
71240 | 46 71884 | 92 72550 | 138 72769
71254 | 47 71898 | 93 72566 | 139 72770
71268 | 48 71912 | 94 72573 | 140 72753
71282 | 49 71926 | 95 72581 | 141 72741
71296 | 50 71940 | 96 72570 | 142 72746
71310 | 51 71954 | 97 72620 | 143 72738
71324 | 52 71968 | 98 72610 | 144 72743
71338 | 53 71982 | 99 72630 | 145 72742
71352 | 54 71996 | 100 72640 | 146 72720
71366 | 55 72010 | 101 72657 | 147 72727
71380 | 56 72024 | 102 72671 | 148 72713
71394 | 57 72038 | 103 72669 | 149 72715
71408 | 58 72052 | 104 72697 | 150 72720
71422 | 59 72066 | 105 72689 | 151 72684
71436 | 60 72080 | 106 72684 | 152 72674
71450 | 61 72094 | 107 72707 | 153 72674
71464 | 62 72108 | 108 72709 | 154 72666
71478 | 63 72122 | 109 72738 | 155 72661
71492 | 64 72136 | 110 72738 | 156 72667
71506 | 65 72150 | 111 72733 | 157 72649
71520 | 66 72164 | 112 72737 | 158 72618
71534 | 67 72178 | 113 72732 | 159 72619
71548 | 68 72192 | 114 72753 | 160 72617
71562 | 69 72206 | 115 72771 | 161 72617
71576 | 70 72220 | 116 72758 | 162 72605
71590 | 71 72234 | 117 72761 | 163 72566
71604 | 72 72248 | 118 72757 | 164 72573
71618 | 73 72263 | 119 72774 | 165 72549
71632 | 74 72276 | 120 72769 | 166 72547
71646 | 75 72290 | 121 72779 | 167 72552
71660 | 76 72312 | 122 72759 | 168 72517
71674 | 77 72318 | 123 72757 | 169 72509
71688 | 78 72341 | 124 72768 | 170 72492
71702 | 79 72364 | 125 72743 | 171 72504
71716 | 80 72374 | 126 72774 | 172 72489
71730 | 81 72396 | 127 72781 | 173 72453
71744 | 82 72416 | 128 72777 | 174 72433
71758 | 83 72434 | 129 72780 | 175 72434
71772 | 84 72449 | 130 72775 | 176 72411
71786 | 85 72456 | 131 72778 | 177 72390
71800 | 86 72468 | 132 72786 | 178 72389
71814 | 87 72489 | 133 72773 | 179 72380
71828 | 88 72494 | 134 72786 | 180 72354
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Sean d = 20 y M = 50, con un tiempo de ejecucién de 657 .

43
44
45

71842
71856
71870

89
90
91

72500
72536
72537

135
136
137

72772
72773
72775

la siguiente funcién de valor,

143881, se obtuvo

V (z)

V (x)

V (2)

V (z)

D © 00O Ul W - O

W WWWWWNNNNDNNNNDNDNNNDNDNNDRFR PP PR 2R e
T W H OO0 Uk WN O OO O ULk W

w
(=2}

74550
74564
74578
74592
74606
74620
74634
74648
74662
74676
74690
74704
74718
74732
74746
74760
74774
74788
74802
74816
74830
74844
74858
74872
74886
74900
74914
74928
74942
74956
74970
74984
74998
75012
75026
75040
75054

46
47
48
49
50
o1
52
53
54
95
96
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
(0]
76
7
78
79
80
81
82

75194
75208
75222
75236
75250
75264
75278
75292
75306
75320
75334
75348
75362
75376
75390
75404
75418
75432
75446
75460
75474
75488
75502
75516
75530
75544
75560
75572
75586
75600
75614
75638
75642
75667
75682
75703
75718

92

93

94

95

96

97

98

99

100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128

75870
75873
75889
75892
75907
75920
75933
75933
75961
75951
75995
75992
76009
76006
75984
76006
76008
76046
76059
76060
76061
76068
76093
76087
76104
76082
76080
76085
76093
76112
76128
76066
76105
76095
76095
76122
76115

138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174

76080
76095
76076
76081
76080
76056
76081
76055
76066
76045
76036
76028
76033
75999
76014
75977
75981
75969
75965
75965
75942
75949
75935
75925
75916
75883
75877
75884
75854
75853
75822
75834
75829
75780
75788
75768
75749
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37
38
39
40
41
42
43
44
45

75054
75068
75096
75110
75124
75138
75152
75166
75180

83
84
85
86
87
88
89
90
91

75748
75729
75747
75763
75765
75785
75812
75843
75837

129
130
131
132
133
134
135
136
137

76099
76105
76112
76105
76118
76086
76097
76069
76091

175
176
177
178
179
180

75747
75727
75705
75710
75691
75660

Finalmente, cuando d = 50 y M = 10 se obtuvo la siguiente funcién de valor,

con un tiempo de ejecucién de 442 . 701393 segundos,

V (z)

V (x)

V(x)

V (x)

0O Ut WN - OR

O N N N N N N e el el i e e
S OO T AR WN RO OO U W = O

w
—

86961
86975
86989
87003
87017
87031
87045
87059
87073
87087
87101
87115
87129
87143
87157
87171
87185
87199
87213
87227
87241
87255
87269
87283
87297
87311
87325
87339
87353
87367
87381
87395

46
47
48
49
50
o1
52
53
54
%)
96
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
(0]
76
7

87605
87619
87633
87647
87661
87675
87689
87703
87717
87731
87745
87759
87773
87787
87801
87815
87829
87843
87857
87871
87885
87899
87913
87927
87941
87955
87969
87983
87997
88011
88025
88039

92

93

94

95

96

97

98

99

100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123

88250
88249
88262
88279
88272
88322
88311
88333
88333
88358
88355
88352
88377
88380
88394
88404
88430
88472
88448
88460
88451
88480
88452
88463
88469
88462
88474
88508
88468
88496
88478
88483

138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169

88465
88445
88451
88442
88449
88431
88437
88418
88411
88402
88387
88388
88360
88342
88345
88326
88324
88311
88307
88288
88263
88277
88256
88241
88219
88180
88187
88186
88165
88168
88133
88116
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32 87409 | 78 88053 | 124 88533 | 170 88107
33 87423 | 79 88067 | 125 88482 | 171 88109
34 87437 | 80 88081 | 126 88496 | 172 88101
35 87451 | 81 88095 | 127 88522 | 173 88065
36 87465 | 82 88109 | 128 88487 | 174 88045
37 87479 | 83 88123 | 129 88493 | 175 88035
38 87493 | 84 88137 | 130 88520 | 176 88028
39 87507 | 8 88151 | 131 88501 | 177 87995
40 87521 | 86 88166 | 132 88499 | 178 88007
41 87535 | 87 88215 | 133 88487 | 179 87964
42 87549 | 88 88190 | 134 88492 | 180 87979
43 87563 | 89 88203 | 135 88496
44 87577 | 90 88253 | 136 88483
45 87591 | 91 88244 | 137 88448

En la siguiente gréfica se muestran las funciones de valor obtenida, donde
la linea roja representa la funcién de valor verdadera y las demds lineas las
aproximaciones obtenidas.
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Estados

Aleatorizacién en el problema de inventarios

Se puede observar que las aproximaciones obtenidas no son tan buenas co-
mo en el ejemplo de reemplazamiento de maquinas, pero esto es debido a la
dependencia del estado de acciones sobre el espacio de estados, abriendo asf el
camino para el estudio de este tipo de problemas y la bisqueda de algoritmos
que funcionen mejor que el método de aleatorizacién.



Conclusiones

En la tesis se trabajé con la teoria de Procesos de Decisién de Markov
(PDMs) a tiempo discreto con horizonte finito y espacio de estados y accio-
nes finito. Para el andlisis de los PDMs se estudi6 la técnica de Programacién
Dindmica (PD), la cual permite determinar a las funciones de valor 6ptimo.
Una de las desventajas de PD surge cuando el espacio de estados, horizonte
y/o acciones incrementan en cardinalidad, llevando asf a la implementacién de
algoritmos computacionales. Sin embargo, de nueva cuenta la gran cantidad de
estados ocasiona que el costo computacional crezca exponencialmente; esto es
conocido como La Maldicién de la Dimensionalidad. En la tesis se estudié un
algoritmo con la finalidad de evitar el problema de la dimensionalidad, el cual
consistié en aproximar a la funcién de valor mediante la simulacién de mues-
tras aleatorias sobre el espacio de estados y en evaluar en dichas muestras una
ecuacion de programacion dindmica aproximada para obtener funciones de valor
aproximadas a partir de las cuales se obtiene una aproximacion a la verdadera
funcién de valor mediante el promedio de ellas.

Se revisaron dos problemas, el primero de ellos fue el de reemplazamien-
to de una méquina y el segundo fue un problema de inventario; ambos pro-
blemas fueron resueltos primero mediante el uso de programacién dindmica y
después implementando el algoritmo de aleatorizacién de estados. Para ambos
casos, usando programacion dindmica y aleatorizacién, se realizaron algoritmos
en Matlab y, a través de ellos se presentan ejemplos numéricos.

Mediante el problema de inventario se hizo notar que este método no es
tan bueno cuando el espacio de acciones depende del espacio de estados. Asi,
un trabajo futuro serfa el estudio de estd clase de problemas y la busqueda
de algoritmos que permitan evitar el problema de la dimensionalidad sin la
restriccion de A = A (z) para cada z € X.

También, se probé que la diferencia entre la funcién de valor verdadera y la
funcién de valor aproximada se encuentra acotada en probabilidad y se incluyé
una seccién donde es descrito el método Monte Carlo, el cual fue utilizado para
las simulaciones de la muestra de estados, ademéds de que se incluyeron ejemplos
donde se describe este método.

Posibles consecuencias y trabajos futuros que podrian derivar de este trabajo
son: el estudio de métodos para reducir el problema de la maldicién pero ahora
aplicados al espacio de acciones o al horizonte del problema; el estudié de los
PDMs en el caso continuo y con horizonte infinito y la bisqueda de algoritmos

93
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para tales casos.



Apéndice A
Resultados Auxiliares

A continuacién se dan una serie de resultados auxiliares utilizados los cuales
son utilizados en el desarrollo de la tesis.

Definicién A.0.1 X es un espacio de Borel, si X es un subconjunto de Borel
de un espacio métrico, separable y completo.

Definicién A.0.2 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, la minima o—dlgebra que
contiene a T es la o—dlgebra de Borel, es decir, la o—dlgebra generada por T.
Serd denotada por B (X).

De aqui en adelante, cuando se hable de conjuntos o funciones medibles, se
entenderdn como Borel medibles.

Definicién A.0.3 Sean (X,d) un espacio métrico y v : X — R U {+oo} una
funcion tal que v (x) < oo para al menos un punto x € X, se dird que la funcion
v es semicontinua inferiormente (l.s.c) en x, si

liminfv (x,) > v (z)

n—oo

para cualquier sucesion {x,} en X que converge a x. La funcion v es llamada
inferiormente semicontinua (l.s.c) si es l.s.c para cada x en X.

Observaciéon A.0.4 La funcidn v es semicontinua superiormente (u.s.c), si
—v es l.s.c. Mds ain, v es continua, si y solo si, es l.s.c y u.s.c.

Definicién A.0.5 Una funcién v : K — R se llama inf-compacta sobre K, si
para toda x € X yr € R, el conjunto {a € A(x)|v(xz,a) <r} es compacto.

Definicién A.0.6 La funcién v’ (z,a) = /v (v) Q (dy |z,a) sobre K se dird

que es

a) Débilmente continua si, v' (x,a) es continua y acotada en K para cada
funcidn continua y acotada, v sobre X; ¢

%)
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b) Fuertemente continua si, v’ (x,a) es continua y acotada en K para cada
funcion medible y acotada, v sobre X.

Teorema A.0.7 (de Ionescu-Tulcea). Sean Xo, X1,..., una sucesion de espa-
cios de Borel y, para n = 0,1,..., se define Y, := Xog x X1 X -+ X X, y

Y = H X,. Sea v una medida de probabilidad arbitraria sobre Xy y para cada

n=0
n=0,1,..., P, (dzpi1|yn) es una probabilidad condicional sobre X, 1 dada
Y,.. Entonces existe una unica medida de probabilidad, P, sobre Y tal que, para
cada rectdngulo medible By X By X --- X By, en Yy,

Py, (Box B x - x By) = /v(dwo)/Po(da;1|a:0)

By B,

/P1 (d!EQ |:C0,£L‘1)"-

B2

/Pn—l (dCCn |$0,$1, R o | ) .
B’Vl

Ademds, para cualquier funcion u, medible y no negativa sobre Y, la funcion

o= [u) P (ay)

es medible en X, donde P, representa a P, cuando v es la probabilidad con-
centrada en x € Xj.

Demostracion. Véase ([1]). |

Sean X y A espacios de Borel.

Una multifuncién ¢ de X a A es una funcién tal que para toda x € X su
imagen 9 (x) es un subconjunto no vacio de A.La grafica de ¢ es el subconjunto
de X x A definido por,

Gr () ={(z,a)|lre X,ac¢(x)}. (A1)

En el trabajo, se considera a 9 (x) como A (x) y la gréfica Gr (1) como K. Para
cada subconjunto B de A, sea "' [B] :={z e X | (z)NB#0}.

Definicién A.0.8 Una multifuncion, ¢ : X — A, se dice,

1. Borel medible, si 1h™* (@) es Borel medible en X para cualquier conjunto
abierto G C A;

2. Semicontinua superiormente (u.s.c), si1y~" (F) es cerrado en X para todo
conjunto cerrado F C A;
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3. Semicontinua inferiormente (Ls.c), si "' (G) es abierto en X para todo
conjunto abierto G C A;

4. Continua st, es ambas, u.s.c y l.s.c.
5. Cerrada, si ¢ (x) es cerrado para toda x € X ;

6. Compacta, si v (x) es compacta para toda x € X.

Se supondré que la multifuncién ¢ es Borel medible, v : Gr (1)) — R es una
funcién medible y para cada z € X.

v (x). = aeigff)v (x,a).

Ademas, si v (z, ) alcanza su minimo en algin punto de 9 (x), se puede escribir
min en lugar de inf.

Proposiciéon A.0.9 Suponga que ¢ es compacta.

a) Siv(x,-) esl.s.c sobre ¢ (x) para cada x € X, entonces existe un selector
f €F tal que

vz, f (@) =" (z) = minv (z,a)

para cada x € X y v* es medible.
b) Sip es u.s.cyv esls.cy acotada inferiormente sobre Gr (1), entonces

eziste un selector f € F tal que la relacion anterior se cumple y v* es l.s.c
y acotada inferiormente en X.
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Apéndice B
Algoritmos

En este apéndice se presentan los algoritmos desarrollados en MATLAB que
permitieron resolver los problemas planteados en los capitulos 2 y 3. Primero se
presentars el algoritmo para determinar a la funcién de valor verdadera seguido
del algoritmo desarrollado para disminuir el problema de la Maldicién.

B.1. Reemplazamiento de Maquinas

Algoritmo B.1.1 (Funcién verdadera)
clear all tic;
n=500; N=35;
R=25.3; g=zeros(1,n);
P=zeros(n,n);
V=zeros(N+1,n);
c=zeros(1,n); A=rand(n);
B=triu(A);
fori=1:n
c(i)=sum(B(1,:));
9(i)=20%i+1;

end

fori= 1

for j=1:n
P(ivj)=B(i.j) /e(i);
end

end

for k=2:N+1
fori=1m

for j=im
V(k,i)=min(R+g(1)+ V(k-1,1), g(i)+ sum(P(i,:).*V(k-1,:)));
end

end

99
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end
V(N,:)
toc

Algoritmo B.1.2 (Utilizando aleatorizacion)
tic;
n=500;
N=385;
R=25.3;
d=100;
prom=10;
sj=zeros(prom,d);
g=zeros(1,n);
P=zeros(n,n);
VA=zeros(N+1,n); }
VP=zeros(N+1,n,prom);
vp=zeros(N+1,n);
c=zeros(1,n);
A=rand(n);
B=triu(A);
fori=1m
c(i)=sum(B(i,);
g(i)=20%i+1;
end for i= 1:n

for j=1:n
P(i.j)=B(i.j)/c(i);
end

end

for i=1:prom
sj(i,:)=randint(1,d,[1,n]);
end

deno=zeros(prom,n);

for y=1:prom

fori=1m

for t=1:d

for j=si(y.)

deno(y,i)= deno(y,i)+ P(i.j);

end

end

end

end
p2=zeros(n,n,prom,d);
for y=1:prom
fori=1m

for t=1:d

J=sj(y,t);
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if (deno(y,i)==0)

P2(iy,y,t)=0;

else p2(i,5,y,t)=P(i,7)/deno(y,i);
end

end

end

end

for y=1:prom

for k=2:N+1

fori=1:mn

q=0;

for t=1:d

j:Sj(y’ t);

q=q+ p?(i,j,y,t).*VA(k}-],j),‘
end

VA(k,i)=min(R + g(1)+ VA(k-1,1), 9(1)+ q);
end

end VP(:,:;,y)=VA(:,:);

end

for i=2:N+1

for j=1:n

vp(i.j)=(1/prom) *sum(VP(i,j,:) );
end

end

vp(N,:)

toc

B.2. Inventarios

Algoritmo B.2.1 (Funcion Verdadera)
clear all
tic
M=100;
N=30;
K=4;
P=zeros(M+1,M+1);
u=zeros(M+1,M+1,N);
F=zeros(1,M+1);
c=zeros(1,M+1);
f=zeros(1,M+1);
h=zeros(1,M+1);
p=zeros(1,M+1);
q=zeros(1,M+1);
o=zeros(1,M+1);
A=rand(1,M+1);
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r=zeros(M+1,M+1);
for i=1:M+1
p(i)=A(1)/sum(A);
end

q(1)=1;

for i=2:M+1

for j=1:1-1
q(1)=q(1)+ p(3);
end

q(i)=1-q(i);

end

for i=1:M+1
h(i)=i-1;
c(i)=2%(i-1);
f(i)=8%(i-1);

end

for i=2:M+1

for j=1:1-1
F(i)=F(i) + f(3)"p(i);
end

F(i)=F(i) + f(i)*a(0);
o(i)=K + c(i);

end

for i=1:M+1

for j=1:M+2-i

r(ig)=F(i+5-1)-0(j)-h(i+j-1);

end

end

for i=1:M+1

for j=1:M+1

if >i

P(i,j)=0;

elseif (i>=j €€ j>1)
P(Z’]) =p (7’_.7+1);
elseif j==1
P(i.j)=q(i+5-1);

end

end

end

for t=2:N
y=zeros(1,M+1);
fori=1:M+1
y(i)=maz(u(i,:t-1));
end

for i=1:M+1

for j=1:M+2-i
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u(ijit)= r(ij) + Pi+j-1,:)*y(:);
end

end

end

V=zeros(1,M+1);

for i=1:M+1
V(i)=maz(u(i,:,N));

end

V}.

toc

Algoritmo B.2.2 (Usando Aleatorizacion)
clear all
tic
M=100; %Fstados
N=30; %FEtapa
d=20; % Tamano de muestra
prom=25; % Total de iteraciones
sj=zeros(prom,d); % Vector de estados aleatorios
K=4; %Constante de costo
P=zeros(M+1,M+1); %Matriz de transicion
up=zeros(M+1,M+1,prom);
F=zeros(1,M+1); %Ingreso esperado
c=zeros(1,M+1); % Costo por unidad ordenada
f=zeros(1,M+1); % Ganancia por unidad vendida
h=zeros(1,M+1); %costo de almacenaje
p=zeros(1,M+1); % Probabiidad de demanda
g=zeros(1,M+1);
o=zeros(1,M+1);
A=rand(1,M+1);
r=zeros(M+1,M+1); %Matriz de recompensa

for i=1:M+1
p(i)=A(i)/sum(A);
end

q(1)=1;

for i=2:M+1
for j=1:1-1
a(i)=q(i)+ p(j);
end

q(i)=1-q(1);

end

for i=1:M+1

h(i)=8*(i-1);
c(i)=6*(i-1);
f(i)=8%(i-1);

end
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for i=2:M+1

for j=1:i-1

F(i)=F(i) + [(1)*());
end

F(i)=F(i) + f(i)*q(i);
o(i)=K + c(i);

end

fori=1:M+1

for j=1:M+2-i
r(i,j)=F(i+j-1)-0(j)-h(i+j-1);
end

end

for i=1:M+1

for j=1:M+1

if 7>

P(i,j)=0;

elseif (i>=j €€ j>1)
P(Z;.]):p(l_]+1);

elseif j==1
P(i.j)=q(i+5-1);
end

end

end

sj=zeros(prom,d);
for i=1:prom %Crea la muestra de estados
sj(i,:)=randint(1,d,[1,M+1]);

end

deno=zeros(prom,M+1);

for y=1:prom

fori=1:M+1

for t=1:d

c=sj(y,t);

deno(y,i)= deno(y,i)+ P(i,c);
end

end

end

pd=zeros(M+1,M+1,prom,d);

for s=1:prom

fori=1:M+1

for j=1:M+2-i

for k=1:d

c=sj(s,k);

if (deno(s,i+j-1)==0)

pd(i,,8,k)=0;

else
pd(id,5,k)=P(i-+-1,¢),/denos,i+i-1);
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end

end

end

end

end

for s=1: prom
ul=zeros(M+1,M+1,N);
for t=2:N

y=zeros(1,M+1);

for i=1:M+1
y(i)=maz(ul(i,:t-1));

end
ap=zeros(M+1,M+1,prom);
for i=1:M+1

for j=1:M+2-i

for k=1:d

c=sj(s,k);

ap(i,5)= ap(ijs) + pd(ig,s.k)y(c);
end

end

end

for i=1:M+1

for j=1:M+2-i

end

end

end
up(:,:,8)=ul(::,N);
end
VA=zeros(M+1,M+1);
for i=1:M+1

for j=1:M+1

VA (i,j):(l/prom) *sum (U’p (7;7j? ));
end

end

U=zeros(1,M+1);

for i=1:M+1

U(i)=mazx(VA(i,:));

end

U

toc
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