
Benemérita Universidad Autónoma de
Puebla

Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas
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Introducción

En este trabajo consideraremos grafos simples G = (V,E) con
un conjunto de vértices V y un conjunto de aristas E. En lo sub-
secuente utilizaremos la siguiente notación, para un grafo G la
vecindad {u ∈ V : uv ∈ E} de un vértice v ∈ V , el grado
|{u ∈ V : uv ∈ E}| de un vértice v ∈ V , el grado mı́nimo y el
grado máximo se denotarán por N(v), deg(v), δ y ∆, respecti-
vamente. Luego, dado un número entero positivo k, un conjunto
S ⊆ V es un conjunto k-total dominante del grafo G, si cada vérti-
ce v ∈ V tiene al menos k vecinos en S. En tal caso, es necesario
tener k ≤ δ y |S| ≥ k + 1, además, notemos que si el grafo G no
es conectado, no van a existir conjuntos que verifiquen la defini-
ción. Por último, el número de dominación k-total se define como
γkt(G) = mı́n{|S| : S es un conjunto k-total dominante de G}.

Para reafirmar el concepto en un ejemplo práctico, suponga-
mos que las interacciones entre los empleados de cierta empresa se
describen en la Figura 1 y tenemos la tarea de proponer los miem-
bros que conformarán el comité laboral, si reflexionamos sobre las
caracteŕısticas deseables que nos permitan filtrar al conjunto de
trabajadores, para seleccionar los elementos adecuados, sin duda
alguna, se podŕıa pensar en que cada empleado que no pertenezca
a la junta conozca al menos a un miembro del comité, con esto se
facilita la comunicación y se garantiza que todos los trabajadores
se sientan representados con una parte de la comisión. Por otro la-
do, también se esperaŕıa la misma situación a nivel consejo, aśı se
evitaŕıa la sensación de aislamiento, aumentando por consecuen-
cia la cooperación. Basándonos en estos criterios, obtenemos que
este problema se puede traducir a identificar los conjuntos totales
dominantes del grafo en cuestión, es decir, los posibles comites son
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INTRODUCCIÓN

los conjuntos totales dominantes del grafo.

Figura 1: Una solución al problema de la elección del comité.

A manera de resumen, la dominación, un tema bien estudiado
en la teoŕıa de grafos, se definió por primera vez como un concep-
to teórico en 1958, en relación con varios problemas del tablero
de ajedrez [5, 19]. Dos décadas más tarde Cockayne, Dawes y He-
detniemi [8] trabajaron la idea de dominar todos los vértices del
grafo, en lugar de dominar simplemente los vértices fuera del con-
junto y establecieron el concepto de conjunto total dominante.
Luego, en años recientes, Henning y Kazemi [11] motivados por
otras variaciones de la dominación, consideraron una generaliza-
ción nombrada k-dominación total. Actualmente, el concepto de
dominación y sus variaciones forman un área rica de la Teoŕıa de
Grafos, con diversos conceptos útiles y mucho interés práctico en
campos como la Teoŕıa de Redes Sociales, la Informática, la Inge-
nieŕıa Eléctrica [17, 18] entre otros. Un resumen más completo de
la dominación total en grafos se puede encontrar en [10].
A pesar de los cientos de trabajos publicados que cubren aspectos
teóricos, algoŕıtmicos y de aplicación sobre la dominación en gra-
fos, se siguen identificado oportunidades de investigación, mante-
niéndose aśı, un interés creciente en el tema durante ya más de dos
décadas. En particular, debido a que en los aspectos algoŕıtmicos
relacionados con el problema de determinar un conjunto k-total
dominante mı́nimo de G, existen complejidades [20], muchos estu-
dios se centran en proponer cotas superiores para γkt(G) en térmi-
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nos de diferentes parámetros del grafo, por ejemplo el orden, el
grado máximo y el grado mı́nimo. Para un tratamiento comple-
to sobre las cotas del número de k-dominación total de un grafo
remitimos al lector a [13, Caṕıtulo 2].

Por otro lado el método probabiĺıstico es una poderosa herra-
mienta para abordar muchos problemas de las Matemáticas Dis-
cretas y particularmente en la Teoŕıa de Grafos se ha convertido en
una técnica valiosa y ampliamente utilizada [2], que ha evoluciona-
do de manera intensiva desde sus inicios en 1947, exhibiendo a Paul
Erdös como su pionero, a partir de su trabajo [9]. Este método, a
grandes rasgos funciona como sigue: al enfrentarnos a demostrar
que existe una estructura con ciertas propiedades deseadas, se de-
fine un espacio probabiĺıstico adecuado de las estructuras y luego
se demuestra que un elemento elegido al azar en este espacio tiene
las propiedades deseadas con una probabilidad positiva. El caso
más elemental del método probabiĺıstico es el método del primer
momento, que busca obtener información de una variable aleatoria
X en términos de su esperanza (o primer momento) E(X).

En base a lo planteado anteriormente en este trabajo se fusiona-
ron estas dos importantes áreas de las Matemáticas para estudiar
la Teoŕıa de Dominación. Espećıficamente, se estableció una nue-
va cota superior probabiĺıstica para el número de k-dominación
total de un grafo G. Además se exhibieron elementos teóricos y
prácticos que demostraron una mejora sobre resultados existentes.
Reafirmando que el método probabiĺıstico representa una podero-
sa herramienta para abordar muchos problemas en la Teoŕıa de
Grafos.
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Caṕıtulo 1

Una Cota Superior
Probabiĺıstica para el
Número de
k-Dominación Total

Este caṕıtulo tiene la finalidad de establecer y analizar la nueva
cota superior probabiĺıstica para el número de k-dominación total.
En primera instancia se presentará el método del primer momento
formalmente, para luego, dar paso al teorema principal, donde se
expone la cota superior a tratar.

1.1. Método Probabiĺıstico

Atendiendo al hecho de que trabajaremos sobre grafos de orden
n un natural cualquiera, para definir el espacio de probabilidad
adecuado consideremos una secuencia de n ensayos Bernoulli, que
consta de n observaciones independientes, con la propiedad de que
cada observación tiene sólo dos posibles resultados, llamados éxito
(1) y fracaso (0). La probabilidad de éxito en un ensayo dado es p
y la probabilidad de fracaso es 1− p. Si definimos

Ω = {ω = (ω(1), · · · , ω(n)) : ω(i) ∈ {0, 1} con i = 1, · · · , n},

Ai = {ω ∈ Ω : ω(i) = 1}, i ∈ {1, · · · , n}
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CAPÍTULO 1. UNA COTA SUPERIOR PROBABILÍSTICA
PARA EL NÚMERO DE K-DOMINACIÓN TOTAL

y consideramos ω∗ elemento de Ω con 1 en las primeras k posiciones
y 0 en las n− k restantes, obtenemos que

{ω∗} = A1 ∩ · · · ∩Ak ∩Ac
k+1 · · · ∩Ac

n

luego, como los ensayos son independientes y P(Ai) = p para todos
los i, la probabilidad asignada es

P({ω∗}) = P(A1)∩· · ·∩P(Ak)∩P(Ac
k+1) · · ·∩P(Ac

n) = pk(1−p)n−k.

Por otro lado, tomando en cuenta que existen
(
n
k

)
, ω ∈ Ω con

exactamente k posiciones pobladas con un 1, podemos concluir
que la probabilidad de que ocurran k éxitos es(

n
k

)
pk(1− p)n−k.

Además, por el Teorema Binomial
∑n

k=0

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k = 1,

por lo tanto Ω, P(Ω) (Conjunto Potencia de Ω) y la función de
probabilidad antes definida consituyen un espacio de probabilidad
adecuado sobre el cual estableceremos los resultados posteriores.

Con estos puntos claros para X, una variable aleatoria sobre
el espacio de probabilidad construido anteriormente, el Método
del Primer Momento [2] establece que X ≤ E(X) con probabili-
dad positiva y E(X) ≤ X con probabilidad positiva. Enfocándo-
nos en la primera desigualdad, este método probabiĺıstico asegura
que existe ω ∈ Ω tal que X(ω) ≤ E(X). Verifiquemos tal aseve-
ración por contradicción, si suponemos que E(X) < X(ω) para
todo ω ∈ Ω, podemos concluir tomando a f(x) como la función
de densidad asociada a la variable aleatoria X que µ := E(X) =∑∞

−∞ xf(x)dx >
∑∞

−∞ µ · f(x)dx = µ ·
∑∞

−∞ f(x)dx=µ · 1 = µ, lo
cual representa una contradicción, completando la prueba.

1.2. Teorema Principal

Teorema 1.2.1. Para un número entero positivo fijo k, si G =
(V,E) es un grafo conectado de orden n, grado mı́nimo δ ≥ k y
p ∈ (0, 1), entonces

γkt(G) ≤ np+

k−1∑
i=0

∑
v∈V

(k − i)

(
deg(v)

i

)
pi(1− p)deg(v)−i. (1.1)
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Demostración. Sea p ∈ (0, 1), formamos un conjunto A eligiendo
cada vértice v de G independientemente al azar con P(v ∈ A) = p.
Denotamos C1,i = {v ∈ V : v ∈ A y |N(v) ∩ A| = i} con i =
0, 1, · · · , k − 1 y para cada v ∈ C1,i se eligen u(v,1), · · · , u(v,k−i) ∈
N(v) ∩ Ac, y con esta regla se define un nuevo conjunto S1,i =
{u(v,1), · · · , u(v,k−i) : v ∈ C1,i} ⊆ Ac. Luego, para i = 0, 1, · · · , k−1
se introduce C2,i = {v ∈ V : v /∈ A y |N(v) ∩ A| = i} y de la
misma manera se propone el conjunto S2,i={u(v,1), · · · , u(v,k−i) :

v ∈ C2,i} ⊆ Ac. Es obvio que el conjunto D = A ∪ (∪k−1
i=0 S1,i) ∪

(∪k−1
i=0 S2,i) es un conjunto k-total dominante del grafo G. Entonces,

tenemos

|D| = |A ∪ (∪k−1
i=0 S1,i) ∪ (∪k−1

i=0 S2,i)|

= |A|+ |(∪k−1
i=0 S1,i) ∪ (∪k−1

i=0 S2,i)|

ya que A∩ ((∪k−1
i=0 S1,i)∪ (∪k−1

i=0 S2,i)) = ∅. La linealidad de la espe-
ranza establece que

E(|D|) = E(|A|) + E(|(∪k−1
i=0 S1,i) ∪ (∪k−1

i=0 S2,i)|).

Es posible demostrar que |A| es una variable aleatoria Bin(n, p),
por lo tanto E(|D|) = np + E(|(∪k−1

i=0 S1,i) ∪ (∪k−1
i=0 S2,i)|). Además

se verifica que

|(∪k−1
i=0 S1,i) ∪ (∪k−1

i=0 S2,i)| ≤ |∪k−1
i=0 S1,i|+ |∪k−1

i=0 S2,i|

≤
k−1∑
i=0

|S1,i|+
k−1∑
i=0

|S2,i|

y por construcción |S1,i| ≤ (k− i)|C1,i| y |S2,i| ≤ (k− i)|C2,i| para
i = 0, 1, · · · , k − 1, en consecuencia

E(|D|) ≤ np+

k−1∑
i=0

(k − i)E(|C1,i|) +
k−1∑
i=0

(k − i)E(|C2,i|). (1.2)

Para encontrar E(|C1,i|) con i = 0, 1, · · · , k − 1 escribimos V =

{v1, v2, · · · , vn} y descomponemos |C1,i| =
n∑

j=1

Ij1,i donde Ij1,i es la

variable aleatoria indicadora del evento {vj ∈ C1,i}, aśı E(|C1,i|) =

13
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n∑
j=1

P(Ij1,i). Por otro lado P(Ij1,i) = P({vj ∈ A} ∩ {|N(vj) ∩ A| =

i}) por independencia P(Ij1,i) = pP(|N(vj) ∩ A| = i). Observe
que |N(vj)∩A| es una variable aleatoria Bin(deg(vj), p), entonces

P(Ij1,i) = p
(deg(vj)

i

)
pi(1− p)deg(vj)−i y

E(|C1,i|) =
∑
v∈V

p

(
deg(v)

i

)
pi(1− p)deg(v)−i. (1.3)

Además, de forma similar se puede obtener que

E(|C2,i|) =
∑
v∈V

(1− p)

(
deg(v)

i

)
pi(1− p)deg(v)−i. (1.4)

Por lo tanto, sustituyendo (1.3) y (1.4) en (1.2), resulta que

E(|D|) ≤ np+

k−1∑
i=0

∑
v∈V

(k − i)

(
deg(v)

i

)
pi(1− p)deg(v)−i.

Finalmente, por el método del primer momento [2]

γkt(G) ≤ np+
k−1∑
i=0

∑
v∈V

(k − i)

(
deg(v)

i

)
pi(1− p)deg(v)−i. (1.5)

Esto completa la demostración del Teorema 1.2.1.

Consideremos un grafo conectado G = (V,E) de orden n, grado
mı́nimo δ ≥ k y grado máximo ∆, para w ∈ [0, 1] denotemos

PG(w) = n− nw +
∆∑
j=δ

aj

(
kwj +

k−1∑
i=1

(k − i)

(
j

i

)
(1− w)iwj−i

)
,

donde aj = |{v ∈ V : deg(v) = j}| con j ∈ {δ, δ+1, · · · ,∆}. Luego
sustituyendo w = 1−p en la cota superior obtenida en el Teorema
1.2.1, se sigue que γkt(G) ≤ PG(w) para todo w ∈ [0, 1].
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Debido a que PG(w) es una función continua en [0, 1], haciendo
uso del Teorema del Valor Máximo y Mı́nimo [4], sabemos que
PG(w) alcanza un mı́nimo en [0, 1]. En consecuencia, PG(w

∗) es la
mejor cota superior posible para γkt(G), donde w∗ es un mı́nimo
del polinomio PG(w) con w ∈ [0, 1]. Además, para k = 1, debido a

que PG(0) = PG(1) = n y
d2PG

dw2
> 0 para w ∈ (0, 1), aplicando el

Teorema de Rolle y utilizando el hecho de que PG(w) es estricta-
mente convexa en (0, 1), podemos afirmar que PG(w) debe tener
un único mı́nimo en (0, 1). Por otro lado, si k ≥ 2, se garantiza
que w = 1 no es un mı́nimo porque PG(1) = kn > n = PG(0), por
esta razón los mı́nimos se encuentran en el intervalo [0, 1).

Observación 1.2.2. La cota superior PG(w
∗) dada en el Teore-

ma 1.2.1 se alcanza, véase, por ejemplo, los grafos ilustrados en
las Figuras 1.1 y 1.2 para los casos k = 1 y k = 2 respectivamente.
En la descripción de estas imágenes se muestra la función PG(w)
particular de los grafos expuestos y el valor de PG(w

∗). Es impor-
tante mencionar, que en las bibliograf́ıas citadas se presentan la
demostraciones de los valores de los parámetros, apoyo fundamen-
tal para verificar la igualdad buscada.

Como paso posterior demostraremos el siguiente resultado im-
portante, que representa una propiedad decisiva en futuras obser-
vaciones.

Teorema 1.2.3. Sea k ≥ 1 un número entero positivo. Para cual-
quier grafo conectado G con n vértices, grado mı́nimo δ ≥ k y
grado máximo ∆, entonces PG(w) ≤ hδ(w)n para todo w ∈ [0, 1],
donde

hδ(w) = 1− w + kwδ +

k−1∑
i=1

(k − i)

(
δ

i

)
(1− w)iwδ−i.

Demostración. Para r ≥ δ definamos la siguiente sucesión de fun-
ciones en [0, 1]

fr(w) = kwr +

k−1∑
i=1

(k − i)

(
r

i

)
(1− w)iwr−i.
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Figura 1.1: Algunos ejemplos de grafos donde la cota se alcan-
za: a) PG(w) = 10 − 10w + 6w2 + 4w3, ⌊PG(w

∗)⌋ = γt(G) =
6 (ver [7]) b) PG(w) = 3 − 3w + 3w2, ⌊PG(w

∗)⌋ = γt(G) =
2 (ver [7]) c) PG(w) = 7− 7w + 3w2 + 4w3, ⌊PG(w

∗)⌋ = γt(G) =
4 (ver [7]) d) PG(w) = 3 − w + w2, ⌊PG(w

∗)⌋ = γt(G) = 2 e)
PG(w) = 5− 13w + 24w2 − 14w3 + 3w4, ⌊PG(w

∗)⌋ = γt(G) = 2 f)
PG(w) = 6− 6w + 6w2, ⌊PG(w

∗)⌋ = γt(G) = 4.

Afirmamos que {fr}r≥δ es decreciente, es decir, ▲r := fr(w) −
fr+1(w) ≥ 0, para demostrar este hecho notemos que usando(
r + 1

i

)
=

(
r

i

)
+

(
r

i− 1

)
, se concluye que:

▲r = kwr(1− w) +

k−1∑
i=1

(k − i)

(
r

i

)
(1− w)i+1wr−i −

k−1∑
i=1

(k −

i)

(
r

i− 1

)
(1− w)iwr+1−i.

Luego sustituyendo:

k−2∑
i=1

(k − i)

(
r

i

)
(1− w)i+1wr−i +

(
r

k − 1

)
(1− w)kwr−(k−1)

por
k−1∑
i=1

(k−i)

(
r

i

)
(1−w)i+1wr−i y

k−2∑
i=1

(k−(i+1))

(
r

i

)
(1−w)i+1wr−i+
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Figura 1.2: Algunos ejemplos de grafos en los que se alcanza la
cota : a) PG(w) = 10 + 2w + 12w2 − 4w3, ⌊PG(w

∗)⌋ = γ2t(G) =
10 b) PG(w) = 12− 12w+36w2− 12w3, ⌊PG(w

∗)⌋ = γ2t(G) = 10
(ver [12]) c) El grafo Headwood PG(w) = 14 − 14w + 42w2 −
14w3, ⌊PG(w

∗)⌋ = γ2t(G) = 12 (ver [12]).

(k− 1)(1−w)wr por
k−1∑
i=1

(k− i)

(
r

i− 1

)
(1−w)iwr+1−i, se obtiene

que ▲r es igual a:

wr(1−w)+

(
r

k − 1

)
(1−w)kwr−(k−1)+

k−2∑
i=1

(
r

i

)
(1−w)i+1wr−i ≥ 0.

Finalmente, para conseguir el propósito principal sólo es necesario

considerar que

∆∑
j=δ

aj = n, PG(w) = n−nw+

∆∑
j=δ

ajfj(w) y hδ(w) =

1− w + fδ(w).

En orden de continuar con la exploración sobre la cota pro-
puesta, en las secciones subsecuentes se abordará un análisis de
contraste, tomando como punto de referencia las cotas superiores
existentes en la literatura.

17
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1.3. Análisis Comparativo Caso k = 1

Para presentar los resultados principales, sólo tenemos que men-
cionar que en 2021, Henning y Yeo motivados por una conjetura
de Thomassé y Yeo [21], demostraron el siguiente teorema.

Teorema 1.3.1. [14] Si G es un grafo conectado de orden n con
δ ≥ 6, entonces γt(G) ≤ 5138

14145n.

En los que resta de esta sección, nos centraremos en comparar la
nueva cota superior para el caso k = 1 con el resultado anterior
atribuido a Henning y Yeo [14].

Teorema 1.3.2. Sea G = (V,E) un grafo conectado de orden n,
grado mı́nimo δ = 6, 7 y grado máximo ∆ ≥ 8, entonces γt(G) ≤
PG(w

∗) ≤ 5138
14145n si y sólo si PG(w)− 5138

14145n tiene una ráız positiva.

Demostración. Supongamos que PG(w) − 5138
14145n tiene una ráız

positiva, utilizando la regla de los signos de Descartes PG(w) −
5138
14145n debe tener dos ráıces positivas r1 y r2, aún más r1, r2 ∈
(0, 1) porque

PG(1)− 5138
14145n = PG(0)− 5138

14145n = n− 5138
14145n > 0

y PG(w)− 5138
14145n es convexa en [0,∞), ya que PG(w) es convexa

en [0,∞). En consecuencia, PG(r1) = PG(r2) =
5138
14145n y se infie-

re que el segmento de recta entre (r1,
5138
14145n) y (r2,

5138
14145n) no se

encuentra por debajo de PG(w) entre estos dos puntos. Rećıpro-
camente, suponiendo que PG(w

∗) − 5138
14145n ≤ 0, el caso en que

PG(w
∗) − 5138

14145n = 0 es claro, por otro lado, teniendo en cuen-
ta que PG(0) − 5138

14145n > 0, aplicando el Teorema de Bolzano [3]
podemos concluir que PG(w)− 5138

14145n tiene una ráız positiva.

Observación 1.3.3. 1. Para efectos numéricos, es importante
precisar que el problema de garantizar la existencia de una
ráız positiva del polinomio PG(w) − 5138

14145n, mencionado en
el Teorema 1.3.2, se puede restringir a valores de w en el
intervalo (1− 5138

14145 , 1).

2. Obsérvese que existen algunos grafos que satisfacen el Teo-
rema 1.3.2, por lo que el ĺımite superior 5138

14145n se mejora,
véase por ejemplo los grafos reportados en la Figura 1.3.
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3. También estamos interesados en la relación entre ⌊PG(w
∗)⌋

y ⌊ 5138
14145n⌋, observemos que en la mayoŕıa de los ejemplos

mostrados en la Figura 1.3 la desigualdad estricta ⌊PG(w
∗)⌋ <

⌊ 5138
14145n⌋ es válida, además a medida que n es mayor esta di-

ferencia aumenta.

Figura 1.3: Grafos que verifican el Teorema 1.3.2: a) n =
9, ⌊PG(w

∗)⌋ = 3, ⌊ 5138
14145n⌋ = 3 b) n = 12, ⌊PG(w

∗)⌋ =
3, ⌊ 5138

14145n⌋ = 4 c) n = 15, ⌊PG(w
∗)⌋ = 4, ⌊ 5138

14145n⌋ = 5 d)
n = 20, ⌊PG(w

∗)⌋ = 6, ⌊ 5138
14145n⌋ = 7 e) n = 30, ⌊PG(w

∗)⌋ =
8, ⌊ 5138

14145n⌋ = 10 f) n = 40, ⌊PG(w
∗)⌋ = 10, ⌊ 5138

14145n⌋ = 14.

En el Teorema 1.3.2 exploramos los grafos con grado mı́nimo 6
o 7, por lo que sólo queda tratar con grafos de grado mı́nimo al
menos 8.

Corolario 1.3.4. Sea G = (V,E) un grafo conectado de orden n
y grado mı́nimo δ ≥ 2, entonces

γt(G) ≤ n(1 + δ
δ

1−δ − δ
1

1−δ ).
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Demostración. Observe que

(1− p)deg(v) ≤ (1− p)δ, (1.6)

para todo v ∈ V , debido a que δ ≤ deg(v), v ∈ V . Luego sumando
sobre v ∈ V en la desigualdad (1.6), se obtiene que

np+
∑
v∈V

(1− p)deg(v) ≤ n(p+ (1− p)δ). (1.7)

La expresión n(p + (1 − p)δ) con p ∈ (0, 1) es minimizada por

p = 1 − δ
1

1−δ , y sustituyéndola en la desigualdad (1.7), la prueba
está completa.

Teorema 1.3.5. Para todo ϵ ∈ (0, 1) existe un número natural
δϵ ≥ 2 tal que si G = (V,E) es un grafo conectado de orden n y
grado mı́nimo δ ≥ δϵ, entonces γt(G) ≤ nϵ.

Demostración. Definamos la sucesión b1 := 1 y bk := 1 + k
k

1−k −
k

1
1−k con k ≥ 2, esta sucesión es estrictamente decreciente y posi-

tiva, por lo tanto 0 = ĺımk→∞ 1 + k
k

1−k − k
1

1−k = ı́nf{bk : k ∈ N}.
Por propiedades del ı́nfimo, dado ϵ ∈ (0, 1) existe k∗ ∈ N tal que
bk∗ < ϵ, afirmamos k∗ > 1 ya que en caso contrario bk∗ = 1
y esto contradice la desigualdad ϵ < 1. Ahora, debido a que
δ ≥ δϵ = mı́n{k ∈ N : bk < ϵ} por hipótesis, se deduce que γt(G) ≤
n(1+ δ

δ
1−δ − δ

1
1−δ ) = nbδ ≤ nbδϵ < nϵ, donde se aplicó el Colorario

1.3.4 en la primera desigualdad.

Observación 1.3.6. Por construcción se puede calcular δϵ de la
siguiente manera, dado m ∈ N y ϵ ∈ (0, 1), entonces δϵ = m si y
sólo si bm < ϵ ≤ bm−1.

Finalmente aplicando el Teorema 1.3.5 con ϵ = 5138
14145 , se tiene el

siguiente resultado.

Corolario 1.3.7. Sea G = (V,E) un grafo conectado de orden n
y grado mı́nimo δ ≥ 8, entonces γt(G) ≤ PG(w

∗) ≤ 5138
14145n.

En otras palabras, el Corolario 1.3.7 asegura que PG(w
∗) propor-

ciona una mejor cota superior que la dada en el Teorema 1.3.1,
cuando el grado mı́nimo es al menos 8.
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Para concluir, la Figura 1.4 presenta las interacciones entre

⌊n(1 + δ
δ

1−δ − δ
1

1−δ )⌋ (color rojo) y ⌊ 5138
14145n⌋ (color naranja), para

valores fijos de δ (estos valores se indican en la leyenda) mientras
el orden del gráfico n se mueve en su dominio.

Figura 1.4: Comparación ⌊n(1 + δ
δ

1−δ − δ
1

1−δ )⌋(color rojo) vs
⌊ 5138
14145n⌋ (color naranja).

Observación 1.3.8. Teniendo en cuenta que para todo n ∈ N
tenemos que ⌊PG(w

∗)⌋ ≤ ⌊n(1 + δ
δ

1−δ − δ
1

1−δ )⌋, este comporta-
miento presentado en la Figura 1.4 lleva a la conclusión de que la
desigualdad ⌊PG(w

∗)⌋ < ⌊ 5138
14145n⌋ es válida en la mayoŕıa de los

casos, como ocurrió antes en la Observación 1.3.3 numeral 3.
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1.4. Análisis Comparativo Caso k = 2

Para exponer el resto del caṕıtulo, es necesario citar algunos
trabajos relacionados. En 2019 Alipour y Jafari [1] empleando el
Teorema de Turán demostraron los siguientes resultados.

Teorema 1.4.1. Si G es un grafo con grado mı́nimo δ ≥ k+1+d
para 0 ≤ d ≤ k − 1 entonces

γkt(G) ≤ 2d+ (k − d)(k − d+ 1)

2d+ (k − d)(k − d+ 1) + 1
n.

Teorema 1.4.2. Si G es un grafo con n vértices y grado mı́nimo
δ ≥ 3 tal que al menos la mitad de los vértices tienen grado al

menos 4, entonces γ2t(G) ≤ 5

6
n.

Además, aplicando el Lema Local de Lovász [1], pudieron me-
jorar el Teorema 1.4.1 para k = 2 en algunos casos especiales.
En la Tabla 1.1 [1] para valores dados de δ y ∆ se expone la co-
rrespondiente cota superior para el número de dominación 2-total.
Este número ha sido estudiado por diferentes autores utilizando
distintos nombres, por ejemplo, el número de dominación total
doble.

δ ∆ Cota Superior

7 7
3

4
n

7 8
3

4
n

9 9
2

3
n

9 10
2

3
n

9 11
2

3
n

14 14
1

2
n

Tabla 1.1: Cotas superiores para el número de dominación total
doble para algunos valores de δ y ∆.
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PARA EL NÚMERO DE K-DOMINACIÓN TOTAL

Centrándonos sólo en k ≥ 2, estamos ahora en condiciones de
iniciar un proceso de comparación entre la cota superior PG(w

∗) y
los resultados mencionados, considerando grafos con PG(w

∗) ̸= n.

Teorema 1.4.3. Dado k ≥ 1 un entero positivo. Para cualquier
grafo conectado G con n vértices, grado mı́nimo δ = k+1 y grado
máximo ∆ ≥ k + 2. Entonces γkt(G) ≤ PG(w

∗) ≤ ϵk0 si y sólo si

PG(w)− ϵk0 tiene una ráız en (0, 1), donde ϵk0 =
5

6
n si k = 2 y de

lo contrario ϵk0 =
k(k + 1)

k(k + 1) + 1
n.

Demostración. Supongamos que existe wr ∈ (0, 1) tal que PG(wr) =
ϵk0, en consecuencia PG(w

∗) ≤ PG(wr) = ϵk0. Rećıprocamente, su-
poniendo que PG(w

∗) − ϵk0 ≤ 0, el caso en que PG(w
∗) − ϵk0 = 0

es claro, en otras cuestiones, teniendo en cuenta que PG(0)− ϵk0 >
0, aplicando el Teorema de Bolzano [3] podemos concluir que
PG(w)− ϵk0 tiene una ráız en (0, 1).

Para efectos numéricos, es importante precisar que el proble-
ma de garantizar la existencia de una ráız en (0, 1) del polinomio
PG(w)− ϵk0, mencionado en el Teorema 1.4.3 puede restringirse a

valores de w en el intervalo (1− ϵk0
n
, 1).

Las siguientes observaciones están dedicadas a establecer algu-
nos puntos considerables sobre el estudio comparativo anaĺıtico.

Observación 1.4.4. 1. Obsérvese que existen algunos grafos
que satisfacen el Teorema 1.4.3, destacando que para el caso
k = 2 estos grafos verifican a3 ≤ n

2 . Por lo tanto, los ĺımi-
tes superiores establecidos en el Teorema 1.4.1 y el Teorema
1.4.2 se mejoran, ver por ejemplo los grafos reportados en la
Figura 1.5.

2. También estamos interesados en la relación entre ⌊PG(w
∗)⌋

y ⌊ϵk0⌋, obsérvese que en la mayoŕıa de los ejemplos mostra-
dos en la Figura 1.5 la desigualdad estricta ⌊PG(w

∗)⌋ < ⌊ϵk0⌋
se confirma. Además, a medida que n se hace más grande
esta diferencia aumenta.
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CAPÍTULO 1. UNA COTA SUPERIOR PROBABILÍSTICA
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Figura 1.5: La información de interés asociada a cada grafo se
expone en una terna con la estructura (k, |V |, ⌊PG(w

∗)⌋ − ⌊ϵk0⌋).
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En lo sucesivo, por comodidad, el ĺımite superior

2d+ (k − d)(k − d+ 1)

2d+ (k − d)(k − d+ 1) + 1
n

al que se refiere el Teorema 1.4.1 será denotado como ϵkd para
1 ≤ d ≤ k − 1.

Para continuar con el proceso de comparación, nótese que en
el Teorema 1.4.3 se exploró el Teorema 1.4.1 en el caso d = 0, por
lo que sólo queda tratar con 1 ≤ d ≤ k − 1. En este sentido, para
un entero positivo fijo k, teniendo en cuenta el Teorema 1.2.3, una
condición suficiente para garantizar una mejora en la cota ϵkd es
verificar que

hk+1+d(w̃) ≤
ϵkd
n

para todos los 1 ≤ d ≤ k − 1, donde w̃ es un mı́nimo del poli-
nomio hk+1+d(w) con w ∈ [0, 1). Esta comprobación se demostró
numéricamente para todo 2 ≤ k ≤ 100 y 1 ≤ d ≤ k− 1. A manera
de ejemplo observe algunos casos espećıficos presentados en la Ta-
bla 1.2. En otras palabras, todo lo que se ha dicho anteriormente
demuestra una mejora en el Teorema 1.4.1 para todo 2 ≤ k ≤ 100
y 1 ≤ d ≤ k − 1. Además, el comportamiento observado para
2 ≤ k ≤ 100 conjetura una mejora en el Teorema 1.4.1 para todo
k ≥ 101 y 1 ≤ d ≤ k − 1.

Luego, considerando que para todo n ∈ N se tiene que ⌊PG(w
∗)⌋

es menor o igual que ⌊hk+1+d(w̃)n⌋, los datos anteriores conducen
a la conclusión de que la desigualdad estricta ⌊PG(w

∗)⌋ < ⌊ϵkd⌋
es válida en la mayoŕıa de los casos, como ocurrió antes en la
Observación 1.4.4 numeral 2.

Por último, pero no por ello menos relevante, para completar
el análisis de la cota propuesta, es importante compararla con las
cotas superiores indicadas en la Tabla 1.1, ya que constituyen una
mejora del Teorema 1.4.1 para k = 2 en algunos casos especia-
les. Aplicando de nuevo el Teorema 1.2.3, es posible asegurar que
PG(w

∗) proporciona una cota superior mejor que las correspon-
dientes cota superiores para el número de dominación total doble
dadas en la Tabla 1.1. Este hecho se muestra en detalle en la Tabla
1.3.
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CAPÍTULO 1. UNA COTA SUPERIOR PROBABILÍSTICA
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k d hk+1+d(w̃)
ϵkd
n

k d hk+1+d(w̃)
ϵkd
n

k d hk+1+d(w̃)
ϵkd
n

2 1 0.78 0.80 20 11 0.80 0.98 60 40 0.71 0.99
3 1 0.86 0.88 20 12 0.78 0.98 60 48 0.68 0.99
3 2 0.78 0.85 20 16 0.72 0.97 60 59 0.65 0.99
4 1 0.90 0.93 20 18 0.69 0.97 70 1 0.99 0.99
4 2 0.83 0.90 20 19 0.67 0.97 70 3 0.99 0.99
4 3 0.77 0.88 30 2 0.98 0.99 70 9 0.95 0.99
5 1 0.92 0.95 30 4 0.95 0.99 70 10 0.94 0.99
5 2 0.86 0.94 30 8 0.90 0.99 70 13 0.92 0.99
5 3 0.81 0.92 30 9 0.88 0.99 70 16 0.90 0.99
5 4 0.75 0.90 30 11 0.85 0.99 70 18 0.88 0.99
6 1 0.94 0.96 30 15 0.80 0.99 70 21 0.86 0.99
6 2 0.89 0.96 30 18 0.76 0.99 70 23 0.85 0.99
6 3 0.83 0.94 30 20 0.74 0.99 70 24 0.84 0.99
6 4 0.79 0.93 30 24 0.70 0.98 70 28 0.81 0.99
6 5 0.74 0.92 30 26 0.68 0.98 70 37 0.76 0.99
7 1 0.95 0.97 30 28 0.66 0.98 70 43 0.68 0.99
7 2 0.90 0.97 30 29 0.65 0.98 70 58 0.57 0.99
7 3 0.86 0.96 40 2 0.98 0.99 80 2 0.99 0.99
7 4 0.81 0.95 40 4 0.97 0.99 80 4 0.98 0.99
7 5 0.77 0.94 40 5 0.95 0.99 80 8 0.96 0.99
7 6 0.74 0.93 40 10 0.90 0.99 80 13 0.93 0.99
8 1 0.96 0.98 40 14 0.85 0.99 80 18 0.89 0.99
8 2 0.92 0.97 40 20 0.79 0.99 80 20 0.88 0.99
8 3 0.87 0.97 40 23 0.76 0.99 80 32 0.81 0.99
8 4 0.83 0.96 40 26 0.74 0.99 80 44 0.75 0.99
8 5 0.80 0.95 40 28 0.72 0.99 80 49 0.74 0.99
8 6 0.76 0.94 40 32 0.69 0.99 80 57 0.73 0.99
8 7 0.73 0.94 40 35 0.66 0.99 80 62 0.72 0.99
9 1 0.96 0.98 40 38 0.64 0.99 80 69 0.71 0.99
9 2 0.93 0.98 50 4 0.97 0.99 80 74 0.69 0.99
9 3 0.89 0.97 50 6 0.96 0.99 90 3 0.99 0.99
9 4 0.85 0.97 50 9 0.93 0.99 90 20 0.89 0.99
9 5 0.81 0.96 50 12 0.90 0.99 90 25 0.86 0.99
9 6 0.78 0.96 50 16 0.86 0.99 90 37 0.80 0.99
9 7 0.75 0.95 50 18 0.84 0.99 90 47 0.77 0.99
9 8 0.72 0.94 50 23 0.80 0.99 90 52 0.76 0.99
10 1 0.97 0.98 50 28 0.76 0.99 90 61 0.75 0.99
10 2 0.93 0.98 50 35 0.71 0.99 90 64 0.74 0.99
10 3 0.90 0.98 50 40 0.68 0.99 90 74 0.72 0.99
10 4 0.86 0.98 50 43 0.66 0.99 90 76 0.71 0.99
10 5 0.83 0.97 50 49 0.60 0.99 100 2 0.99 0.99
10 6 0.80 0.96 60 3 0.98 0.99 100 14 0.94 0.99
10 7 0.77 0.96 60 7 0.95 0.99 100 27 0.87 0.99
10 8 0.74 0.95 60 9 0.94 0.99 100 31 0.85 0.99
10 9 0.72 0.95 60 11 0.92 0.99 100 33 0.84 0.99
20 1 0.98 0.99 60 12 0.91 0.99 100 35 0.83 0.99
20 3 0.95 0.99 60 14 0.90 0.99 100 59 0.77 0.99
20 5 0.91 0.99 60 19 0.86 0.99 100 62 0.76 0.99
20 6 0.89 0.99 60 27 0.80 0.99 100 77 0.74 0.99
20 7 0.87 0.99 60 33 0.76 0.99 100 91 0.71 0.99
20 8 0.85 0.99 60 34 0.75 0.99 100 95 0.70 0.99

Tabla 1.2: Comparación entre hk+1+d(w̃) y
ϵkd
n

para algunos valores

de k.
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δ ∆ hδ(w̃)

7 7 0.56 n

9 9 0.48 n

14 14 0.35 n

Tabla 1.3: Cota superior para el número de dominación total doble
obtenida como corolario del Teorema 1.2.1 para ciertos valores de
δ y ∆.

Además, el perfil gráfico de las interacciones entre las partes
enteras inferiores asociadas a las terceras columnas de cada tabla
(respetando los colores preestablecidos) se presentan en la Figu-
ra 1.6, que sugiere que ⌊ϵkd⌋ es siempre mayor que ⌊PG(w

∗)⌋ para
cualquier n, reafirmando los comentarios anteriores sobre la rela-
ción de orden existente entre estos enteros.

Figura 1.6: Comparación entre Tabla 1.1 (color rojo) y Tabla 1.3
(color naranja).
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Con el análisis comparativo completo y tomando en cuenta los
resultados positivos, estamos en condiciones de examinar el aspec-
to algoŕıtmo presente en las secciones previas. Esta nueva tarea,
desarrollada a detalle en el siguiente caṕıtulo, constituye, sin lu-
gar a duda, una fase de vital utilidad para lograr una exploración
adecuada.
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Caṕıtulo 2

Aspecto Algoŕıtmico

A lo largo de los años hemos sido testigo del valor agregado y del
alcance presente en las investigaciones que cuentan con un enfoque
a máquinas. Actualmente, los matemáticos modernos, reafirman la
ventaja que presupone contar con la programación como una he-
rramienta activa a la hora de obtener conclusiones, en este sentido,
para conseguir un mejor análisis en cada proyecto cient́ıfico, es re-
comendable establecer la meta de agregar un aspecto algoŕıtmo a
los resultados teóricos.
Tomando en cuenta estos hechos y en busca de enriquecer los apar-
tados previos, en este caṕıtulo se emplearán los resultados esta-
blecidos en los caṕıtulos anteriores para diseñar una estrategia
algoŕıtmica; la cual tiene la finalidad de mejorar la cota superior
⌊PG(w

∗)⌋ establecida en el Teorema 1.2.1 o conjeturar el alcan-
ce a la misma, es decir, γkt(G) = ⌊PG(w

∗)⌋. En este contexto es
importante mencionar que en párrafos precedentes se exhibieron
ejemplos de grafos que comprueban tal igualdad, ver Figuras 1.1
y 1.2
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2.1. Algoritmos asociados

A manera de recordatorio, para un natural fijo k y un grafo co-
nectado G de orden n con grado mı́nimo δ ≥ k, el Teorema 1.2.1
establece a la siguiente función con dominio (0, 1)

f(p) = np+

k−1∑
i=0

∑
v∈V

(k − i)

(
deg(v)

i

)
pi(1− p)deg(v)−i,

como una cota superior del parámetro γkt(G). Posteriormente co-
mo resultado del cambio de variable w = 1 − p se obtuvo la si-
guiente función con dominio [0, 1]

PG(w) = n− nw +
∆∑
j=δ

aj(kw
j +

k−1∑
i=1

(k − i)

(
j

i

)
(1− w)iwj−i),

donde aj = |{v ∈ V : deg(v) = j}| con j ∈ {δ, δ + 1, · · · ,∆}. De-
bido a su contrucción, con esta función también se comprobó que
γkt(G) ≤ PG(w) para todo w ∈ [0, 1]. Por último se fijó ⌊PG(w

∗)⌋
como la mejor cota superior posible para γkt(G), donde w∗ es un
mı́nimo del polinomio PG(w) con w ∈ [0, 1).

Con este recuento finalizado, iniciemos por notar que de ma-
nera directa se puede inducir mediante el método utilizado en el
Teorema 1.2.1 un algoritmo al que llamaremos Algoritmo k-TD
con complejidad O(kn2). Este algoritmo como bien lo marca su
pseudocódigo (Ver Algoritmo 1) al recibir la entrada establecida
genera un conjunto D de vértices del grafo, que verifica la defini-
ción de conjunto k-total dominante del grafo G, en consecuencia
γkt(G) ≤ |D|, es decir, al fijar un k en los naturales, un grafo G
con las caracteŕısticas necesarias y un w ∈ (0, 1), la corrida del Al-
goritmo k-TD que es equivalente a una realización de la variable
aleatoria |D|, produce una cota superior del parámetro en cuestión.
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Algorithm 1 Algoritmo k-TD

Input: w ∈ (0, 1), k un entero positivo, G un grafo conectado con
grado mı́nimo δ ≥ k y orden n.

Output: Un conjunto D k-total dominante (k-TD) de G
D = ∅
A = ∅
for i = 0 to k − 1 do

C1,i = ∅
C2,i = ∅
S1,i = ∅
S2,i = ∅

end for
for v ∈ V do

if Bernoulli(w) = 1 then
A = A ∪ {v}

end if
end for
for i = 0 to k − 1 do

for v ∈ V do
if v ∈ A and degA(v) = i then

C1,i = C1,i ∪ {v}
end if
if v /∈ A and degA(v) = i then

C2,i = C2,i ∪ {v}
end if

end for
end for
for i = 0 to k − 1 do

for v ∈ C1,i do
Seleccionar u(v,1), · · · , u(v,k−i) ∈ N(v)
S1,i = S1,i ∪ {u(v,1), · · · , u(v,k−i)}

end for
for v ∈ C2,i do

Seleccionar u(v,1), · · · , u(v,k−i) ∈ N(v)
S2,i = S2,i ∪ {u(v,1), · · · , u(v,k−i)}

end for
end for
D = A ∪ (∪k−1

i=0 S1,i) ∪ (∪k−1
i=0 S2,i)
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Por otro lado el Método del Primer Momento garantiza la
existencia de una realización de la variable aleatoria |D| tal que
|D| ≤ E(|D|) P − c.s. Además, toda realización de esta variable
aleatoria cumple que E(|D|) ≤ PG(w) para todo w ∈ [0, 1). Luego
definiendo W ∗ = argmin{PG(w) : w ∈ [0, 1)}, podemos afirmar
que E(|D|) ≤ PG(w

∗) para w∗ un elemento cualquiera de W ∗.

Finalmente se concluye que, existe una realización de la variable
aleatoria |D| para la que se cumple que γkt(G) ≤ |D| ≤ ⌊PG(w

∗)⌋,
lo que representa una posibilidad para alcanzar la meta propuesta.
En otras palabras, al elegir un tamaño de muestra m adecuado de
la variable aleatoria |D|, podremos examinar la existencia de esos
posibles casos de mejora, o sea donde |D| < ⌊PG(w

∗)⌋ y además
podremos estudiar la validez del escenario γkt(G) = ⌊PG(w

∗)⌋. Por
todo lo anterior, establezcamos a este algoritmo como la base en
el planteamiento de la estrategia. Fijando k en los naturales y G
un grafo con las cualidades apropiadas, realicemos el estudio v́ıa
los siguientes casos.

2.2. Estrategia Algoŕıtmica Caso 1

Caso 1: 0 /∈ W ∗

Tomando w∗ un elemento cualquiera del conjunto W ∗, obser-
vemos que es cierto que ⌊PG(w

∗)⌋ ≤ PG(w
∗) < PG(w) para todo

w ∈ W ∗c, en particular ⌊PG(w
∗)⌋ ≤ PG(w

∗) < PG(0) = n, es
decir, la mejor cota superior para el número de k-dominación to-
tal es ⌊PG(w

∗)⌋ que no es el caso trivial. Aśı, para los datos fijos
k ∈ N y G (un grafo conectado con δ ≥ k) que verifiquen el Caso
1 se sigue la estrategia representada en el siguiente algoritmo con
complejidad O(mkn2) al que llamaremos Algoritmo Caso 1.

Como mencionamos antes, debemos estudiar una muestra que
sea significativa y que nos represente lo más fielmente posible a
la variable aleatoria en cuestión. Contemplando que E(|D|) ≤
PG(w

∗), en la elección de un valor adecuado de m se empleó una
técnica de muestreo asociada a la media [22] que considera:
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m =

⌈(
Zα

2
· S

E

)2
⌉
, (2.1)

donde

Zα
2
= Valor estándar que corresponde al nivel de confianza.

S= Sexta parte del rango de la variable aleatoria (Regla del
Pulgar [22]).

E= Error de magnitud permisible.

Eligiendo un error de magnitud 0,05 (α = 0,05), un nivel de
confianza del 95% (Zα

2
= 1,96) y tomando en cuenta que k +

1 ≤ |D| ≤ n, al sustituir en (2.1) obtenemos la propuestra del
parámetro m como:

m = ⌈6,53 · (n− (k + 1))⌉.

Algorithm 2 Algoritmo Caso 1

Input: Una terna (w∗, k,G) que verifique el Caso 1
Output: CotaMinD cota superior del parámetro γkt(G)

CarD = ∅
CotaMinD = ⌊PG(w

∗)⌋
for i = 1 to m do

|D|= Algoritmo k-TD(w∗, k,G)
if |D| < ⌊PG(w

∗)⌋ then
Se agrega |D| como elemento de CarD

end if
end for
if CarD ̸= ∅ then

CotaMinD = M ı́n(CarD)
end if

Vale la pena mencionar que para k = 1 se afirmó la unici-
dad de w∗ en (0, 1), esto nos indicaŕıa que para k = 1 siempre
trabajaŕıamos en el Caso 1. Luego, respecto a garantizar el buen
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desempeño del Algoritmo Caso 1 con base en los objetivo plan-
teados, primero notemos que si el resultado del Algoritmo Caso
1 es ⌊PG(w

∗)⌋, se estableceŕıa la conjetura γkt(G) = ⌊PG(w
∗)⌋,

faltando obviamente el desarrollo de la demostración o negación
formal.

Figura 2.1: La información de interés asociada a cada grafo
se expone en una terna con la estructura (γkt(G), ⌊PG(w

∗)⌋ −
CotaMinD, SetMin).

Por otro lado en la Figura 2.1 se exponen a detalle 4 ejemplos
prácticos para k = 1. En estos grafos se obtienen mejoras con
diferencia 1, 2, 4 y 5, además en todos se corrobora la igualdad
CotaMinD = γkt(G), es decir, se logra establecer como la nueva
cota superior al verdadero valor del parámetro, reduciendo aśı, en
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CAPÍTULO 2. ASPECTO ALGORÍTMICO

un caso realista en donde no se conoce el valor real del parámetro,
las posibilidades de análisis. Por último como valor agregado, v́ıa
la implementación de la estrategia, podemos disponer de un con-
junto k-total dominante SetMin con cardinalidad CotaMinD para
cada grafo, que en estos casos particulares son conjuntos mı́nimos
totales dominantes.

2.3. Estrategia Algoŕıtmica Caso 2

Caso 2: 0 ∈ W ∗

Para diseñar el método a seguir en este caso, consideremos el
siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. [6] Para G un grafo conectado de orden n y
mı́nimo grado δ, tenemos que γkt(G) = n si y sólo si δ = k y A
es un conjunto total dominante, donde A = {v ∈ V : deg(v) = δ}.

Figura 2.2: Ejemplo de grafo no δ-regular donde γ2t(G) = n.

Es evidente que como consecuencia del Teorema 2.3.1 tendre-
mos γδt(G) = n en todo grafo G δ-regular de orden n. Sin em-
bargo, existen otros grafos no regulares que satisfacen la misma
propiedad, para un ejemplo particular observe la Figura 2.2. Con
la equivalencia establecida en el Teorema 2.3.1 clara e identifican-
do los cambios existentes en referencia al Caso 1, se propone una
nueva estrategia, implementada en el siguiente algoritmo al que
llamaremos Algoritmo Caso 2.
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Algorithm 3 Algoritmo Caso 2

Input: Una terna (w∗, k,G) que verifique el Caso 2
Output: CotaMinD o el valor exacto del parámetro γkt(G)

CarD = ∅
A = {v ∈ V : deg(v) = δ}
if δ = k and A = {v ∈ V : deg(v) = δ} es un conjunto total
dominante then

γkt(G) = n
else

for j = 1 to 9 do
|D| = n
while |D| ≥ n do

|D|= Algoritmo k-TD(j ∗ 0,1, k,G,)
end while
Se agrega |D| como elemento de CarD

end for
CotaMinD = M ı́n(CarD)

end if

Para reafirmar lo anterior, analicemos un ejemplo sencillo aso-
ciado al grafo de la Figura 2.3, que verifica evidentemente los su-
puesto del Caso 2.

Figura 2.3: Ejemplo de un grafo conectado que verifica el Caso 2.

Al aplicar la estrategia anterior obtenemos CotaMinD = 4 <
5 = n y SetMin = {0, 1, 2, 3}, por lo tanto podemos concluir
que k + 1 = 3 ≤ γkt(G) ≤ 4. Por último podemos afirmar que
γkt(G) = 4, ya que si suponemos que existe S un conjunto de
vértices del grafo de cardinalidad 3 que verifique ser 2-total do-
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minante, obtenemos que el grafo contiene un ciclo de longitud 3
y esto es una contradicción. Verificando en este caso la igualdad
CotaMinD = γkt(G), observando un comportamiento análogo a los
4 ejemplos mostrados en Caso 1.

Con estas dos estrategias diseñadas e implementadas se com-
pleta el objetivo del caṕıtulo. Las mejoras presentes en los ejem-
plos prácticos expuestos, evidencian la grandeza del trabajo si-
multáneo. Confirmando una vez más, la importancia de desarrollar
habilidades algoŕıtmicas en busca de instrumentos matemáticos
modernos que potencialicen el pensamiento lógico.
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Caṕıtulo 3

Conclusiones

El trabajo en conjunto entre la Teoŕıa de Grafos y la Teoŕıa de
Probabilidad ha sido aplicado con éxito en la solución de proble-
mas, tanto teóricos como prácticos, en campos como la Economı́a,
Informática, Redes complejas, entre otros [15, 16]. Especialmente,
en este trabajo se emplea en la dominación total en grafos, en con-
creto, se establece una nueva cota superior para el parámetro de
dominación total con el uso de técnicas probabiĺısticas. En un ini-
cio, se presentan el Método del Primer Momento y el concepto de
conjunto k-total dominante, proporcionando aśı, los cimientos ne-
cesarios para el desarrollo subsecuente de la tesis. Posteriormente
se determina una nueva cota superior del parámetro γkt(G), de-
notada por ⌊PG(w

∗)⌋. En este contexto, se asevera la propiedad
de alcance de la cota, mostrando múltiples ejemplos prácticos.
Con la finalidad de analizar a detalle las ventajas proporciona-
das v́ıa ⌊PG(w

∗)⌋, se realiza un estudio comparativo frente a cotas
existentes en la literatura, obteniendo resultados favorables. Por
último para enriquecer la exploración, v́ıa el método utilizado en
la demostración de la cota superior, se diseñan e implementan es-
trategias algoŕıtmicas que consolidan la posibilidades de mejoras
presentes en dicha cota.

En consecuencia, los resultados de la presente tesis proporcio-
nan herramientas complementarias en el problema de establecer
el valor concreto del parámetro de k-dominación total. Además,
tomando en cuenta los múltiples conceptos existentes en la Teoŕıa
de la Dominación actualmente, establece una ĺınea fértil de inves-
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tigación futura.
Adicionalmente, este trabajo permite reafirmar la grandeza pre-

sente en la combinación de conocimientos. La relevancia de fomen-
tar los proyectos colaborativos y multidisciplinarios, en busca del
desarrollo de la ciencia. Sin lugar a duda, a lo largo de esta tesis,
se pone de manifiesto la importancia de fusionar diversas habili-
dades matemáticas para aportar valor agregado a un proyecto de
investigación.
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Quiñones, A. D. Investigación de mercados.

43


