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Introduccion

En 1827 el escocés Robert Brown descubrié y estudié el movimiento sin razén aparente
de particulas de polen que se desplazaban errdticamente sobre un medio fluido. Tal
movimiento es conocido como movimiento browniano.

El primero en describir matematicamente al movimiento browniano fue N. Thiele
(1880) en un documento sobre minimos cuadrados. Seguido independientemente de L.
Bachelier (1900) en su tesis doctoral Théorie de la spéculation en la que presenta un andli-
sis estocdstico de acciones y opciones financieras. Sin embargo, el estudio independiente de
A. Einstein (1905) en On the movement of small particles suspended in stationary liquids
required by the molecular-kinetic theory of heat mostré a los fisicos una forma directa de
confirmar la existencia de dtomos y moléculas. Los resultados analiticos derivados por
Einstein fueron mds tarde verificados experimentalmente y extendidos por varios fisicos
y matematicos.

El resultado de un proceso estocéstico que describe el modelo de este tipo de movimien-
to se le atribuye a R. Wiener y es considerado Proceso de Wiener o cominmente Movimien-
to Browniano (MB), término que define tanto al movimiento fisico de las particulas como
al proceso matematico que las describe.

A mediados del siglo XX Kiyoshi Itd6 extiende los métodos del calculo a procesos
estocasticos tales como el MB, teorfa llamada como célculo de It6 que tiene importantes
aplicaciones en Finanzas y en ecuaciones diferenciales estocdsticas. Su concepto central es
la integral estocéstica de Itd, que es una generalizacion de la integral de Riemann-Stieltjes.
Ito6 construy6 una ecuacion diferencial estocastica (EDE) de la forma

dXt == G(Xt)dt + b(Xt)th

para modelar procesos markovianos, donde W; representa un proceso de Wiener. En 1951,
demuestra la ahora conocida férmula de Ito

f(Xy) = f{(Xy)dX, + %f”(Xt)d[X, X

A Kiyoshi It6 se le conoce como el padre de la integracién estocéstica.

Tiempo después, el fisico Ruslan Stratonovich construyé una integral alternativa a la
de Ito, conocida como Integral de Stratonovich (o de Fisk-Stratonovich), integrales que
son, en cierto sentido, faciles de manipular. Su trabajo llega a manos de Kiyoshi Ito, y
éste decide perfeccionar esta alternativa.

Es desde ese entonces donde se sientan las bases de la teorfa del cédlculo estocéstico y
el de las ecuaciones diferenciales estocdsticas, presentes en las aplicaciones que involucran
sistemas con el influjo de perturbaciones aleatorias: finanzas, dindmica poblacional, etc.



En el Capitulo I se incluyen preliminares requeridos de teoria de probabilidad e indi-
cadores de variacién de funciones.

En el Capitulo II se describe al MB, construyéndose la idea intuitiva a partir de
un experimento sencillo de lanzamientos de monedas, pasando por una transformacion
escalada de este proceso y por tultimo el estudio del comportamiento del limite de este
proceso. Se presentan ademds propiedades bésicas del MB que ayudan a construir la tabla
de multiplicaciéon de McKean.

En el Capitulo I1I se definen las integrales estocdsticas de una funcién h(t) con respecto
aun MB W (t) a partir de limites de sumas del tipo Ito y del tipo Stratonovich para integrar
a h(t) = W(t) con respecto a W (t). Se construye formalmente la integral estocdstica de
It6 y se derivan propiedades. También se define la integral estocdstica de Stratonovich,
1itil herramienta alternativa de integracién. Al final de este capitulo se establece la relacién
entre la integral de It6 y la de Stratonovich.

En el Capitulo IV se establece la forma general de una ecuacién diferencial estocdstica
(EDE) y se construyen métodos numéricos para resolverlas. Se definen maneras de medir
la convergencia de las soluciones obtenidas por estas aproximaciones con la solucién exacta
(si se tiene). Los métodos revisados son: el método Euler-Maruyama, el método Euler-
Heun y el método Milstein.

En el Capitulo V se aplican los métodos anteriores a modelos con presencia de pertur-
bacién aleatoria, revisdandose una aplicacién principal, la estimacién del costo de productos
financieros, especificamente opciones.

Al final se dan las conclusiones del presente trabajo.

Durante todo el desarrollo de este trabajo se muestran cdlculos y gréficos generados
por programas de cédigo propio. Se implementan algoritmos de métodos numeéricos en el
lenguaje de cdlculo simbdlico Mathematica version 5.0.

Ademss de ser requisito de titulacion, el objetivo del presente material es efectuar
el andlisis, exposicién y aplicaciéon de algunos métodos numéricos para la solucién de
ecuaciones diferenciales estocdsticas, esperando que sirva como referencia para posibles
lectores.



Capitulo 1

Preliminares

A continuacién se presentan los conceptos elementales de probabilidad requeridos en
este trabajo, asfi como la definicién de algunos indicadores muestrales importantes de
funciones.

1.1. Probabilidad basica

Un espacio de probabilidad consiste en una terna ordenada, usualmente denotada por
(Q, F,P), donde Q2 es un conjunto arbitrario, F es una o-algebra de subconjuntos de €2,
y P es una medida de probabilidad definida sobre F.

Espacio muestral. El conjunto () es llamado espacio muestral, y agrupa todos los
posibles resultados del experimento aleatorio en cuestion.

o—algebra. Una clase o coleccién no vacia F de subconjuntos de €2 es una o-algebra
si es cerrada bajo las operaciones de tomar complementos y uniones numerables, es decir,
si para F se cumplen las siguientes condiciones:

1-Q e F.
2.- Si A € F entonces A° € F.
3.- Si Ay, Ay, ... € F entonces U A, € F.

Medida de probabilidad. Sea (2, F) un espacio medible. Una medida de probabi-
lidad es una funcién P: F — [0, 1] que satisface:

1.- P{Q} = 1.
2.- Si Ay, A, ... € F son ajenos dos a dos, esto es, A,, N A, = () para n # m,

entonces P{UX A, } = Z]P’{An}.

n=1

Definicién 1.1.1 Se consideran las siguientes denominaciones:

- A la terna (2, F,P) se le denomina espacio de probabilidad, donde Q) es un conjunto
arbitrario no vacio.

- A los elementos de F se les llama eventos o conjuntos medzibles.

Definicién 1.1.2 Sea C una coleccion de subconjuntos de €1, la minima o-dlgebra ge-

nerada por C es
o(C) ={F : F eso-dlgebra y C C F}
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Definicién 1.1.3 La o-dlgebra de Borel es la minima o-dlgebra que contiene intervalos
de R.

B(R) =c{(a,b) CR:a < b}

A los elementos de B(R) se les llama borelianos.

Definicién 1.1.4 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria real
(v.a.) es una funcion X : Q — R tal que para cualquier conjunto boreliano B, se cumple
que el conjunto X 'B={X € B} ={we Q: X(w) € B} € F.

Definicién 1.1.5 Sea X una v.a. sobre un espacio de probabilidad (2, F,P), la medida

de distribucion de X es la medida de probabilidad piy que asigna a cada subconjunto
boreliano B de R la masa py(B) =P{X € B}.

Definicién 1.1.6 Se puede describir la distribucion de una variable aleatoria en términos
de su funcion de distribucion acumulada (fda)

Fz)=P{X <z}, zeR

St se conoce la medida de distribucion py entonces se conoce la fda F de X ya que
F(z) = pux(—o0,z], x € R. Por otro lado, si se conoce la fda F' de X, entonces se puede
caleular py (z,y] = F(y) — F(x) para z < y.

Definicién 1.1.7 La funcion de densidad f(x) de la v.a. X se define para x € R
como la funcion no negativa tal que

b
/LX[a,b]:IP’{agXSb}:/f(x)dx, —oo<a<b<oo.

Definicién 1.1.8 Sea X una v.a. sobre el espacio de probabilidad (2, F,P), la esperanza
(o valor esperado) de X se define como

B{X} — /Q X (w)dP(w).

la definicion tiene sentido si [ | X (w)| dP(w) < 0o, y en tal caso se dice que X es integrable
0 que tiene esperanza finita.

Definicién 1.1.9 La varianza de una v.a. X, denotada por Var{X}, se define como la
siguiente esperanza, St ésta existe

Var{X} = B{(X — E{X})?}.
Definicién 1.1.10 Sean X y Y wvariables aleatorias, la covarianza entre X yY es:

Cov{X,Y} = B{(X — B{X})(Y —E{V})}.
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Definicién 1.1.11 Una v.a. X se distribuye de forma Normal con pardmetros: media
w y varianza o* (u € R y 0 > 0) si y sdlo si su funcion de densidad estd dada por:

1 —(z —p)?
2y _
fX(:EnUﬂO-)_O_ 2WeXP{T‘2 ,  xeR

por notacion, escribimos X ~ Nor(u,d?).
La funcién de distribucion acumulada de la v.a X ~ Nor(u,o?) es:

1" —(u— p)?
Fx(z,p,0%) =P{X <1} = 5 / exp{(u—'u)}du, z eR.
T J—00

o 20’2

Una transformacion muy utilizada es Z = %, este proceso es conocido como estandarizacion
de la v.a. X. Se dice que Z se distribuye Normal Estdandar, i.e. Z ~ Nor(0,1).

Otra transformacion es la v.a. Y = exp{X}. Se dice entonces que Y tiene distribucion
Log-Normal, i.e. Y ~ Log-Nor(u,d?).

Definicién 1.1.12 Sea X una v.a.

El k-ésimo momento de X respecto al origen se define como E{X"}.

El k-ésimo momento de X respecto a la media se define como B{(X — u)*}.

La funcion generadora de momentos (f.g.m.) de X se define como ¢ (u) = E{e**}.

Definicién 1.1.13 Un proceso estocdstico sobre un espacio de probabilidad (Q, F,P)
es una familia de variables aleatorias (Xy)ier, donde el conjunto de indices T puede ser
cualquier conjunto no vacio. SiT = N, un proceso estocdstico es simplemente una sucesion
de variables aleatorias X,, sobre el espacio de probabilidad (2, F,P), y los indices 0,1, ...
pueden representar tiempos SUcesivos.

Definicién 1.1.14 Una filtracion sobre T es una familia creciente {F; |t € T'} de o-
dlgebras. Un proceso estocdstico X, (t € T') es adaptado a {F; |t € T} si para cada t,
la v.a. X; es Fr—medible.

1.2. Variacion de primer y segundo orden

Para recopilar algunas propiedades muestrales importantes entre funciones se definen
a continuacioén la variacién de primer y de segundo orden:

Definicién 1.2.1 Sea 11, = {0 = tg,t1,....,tn_1,t, = T} una particion de [0,T] C R,
siendo la norma de la particion || 11, ||= max l(tj+1 —t;).
=0, —

20ty

Definimos la variacion de primer orden (o primera variacion) de una funcion f en
[0,T] como
n—1

FVory(f) = lim Y |f(tjs1) — f(t)]

[T [|—0 <
J:
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Supongamos que f es una funcién diferenciable. Entonces por el Teorema del Valor
Medio, en cada subintervalo [¢;,%,41], existe un punto t7 tal que

i) = f(t5) = f/(E5)(t0 — t)).

Entonces -
Z‘f(tjﬂ) | _Z|f g+1 >7
j=0
Y n—1 T
FVan(h) = i, 316 e =) = [ 170

La primera variaciéon mide la cantidad total que aumenta o disminuye la trayectoria en
cada intervalo [t;,t;11).

Definicién 1.2.2 Sea I, = {to, t1, ..., tn_1,t,} una particion de [0,T] C R, con || I, ||=
max 1(tj+1 —t;). La variacion de sequndo orden (o vartacion cuadrdtica) de una
ol

-----

funcion f sobre un intervalo [0,T] es
n—1

@V[O,T]<f) = lim Z (f(tj41) — f(tj))2-

II 0
Imn—0 4=

Suponga que una funcién f tiene derivada continua. Entonces:

[y
—_

n— n—

(F(t1) = £ = D |F @) (2 = 1) <[ T, | Z (&

J

]+1 - tj)'

J+1 - tj))

<.
Il

=)
Il

=)

Por lo tanto, la variacién cuadréatica de f hasta el tiempo T es

n—1
QVor(f) = lim Y [f(ti) = f(t;)]* < lim (ll 11, ||Z|f

[T —0 0 [Ty ]| —0

= lim ||IL, || lim Z |F/ D] (tja — ;)

T [[—0 \HnH —0
= lim | II, H/ t))? dt = 0.
T ([0

Para trayectorias, de igual manera se define la variacion cuadrdtica muestral de f
como

QViory(f) = If, flor) = Z () — F(t5)]7

En ocasiones, a menos que se especifique un intervalo distinto a [0, 7], escribiremos
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If, flor) = [f, f]r entendiéndose como la variacién cuadrdtica acumulada de f desde
0 hasta 7.
Se define la covariacién cuadrética de f y g sobre [0, 7] como el siguiente limite
n—1
oglom = Jim 3™ (F(tsnn) = F(6)o(tse0) - 9lt)

cuando el limite es tomado sobre las particiones de [0,7] con || IL, ||= Inax 1(tj+1 —1t;).
3=0,....,n—

77777
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Capitulo 2

Movimiento Browniano

En este capitulo, se realiza un camino intuitivo para describir un proceso que serd
conocido como Movimiento Browniano (MB) definiendo primeramente un proceso sencillo
de lanzamiento de monedas, después una transformacion escalada de este proceso, y por
iltimo el andlisis de la distribucién limite de éste iltimo. Se presentan ademas, propiedades
bésicas de este proceso.

2.1. Procesos de Markov

Considere un sistema con nimero de estados finito o infinito contable. S denota este
conjunto de estados. Podemos asumir que S es un subconjunto de los enteros. El conjunto
S es llamado el espacio de estados del sistema. Dado el sistema observado en los momentos
discretos de tiempo n, (n =0,1,2,...). X,, denotara el estado del sistema en el tiempo n.

Muchos sistemas tienen la propiedad de que, dado el estado actual, los estados ante-
riores a éste no influyen en los estados futuros. Esta propiedad es llamada la propiedad de
Markov, y los sistemas que la poseen son llamadas cadenas de Markov.

La propiedad de Markov estd definida precisamente por el siguiente requisito:

]P){Xn—i—l = In+1|X0 = Ty .-y Xn = xn} = ]P){Xn—i—l = $n+1|Xn = {L'n} (21)

para todo entero n > 0 y cada xg, ..., 7,41 en S.

Las probabilidades condicionales P{ X, ;1 = y|X,, = x} son llamadas probabilidades
de transicion en un paso de la cadena. Si tales probabilidades condicionales son indepen-
dientes de n, decimos que la cadena tiene probabilidades de transicién estacionarias.

2.2. Caminata aleatoria

Antes de definir el movimiento browniano y desarrollar sus propiedades, iniciaremos
construyendo una caminata aleatoria simétrica.

Pensemos en el experimento de lanzar repetidamente una moneda al aire (con proba-
bilidad p de caer ‘dguila’(A), y probabilidad ¢ = 1 — p de caer ‘sol’(S), ambas iguales a
%) Denotamos los resultados sucesivos de los lanzamientos como w = wiwsws... (w,, es el
resultado del n-ésimo lanzamiento).

13



CAPITULO 2. MOVIMIENTO BROWNIANO

Definamos lo siguiente:
. —1 si wj = A
Xj o { 1 si wj; = S
k
My = 0, M, =YX, k=1,2, ... (2.2)
j=1
El proceso My (k = 1,2,...) es una caminata aleatoria simétrica. Dependiendo del
resultado de cada lanzamiento, se sube o baja una unidad (tamarno de salto igual a 1),
con cada una de las dos posibilidades igualmente probables. (Véase Figura 1).

M

5]

Lanzamiento
S

5]

Figura 1. Una trayectoria de la caminata aleatoria simétrica simulando 5 lanzamientos de moneda,
w=ASSSA.

s My, — My, |

Una caminata aleatoria tiene incrementos independientes si para enteros no negativos
0=ko <k <...<ky, las variables aleatorias My, — My,, My, — My, ...

ki1

son independientes.
Cada una de estas variables, My, , — M, = E X es llamada un incremento de la
J=k;i

caminata aleatoria.
)+ (=1)(3) = 0y B{X7} = (1)*(5)+(=1)*(3) = 1, Var{X;} = 1,

Como E{ X} = (1)(

1
2
kit1

ki1
B{My,,, — My} = { Xj} =Y EB{X;} =0,
J=ki
kit1

kit1
Var{M,,,, — My} = Var {Z Xj} = Var{X;} = ki1 — ki.
J=k; Jj=k;

Consideramos finalmente la variacién cuadratica muestral de la caminata aleatoria

J=ki

simétrica sobre el tiempo t:
t t
(M, M)y => (M — M) =) 1=t
7=1

j=1
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Note que Var{M,} = [M, M];.

Para seguir con el camino intuitivo para la definicién del movimiento browniano, se
define la caminata aleatoria simétrica escalada. Para un entero positivo n fijo,

1
Vn
De hecho, obtendremos un movimiento browniano en el limite cuando n — oo.

La caminata aleatoria simétrica escalada también tiene incrementos independientes.
Si0=ty <t <..< ty,son tales que cada nt; es un entero, entonces W™ (t;) — W™ (t,),
W (ty) — WM (ty), ..., WO (t,,) — W™(t,, 1) son independientes.

Si 0 < s <t son tales que ns y nt son enteros, entonces

WO ()= —M, , nteN, (2.3)

E{W"W (@) - WM (s)} = E {%Mm — %Mn} = %E{Mnt — M,,} =0,

Var{W™(t) =W (s)} = Var {%Mm — %Mn} = Var {%(Mm - Mns)}

1 1
= —Var{M,; — M,s} = —(nt —ns) =t —s.
n n
De igual manera, consideramos la variacién cuadrédtica muestral de la caminata aleato-
ria simétrica escalada en un intervalo [0, ]

nt

. . 2 nt 2
e, = 3 (word) - w ) =3 (o - M)
1

j:1 n n = n n \/ﬁ
nt 2 nt 2 nt
1 1 1
= > (=0 Mj—l)) = <_Xj) =) X7
Jj=1 (\/ﬁ Jj=1 " Jj=1 "

nt
1 1
= =) XP=-Y 1=t
n < n
J=1
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Ejemplo 2.2.1 La Figura 2 muestra la simulacion de una trayectoria de una caminata
aleatoria simétrica escalada W1 (t) en el intervalo [0,5]. Ejecutdndose 500 pasos (lan-
zamientos de moneda simulados), con un tamario de paso (ahora escalado) de —= y un

100
tamario de salto (también escalado) de 1—10.

wam

Figura 2. Caminata aleatoria simétrica escalada (n=100, T=5)

Distribucién del limite de la caminata aleatoria escalada W™ (t)
Resumiendo lo construido hasta el momento, se ha definido en (2.2) al proceso My = 0,

k
My, = > X; para k = 1,2,... a partir de un sencillo experimento con lanzamiento de
j=1

monedas; posteriormente, se define un nuevo proceso reduciendo el tamano de paso y
el tamano del salto, derivados por la particién del intervalo [0,7] en nT divisiones y
de la definicion de W™ (t) = \/iﬁ »¢ (caminata aleatoria simétrica escalada). De suma

importancia serd descubrir el comportamiento de la distribucién de W™ (¢) cuando n —
00.

Teorema 2.2.2 Sea t > 0, la distribucion de la caminata aleatoria simétrica escalada
W®(t) cuando n — oo evaluada en el tiempo t converge a una v.a. Y ~ Nor(0,t).

Demostracién. Para una v.a. con densidad normal con media 0 y varianza ¢ su
funcién generadora de momentos es

p(u) = E{e"™}

1 & %
_ (uy—%;)
= e 2t/
v 27?15/_00 4
u2
= e'7. (2.4)
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Por otro lado, si t es tal que nt € N, entonces la funcién generadora de momentos de
W™(t) es

o, (u) = B{eW"O) = Efeva) = F {exp{%Mnt}}
= E {exp{% ixj}} =K {ﬁexp{%){j}} = ﬁlE {exp{%Xj}}
] (%f . %f) _ (%f . %f> (2.5)

Ahora, resta demostrar que ¢, (u) — ¢(u), tomando logaritmos en (2.4) y (2.5), queda
mostrar que

u

1 w _u 1
log{p, (u)} = ntlog (§eﬁ + 3¢ ﬁ) converja a log{p(u)} = éuzt,

para ello, se aplica el cambio de variable x = \/Lﬁ

log(%e” + %e*”)
2 )

lim 1 — ¢ i
Tim log{e,, (u)} Jim, .

por la indeterminaciéon aplicamos la regla de L’Hopital, calculamos

0 1 1 5 5 0
| ~ux Zomur ) 2 2 2 2
or 8 (26 e ) SEUT 4 Zemue Yo" ©

para tener que

ur __ U ,—uxr
5€ t

eur 4 %e—“m) 2z—0+ x

Q]

u
2

lim lo u)} =t lim
presentdandose un nuevo caso de indeterminacién, y de nuevo se aplica la regla de L’Hopital,
calculamos
0 (u we U wx) u? u? 0
e —
2

dx\2° 2

y tener finalmente que

t 2 2 1
lim log{y, (u)} = = lim (u—e“JU + u—e_“””) = §u2t

2z—0+

como se deseaba. m
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2.3. Movimiento Browniano (MB)

A saber, muchas funciones tienen derivadas continuas por lo que su variaciéon cuadrati-
ca es 0, como se vio en el Capitulo I. En la seccién anterior se calculé la variacién cuadratica
muestral de la caminata aleatoria simétrica escalada, siendo ésta [W (™ W], = ¢. Intere-
sa esta cantidad para tamanos de paso muy pequenos y evaluar el limite cuando n — oo,
obteniéndose t. Las trayectorias del MB son especiales ya que su variaciéon cuadrética no
es 0. Esto hace al célculo estocdstico diferente al calculo ordinario y da origen al término
“volatilidad” presente en algunos modelos estocasticos (Véase [17]).

Se obtiene un MB cuando n — oo en el limite de W™(t) = \%Mnt, nt € N. El
MB hereda propiedades de la caminata aleatoria simétrica escalada. Esto conduce a la
siguiente definicién.

Definicién 2.3.1 Un Movimiento Browniano (MB) escalar estindar es un proceso es-
tocdstico {W, : t > 0} con las siguientes propiedades:

1.- Los incrementos sobre intervalos disjuntos son independientes y estacionarios:
510<1t <ty <..<ty,, lasv.a.’s Wy, =Wy, ..., Wy, — W, . son independientes y
tienen la misma distribucion.

2.- Si s < t, el incremento Wy — Wy del proceso sobre el intervalo (s,t] es normalmente
distribuido con media 0 y varianza t — s:

De manera abreviada, Wy — W, ~ Nor(0,t—s), o bien, Wy —Wy ~ /t — sNor(0,1).

3.- El proceso inicia c.s. en 0, es decir, P{{w : Wy(w) #0 }} =0.

4.- Las trayectorias de los procesos Wy son todas continuas c.s.

Para propdésitos computacionales es usual considerar el MB discretizado. Se muestra
a continuacién una simulacién del MB realizada en Mathematica 5, donde W; estara
especificada en valores discretos de ¢ y denotada como Wt].

Se hace la particién del intervalo [0, 7] en N partes (N € N) de tamario de paso 0t = T,
distancia comun entre los puntos de la particién, denotandose W; = Wt;| = W{[jot].

De la definicion de MB, W[0] = 0y Wiy, — W, = dW,,; ~ V6tNor(0,1). Una
ejecucién de tal simulacién se encuentra representada en la Figura 3.

Wit]

0.4 0.& 0.8 1

Figura 3. Movimiento Browniano simulado sobre el intervalo [0,1] (N=1000)
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2.3.1. Propiedades del MB

Proposicién 2.3.2 El MB {W,} tiene las siguientes propiedades, para reales positivos
S, t, t(), Al

1) {W,} es un proceso de Markov

2) BE{W;} =0

3) Var{W;} = BE{W?} =1t

4) Cov{W,, W} = B{W,W,} = min{s,t}

5) B{(W, = W,)*} = |t — 5|

6) E{W21} = 3t2

Demostracién. (1) Para demostrar que {W;} cumple la propiedad de Markov, ocu-
pando la caracteristica de independencia en los incrementos del MB tenemos que:

P{Wys a| Wy =wo, Wiy =wr, ..., Wy =ws}

P{Wis — Wy < a—ws | Wy =wy, Wi =wy, ..., Wy =ws}
P{Wi s — W < a—ws, Wy =wy, Wy =wy, ..., Wy =ws}
P{Wy = wo, W1 =wy, ..., Wy =w,}

= P{Wys — W5 <a—wy}

= P{Wis <a|W;=ws}

Por lo tanto {W;} es un proceso de Markov.

(2) Directamente del requisito 2) de la definicién de MB.
(3) Directamente del requisito 2) de la definicién de MB.
(4) COHlO COU{Wta Ws} - E{(Wt - E{Wt})(Ws - E{Ws}>} = E{Wth}
Para demostrar que E{W,W,} = min{s,t}, suponer que s < ¢, entonces:

Andlogamente para t < s.
(5) Para verificar que B{(W; — W,)?} = |t — 5],

E{(W; — W,)?} = B{W;*} — 2B{W, W} + B{W,?} =t — 2min{t, s} + s = |t — 5|

(6) Usando la funcién generadora de momentos de una v.a. normal W, ¢(u) =
exp{pu + %}, con = E{W;} =0yt =Var{WW;}, se encuentra que:

t 2
oW () = (32 + 6ut® + utth) exp{%}, ueR

evaluando en u = 0, se verifica que E{W/} = 3t>. =
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Ejemplo 2.3.3 (Movimiento Browniano Geométrico)

Considérese la funcion G(W,) = e"*2"* | donde {W,} es un MB. Se simulan 1000 trayec-
torias de G(W;) sobre el intervalo [0,1] dividida en 500 subintervalos. En el siguiente
grafico se muestran solo 10 trayectorias de G(W,).

También se grafica la media muestral de G(Wy) para las 1000 trayectorias, curva repre-
sentada en el grafico en azul.

Ademdas, como Wy ~ Nor(0,t), su f.g.m. es oy, (u) = E{e"} = ez se tiene que
E{G(W,)} = B{e!t2W'} = e'B{e2"} = ¢te2!(3)” = e8', curva representada en rojo.

G (W (s}

I 1 1 I I =
o.2 0.4 0.€& 0.8 1

t+%Wt

9

Figura 4. Simulacién de trayectorias de G(W;)=e sobre el intervalo [0,1], su media muestral y es’
La importancia de la realizacién de este ejercicio es que G(W;) = 72" tiene la forma

de la solucién de una ecuacién diferencial estocdstica particular como se verd en la Seccion

4.3.
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2.3.2. Primera variacién y variacion cuadratica del MB

En este apartado se retoman algunos conceptos que brevemente se presentaron en el
capitulo anterior. Sea f : [a b] — R definida en el intervalo a < ¢t < b y supongamos que

T, = {a = to, t1, ..., tn_1,t, = b} es una particién de [a, b] , y con la norma de la particién
definida como || Hn Il= gnax (tiv1 — t;).
Para toda p > 0, se exi)fesa
n—1
Volfia:0, 1) i= 3 [F(tjn) = F()I7
=0

definimos la p-ésima variacién real de f en [a, b] como el sup V,(f;a,b,11,,).

Nuestro objetivo es investigar el comportamiento del limite de V,,(W; a, b,I1,,) con {W;}
un MB, y es de especial interés considerar los casos cuando p = 1 y cuando p = 2 que dan
origen a la primera variacién y a la variacién cuadratica del MB definidos anteriormente

(Véase [17]).
Teorema 2.3.4 Sea {W,} un MB definido en [a,b] y II, = {a = to,t1,....,tn_1,t, = b}

una particion del intervalo con || II,, ||= _fnax 1<ti+1 —t;)—0
Ve (W)= lim Vo(W;a,b,11,) = 1 Wi ., — =b—
QVi, (W) ”H}LIHYLO »(W;a, ‘HH”ILOZ Liom a,
se dice que el MB acumula variacion cuadrdtica a razon uno por unidad de tiempo.
n—1
Demostracion. Para iniciar, notar que Z [tiv1 — ti| = b — a, definamos entonces
i=0
n—1 n—1 n—1
2
Yo =S Wi, —Wol = (b—a) = (\th Wl = (i — ti)) -y x,
=0 i=0 i=0
donde X; !I/Vti+1 - W, 2 (tiv1 — t;) y note que
n—1 n—1
D IETS SETE DY
=0 75=0 1<j

por independencia de los incrementos del movimiento browniano E{X;X;} = 0 ya que
2
E{|Wti+1 - W } - ti+1 - ti; y

n—1
E(Y,’} = ) E{X7},
i=0
y calculando cada sumando
E{Xf} = E{( }Wti-kl - Wti - (ti-‘rl - ti>>2}
- E{ }Wtw—l - Wi 4} - z(ti—i-l - tl)E{ |Wti+1 -

B(tivs — ti)® — 2(tipr — t)* + (ti1 — t:)°
= 2ty — 1),

2

(ti1 —ti)?

%
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dado que el cuarto momento de una v.a Nor(0,t;1 —t;) es 3(tiy1 — t;)?.
Por lo tanto

n—

7=

n—1 1 n—1
E(Y,?} =Y B{X7} =2 (fir — ) <2 Ta || D (tira — ;) = 2(b—a) || 1L, || = O,
1=0 0 =0

cuando || IT,, ||[— 0, por lo cual se concluye que Y,, — 0 en L?; esto es, Vo(W;a,b,I1,,) —
b—a en L* cuando || 11, [|[— 0. =

Corolario 2.3.5 Sea {W;} un MB. Entonces W, W|p = W, Wlpom =T, para T > 0.

Teorema 2.3.6 Sea {W;} un MB definido en [a,b] y 11, = {a = to,t1,...,tn—1,t, = b}
una particion del intervalo con || II,, ||= ma 1(ti+1 —t;)—0

=0,...,n—
n—1
FV[a,b}(W) = ||1'[lian—>0V1(W; a,b, Hn) = HI:IHH—’OZZ_; ‘Wti-!—l — Wy, | = o0,

se dice que el MB tiene primera variacion no acotada sobre todo el intervalo de tiempo.

Demostracién. Suponer que W, tiene variacién acotada y que sup Vi(W;a, b) denota
la variacién total de W; en el intervalo [a, b]. Entonces se sigue que:

n—1 n—1
2
;(Wml — W) < max (Wi, =W, ZO Wi, — WA,
1= 1=
< dnax Wiy — Wa| sup Vi(W;a,b,11,),

como W, es continua c.s. en [a, b] es uniformemente continua en [a, b], por lo tanto,

max |W,,,, — W;,| = 0 cuando || I, ||— 0,
0<i<n—1
n—1
se concluye que W, . —W,)? — 0 c.s. lo cual es una contradiccién. m
1+1 3
i=0

Proposicién 2.3.7 Sea II,, = {0 = tg,t1, ..., t,_1,t, = T} una particion de un intervalo
finito [0,T], es decir, 0 =ty < t; <,....,< t,_1 < t, =T incorporando los cdlculos refe-
rentes a la variacion cuadrdtica del MB, se tiene que:

n—1

lim Wiy = Wy,)> =T.

I —0 4=

También, se puede calcular la covariacion cuadrdtica de Wy con t y la variacion cruzada
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de t consigo misma (o variacion cuadrdtica de t), que son:

n—1

Z(Wtj+]_ - Wtj)(tj+1 - t]) = 07

1m
II 0
a0 <=

n—1

lim tii1—t:)2=0.
|Hn_>0j§0( j+1 ])

— Wi )(tjpr —t5)] < max |Wtk+1 Wi |tz —t5),

Demostracién. a) Como |(W; o e

j+1

sumando sobre todos los j se tiene que

[y

n—

‘ (Wt]’ﬂ - Wtj)(tj+1 >’ < maX ‘Wtk+1 Wtk‘T7

0<k<n

<.
Il
o

como W, es continua,

lim  max |W;, , —W,|=0.
|[TIn || 0 0<k<n—1

n—1 n—1
b) Similarmente, como Zo(tj+1 —t;)? < g (tga1 — tx) 2; 1 —t) =[ IO, || T,
= =

tomando el limite cuando || I, ||[— O se verifica lo anterior. m

Se traducen los anteriores resultados como dW,dW; = dt, dW,dt = 0, dtdt = 0, resul-
tados fdcilmente recordados mediante la conocida tabla de multiplicacién de McKean:

X | dW, | dt
AW, | dt | 0
dt 0 0
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Capitulo 3

Integrales Estocasticas

Las trayectorias muestrales del MB no son diferenciables y no tienen variacién acotada,
no pueden ser integradas sobre si mismas que es su principal desventaja. De las nociones
de la integral ordinaria e integral de Riemann-Stieltjes requerimos introducir integrales
de la forma f W,dW, considerando primeramente sumas respectivas a una particién y por
supuesto limites.

En este capitulo se definird la integral estocdstica y las férmulas de Ito, andlogo es-
tocdstico a la regla de la cadena del cdlculo ordinario. Se desarrollard ademds la integral
de Stratonovich, herramienta alternativa muy utilizada para la solucién de ecuaciones
diferenciales estocésticas.

Dada una funcién h(t) apropiada, la integral fOT h:dt puede ser aproximada por las
sumas de Riemann

[y

n—

h(t;)(tje1 — t5), (3.1)

Il
o

J

con II, = {0 = tg,t1,...,tn—1,t, = T} una particién de un intervalo finito [0,7] donde
0=ty <t <,....<t, 1 <t,="T. Ademas la integral puede estar definida tomando el
limite de (3.1) cuando || II,, ||= max (tjy1 —t;) — 0.

iz

=1,...

De manera similar, las sumas de la forma

—_

n—

h(t)(W(tj11) = W(t;)) (3.2)

.
Il
o

T
podrian ser consideradas como aproximacion de la integral h;dW;. De esto, se dice que

0
se integra a h(t) con respecto al MB {W(t)} de 0 a T (Véase [4]).

25
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3.1. Sumas de It6 y sumas de Stratonovich

Consideremos entonces la suma de la forma

n—1

Z h(tj)<Wtj+1 - Wtj)? (33)
§=0
que por analogia a (3.1) puede ser considerada como una aproximacién de la integral

estocdstica fOT hidW;. Llamamos a las sumas definidas en (3.3) sumas de Ité.
Alternativamente a (3.3) se consideran sumas de la forma

n—1

(t + tﬂ“) Wiy — W), (3.4)

Jj=0

que también puede ser considerada como una aproximacién de la integral estocdstica
fOT h:dW;. Llamamos a las sumas definidas en (3.4) sumas de Stratonovich.

Consideramos el caso especial cuando h(t) = W (t), es decir, a partir de sumas del tipo
(3.3) y (3.4) construimos una aproximacion a la integral de W (t) con respecto a si misma.

Sumas de It6. Es posible evaluar exactamente las integrales estocdsticas aproximadas

mediante sumas de Ito utilizando la identidad a(b — a) = $(b? — a?) — 3(b— a)?,

n—1 n—1 n—1
1 1
Z Wtj (Wtj+1 - Wtj) = 5 (WtJ_H Wi) 2 Z(Wtj+l - Vth)z
j=0 j=0 j=0
n—1
- 9 T 0 9 tiv1 tj) -
j=0
n—1
Adt HHI,ILIHILOZ WeyWoyps =Wey) =3 lim Wi - l||1113f||ri<) O(Wtf'“ —W,)%, de donde
se tiene que:
T n—1 1
/O W, dW, = u nliffi OZ Wy, Wiy, — Wy,) = WT -5 (3.5)
j=0

De manera similar, si se evalia el integrando en el extremo derecho de cada intervalo,
n—1

ZWtj+1(Wtj+1 — W,,) vy utilizando la identidad b(b — a) = (b* — a®) + 3(b — a)* se

=0
n—1

T
obtiene que / WidW; = lim Z Wi, WtJ — Wt]) = %W% + %T. Lo anterior indica
0

IHnH—>0

que la integral estocéstica es sen31ble al punto donde se evalia. Las siguientes sumas son
consideradas evaluadas en el punto medio de los extremos izquierdo y derecho de cada
subintervalo teniendo algunas ventajas operacionales.
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Sumas de Stratonovich. De igual manera, es posible evaluar exactamente las in-
tegrales estocdsticas aproximadas mediante sumas de Stratonovich, con el inconveniente
de que W; debe ser evaluada en los puntos t = M, que se elimina descomponiendo a
W;++;1, como sigue:

2

W, + W, bivy — 1.
Wtj+tj+1 = T T + Nor O, g . (36)
B 2 4
La obtencion de los pardmetros 0 y (t”il—_tj) se obtienen de las siguientes identidades:
W, + W,
Wtj+tj+1 = % + NOT(N, 0-2)
2

2Whsrn = Wy, + Wy, +2Nor(p,0°)
Wi —2Wi, = Wi, =Wy, + 2Nor(u,c?)
2(Wejttjn — Wy,) — (I/thJrl —Wy,) = Nor(2p,40%).
2

Se calcula la esperanza y la varianza de ambos miembros de la ecuacién anterior:

2 = BR(Wern —W,) = (Wi, = W)}

- QE{Wtj+tj+1 - Wt]} — E{Wt - Wt]} — 0
2

Jj+1

4% = Var{?(W% - Wy,) = Wy, =Wy}
= 4Va7’{Wt-+tj+1 - Wt]-} + V(W{Wtﬁl - Wtj} - 4COU{WM - Wtj’ Wtj+1 - Wtf}
2
t +t]+l

I
W

- tj) + (t]-‘rl ) 4E{(Wt +t]+1 Wtj)(Wtj+1 - VVt]>}
tj1 —t]) 4E{<Wtj+;j+1 Wtj)(V[/tj+1 W’fﬁ;jﬂ +Wtj+;j+1 - Wtj)

("=
= 3<t3+1 - tj) 4E{<Wtj+;j+1 - Wtj)(Wt - Wtj+;j+1 )} - 4E{(Wtj+;j+1 - Wt~)2}
(t

j+1 J
= 3(tj+1 — j)—4E{(W%—Wtj)2}
tiiq —ts
= 3(tj+1—fj)—4(%)
=ty —
Wt +Wt

L+ Nor(0, —t”il_tj).

Por lo tanto, Wi, +¢,,, =
2

De la igualdad (3.6) podemos encontrar una aproximacion de la integral fOT Wi dW; en su
version Stratonovich, (denotada fOT WiodW,), definiendo AZ := Z; ,, —Z;, ~ Nor(0, tj%[tj),
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construyendo las sumas de Stratonovich y posteriormente usando limites.

n—1 n—1
W, + W, .,
Z W‘j+gj+1 Wiy =Wy) = (% t Zyjp — th) (Wi = W3)
§=0 §=0
1 n—1
= ) (Vth + Wtj+1)<Wtj+1 - Wtj)
=0
n—1
+ (thﬂ - th)(Wth - Wtj)
§=0
1 n—1
= SWE = W5) + > AzZAW
j=0
n—1
= —WT + > AZAW.
7=0
n—1 n—1
Ast, lim Wi Wy, — Wy) = & lim W2 — lim AZAW, de donde se
|Hn"0jzo %( 2 t]) 2|f, =0 T HHRHOZ
tiene que:
T n—1 1
/ Wt o th ”HhIHn 0 W, +tj+1 (thJrl — Wtj) = §W72-v (37)
0 nll—

Observacion: Algunos autores prefieren una definicién casi equivalente para la inte-
gral de Stratonovich basada en la suma

[y

N | =

n—

(h(t;) + h(tj42)) (Wi — Wiy),

<.
Il
o

ya que la v.a. residual en (3.6) tiene media 0 y varianza muy pequena, (Véase [4]). Con
esta nueva definicion, los célculos para la obtencién de la integral estocédstica en su versién
Stratonovich es:

[ay

N | —
,_.

n— n—

1
(Wtj + Wtj+1>(Wtj+1 - Wtj) = (VVt2j+1 - Wtz) = §(W Wt%) WT?

1
24

<
Il

o
<.
Il

o

tomando limites se llega de igual manera a que:

n—1

T
) 1
/ Wi odW, = HHhTIn 0 §(Wtj + Wtj+1>(Wtj+1 - Wtj) = _W%'
0 nl—0 =5
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Ejemplo 3.1.1 Considérense los procesos Xi(t) = fOT Wi dWy y X(t) = fOT W, o dW,,
versitones Ito y Stratonovich respectivamente. Para calcular aproximaciones de dichas in-
tegrales se realizan sumas sobre la particion del intervalo [0,10] con n = 210 divisiones,
siendo || I1,, ||= 6t = 10/2°. La Figura 5 muestra sélo una trayectoria de tales procesos
para la misma muestra browniana, y se analizan los errores correspondientes.

is5 |

i+

ru 1 1 1 bt
2 4 € W 10

-z2.5 |

Figura 5. Trayectoria del proceso fOT Wi dWy (azul marino) y del proceso fOT Wy o dWy (azul claro)

Version Itd

T 2101
/ WdW, ~ Y W, (W,,, — W) = 0.736404
0

j=0
r 1, 1
0
Errorps = 0.025081.

T idn S o
T 2101
/ WyodW, = Y Wi (Wi, —Wy,) = 5.68586

T
1
/ W,o0dW, = §W% = 5.761485
0
Errorsiatonoviecn, = 0.07563.
Noétense la diferencia y similitud entre las trayectorias de ambos procesos, tal diferencia

se eliminard agregando un término de correccion que relacionard las versiones de It y de
Stratonovich para integrandos en general y que se deduciré al final de este capitulo.
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3.2. Integral estocastica de Ito

Ahora, haremos una mezcla entre un movimiento browniano {W;} y una filtracién
{F: 1 a <t < b} satisfaciendo las condiciones siguientes:

a) Para cada t, W; es F;-medible.

b) Para algin s < ¢, la v.a. W; — W es independiente de la o-dlgebra F.

Notacién 3.2.1 Por convencion, usamos L2,([a,b] x Q) para denotar el espacio de todos
los procesos estocdsticos f(t,w), a <t < b,w € ), satisfaciendo las siguientes condiciones:
a) f(t,w) es adaptado a la filtracion {F;},

b) [PB{|f(t)} dt < 0.

Definiremos a continuacién formalmente la integral estocdstica

/ Fo) aw; (3.8)

para f € L2,([a,b] x Q) en tres pasos (Véase [8]):

e Paso 1. Se define la integral estocdstica para un proceso estocdstico escalonado en
£2,((a, 8] x Q).

e Paso 2. Se prueba un lema de aproximacién mediante una sucesién { f,,(t)} de funciones
escalonadas aproximdndose a una funcién f € L2 ([a,b] x Q).

e Paso 3. Se define la integral estocdstica para un proceso estocdstico general.

PASO 1 f es un proceso estocastico escalonado en L2 ,([a,b] x Q).
Suponga que f es un proceso estocdstico escalonado dado por

Fltw) = 3 €4(w) T (1) (3.9)

=0

donde ¢; es F;,-medible y E{¢}} < co. En este caso definimos

I(f) = Zéi(W(tiJrl) — W (t;)). (3.10)

Se puede ver que I(af + bg) = al(f) + bl(g), para a,b € R y procesos estocasticos
f v g. Ademds tenemos el siguiente lema:

Lema 3.2.2 Sea I(f) como en (3.10),

E{1(f)} = 0 (3.11.a)
E{|I(N*} = [JE{If®)[*}d. (3.11.b)
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Demostracién. Para cada 0 < i <n — 1 en la ecuacién (3.10),

B{& (W (tir) —W(t))} = BE{E{&GW (tiza) —W(E)) | Fe.}}
= B{GE{W (tiva) — W(t) | Fo.}}
= B{E{W (tisa) — W(t:)}}
= 0. (3.12)
De aqui que E{/(f)} = E {i &EW (ti1) — W(ti))} = 0.
Por otra parte =
Z 665 (W (tis) = W (L)) (W (tye1) — W(L,)). (3.13)

Por un lado, note que si i # j, digamos ¢ < j,

B{:&; (W (tiga) = W(t)) (W (tja) — W(E))}
= B{E {&&(W (ki) = W(t:)) W(tj) = W(t5)) | Fi, 3}
= B{&&;(W(tisa) = W(t:)) BAW (tj11) = W(t)) | 7, )
= 0. (3.14)

y EA{W(t;n) —W(t) | F,} = B {W(tjs1) — W(t;)} = 0, como se vio anteriormente.

Por otro lado, para ¢ = j, tenemos

E{& (W (tin1) = W ()"} = B{E {&W(tir1) — W(t:))* | F }}
= B{GE{(W(tir) = W(t:)*}}
= E{£2( i1 —ti)}
(tiv1 — t:)B{&F}. (3.15)

Se sigue de las ecuaciones (3.14) y (3.15) que E{ |I(f)|*} = fabE{ |f()[}dt. m

PASO 2 Un lema de aproximacién.
Necesitamos probar un lema de aproximacién para poder definir la integral estocds-
tica fab f(t) dW; para un proceso estocdstico general f € L?,([a,b] x Q).

Lema 3.2.3 Supongamos f € L2,([a,b] x Q).
Entonces existe una sucesion {f,(t) : n > 1} de procesos estocdsticos escalonados
en L2,([a,b] x Q) tal que

b
lim E{|f(t) — fu(®)]? }dt = 0. (3.16)

n—oo
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Demostracién. Dividiremos la prueba en casos especiales y el caso general.

Caso 1) Cuando E{f(¢)f(s)} es una funcién continua de (t, s) € [a, b]>.
En este caso, sea II,, = {to,t1,...,tn_1,t,} una particién de [a,b] y definimos un proceso
estocastico f,(t, w) como

folt,w) = f(ti,w),  t<t<tin (3.17)

Entonces {f,(t,w)} es una sucesién de procesos estocdsticos escalonados adaptados. Por
la continuidad de E{f(¢)f(s)} sobre [a, b]?, tenemos

lim B{|f(t) - f(s)I"} =0, (3.18)
que implica que para cada t € [a, b],

Tim B{|£(1) — £,(8)} = 0. (3.19)
Ademss, usando la desigualdad | — 8]* < 2(|oe|> + |3|°) obtenemos

L) = fuOF <20/ OF + 1 fa(6)]). (320)

Por lo tanto, para todo a <t < b,

E{|/(t) = fu(O)[}

2 B0} + E{ ()}
4 sup B{|f(s)}. (3.21)

a<s<b

<
<

Por consiguiente, de las ecuaciones (3.19) y (3.21), podemos aplicar el Teorema de Con-
vergencia Dominada de Lebesgue (Véase [15]) para concluir que:

lim [ B{|f(t) — f.(t)]*}dt = 0. (3.22)

n—oo

que es lo que se querfa demostrar en (3.16).
Caso 2) Cuando f es acotada.
Definimos un proceso estocdstico g, por

Gu(t, W) = /0 " f (t . % w) dr. (3.23)

Note que g, es adaptado a F; y f;E{]gn(t)|2}dt < 00.
(a) Para cada n, E{g,(t) gn(s)} es una funcién continua de (¢, s).
Para probar esto, ponemos u = t — ~ para reescribir g, (¢, w) como

t
gn(t,w) = / e f(u, w)du (3.24)
que puede ser usado para verificar que

lim B{g,(t) — gn(s)*} = 0. (3.25)
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b
(b) / E{|f(t) — go(t)’}dt — 0 cuando n — oco.

Para (i)robarlo note que:
£ =ant) = [ (0= 6= D) (3.26)
donde f(t) =0 parat < a.

Como e~ 7 es una funcién de densidad sobre [0, 00), podemos aplicar la desigualdad de
Schwarz para obtener

\ﬂw—%@FsﬁweT

// ‘TE{‘f t——))}det
- [ ([e{lo-se-ia}) o

_ /OooeTE{/ab f(t)—f(t—%)rdt} dr.  (3.28)

Como f se asume acotada, tenemos

’

cuando n — oo. Entonces (b) se sigue de las ecuaciones (3.28) y (3.29).
Ahora, por (a) podemos aplicar el Caso 1) a g, para cada n y asi obtener un proceso
estocdstico escalonado adaptado f, (¢, w) tal que

2

dr. (3.27)

T

ORI

Ademas,

IN

[ BUS® - gult)? e

2
dt -0, cs. (3.29)

f(tf)_f(t_%v')

b
1
[ Bllontt) - £yt < - (3.30)
Por (b) y la ecuacién (3.30) tenemos
b
lim | B{|f(t) — fu(t)|"}dt = 0, (3.31)
que completa la prueba del segundo caso.
Caso 3) El caso general para f € L?,([a,b] x Q).
Sea f € L?,(|a,b] x Q). Para cada n, definimos
_ ] ftw) st |f(t,w)] <n,
gn(t,w) = { 0 si|f(t,w)] > n.

Entonces, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue (Véase [15]),

/ B{|f(t) — gu()}dt — 0,  cuando n — 0. (3.32)
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Ahora, para cada n, aplicamos el Caso 2) sobre g, para tener un proceso estocdstico
escalonado adaptado f,(t,w) tal que

b
/ B{galt) — fult) )t < - (3.33)

La ecuacién (3.16) se sigue de las ecuaciones (3.32) y (3.33), y queda probado el lema. m

PASO 3 Integral estocdstica f;f(t)th, para f € L?,([a, ] x Q).
Usamos lo probado en los Pasos 1 y 2 para definir la integral estocdstica

[P F()aws, fe L2 ([a,b] x Q). (3.34)

Aplicando el Lema 3.2.3 del Paso 2, para obtener una sucesion { f,,(t,w) : n > 1} de
procesos estocdsticos escalonados adaptados tal que se satisfaga la ecuacién (3.16).
Para cada n, I(f,) estd definida por el Paso 1. Por el Lema 3.2.2 del Paso 1 tenemos

B{1(f,) — I(fu)} = / B{|fa(t) - fu(®]}dt — 0,  cuando n,m — co.

(3.35)
Entonces la sucesién {I(f,)} es una sucesién de Cauchy en L?(2). Definimos

I(f) = lim I(f,), en L*(Q). (3.36)

n—oo

Asi, I(f) queda bien definida.

Definicién 3.2.4 El limite I(f) definido en la ecuacion (3.36) es llamada la Integral
de It6 de f y es denotada por fff(t)dW(t)

3.3. Propiedades de la integral de It

La integral de Ito I(f) estd definida para f € L2,([a,b] X ), y el mapeo I es lineal,
i.e. para a,b € Ry f,g € L?,([a,b] x Q),

I(af +bg) =al(f)+bl(g) (3.37)

Claramente el Lema 3.2.3 es vélido para f € L?,([a, b] X Q), y se precisa en el siguiente
teorema.

Teorema 3.3.1 Suponga que f € L2,([a,b] x Q). Entonces la integral de Ito I(f) =
fabf(t)dW(t) es una v.a. satisfaciendo que

E{I(f)} = 0 (3.38)
b
B{I(/)}} = / B{ ()} dt. (3.59)
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Por el inciso (3.39) del teorema anterior, se dice que la integral I : L2,([a,b] x Q) —
L*(2) posee la propiedad de isometria de Ito.

Corolario 3.3.2 Para cualesquiera f, g € L?,([a,b] x ), se satisface la igualdad

E { / ') aw, / o) th} _ / "B{F(0)g(0)) dr. (3.40)

Demostracion. Por linealidad, se observa que (I(f+9))* = I(f)*+21(f)I(g)+1(f)?,
aplicando esperanza y la propiedad de isometria de It se tiene que

B+ 10)P) = [ B +gle)?)de
B{I(/P1+2B{()T(9)) + E{I(0P) = | (B} + 2B{/(09(0)) + Blg(e) D

I(f)* + 2B{I(f)I(9)}+1(g)’

b
F(t)? +2 / E{f(1)g(t)}dt + g(t)?

b
de donde se obtiene que B{I(f)I(g)} = / E{f(t)g(t)}dt

que es a lo que se pretendia llegar. m

Sea f € L?,([a,b] x Q). Para una particién II, = {to,ty,...,t,} del intervalo [a,b],
definimos las sumas de Riemann de f con respecto a W, por

D SE) W (tin) = W (k). (3.41)

Es natural preguntarse si la sucesién de sumas de Riemann converge a la integral de
Ito fabf(t)dW(t) Asumimos que E{f(t)f(s)} es una funcién continua de t y s. Se define
el proceso estocdstico f,, como se hizo anteriormente

fult,w) = f(t;,w), t; <t <ti,

Como se mostrd en el Caso 1 del Lema 3.2.3 tenemos

lim [ B{|f() — fu(t)}dt = 0.

n—oo

Asi que, por la ecuacién (3.36)

b
[ raw = lm 15 en 22@).

Pero por la ecuacién (3.10), I(f,,) estd dada por

I(f,) = anui)(W(tim—W(ti))

= Zf(tz)(w(tz-H) - W(t)),
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que es exactamente la suma de Riemann de la ecuacién (3.41). Entonces hemos probado
el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3 Suponga que f € L?,(|a,b] x Q) y suponga que B{f(t)f(s)} es una fun-
cion continua de t y s. Entonces

[T | —0

/ FOAW, = Tim ST FE)V (tr) - W), en L),

donde 11,, = {to, t1, ..., 1, } €s una particion de [a,b] y || I, ||= _max 1(ti+1 —t;).

.....

3.4. Formula de 1t

En el cdlculo ordinario, una regla bésica de derivacién es la regla de la cadena utilizada
para obtener la derivada de f(g(t)). Si f y g son funciones diferenciables, entonces f(g(t))
es diferenciable y su derivada es:

d

2 la(®) = f"(a(t)g' (@),

en términos del Teorema Fundamental del Célculo esto equivale a

Flgt) = flg(a)) = [1f'(g(s))g'(s)ds.

El célculo de Itd trata con funciones aleatorias, es decir, procesos estocdsticos y la
férmula anterior no funciona. Si W (t) es un MB, la igualdad < (f(W (t)) = f' (W (t))W'(t)
no tiene sentido ya que las trayectorias de W (¢) no son diferenciables.

Consideremos entonces una particion II,, = {¢o,t1, ..., t_1,t,} de [a, t]. Tenemos que:

n—1
FOV(®) = f(W (@) = > {f(Wp,) = F(Wi)} (3.42)
i=0
Sea f dos veces diferenciables y f” continua, por la expansién de Taylor se tiene que:

F(@) = Flan) = £ o) @ — o) + 5 (w0 + Mz — 0)) (& — w0,

donde 0 < A < 1. Aplicdndose a la ecuacién (3.42) queda

n—1 n—1
f(Wt) - f(Wa) = Z f,<Wti)<Wti+l - Wtz) + % Z f,/(Wti + )‘i(Wti-H - Wti))(Wti+l - Wti)27
=0 1=0

donde 0 < \; < 1y Wy = W(t) como se ha venido manejando.
Para el primer sumando se tiene que

fim | 3 7OV Wiy = Wi) = [ POV )W,
=0 a

T || —0
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y para el segundo sumando

n—1 t
||HhIHn 0 Z f//(Wti + /\<Wti+1 - Wti))(Wti+l - Wti)2 - / f//(WS)dsa
=0 a
lo anterior se traduce en el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1 Sea f(z) una funcién de clase C?. Entonces

t 1 t
£V = £V = [ rovaw,+ 5 [ vy (3.43)
donde la primer integral es una integral de Itd, y la seqgunda es una integral de Riemann.

Ejemplo 3.4.2 Sea f(x) = e*. Aplicando la férmula de It6 (3.43)

t t
1
eVt — Wa — / eVsdW, + 5/ eWSds,

podemos reescribir

t 1 t
/ eVedW, = eVt — o — 5/ eVsds.

Férmula de It6 ligeramente generalizada
Si f(t,x) es una funcién de t y x, y * = W,. Se presenta una generalizacién de la
férmula de It para el proceso f(t,W;) enunciado en el siguiente teorema:

Teorema 3.4.3 Sea f(t,x) una funcion continua con derivadas parciales fy, fo Y fou
continuas. Entonces

1t Wt)—f(a,Wa):/atfz(s,Ws)dWer/at (ft(s,Ws)nL%fm(s,Ws)) ds.  (3.44)

Ejemplo 3.4.4 Sea f(t,z) = tz?. Se tiene que f; = 2%, f, = 2tz y for = 2t, aplicando
la formula de It6 (3.44) se tiene que

t t t
W2 — OW2 = / W2ds + 2 / sWdW, + / sds,
0 0 0

podemos reescribir

Férmula de It6 en la forma general.

Por conveniencia, utilizamos L,4(€2, L[a, b]) y L.a(2, L?[a,b]) para denotar el espacio
de todos los procesos estocdsticos f(t) {F;}—adaptados tales que f; lf(t)|dt < ooy
ff |f(t)|* dt < oo, respectivamente.
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Definicién 3.4.5 Un proceso de Ité es un proceso estocdstico de la forma
t t
Xy =Xo+ / a(s)ds —I—/ b(s)dWs, 0<t<b,
0 0
donde Xy es Fo—medible, a(s) € L,q(, L'a,b]) y b(s) € Laa(2, L?[a, b]).

Una forma mds simple de reescribir la forma del proceso de It es mediante la ecuacion
diferencial estocdstica (EDE):

El siguiente teorema da la forma general de la férmula de Ito:

Teorema 3.4.6 Sea X; un proceso de Ité dado por
t t
Xe=Xo+ / a(s)ds + / b(s)dWs, a<t<b

Suponga que 0(t, z) es una funcion continua con derivadas parciales 0y, 0, y 0., continuas.
Entonces 0(t, X;) es también un proceso de Ité y

00, X0) 00 %) = [ 045, X)b(s)dW, (5.45)

+/: <9t(s,Xs) +0.(s, X5)a(s) + %ezz<sts>b(8)2) ds.
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3.5. Integral estocastica de Stratonovich

Las integrales estocdsticas en aplicaciones son frecuentemente tomadas en el sentido
Stratonovich. Este cédlculo es disenado de tal manera que sus reglas bésicas tales como la
regla de la cadena e integracion por partes son las mismas existentes en el cdlculo ordinario.
Aunque las reglas de manipulacién son las mismas, sus célculos son muy diferentes.

Una definicién directa de la integral estocdstica de Stratonovich de algin proceso {Y;}
como integrando, denotada por fOT Y, 0 d X, se obtiene tomando el limite de las sumas de
Stratonovich, (Véase [5], [2]):

i
L

)(th+1 - th)7

(Y, +Y;

Jj+1

Il
o
DN | —

J

cuando || II, [|= . max_ 1(tj+1 —t;) — 0 con I, = {0 = to,t1,...,t,—1,t, = T} una

[RRE!

particiéon de un intervalo finito [0,7] donde 0 =ty < t; <,...,< t,_1 < t, = T. Una
definicién alternativa de la integral estocéstica de Stratonovich es dada usando la integral
estocdstica de Ito.

Definicién 3.5.1 Sean X y Y procesos adaptados continuos tales que la integral estocds-
tica de Ito fOT Y;dX; esté definida. La integral de Stratonovich estd definida por

t t
1
/YsodXS:/stXer—[Y,X]t.
0 0 2

La forma diferencial de Stratonovich estd definida por
1
Y, 0dX; = YidX; + id[Y, Xl

A continuacién, se enuncian algunas propiedades de la integral de Stratonovich anélo-
gas al cdlculo ordinario, que ayudardn a encontrar la férmula de correccién del coeficiente
de tendencia, 1itil para trasladar de una integral estocdstica de It6 a una de Stratonovich y
viceversa. Servird para resolver ecuaciones diferenciales estocésticas (EDE’S), de la forma
dX; = a(t, X;)dt + b(t, X;)dW,, donde a(t, X:) y b(t, X;) se conocen como coeficiente de
tendencia y coeficiente de difusion respectivamente y de la cual se tratard extensivamente
en el siguiente capitulo.

Integracién por partes: Regla del producto de Stratonovich

Teorema 3.5.2 Dados los términos definidos anteriormente, se tiene que:

XY (1) = X(O)Y(0) = /x o dY, +/Y o dX,
dXY)) = X(t)odY;+Y(t)odX,
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Demostracién. Aplicando directamente la regla del producto estocéstico,
AXY) = X(dYs+Y (X, +d[X, Y],
1 1
= X(t)dY; + §d[X, Y]+ Y(t)dX, + §d[X, Yl
= X(t)odY; +Y(t)odXy,

resultado que se deseaba encontrar. m
Cambio de variables: Regla de la cadena de Stratonovich
Teorema 3.5.3 Sea X continua y f tres veces continuamente diferenciable, entonces
1)~ 1(X0) = / F/(X) 0 dX.,
df(Xt) == Xt O dXt

Demostracion. Por la definicién de integral estocéstica, es

7o) - 506 = | ).

Queda verificar entonces que df (X;) = f'(X;) o dX;.
Por un lado se tiene que, aplicando la férmula de Ito:

A (X) = F(X)AX,+ 5 (X)X, X,
Por el otro, utilizando la definicién diferencial de la integral estocastica de Stratonovich:
f(Xy) 0dXy = f/(Xy)d Xy + %d[f’(X),X]t.
Por lo que tinicamente queda demostrar que f”(X;)d[X, X|; = d[f'(X), X];.

Para esto, sea Y; = f’(X;), aplicamos la férmula de It a ésta

4Ye = df'(X0) = [(X)dX, + " (X)X, X

El resultado anterior servird para calcular

d[f'(X),X], = dY,X], =dY,dX, = (f”(Xt)dXt + 1f”’( X,)d[X, X], ) dX,

= f(Xy)dXd X, + 1f’"( X,)d[X, X],dX,

= f (X)d[X7X]t7

que era lo que se necesitaba. ®
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Conversion de EDE’s Stratonovich a EDE’s Ito6

Teorema 3.5.4 Suponga que X, satisface la siguiente EDE en la version Stratonovich
dXt = (I(t, Xt)dt + b(t, Xt) O th,
con b(t, X;) dos veces continuamente diferenciables. Entonces X; satisface la EDE de It6
1
dXt = (a(t, Xt) + §b(t, Xt)b/(t, Xt))dt + b(t, Xt)th

Ast, el coeficiente de tendencia de It6 es a(X;) 4+ 3b(X,)V'(X;) y el coeficiente de difusion
de Ito es el mismo b(t, Xt).

Demostracion. Por la definicién de la integral de Stratonovich, X; satisface
1
dXt = G(Xt)dt + b(Xt)th + §d[b(Xt>, W]t

Dado que [b(X;), W], es un proceso de variacién finita, se sigue que X; resuelve una EDE
de difusién con el mismo coeficiente de difusién b(X;). Calculando formalmente, tenemos

d[b(Xy), W], = db(Xy)dW;.
Aplicando la férmula de Ito
db(X,) = ' (X,)dX, + %b”(Xt)d[X, X1,
se sigue de la definicién de la integral de Stratonovich que
d[X, W], = dX dW, = b(X,)dt.
Por lo tanto:
d[b(Xy), W]y = db(Xy)dW; = b'(X;)d X dW, = b (Xy)b(X})dt.

El resultado se sigue de inmediato sustituyendo. m

Resumiendo, se tiene

Conversion Stratonovich a Ito
dXt = a(t, Xt>dt + b(t, Xt) @) th

1
dXt = (a(t, Xt) + 5b(t, Xt)b,(t7 Xt>) dt + b(t, Xt>th

Siguiendo un desarrollo andlogo al anterior, también se tiene

Conversion Itdé a Stratonovich
dXt = (Z(t, Xt)dt + b(t7 Xt)th

dX,

1
<Cl(t, Xt) — §b(t, Xt)b/(t, Xt)) dt + b(t, Xt) o th
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Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales Estocasticas
y Métodos de Aproximacion
Numérica

Uno de los problemas mds importantes en la ciencia y en la industria (ingenieria, ad-
ministracion, finanzas, ciencias sociales) es el andlisis del comportamiento de una cantidad
subyacente en sistemas gobernados por entes estocdasticos. El término cantidad subyacente
describe aquel objeto cuyo valor se conoce en la actualidad pero estd sujeta a cambios
en el futuro. Algunos ejemplos comunes son, el nimero de células cancerigenas, precios
de acciones de companias, precios de minerales, petréleo, etc. Dichos sistemas suelen
ser representados mediante ecuaciones diferenciales, que bajo el influjo de perturbacién
aleatoria como volatilidad del sistema, resultan ser ecuaciones diferenciales estocésticas.

Debido a la imposibilidad de encontrar soluciones explicitas a ciertas ecuaciones dife-
renciales estocdsticas, los métodos deterministas se extienden al caso estocdstico. En este
capitulo se revisan tres métodos de aproximacion de soluciones.

4.1. Ecuaciones diferenciales estocasticas
Una ecuacion diferencial estocdstica (EDE) escalar es una ecuacién de la forma:
dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th7 (41)

definida para valores de ¢ en un intervalo [0, 7], donde a y b son funciones escalares con
condicién inicial la v.a Xj. La incégnita en esta ecuacién es el proceso X;. Los coeficientes
a(t, X;) y b(t, X;) se conocen como coeficiente de tendencia y coeficiente de difusion res-
pectivamente, éste tltimo acompanado por un proceso de Wiener.

Es usual reescribir (4.1) en forma integral como:

t t
Xy = Xo+ / a(s, Xs)ds + / b(s, Xg)dW,, 0<t<T. (4.2)
0 0

La primera integral de (4.2) es una integral de Riemann, mientras que la segunda es una
integral estocdstica de It6. La soluciéon X; es una variable aleatoria para cada t.

43
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A los procesos de la forma (4.2) se le llaman procesos de Ité, y asi como en el caso
determinista, para que tengan solucién, los coeficientes deben cumplir algunas condiciones.

Teorema 4.1.1 (Ewistencia y unicidad) Si los coeficientes a(t,z) y b(t, z) de la ecuacion
(4.1) satisfacen la condicion de Lipschitz en «,

|Cl(t, l‘) - (I(t, y)|2 + |b(t7 :B) - b(tay)|2 < K|l‘ - y|2
y la condicion de crecimiento en x,
la(t, 2)* + [b(t, 2)]* < K (1 + [2[*)

para alguna constante K > 0, entonces existe un proceso estocdstico X; solucion de (4.1)
que es adaptado, continuo y con supo<i<rB{X?} < 00, y tinica en el sentido de indistin-
guibilidad. (Véase [7], [12]).

4.2. Convergencia fuerte y convergencia débil

La solucién obtenida por los métodos de aproximacién que se enunciardn posterior-
mente y la solucién exacta (cuando se tiene una solucion cerrada) son mds cercanas cuando
At se hace muy pequeno. Teniendo en cuenta que X,, (método numeérico) y X (¢) (solucién
cerrada) son v.a’s necesitamos precisar la nocién de convergencia y poder decidir c6mo
medir esta diferencia.

Existen dos maneras de medir la precisién. La primera es la convergencia fuerte, para
problemas que involucran simulacién directa, donde es importante que las trayectorias de
la solucién numérica sean cercanas a la solucién exacta. La segunda es la convergencia
débil donde sélo es de interés la solucién en ciertos momentos (Véase [10]).

Definicién 4.2.1 Se dice que un método tiene orden fuerte de convergencia igual a
v si existe una constante C' tal que

E{|X, — X(t)|} < CA?,

para cualquier eleccion t = nAt € [0,T] y At lo suficientemente pequerio.
En nuestras pruebas numéricas, nos centraremos en el error en el punto final t = T.
Donde definimos el error en el punto final en el sentido fuerte como

eluerte .= B{| X, — X(T)|}, donde LAt =T. (4.3)

Definicion 4.2.2 Se dice que un método tiene orden débil de convergencia igual a vy
si existe una constante C' para toda funcion p tal que

[E{p(Xn)} — B{p(X(1))}| < CAL,

para cualquier eleccion t = nAt € [0,T] y At lo suficientemente pequeno.
Nos centraremos en el caso donde p es la funcion identidad. Donde definimos el error en
el punto final t =T en el sentido débil como

A= [B{X,} ~B{X(I)}|,  donde LAt=T. (44)
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Como interpretacién de las definiciones anteriores, decimos que si un método numérico
es convergente con orden 7y y el tamano de paso At es hecho k veces mds pequeno, entonces
el error de aproximacién decrece por un factor k7. Por ejemplo, si v = 1 y deseamos reducir
el error 100 veces, debemos hacer el tamano de paso 100 veces mds pequeno. Si y = 1/2
y deseamos reducir el error 100 veces, debemos hacer el tamanio de paso (100)? = 10000
veces mas pequeno.

Se exponen entonces métodos numéricos para resolver (4.1) para estimar la solucién
X; y compararla con la solucién exacta mediante estos indicadores.

4.3. Meétodo de Euler-Maruyama

El método Euler-Maruyama (EM) es uno de los métodos computacionales més simples
para la aproximacién de EDE’s, es el andlogo al método de Euler para ecuaciones dife-
renciales ordinarias. Desarrollamos brevemente este método para pasar al caso aleatorio
pensando en el problema general de valor inicial

dx
— =ua(t,z); cuando t =ty, x = xo,
dt
la sucesién de aproximaciones sucesivas puede ser expresada en términos de las siguientes
relaciones de recurrencia

Meétodo de Euler
tj+1 - tj + h
Tiv = &z + ha(t;, z;).

Pensemos ahora en un problema alterado por una perturbacién aleatoria, esto es:

d
d_:tU = a(t,x) + ruido aleatorio
d
== altx) +b(to)e(t),
dt
escrito formalmente como
dx (t,2) + bt )th
— =a(t,x T)——
dt ’ dt

multiplicando por dt se tiene
dx = a(t,z)dt + b(t, x)dW,

que tiene la forma (4.1).
Escrita ésta iltima en forma integral de 0 a T’

T T
Xr—Xo = / a(s, Xs)ds +/ b(s, Xs)dWs.
0 0

Podemos emplear métodos numéricos para obtener las aproximaciones

Tn+1 Tn+1
/ a(s, Xs)ds = a(1p, Xp)At y / b(s, Xs)dWs &= b(7y,, Xp) AWj41.
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Para construir la solucién aproximada de una EDE de la forma (4.1) sobre el intervalo
[0, T, primero se discretiza el intervalo en L partes (L € N). Sea At = T'/L el tamano
del intervalo de paso y 7; = jAt, j = 0,..., L. Nuestra aproximacién numérica X, serd
denotada por X;. El método de Euler-Maruyama aplicado a una EDE del tipo (4.1) queda
establecido mediante la siguiente férmula de recursion, (Véase[4]):

Xj+1 = Xj + CL(Tj,Xj)At + b(Tj,Xj)AVVj.;_l, j = O, 1, eoey L—1.

En este trabajo, se calculan las trayectorias brownianas discretizadas y se utilizan para
generar los incrementos AW,y = W(7;11) — W(7;) necesarios en la férmula recursiva
anterior. Por conveniencia, siempre elegimos el intervalo de paso At = 7,,1 — 7; para el
método numeérico como el entero R > 1 miuiltiplo del incremento §t para la trayectoria
que genere la muestra browniana, es decir, At = Rdt. Esto asegura que el conjunto de
puntos {t;} en cada trayectoria browniana discretizada contenga los puntos {7;} en cada
solucion calculada del método Euler-Maruyama. El método requiere de los incrementos
W(7;41) — W(T;) que estdn dados por

JR+R
W(rjp1) = W(r;) = W((j + 1)Rot) = W(jRot) = Y dWj. (4.5)
k=jR+1

Podemos entonces describir finalmente el método de Euler-Maruyama como

Método de Euler-Maruyama (4.6)
Xo = xo
At ROt = R(tjs1 —tj) =Tjy1 — T
Xiv1 = Xj+alr;, X;) At +b(7;, X ){W (7j41) = W(r;)}, Jj=0,1,..,L—1

El método citado anteriormente es del tipo explicito de un paso, por expresarse cada valor

Xj41 en términos de un tnico valor, el anterior, X;.

Apliquemos el método Euler-Maruyama a la EDE lineal auténoma siguiente, cuya
solucién es conocida como el Movimiento Browniano Geométrico (MBG) o Exponencial.

dXy = puXdt + o Xy dWs, Xo = o, (4.7)

donde 11 y o son constantes reales; ademds, a(X) = puX y b(X) = 0X en (4.2). Esta
EDE es de amplio uso en finanzas, como modelo de valuacién de activos en mercados
financieros sujetos a volatilidad. Se puede demostrar que la solucién exacta de (4.7) es

1
Xi = Xpexp {(,u — 502)15 + aWt} , (4.8)

para ello, compérense los coeficientes de dX; = uX,dt + 0 X;dW, con los de la férmula de
Ito dX; = fi(t, Xy)dt + fo(t, Xy)dW, + 3 1 f..(t, X;)dt obteniéndose las igualdades

Mf(t,[)?) = ft(th} + §fﬂcz(t7 I)
O'f(t,l') = fx(twr)’
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de la segunda ecuacién se obtiene que f(t,z) = exp{(cz + ¢(t)} para alguna funcién
g(t). Sustituyendo en la primera ecuacién se obtiene ¢'(f) = p — 30% cuya solucién es
g(t) = (1 — 20?)t. Por lo tanto la solucién de (4.7) es (4.8).

Se verifica también que:

E{X,} = E {XO exp{(p — %ﬁ)t + aWt}}

e {w - 1a2>t} E {exp{oi}}

1 1
= ZIgexp {(,u - 502)t} exp {5t02}

= xgexp{ut},

[\]

Var{X,} = Var {XO exp{ (11 — %ﬁ)t + O—Wt}}

_ slexp {2@ _ %ﬁ)t} Var {exp{oWi}}

= xjexp {Qw - %02#} (B{exp{20W,}} — (B{oW,})?)

— exp {2@ - %az)t} (exp{%t(20)2} - eXp{Q(%tJQ)})
= z7exp{2ut}(exp{c?t} — 1).

Si aplicamos el método Euler-Maruyama a dX; = puXdt + o X dWy, Xo = xo, las
ecuaciones (4.6) toman la forma:

Xo = 29
Xj+1 = Xj—f-[LXjAt—f—O'Xj{W(Tj_;,_l)—W(Tj)}, j20,17...,L—1.
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Ejemplo 4.3.1 Consideramos (4.7) con up = 2, 0 = 1 y Xo = 1 para encontrar una
solucion exacta de la EDE dX;, = 2X,dt + X, dW; y una aproximacion particular. Cal-
culamos una trayectoria browniana discretizada sobre [0,1] con n = 1000, siendo 0t =
Tloo = 0.001. Para fines visuales, aplicamos EM con R = 8, usando un intervalo de paso
At = Rét = 0.008 graficada en rosa.

Se calcula la solucion exacta (4.8): Xy = exp{%t + Wi} graficada en color azul.

De igual manera, como referencia, se grafica B{X;} = exp{2t}.

0.2 0.4 0.€ 0.8 1

Figura 6. Solucion EM (rosa) vs Solucion exacta (azul) vs Exp{2t}

Ahora, la intencién es generar m muestras brownianas para analizar las medias de las
m trayectorias simuladas y compararse sus errores con respecto a su solucién exacta. Lo
anterior se repite para distintos tamanos de paso At.

Ejemplo 4.3.2 Consideramos nuevamente la EDE dX; = 2X,dt + X;dW,.

Construimos m = 1000 trayectorias brownianas discretizadas sobre [0,1] con §t = 272 de
la solucion exacta X; = exp{%t + Wi} graficadas en color azul.

Para cada una de ellas, aplicamos el método de FEuler-Maruyama usando cinco diferentes
intervalos de paso At = Rot, con R=1, 2, 4, 8 y 16.

En ambos casos se registra el valor X que toma la trayectoria en el punto final T = 1.

En la Figura 7 se muestran tinicamente las primeras 4 trayectorias de las 1000 gene-
radas. Para cada una se grafica su solucién exacta (azul) y un juego de aproximaciones
(rosa) para 5 distintos At = Rt . Notandose que a menor At la aproximacién mejora.
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Trayectoria 1

15

125

I

Trayectoria 2

'

Trayectoria 3

3

0.z 0.2 [ 0.8

X(T)=29.3596

\

0.2 0.2 [ 0.8

X(T)=12.3985

'

0.z 0.2 0.& 0.8

X(T)=4.30315

3

0.z 0.2 [ 0.8

X(1)=28.9716

\

0.2 0.2 [ 0.8

X(1)=12.9751

5

0.z 0.2 0.& 0.8

X(1)=3.99435

"
[n
@

0.2 0.% 0.6 0.8

X(1)=29.1015

.

0.2 0.% 0.6 0.8

X(1)=12.9881

>

0.z 0.% 0.6 0.8

X(1)=4.08488

3

0.2 0.% 0.6 0.8

X(1)=28.5786

0.2 0.% 0.6 0.8

X(1)=13.6775

0.z 0.% 0.6 0.8

X(1)=3.83352

8

0.2 0.% 0.6 0.8

X(1)=27.9623

15

\,

.

0.2 0.% 0.6 0.8

X(1)=13.9107

B

0.z 0.% 0.6 0.8

X(1)=3.52836

0.2 0. 0.6 0.8

X(1)=23.15

0.2 0.% 0.6 0.8

X(1)=13.4703

0.z 0.% 0.6 0.8

X(1)=4.24449

N
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Trayectoria 4

N

0.z 0.2 0.& 0.8

X(T)=7.28384

5

0.z 0.2 0.& 0.8

X(1)=7.45537

0.z 0.% 0.6 0.8

X(1)=7.33192

\

0.z 0.% 0.6 0.8

X(1)=7.55825

\

0.z 0.% 0.6 0.8

X(1)=8.57781

0.z 0.8 0.6 0.8

X(1)=9.02617

Figura 7. Ejecucién de 4 juegos de trayectorias con distintos tamanos de paso.
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Se presenta un bosquejo tabular de cada X (7') obtenidos tanto por solucién exacta
como por el método de Euler-Maruyama, con R =1, 2, 4, 8 y 16.
Calculdndose también los promedios muestrales necesarios para m = 1000 trayectorias.

Tabla 1. Aproximaciones Euler-Maruyama

At =16t | At =20t | At =46t | At =8t | At = 166t

Trayectoria | X (7)) X, X, X, X, X,
1 29.3596 28.9716 29.1015 28.5786 27.9623 23.150
2 12.3985 12.9751 12,9881 13.6775 13.9107 | 13.4703
3 4.30315 3.99435 4.08488 3.83352 3.52836 | 4.24449
4 7.28384 7.45537 7.33192 7.55825 857781 | 9.02617
)

7.55322 7.5928 7.4941 7.54184 7.14715 | 7.30523

E{X;—1} =~ 7.2637 | 721684 | 7.17643 |  7.04259 6.9180 | 6.73926
edeh .= 1 0.046863 | 0.087265 | 0.221106 | 0.345699 | 0.524438
eluerte .= 1 0.187213 | 0.277741 | 0.455435 | 0.628695 | 0.922067

Se grafica error versus tiempo por comodidad en la escala loglog para el método Euler-
Maruyama, observdndose el orden de convergencia v ~ 0.5. Si requerimos disminuir el
error a la mitad, debemos hacer el tamano de paso cuatro veces menor. Si requerimos
disminuir el error 10 veces, debemos hacer el tamano de paso 100 veces menor.

Log[Errox]

-0.25
-0.5 -
-0.75 .

-1
-1.25 .

-1.5

Log[&t]
—€ -5.5 -5 -4.5 -4 -2.5

Figura 8. Visualizacién del orden de convergencia en Euler-Maruyama



4.4. METODO DE EULER-HEUN o1

4.4. Método de Euler-Heun

El método de Euler-Heun se deriva de una variacién del método de Euler-Maruyama,
como se verificard, tiene un orden de convergencia fuerte v = 1. Y ademads, las soluciones
que se generen mediante este método corresponderdn a EDE’s en el sentido Stratonovich;
pero que pueden trasladarse de una versién a otra modificando el coeficiente de tendencia
segin las conversiones vistas en la Seccién 3.5.

Asi, se describe entonces el método de Euler-Heun (Véase [16], [6]), se aplica un
promedio ponderado en los coeficientes a(t, X) y b(t, X) en la relacién recursiva X, =
X;+a(r;, X;)At +b(r;, X;)AW;41, j=0,1,...,L — 1 para obtener

Xj = X, + {G(Tjan) +a(7—j+1>Xj+1)}At+ {b(Tj,Xj) + (741, Xj11)

J 2 2 } AI/I/ijrla

la anterior férmula es del tipo implicito, y la solucién numérica tiene un elevado costo
computacional, para ello se reemplaza el valor X, en el lado derecho de la ecuacién por
el valor obtenido con el método EM, es decir X1 = X +a(7;, X;)At +b(1;, X;) AW, 4,

a(Tji1, Xjp1) = almjp1, X+ alry, X5) At + (15, X;) AW;i1)
O(Tjr1, Xji1) = b(7j01, Xj + a7y, Xj) At + b(75, X;) AW 1)

resumiendo, se tiene el:

Método de Euler-Heun (4.9)
XO = X
At
Xjp1 = X;+ j{a(% Xj) 4+ a(rj41, Xj +al7), X;) At + b(7, X;)AWi1)}

AW,
+TJH{5(% X;5) +b(7j41, X + a1y, X;) At + (7, X;) AW 1)},

donde At =711 — 75, AW;pn =W; 1 —W;y j=0,1,..., L — 1. Tal solucién que genera
el método Euler-Heun converge a la solucién de la EDE en su versién Stratonovich por
la naturaleza del método al considerar el promedio en las evaluaciones en el extremo
izquierdo y derecho en cada subintervalo de los coeficientes de tendencia y de difusién.

Ejemplo 4.4.1 Consideramos la EDE dX, = 2X,dt + X, dW;, Xo = 1, para encontrar
una solucion exacta y una aproximacion particular. Al aplicarse el método FEuler-Heun
su solucion mo convergeria a la version Ito, sino que a la de Stratonovich, es decir, re-
solveriamos dX; = 2Xdt + X; o dW,.

Construimos una trayectoria browniana discretizada sobre el intervalo [0,1] con n = 29,
siendo 5t = 27°. Para fines visuales, aplicamos el método Euler-Heun con R = 8, usando
un intervalo de paso At = Rot = 0.015625 graficada en morado.

Se calcula la solucion exacta (4.8): Xy = exp{2t + W;} graficada en color azul.
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0.2 0.4 0. 0.8 1

Figura 9. Solucién EH (morado) vs Solucién exacta (azul)

Para poder equiparar resultados de convergencias en las soluciones de Euler-Heun
con Euler-Maruyama para la EDE dX, = 2X,dt + X;dW, considerada anteriormente,
transformaremos ésta por la férmula de conversiéon de It6 a Stratonovich dada en el
capitulo anterior.

dXt = a(t,Xt)dt + b(t,Xt)th
1
dXt = ((I(t, Xt) - Qb(t’ Xt)b,(t, Xt)> dt + b(t, Xt) 9] th

De tal forma que las soluciones de la nueva EDE versiéon Stratonovich a resolver por el
método de Euler-Heun podran ser comparadas con las soluciones de la EDE version Ito
obtenida mediante el método de Euler-Maruyama.

3
dX;, = §Xtdt + X; o dW; (Stratonovich, Euler-Heun)
dX; = 2Xdt+ X, dW; (Itd, Euler-Maruyama).

Ejemplo 4.4.2 Consideramos nuevamente la EDE dX; = %Xtdt + X; o dW,.
Construimos m = 1000 trayectorias brownianas discretizadas sobre [0,1] con 6t = 272 de
la solucion ezacta X, = exp{3t + W,}.

Para cada una de ellas, aplicamos el método de Fuler-Maruyama usando cinco diferentes
intervalos de paso At = Rot, con R=1, 2, 4, 8 y 16.

En ambos casos se registra el valor X que toma la trayectoria en el punto final T = 1.

Se presenta un bosquejo tabular de cada X (T') obtenidos tanto por solucién exacta
como por el método de Euler-Heun, con R =1, 2, 4, 8 y 16.
Calculdndose también los promedios muestrales necesarios para m = 1000 trayectorias.
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Tabla 2. Aproximaciones Euler-Heun

At =10t | At =20t | At =46t | At =8t | At = 164t

Trayectoria | X (7)) X, X, X, X, X,
1 2.64116 2.64348 2.64909 2.65151 2.64785 | 2.59971
2 4.60142 4.59774 4.59761 4.60773 4.5668 | 4.54255
3 3.07298 3.07582 3.07209 3.07151 3.04579 3.0523
4 6.97083 6.97893 6.9775 6.9302 6.88675 | 6.80057
5}

8.01897 8.00458 7.98955 7.93852 7.89991 | 7.72673

E{X,—1}~ | 7.63425| 7.61972| 7.60598 | 7.57778 | 7.52030 | 7.36518
el .= 1 0.014530 | 0.028268 | 0.056463 | 0.113949 | 0.269068
el .= 10.015280 | 0.029761 | 0.059429 | 0.120818 | 0.273915

Se grafica error versus tiempo por comodidad en la escala loglog para el método Euler-
Heun, observandose el orden de convergencia v = 1. Si requerimos disminuir el error a la
mitad, debemos reducir el tamano de paso a la mitad.

Log[Error]

Figura 10. Visualizacién del orden de convergencia en Euler-Heun
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4.5. Método de Milstein

Para construir un método numérico para la solucién de EDE’s con orden de convergen-
cia fuerte igual a 1, podria resultar de la aplicacion de la expansién de Taylor estocédstica
agregandose un nuevo término al método Euler-Maruyama.

Consideramos de nueva cuenta, la EDE dX; = a(X;)dt + b(X;)dW,, con condicién inicial
Xo = g con 7, Tj+1 puntos consecutivos de nuestra discretizacién.
La férmula de It dice que para una funcién 6 dos veces diferenciable podemos escribir

0(Xs) =0(Xy,) + / ) (9’(Xu)a(Xu) + %9”()(“)1)()(“)2) du + / .89’(Xu)b(Xu)qu.

Y podemos aplicar la férmula de It6 a las expresiones a(X;) y b(Xs) que son los
coeficientes de la EDE, y asi obtenemos, (Véase [9], [13]):

th+1 th

; / <a<th> " / ‘S <a'<Xu>a<Xu> ¥ %a'%Xu)b(Xu)?) du + / 'Sa'<Xu>b<Xu>qu> s

' / (b(Xt» ' / (VO + g Ceax? ) dus [ Voo,

tj

y si deseamos obtener un método de orden de convergencia fuerte igual a 1 podemos
ignorar las integrales dobles que son del tipo dWds y dsds.
Entonces obtenemos:

tit1 ljt1 S
X, ~ X+ / a(X,,)ds + / (b(th)-i- / b’(Xu)b(Xu)qu> aw,
j j - JS
~ th +a(th)At+b(th)AWj+1+/ /bl(Xu)b(Xu)qudWS,

los primeros tres sumandos son bien conocidos del método Euler-Maruyama. El cuarto
sumando podemos aproximarlo por

ti+1 ti+1
/ /b’ X,) AW, dW, = b (X, )b Xt/ /deW

la integral del lado derecho se sabe que es

/]H/ AW, dW, = ((AWJH) ~AY)

sustituyendo en nuestra aproximacion previa obtenemos finalmente el método de Milstein

Método de Milstein (4.10)
Xo = X

1
Xjnr = X+ a(X) At +b(X;) AW + 8(X)b(X) (AW1)* — At).

) AW
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Ejemplo 4.5.1 Consideramos nuevamente la EDE dX; = 2X,dt+ X, dW;, y Xo = 1 para
construir su solucion exacta y una aproximacion particulares para una misma muestra
browniana. Calculamos una trayectoria browniana discretizada sobre [0, 1] con n = 1000,
siendo 0t = ﬁ = 0.001. Para fines visuales, aplicamos el método Milstein con R = 8,
usando un intervalo de paso At = Rot = 0.008 graficada en naranja.

Se calcula la solucion exacta (4.8): Xy = exp{2t + W;} graficada en color azul.

15

io0

0.2 0.2 0.& 0.8 1

Figura 11. Solucién Milstein (naranja) vs Solucién exacta (azul)

Ejemplo 4.5.2 Consideramos nuevamente la EDE dX; = 2X,dt + X, dW,.

Construimos m = 1000 trayectorias brownianas discretizadas sobre [0,1] con 6t = 27°
para la solucion exacta X; = exp{3t + W,}.

Para cada una de ellas, aplicamos el método Milstein usando cinco diferentes intervalos
de paso At = Rot, con R=1, 2, 4, 8 y 16.

En ambos casos se registra el valor X que toma la trayectoria en el punto final T = 1.

Se muestra tnicamente un juego de trayectorias: la solucién exacta (azul) y 5 aproxi-
maciones mediante el método de Milstein (naranja),

X([s]

0.2 .

4
X(1)=5.72488

0.& 0.8 1
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At = 10t

At = 20t

At = 40t

At = 80t
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At = 160t

e

=5.64822

=5.71528

=5.70405

=5.70721

Figura 12. Aproximaciones Milstein con 5 diferentes tamafios de paso

Se presenta un bosquejo tabular de cada X (7') obtenidos tanto por solucién exacta
como por el método Milstein, con R =
Calculdndose también los promedios muestrales necesarios para m = 1000 trayectorias.

1,2, 4,8y 16.

=b5.54829

Tabla 3. Aproximaciones Milstein
At =16t | At=20t | At =46t | At =286t | At =166t
Trayectoria | X(T') X, X, X, X, X,

1 5.72488 5.71528 5.70405 | 5.70721 | 5.64822 | 5.54829

2 1.10453 1.10928 1.11239 | 1.12063 | 1.14559 | 1.19399

3 8.23772 8.22021 8.19912 | 8.17759 | 8.13174 | 7.97220

4 3.14590 3.14558 3.15567 |  3.17636 |  3.18302 | 3.25423

5 9.25965 9.23001 9.19110 | 9.11270 9.0315 | 8.76943

E{X,—1} ~ | 7.30087 7.27278 7.24507 | 7.19037 | 7.08539 | 6.85377
efehil .= 1 0.0280948 | 0.0558052 | 0.110505 | 0.215486 | 0.447099
Juerte.— 1.0.0333559 | 0.0665387 | 0.131375 | 0.256509 | 0.509795

Se grafica error versus tiempo por comodidad en la escala loglog para el método Mil-
stein, observdndose el orden de convergencia v = 1. Si requerimos disminuir el error a la
mitad, debemos reducir el tamano de paso a la mitad.

Log [Exrrox]

Figura 13. Visualizacién del orden de convergencia en Milstein
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Ejercicio 4.5.3 Ejecutar una trayectoria para la EDE dX, = 2X,dt + X, dW; con condi-
cion nicial Xo = 1 y comparar los resultados de la solucion exacta en T" = 1 con las
aprorimaciones obtenidas mediante los métodos Fuler-Maruyama, Euler-Heun y Milstein
sobre el intervalo [0, 1].

1 1

Las aproximaciones para la EDE anterior se realizan para el intervalo [0, 1] con n = 210
para seis distintos intervalos de paso At = Rét, siendo 6t = % = 510 = To51-

La solucién exacta resulta ser X(1) = 13.3975.

Tabla 4. Comparacién de métodos en T=1

’ R ‘ At = Rét ‘ EM ‘ EH ‘ Milstein ‘
1 o7 13.0726  13.3850 13.3693
2 = 12.7478 13.3782 13.3487
4 i 13.3664 13.3504 13.2836
8 o5 12.5812 13.3380 13.2206
16 = 12.8015 13.1512  12.9032
32 = 11.9546 12.8272 12.3931

FATIY . . ~

1024 512
Figura 14. Solucién en T=1. Comparacién del comportamiento de las aproximaciones por los métodos

de Euler-Maruyama (rosa), Euler-Heun (morado) y Milstein (naranja)

Puede leerse de la Tabla 4 y la Figura 14 que el método de Euler-Heun y el método de
Misltein aproximan mejor a la solucién exacta. Mientras que el método Euler-Maruyama
tiene un error considerable ya que tiene un orden de convergencia menor, ademds, las
aproximaciones de las soluciones resultan ser poco estables.
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Capitulo 5

Aplicaciones

5.1. Modelo Black-Scholes

Hasta el momento se han simulado trayectorias del tipo dX; = uX;dt + 0 X;dW,, uno
de los méas importantes problemas en Finanzas es estimar el costo de opciones financieras
para un activo subyacente. Los precios de los activos estdn regidos por el modelo anterior.

En forma de EDE la evolucién del precio de las acciones es:

dSt = /LStdt + O'Stth (51)

donde i y o representan la tendencia y la difusién del sistema, y {W;} es un MB.
Podemos usar un conjunto muestral de datos que represente la evolucién del precio de
las acciones, estimando los valores de p y o y la rentabilidad de los precios.

Como ejemplo, se toma el historial que presentaron las acciones de America Mowil
SAB de CV (NYSE:AMX) en un periodo de 45 dias (02/Ene/14 - 07/Mar/14).

Tabla 5. Historial de precios de acciones IBM

1 22.65 - 16 21.18  -0.0187096 31 21.25 0.00708385
2 22.65 0 17 21.16 -0.000944733 32  20.88 -0.0175651
3 22.56 -0.00398143 18 21.28  0.00565506 33 20.45 -0.0208089
4 22.48 -0.0035524 19 21.05  -0.0108671 34 20.12 -0.0162685
) 21.95 -0.0238589 20 21.43 0.0178912 35 20.15 0.00148994
6 21.77 -0.00823426 21  21.26 -0.00796444 36 19.84 -0.0155042
7 22.03  0.0118723 22 20.57  -0.0329937 37 19.76  -0.00404041
8 21.79  -0.010954 23 21.11 0.0259132 38 19.50  -0.0132452
9 22.00  0.0095913 24 20.69  -0.0200964 39 19.86  0.0182932
10 2218 0.00814853 25 21.07 0.0181997 40 19.37  -0.0249822
11 21.92  -0.0117915 26 21.32 0.0117954 41 19.48  0.00566282
12 21.76 -0.00732604 27  20.97 -0.0165528 42 19.19  -0.014999
13 21.64 -0.00552997 28 21.49 0.0244949 43 19.17  -0.00104275
14 2193 0.0133121 28 21.19  -0.0140583 44 19.35  0.00934586
15 21.58 -0.0160886 30 21.10 -0.00425633 45 19.59  0.0123268

99
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Se estima la tendencia p y la volatilidad o de R (la rentabilidad de los precios) usando
estimadores insesgados que son su media muestral y su desviacién estdndar. En tiempo
discreto, la rentabilidad de las acciones en cada intervalo es

_ 5 —Sim

Ri y
Si—l

1 > 1 y en tiempo continuo la rentabilidad en el tiempo ¢ es

dS;
jR——
t 3,

Encontramos entonces que

E{R} = p=—0.00322535
Var{R} = o?=0.00020048
o = 0.0141591
So = 22.65
T = 45.

Se utiliza el método de Euler-Maruyama, para resolver la EDE
dS; = —0.00322535S5,dt + 0.0141591.5,dW,

con solucién exacta
S(t) = 22 65 {—0-00332561+0.01415011W; }

Para generar las trayectorias simuladas para obtener las aproximaciones de la EDE
(5.1) por el método Euler-Maruyama se toma en consideracién la siguiente ecuacién re-
cursiva:

So = 22.65
At = Tj+1 —T5 = 16t = tj+1 — tj
Sj+1 = Sj — 000322535SjAt + 001415915]{W<TJ+1) — W(Tj)}, j = O, 1, ceny L—1.

3]

5]
5]
5]

3]

5]
3]
[¥]

5]
5]

5] 3]
5] [ 5]

3]
5]

5]
5]
3]
[ 5]

2]
5]

ki
5]

3]

5]
3]
[¥]

S; = 22.0808 S(1) = 22.0807

Figura 15. Una trayectoria de precios de un activo (Solucién aproximada y solucién exacta)
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Una opcidén financiera es un instrumento derivado establecido en un contrato que
da a su comprador el derecho, mas no la obligacién, de comprar bienes o vender valores
(activos subyacentes: acciones, bonos, indices bursatiles) a un precio determinado (strike
o precio de ejercicio K) hasta una fecha concreta (fecha de vencimiento).

Existen dos tipos de opciones: call (opcién de compra) y put (opcién de venta).

Segtin el momento en que se llegue a ejecutar la compra o venta del activo subyacente
las opciones se clasifican en: Furopea (la opcién sélo se puede ejercer en la fecha de
vencimiento previamente establecido) o Americana (la opcién se puede ejercer hasta antes
de la fecha de vencimiento previamente establecido). Hay que considerar que existen
muchos tipos méds de opciones financieras (Véase [10]).

Por simplicidad, se describen generales de opciones Europeas, tipo call y tipo put:

Opcién Call Europea. Opcién de comprar un activo sélo en la fecha de vencimiento.
El comprador obtendria un beneficio de

Sr—K siSp—K>0
_ + T T
(57 = K) { 0 si S < K.

[
BRI R

BRSO ORI
KR R

(S
RS R

(Sp— K)* = Sp — K (Sy — K)*t =0

Figura 16. Casos de precios de activos para opcién call
Opcién Put Europea. Opcién de vender un activo sélo en la fecha de vencimiento.
El vendedor obtendria el beneficio

K—-Sp siK—-Sr>0
. +_ T T
(# = 5r) { 0 si K < Sr.

5
5]

o
3] (3]
5] (5]

5]
5]

(S
RS ORI

5]
5]

5]
5]

(K — Sp)* = K — S¢ (K = S7)t =0

Figura 17. Casos de precios de activos para opcién put
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En una opcién hay dos participantes: el tenedor (el que compra o vende) y el que
suscribe. Este tltimo estd obligado a cumplir el contrato independientemente de lo que
convenga a sus intereses. Este contrato aparenta ser desventajoso para quien suscribe,
por ello, el tenedor debe pagarle una cierta cantidad de dinero que le permita cubrirse
contra futuras pérdidas debidas al cambio del precio del subyacente durante el periodo del
contrato. Como se desconoce el precio del activo en el tiempo T, se simulan trayectorias
que siguen la dindmica de precios del activo subyacente y se consideran los beneficios
(St — K)* (o (K — Sr)") para estimar un promedio con el método de Monte Carlo y
multiplicar éste por un factor de descuento.

Una ejecucién de 1000 trayectorias arroja los resultados presentados en la Tabla 6
que son utilizados para estimar el costo de una opcién call Europea para las acciones de

America Movil SAB de CV.
Datos: Sy = 22.65, T'=1, u = —0.00322535, o = 0.0141591, K = 22.20.

Tabla 6. Célculos para obtencién del valor de la opcién Call Europea

Trayectoria St Sy — K (Sr— K)*

1 22.3358 0.1358 0.1358
2 22.4068 0.2068 0.2068
3 22.1823 —0.0177 0

4 23.5371 1.3371 1.3371
5 22.5887 0.3887 0.3887
6 22.5217 0.3217 0.3217
7 22.9318 0.7318 0.7318
8 22.2162 0.0162 0.0162
9 22.4218 0.2218 0.2218

.=
S

22.1164 —0.0836 0

1000

a5 Y (Sr—K)t  0.39798
m=1

donde el precio de la opcion call al tiempo 1" viene dado por
C=e"E{(Sr— K)"}

siendo
C = ¢~ (70:0032234)(1) () 39798) = 0.3992.
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Férmula de Black-Scholes.
Una herramienta ttil para valuar opciones es mediante la férmula de Black-Scholes
(Véase Apéndice), para calcular el precio de una opcidn call:

C(t) = So®(dy) — Ke "I Dd(dy),

y con un desarrollo andlogo, la férmula de Black-Scholes que calcula el precio de una
opcion put queda descrita como:

P(t) = Ke "I 0®(—dy) — Sy®(—dy),

donde en ambos casos es

L Log{$h+ (= 3oA(T - )
2 W )

Log{ 52} + ( %02)(T — 1)

w‘@‘

y ®(d) = \/%/of

Observacion: En caso de una opcién Europea, témese ¢t = 0. Al aplicarlo a nuestro
ejemplo, la valuacién de una opcién call Europea arroja C' = 0.3965, resultado que es
comparado con el obtenido mediante simulaciones.
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5.2. Modelo Lotka-Volterra

Las EDE’s son frecuentemente utilizadas en dindmica de poblaciones. Por ejemplo,
como variacién al conocido modelo de crecimiento poblacional

dN
-~ —aN
aw

con condicién inicial N(0) = ng, donde a es una constante y N(t) el tamano de poblacién
en el tiempo t. Adicionando algiin cambio en las condiciones ambientales de cardcter
aleatorio, resulta el modelo expresado por la ecuacién diferencial estocdstica

dN = aNdt + bNdW .

En esta seccién se considera el modelo cldsico multiespecie presa-depredador. Siendo
R(t) y F(t) la poblacién de la presa y del depredador respectivamente en el tiempo ¢, el
modelo Lotka-Volterra plantea el modelo para dos especies que siguen la dindmica:

dR
% = R(a1 — CZQF) (52)
dF
— = F(bR—by), (5.3)

donde a; es la razén de nacimiento de presas en ausencia de depredadores, b; es la tasa neta
de muerte natural de depredadores, y as y by son pardmetros que controlan la interaccion
entre presas y depredadores.

La razén de cambio de las presas R/(t) es proporcional en cada momento al nimero
de ellas ay R(t), menos la probabilidad de contacto entre presa-depredador as R(t)F'(t). Es
decir % =a R — ayRF.

La razén de cambio de los depredadores F'(t) disminuye proporcionalmente en cada
momento al nimero de ellos —b; F'(t), y aumenta proporcionalmente con la posibilidad de
contacto entre presa-depredador byR(t)F(t). Es decir &£ = —b F + b, RF.

En presencia de factores aleatorios que afecten la dindmica de la poblacion, el sistema
(5.2) y (5.3) queda reescrito como, (Véase [1]):

dR = R(ay — ayF)dt + /(a1 + aoF) RAW,
dF = F(byR —b))dt + /(2R + by) FdWs,

las constantes aq, as, b1 v by se basan en observaciones empiricas y dependen de las especies
en estudio.
Para reproducir los generales del modelo anterior, se lleva a la préactica en un ejemplo.
La compania Hudson Bay registré cuidadosamente las capturas de las poblaciones
de conejos (presas) y linces (depredadores) de un bosque al norte de Canadd entre los
anos 1900 y 1920 y una representacién muestral (en miles) se tabula a continuacion,
apreciandose un comportamiento oscilatorio en cada poblacién.

—~
B
S
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Tabla 7. Registro de poblaciones de conejos y linces

’ Ano \ Conejos \ Linces \ Ano \ Conejos \ Linces ‘
1900 30 4 1911 40.3 8
1901 47.2 6.1 1912 o7 12.3
1902  70.2 9.8 1913 76.6 19.5
1903 774 35.2 1914  52.3 45.7
1904  36.3 59.4 1915 19.5 51.1
1905  20.6 41.7 1916 11.2 29.7

1906 18.1 19 1917 7.6 15.8
1907 214 13 1918 14.6 9.7
1908 22 8.3 1919 16.2 10.1

1909 254 9.1 1920 24.7 8.6
1910 27.1 74 1921 — —

Estimacion de los pardametros a1, b1, as y bs.
Para el caso de ausencia de aleatoriedad, se tiene que

,_R()

(In R(t)) R(D)

=a; — axF (1),

por lo que .
F(t) = (a1 = (In R(t))).

El valor promedio de F'(t) sobre el intervalo [0, 7] se define como

1 T
— F
5| o

si sustituimos queda

1/TF(t>dt—ll Clar — (R =
T/, T Ta)y T T @

razonando de manera similar, se tiene que

! / TR(t)dt 11 T(b + (In F(t)))dt by
— = —=— n = —.
T/, Tby)y b

Para poder aplicar este resultado en los datos de la tabla anterior debemos tomar en

cuenta los valores medios .

1 =1 ai
; F(t) = )

bg ( ) a9

eligiendo los datos entre dos valores maximos (o minimos), para conejos y linces respec-
tivamente:

. TTA+36.3+20.6+18.1 4 21.4 + 22 + 25.4 + 27.1 + 40.3 4 57 b
R(f) = (AT363+206+181+ 10+ +254427.1+403 4 :34‘56217_1
2
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594 +41.7+194+13+83+91+74+8+ 123+ 19.5+45.7 9913 = %
B 11 ST T,
Se requiere atin de mds informacién: cuando la poblacién de linces sea muy baja es de
esperar que la poblacién de conejos crezca de manera exponencial, a partir de esta hipdtesis
calcularemos a; (la razén de nacimiento de presas en ausencia de depredadores). En la
Tabla 7, observamos una poblacién baja de linces y al mismo tiempo un crecimiento rapido
de conejos en 1910. Para estos anos es R(1910) = 27.1 y R(1911) = 40.3, sustituyendo en

la férmula de crecimiento exponencial R(t + 1) = R(t)e™ se obtiene:

403
27.1

Andlogamente, cuando la poblacién de conejos es muy baja es de esperar una dis-
minucién en la poblacién de linces. En la Tabla 7, observamos una poblacién baja de
conejos y al mismo tiempo un decrecimiento rapido de linces en 1905. Para estos afios es
F(1905) = 41.7 y F(1906) = 19, sustituyendo en la férmula de decrecimiento exponencial
F(t) = F(t + 1)e~" se obtiene:

F(t)

40.3 = 27.1e" = a; = In{ = 0.397.

19
41.7

Sé6lo queda presentar los datos anteriores en el modelo recursivo. Se aplica el méto-
do Euler-Maruyama y se presenta una trayectoria que ejemplifique al modelo presa-
depredador.

Riy1 = Ri(0.397 — 0.018F,) At + 1/(0.397 + 0.018F) R; (W1 (i + 1) — Wi(3))
Fiy1 = F(0.023R; — 0.786) At 4 1/(0.023R; + 0.786) F; (W (i 4 1) — Wa(i)),

19 =41.7¢™" = b = —In{ = 0.786.

se usa las condiciones iniciales Ry = 30, Fy = 4, y un intervalo fijo At = % = 0.002

Figura 18. Poblacién de conejos (verde) y de linces (rojo)
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5.3. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Consideramos ahora la siguiente ecuacién diferencial estocdstica

conocida como la ecuacion de Langevin escrita en su forma diferencial.

Langevin estudi6 este tipo de EDE’s para analizar la velocidad de particulas browni-
anas en presencia de friccién tiempo antes de construirse la teorfa general de ecuaciones
diferenciales estocdsticas. Modelos generales de este tipo se aplican en andlisis de series
de tiempo (Véase [14]).

Para encontrar la solucién explicita de la ecuacién (5.6) hacemos f(t,z) = xet y se
aplica la férmula de Ito (3.44) con

fi(t,z) = pwe';  fo(t,x) =" fo(t,x) =0;

para obtener
df(t,x) = pre'dt + e"d X,

pero dX; = —uXdt + odW,, sustituyendo se tiene:

df(t,x) = pxedt+ e (—pXdt + odWy)
df(t,z) = oe'dW,

s=t t
= 0 / el dW
s=0 0

t
X't — Xopet® = a/ el dW
0

integrando de 0 a ¢:

t
X,ett = Xo—i-a/ et dW,
0
t
X, = Xoe“t—i—ae“t/ et dWs. (5.7)
0

Se calcula la esperanza y la varianza del proceso X; (5.7) conocido como proceso de
Ornstein-Uhlenbeck fijdndonos primeramente en la siguiente suma para una particién I,
de [0,¢] con || II, ||— O:

t
Sp=>Y (W, — W)~ / et dW,
: 0

E{Sn} = E {nzl euti(WtiH - Wtz)}

=0

n—1
= ZE{euti(Wtz‘H - Wtz)} = 07
1=0



68 CAPITULO 5. APLICACIONES

n—1
Var{S,} = Var {Z e (Wi, — th)}

ésta ltima es una suma de Riemann que aproxima a la integral:

t 1 2ut 1
/ eHids = —/ edu = —e"
0 24 /o 24

Por los célculos anteriores, se tiene que:

u=2ut 1
= —(e —1).
u=0 2/JJ

t
E{X,} = E {Xge_“t + Je‘“t/ e“deS}
0

t
= Xoe " +oeME {/ e“deS}
0

_ —pt
- X()@ 9

t
Var{X;} = Var {Xoe_“t + Je‘“t/ e“SdWS}
0

. (i(e%t _ 1)>
24

0_2

= —(1— 2,
5 u( )
Para examinar el comportamiento de cierta particula browniana afectada por una
constante de fricciéon p = 1, con velocidad inicial Xy = 3 y con coeficiente de difusién
o = 1. La EDE a resolver serfa entonces

dXt = —/J,Xtdt + O'th,

empledandose el método Euler-Heun, la conversién Ito-Stratonovich indicaria resolver la
EDE

dXt = —ILLXtdt + oo th

Noétese que para este tipo de EDE, los coeficientes de tendencia y difusién no se alteran
al pasarse de una versién a otra.

Se grafica una trayectoria y su respectiva solucién exacta, con n = 2%, T = 4, 0t =
L — 2 v At =26t = &, mediante la formula recursiva (4.9) que describe al método de
Euler-Heun con a(7;, X;) = —pX; y b(1;, X;) = o
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= : - T

3 4 1 a

X(4)=1.08477

X4=1.07942

Figura 19. Proceso Ornstein-Uhlenbeck
De la simulacién de una trayectoria mediante el método se puede observar que la
particula browniana, partiendo de una velocidad inicial Xy = 3, disminuyé en el intervalo
[0, 4] hasta Xy = 1.07942 debido a las fuerzas de friccion.
Una ejecucién de 500 trayectorias arroja las siguientes medias de X, para distintos
valores At, (R=1, 2, 4, 8 y 16).

Tabla 8. Proceso Ornstein-Uhlenbeck en T=4 con distintos At

500
45> X(4) = 0.0534047
m=1
500
At 25> X
m=1
16t 0.0534127
20t 0.0534221
40t 0.0528233
8ot 0.0530442

160t 0.0550780
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5.4. Modelo Heston

Un modelo importante en Finanzas es dX; = a(b — X;)dt + ¢\/X;dW;, procesos de tal
forma generalmente no tienen una solucién explicita por lo cual es conveniente utilizar
métodos numéricos.

Esta EDE sirve para modelar la volatilidad, y es frecuentemente utilizado en combi-
nacién con la EDE para el precio de activos, este sistema se conoce como

Modelo Heston (5.8)
dSt = /I/Stdt + \/VtStthl
dv, = a(b—V,)dt + c\/V,dW?,

(Véase [11]) donde S; es el precio del activo, i el coeficiente de tendencia, V; es la volatili-
dad del activo, {W}} y {WW?} son dos MB que podrian estar correlacionados, c es llamada
la volatilidad de la volatilidad, a es la tasa de reversién de la media y b es la varianza a
largo plazo.

Ejecutamos una simulacién para obtener una estimacion del posible precio de un activo
en T =5 anos con At = 5/1000, So = 1.0, u =0.0, V5 =0.1,a=1,b=0.1,c =02,y
los MB {W}} y {W?} no estdn correlacionados, y de igual manera, se estima el valor de
una opcién call con precio de ejercicio K = 1.25.

Precio|[t]
Volatilidad(t]

0.25
0.2 1.5
0.15 1.25

0.1

0.035 0.5

t afos

1 2 3 4 3 &t afios

1 2 3 4

Figura 20. Simulacién de trayectorias de la volatilidad y precio de un activo

Se realizan un total de 1000 pares de ejecuciones de trayectorias como las anteriores,
para obtener los valores S requeridos para el cdlculo de la opcién call, obteniéndose:

C = e "E{(Sr — K)'} =0.231564,

donde ademds, E{Sr} =1.02471.
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5.5. Puente Browniano

Considere ahora la siguiente ecuacién diferencial estocéastica

Xy
1—-1t

dX, = ——"dt + dW, (5.9)

para t € [0,1) con Xy = 0.
Esta ecuacién puede resolverse proponiendo una solucién de la forma

X; = af(t) {Xo + /Otb(s)dWS} ;

en donde a y b son funciones diferenciables. Derivando ésta tltima se obtiene:

dX, = d'(t) {X0+ /0 tb(s)dWS}dtJra(t)b(t)th

_d() .
= w0 Xydt + a(t)b(t)dW;.

Comparando los coeficientes con (5.9) se tiene que % = —15 y a(®)b(t) = 1. Si
a(0) = 1 se obtiene que a(t) =1 —t y b(t) = t5. Por lo tanto, para ¢ € [0,1).

t
1
X;=(1- t)/ 1 dWs. (5.10)
0 1—s

Este proceso cumple con las condiciones Xg = 0 y X; = 0 y por ello se llama puente
browniano en [0, 1]. Ademds, las trayectorias se anulan cuando ¢ — 1.

Al resolver (5.9) mediante el método de Euler-Heun y una aproximacion de (5.10) se
muestran en la Figura 21:

1) Usando el esquema de Euler-Heun, para la EDE trasladada de Itd a Stratonovich

X
dX, = ——“dt + 10 dW,

1-—t
donde f(t,z) = —2L y g(t,z) = 1.
At
Ximn = X;+ 7{f(7'jan) + f(Tja1, X + f(75, X5) At + g(75, X;) AWj41) }
AW,
= (75, X)) + 9T, X+ £, X)) A + g(15, X;) AW, 1)}

2

X.
At x; X T AL AWy
X =Xj+ 51771 -

— tj 1-— tj+1

5 }+AWj+1, j:O,...,n—l
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2) Usando aproximaciones de (5.10)

Figura 21. Puente Browniano

El puente browniano sobre [0, 1] también puede representarse equivalentemente como
X, =W, —tW; o como X; =Wy, — (1 — ).



Conclusiones

Primeramente, en este trabajo de tesis se presenté la teorfa de probabilidad requerida
para capitulos posteriores.

El movimiento browniano es aquél que experimentan particulas sobre un medio fluido
que se desplazan aleatoriamente, su modelado matemético como proceso se extiende a
otras aplicaciones, por ejemplo, en finanzas, ingenierfa, dindmica de poblaciones, etc. En
el Capitulo IT se construyé un camino intuitivo para definir al Movimiento Browniano como
proceso, y se analizaron algunas propiedades de él, entre ellos dos medidas importantes,
su primera variacién y su variacién cuadrética.

En el Capitulo III se presentan algunos tipos de sumas que aproximan a integrales
estocéasticas, estas sumas son sensibles al punto donde se evalian. Posteriormente se cons-
truye la integral de It6 y se desarrollan propiedades de ella. De igual manera, se define la
integral de Stratonovich, alternativa muy 1til para el célculo de integrales estocésticas, y
se establecen propiedades de ella. Se exponen las férmulas de conversién de la integral de
Ito a la integral de Stratonovich y viceversa.

Se revisan tres métodos importantes para resolver ecuaciones diferenciales estocdsticas:
el método de Euler-Maruyama, el método de Euler-Heun y el método de Milstein.

Una importante actividad fue la creacién de cédigo propio de los algoritmos corres-
pondientes a tales métodos, que generan todos los cdlculos y graficos presentados en esta
tesis. Tales programas fueron escritos en el lenguaje de cdlculo simbdlico Mathematica
Version 5.0, y en el Capitulo V se adaptan a aplicaciones pricticas.

Al final se aplican los algoritmos de los métodos vistos para la estimacién del costo de
una opcioén call Europea y de una variacién de tal método: el modelo Heston. Ademss,
se estudia el modelo Lotka-Volterra para el andlisis de la dindmica poblacional de dos
especies en interaccién (presa-depredador). También, se ejecutan algoritmos para estudiar
el Proceso de Ornstein-Uhlenbeck, presente en muchos fenémenos fisicos, y el Puente
Browniano (Véase [1]).

A futuro se planea dar revisién a métodos con orden de convergencia mayor a los
expuestos, y la extension de los algoritmos a aplicaciones donde intervengan més de dos
procesos brownianos. Ademads, se piensa analizar lo que respecta a la estabilidad de las
soluciones, tanto en el sentido media cuadratica como el asintético.
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Apéndice A
o-algebras

Proposicion A.0.1 La interseccion de o-dlgebras es también una o-dlgebra.

Demostracion. Sea T # () un conjunto arbitrario. Suponga que para cada t en T
se tiene una o-dlgebra F; de subconjuntos de ). Sea F = MerF;. Siguiendo los mismos
pasos que en la demostracion anterior es facil probar que F es una o-dlgebra. Observe
que como T" es un conjunto arbitrario, la o-dlgebra F es efectivamente una interseccion
arbitraria de o-dlgebras.

Las proposiciones demostradas anteriormente garantizan que tenga sentido la siguiente
definicién:

Definiciéon A.0.2 Sea C una coleccion no vacia de subconjuntos de ). La o-dlgebra ge-
nerada por C, denotada por o(C), es la coleccion

o(C)={F : F es o-dlgebra y C C F}.

Proposicion A.0.3 Sean C; y Cy dos colecciones de subconjuntos de §2 tales que C; C Cs.
Entonces o(Cy) C o(Cs).

Demostracion. Claramente C; C Cy C 0(Cq). Entonces o(Cs) es una o-dlgebra que
contiene a la coleccion Cy. Por lo tanto 0(C1) C 0(Cy). ®

Proposicién A.0.4 Si F es una o-dlgebra, entonces o(F) = F.
Demostracion. Sabemos que F C o(F). Por otro lado como F es una o-dlgebra que
contiene a F, entonces o(F) C F. Esto demuestra la igualdad. w

Considere ahora los espacios medibles (£, F) y (R, B(R)). Si X es una funcién de Q2
en R, entonces se denota por o(X) a la minima o-algebra de subconjuntos de respecto de
la cual X es variable aleatoria.

Definicién A.0.5 o(X) = {X'B: B e B(R)}.

)
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Apéndice B
Esperanza condicional

Definicién B.0.6 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, y sea A C F una o-dlgebra.
Sea X : Q0 — R una v.a en F definimos la esperanza condicional de X dado A la cual
denotamos por B{X | A}, como la funcion Z que satisface lo siguiente:
1.- Z es una v.a. con respecto a A.
2-B{Z ITa} =B{X Z,}, A€ A, obien, B{E{X | A} Za} =E{X Z4}.
La existencia de la esperanza condicional la garantiza el Teorema de Radon-Nykodin
(Véase [15]). La esperanza condicional es unica c.s.

Propiedades de la esperanza condicional.
1. B{aX +bY | A}= aE{X | A}+ bE{Y | A}, a,b€R.
2. B{E{X | A}}= E{X}.

3. B{X Y | A})= X E{Y | A}, si X es A-medible.

4. B{E{X | A}| B} = B{X | A}, si AC B.

5. Si X > 0, entonces E{X | A}> 0.

Detalles se pueden encontrar en [3].
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Apéndice C

Derivacion de la féormula de
Black-Scholes

Opcién call Europea. Los precios de los activos siguen la EDE
dSt = ,uStdt + O'Stth,
cuya solucién exacta es

1
Sy = Sy exp {(,u — 502)15 + aWt} ,

donde W, ~ Nor(0,t) = vtNor(0,1) = /tZ, es decir

El precio de una opcién call Europea es:

% ~ Nor(0,1).

C(0) = e "E{(Sy — K)T},

donde T es la fecha de vencimiento del contrato, St el precio del activo en esa fecha, K
es el precio de ejercicio.

Calculamos primeramente E{(Sy — K)*} :

1 2 t +
E{(Sr—K)'} = E { (Soe{(u_50 ITHoVT 7k} _ K) }

— K { (506{(u—502)T+a\/Tz} . K>+}

= E{g(2)}
[ (st gy Lt
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7—0' NT+oVTz}

la integral anterior no se anula si Spell K >0, o sea cuando:

Soe{(u*%UQ)Tﬂfﬁz}

v

A= 302)T+0V/T2)

Vv

Y
=~
S
<
~=
L

1
(,LL - 50'2)T+ U\/TZ

v

oVTz LOQ{E} — (pu— 302)T

Por lo tanto,

o + 1 1.2
E{(ST_K)+} — / Soe{(ﬂffa YT+oVTz} _ ) 6 —32% 1

Syelln=3o*)T+ovTs) _ K)

= /00 (Soe{(”_%”2)T+oﬁz}) L -4 Pz — [; e 2% dz
_ T

Vi —dz

{uT—la2T+U\/Tz—122} 1 K —1,2
Soe 2 2 ——dz — e 2% dz

z
\/ 2T —dy V2T

> 1 <1 12
= SOGNT/ <e{_%U2T+U\/Tz_%ZZ}> ——dz — K/ e 2% dz
—da V2T —dy V2T
= SOGMT/OO <6_%{02T_20\/TZ+22} —1 dz — K/oo L e 27 dz
—ds

_ Soe“T/_j;( 3 af})\/_ /dN_e g,

Haciendo v = 2z — ov/t, dv = dz.
Cuando z = —dy, v = —dy — oVt = —(dy + 0V/t) = —d;

= Spe'" {/OO = e 3 dy — o e‘éUde}—K/oo ! e 27 dz
_eo V2T oo V2T —dg\/ﬁ

= St {1l — ®(—dy)} — K{1 — ®(—dy)}

= Spe'T®(dy) — K®(dy).

l\J




Por lo tanto, el precio de la opcién call Europea es:

C(0) e ME{(Sr — K)*}
= e " {Spe""®(dy) — KP(dy)}

= Sp®(dy) — Ke " d(dy),
con

Log{5e} + (u — 50°)T
oVT

di = d2+0\/E= T

Log{32} + (u+ 26*)T
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Apéndice D

Abreviaturas y terminologia

v.a., (v.a’s) Variable(s) aleatoria(s)

itd independientes e idénticamente distribuidas (v.a’s)
c.s. Casi seguramente

f.g.m. Funcién generadora de momentos

MB Movimiento browniano (proceso), proceso de Wiener
MBG Movimiento browniano geométrico

p.e. Proceso estocéstico

E{f(X)} Valor esperado (esperanza) de la v.a. f(X)

Var{f(X)}
Cov{f(X),9(X)}
X ~ Nor(u,o?)
FVr (W)

QV (W)
(W, W, W, Wlr

[fa 9] [0,
goW(m)

oy (m)

Za(t)

LP(Q2)

L((a, 8] x ©)
Laa(£2, Ll[a, b))
Laa(£2, L2[a, b))

ad

Varianza de la v.a f(X)

Covarianza entre las v.a’s f(X) y g(X)

v.a X con distribucién normal y pardmetros p y o2

Variacién de primer orden de la funcién W sobre el tiempo T’
Variacion cuadratica de la funciéon W sobre el tiempo T’
Variacién cuadritica muestral de la funcién W sobre el tiempo T'
Covariacién cuadratica entre f y g sobre el tiempo T'

Funcién generadora de momentos de la v.a. W

1 — ésimo momento de la v.a W

Funcién indicadora Z(t) = { (1) :i i ; ﬁ

V.a’s p — integrables

Espacio de p.e’s f(t,w) {F:} — adaptados t.q. fabE{ |f(H)}dt < oo
Espacio de p.e’s f(t) {F;} — adaptados t.q.ff |f(t)|dt < o0
Espacio de p.e’s f(t) {F:} — adaptados t.q.fab |f()? dt < oo
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