
Benemérita Universidad
Autónoma de Puebla

Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas
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Caṕıtulo 1

Introducción

La presente tesis está relacionada con cadenas de Markov que
evolucionan en un espacio de estados finito. Se supone que cada
vez que se visita un estado se incurre en un costo, el cual es pagado
por un agente con coeficiente de sensibilidad al riesgo positivo y
constante. El flujo de costos incurridos mientras el sistema evolu-
ciona se usa para medir el desempeño general de la cadena, y se
analizan dos criterios, a saber, el costo promedio sensible al riesgo
y el costo total descontado sensible al riesgo. Para una matriz de
transición general de la cadena de Markov, se busca una solución
al siguiente problema:

• Obtener aproximaciones convergentes para el costo promedio
sensible al riesgo en términos de la familia de funciones de valor

descontado sensibles al riesgo.

En el contexto neutral al riesgo, correspondiente a un coeficiente
de sensibilidad al riesgo nulo, la aproximación al criterio prome-
dio a través del criterio descontado es un problema clásico con un
solución conocida ([2], [17], [25], y [33]). Por otro lado, en el caso
sensible al riesgo (con un coeficiente de sensibilidad al riesgo no
nulo), la literatura sobre el problema anterior de aproximaciones
descontadas es relativamente escasa. El primer resultado en esa di-
rección se obtuvo en [15] donde, para los procesos de decisión de
Markov controlados que evolucionan en un espacio de estados de
Borel y satisfacen una condición fuerte de ergodicidad geométrica,
se obtuvo una solución siempre que el coeficiente de sensibilidad
al riesgo sea lo suficientemente pequeño. Recientemente, en [9],
se estudiaron las cadenas de costos de Markov no controladas en
un espacio de estados finito y, agregando la restricción que la ley
de transición es comunicante, se obtuvieron resultados de aproxi-
mación para parámetros de sensibilidad al riesgo arbitrarios (no
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nulos); como ya se señaló, el análisis en este trabajo no impone
ninguna restricción a la ley de transición del sistema y el coeficien-
te de sensibilidad al riesgo positivo es arbitrario.
En [20] se tiene el primer trabajo encontrado que realiza un análisis
de los modelos de Markov a tiempo discreto usando el criterio pro-
medio sensible al riesgo. En este trabajo, se estudiaron las cadenas
de Markov con espacio de estados y acciones finitos y, bajo condi-
ciones de comunicación adecuadas, se caracterizó el costo promedio
en términos de una única ecuación de optimalidad. Para modelos
controlados y no controlados, las extensiones de tal resultado sin
restricciones a la ley de transición se dieron en [1] y [11], respectiva-
mente. Los modelos controlados de Markov con espacio de estados
finito o numerable con criterios sensibles al riesgo se han estudiado
en ([8], [13], [29], [30]), mientras que los procesos de decisión de
Markov en un espacio de estados general se analizan en [14], [15],
[16] y [21]. Dos factores que despertaron el interés en el criterio
promedio sensible al riesgo, son sus conexiones con los campos de
las matemáticas financieras ([31], [6], [24]), y con la teoŕıa de las
grandes desviaciones (large deviations) ([4], [22]). Nociones de ries-
go más generales son estudiadas en [7] y [28].
El principal resultado en este trabajo, que se establece en el Teore-
ma 4.2, en términos generales se expresa de la siguiente manera: a
medida que el factor de descuento aumenta a 1, una apropiada nor-
malización de las funciones de valor descontado sensibles al riesgo
convergen al costo promedio sensible al riesgo y, además, la con-
vergencia es uniforme en los valores del parámetro de sensibilidad
al riesgo perteneciente a un conjunto compacto del rayo positivo.
Los detalles se darán más adelante, pero es conveniente adelantar
que, debido a la presencia de estados transitorios (ya que la ley de
transición puede ser no comunicante) la aproximación de las funcio-
nes de valor descontado a la función de costo promedio presentada
en esta tesis, es diferente a la utilizada en trabajos anteriores ([9],
[10] y [15]). Particularmente, en [9] se presenta una aproximación
más simple que la propuesta en este trabajo, la cual se obtuvo su-
poniendo que la cadena de Markov es comunicante. Sin embargo,
como se muestra en el Corolario 4.3, cuando se aplica a un estado
recurrente, el resultado de aproximación del Teorema 4.2 se reduce
a lo establecido en [9].

Este trabajo está estructurado en seis caṕıtulos. El segundo, es un
caṕıtulo preliminar en el que se formula la teoŕıa básica que se tra-
bajará a lo largo de la tesis. Se presenta formalmente la definición
de un modelo de Markov con costos asociados y se definen los cri-
terios de descuento y promedio sensibles al riesgo, y se establecen
algunas propiedades de los criterios. También se incluye el plantea-
miento del problema de aproximación al criterio promedio sensible
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al riesgo y los antecedentes que motivaron el estudio del proble-
ma. En el caṕıtulo 3, presentamos la propuesta de aproximación
al criterio promedio sensible al riesgo basada en [9] donde la con-
dición de comunicación en la matriz de transición de la cadena de
Markov es requerida. La aportación de este trabajo de tesis inicia
en el caṕıtulo 4, donde establecemos la propuesta de aproximación
para una cadena de Markov con costos asociados sin restricción de
comunicación usando el costo diferencial y el valor relativo (ver De-
finición 4.1) al criterio promedio a través de las funciones desconta-
das sensibles al riesgo presentadas en el Teorema 4.2 y el Corolario
4.3, y la estrategia que se utilizará para probar dicha propuesta.
Usando resultados auxiliares presentados en secciones posteriores
demostramos el Teorema 4.2 y el Corolario 4.3. Como resultados
auxiliares para probar el Teorema 4.2 buscamos los ĺımites para el
costo diferencial y el valor relativo, y probar que el criterio pro-
medio es acotado superiormente (ver los Teoremas 4.4 y 4.7, y el
Lema 4.8). Además, mostramos que el criterio promedio puede ser
caracterizado a través de una ecuación local de Poisson (ver el Teo-
rema 4.13 y el Lema 4.14). En el caṕıtulo 5, mediante un ejemplo
mostramos que la aproximación al criterio promedio presentada en
el caṕıtulo 3 falla cuando se aplica a un estado transitorio, es de-
cir, la condición de comunicación no se cumple, pero el cambio de
aproximación a través del mayor costo diferencial establecida en el
caṕıtulo 4 funciona para el estado transitorio de la cadena de Mar-
kov con costos asociados del ejemplo. Finalmente, en el caṕıtulo 6
presentamos las conclusiones del trabajo y problemas futuros.
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Caṕıtulo 2

Cadena de Markov con
costos asociados

En este caṕıtulo se describirá en forma sintetizada el modelo de
Markov con costos asociados en el caso neutral y sensible al ries-
go. Después presentaremos dos indicadores que medirán el flujo de
costos del sistema: el ı́ndice descontado y promedio.

2.1. Modelo de Markov con costos aso-
ciados

Un modelo de Markov con costos asociados C := ({Xt}, C),
consta de una cadena de Markov a tiempo discreto {Xt} con espa-
cio de estados S y su respectiva matriz de transición homogénea
en el tiempo [pxy]x,y∈S . Por otro lado, C : S → R, es una función
real llamada costo en un paso.
Podemos pensar un modelo de Markov con costos asociados a tiem-
po discreto como un sistema estocástico observado por un agente
de manera periódica en los tiempos t = 0, 1, 2, .... La dinámica que
describe a este sistema estocástico funciona de la forma siguiente:
si el sistema se encuentra en el estado Xt = x ∈ S, en el tiempo t,
entonces ocurren dos cosas:

1. Se paga un costo C(x); y

2. El sistema se traslada a un nuevo estado Xt+1 = y ∈ S,
mediante la probabilidad de transición

pxy = P [Xt+1 = y|Xt = x].

1
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Una vez hecha esta transición, la dinámica anteriormente descrita
se repite.
Para cada estado inicial X0 = x ∈ S, una medida de probabilidad
Px es definida sobre el espacio Ω = S∞ en forma canónica ([3]).
Mientras que Ex denotará el correspondiente operador esperanza.
La siguiente definición será importante en nuestro trabajo de tesis
para clasificar las cadenas de Markov de acuerdo a la comunicación
en el espacio de estados.

Definición 2.1 Sea x ∈ S, el conjunto de todos los estados que
son accesibles desde x se define por

A(x) := {y ∈ S |Px[Xn = y] > 0 para algún n ∈ N}.

Observe que

x ∈ A(x) y Px[Xn ∈ A(x)] = 1, x ∈ S, n ∈ N. (2.1)

A continuación se define el tiempo de retorno a un estado.

Definición 2.2 Para cada z ∈ S, definamos

Tz := min{n ≥ 1 |Xn = z}, (2.2)

Tz es el primer tiempo de retorno al estado z.

El espacio de estados se clasifica en estados transitorios y recurren-
tes. Para poder resolver el problema principal de este trabajo de
tesis, se inicia estudiando el comportamiento en estados recurrentes
y luego se generaliza la solución en los estados transitorios.

Definición 2.3 Sean x, y ∈ S.

1. Un estado x es recurrente si Px[Tx < ∞] = 1, es decir, si
la cadena de Markov inicia en x entonces retorna a x, con
probabilidad 1.

2. Un estado x es transitorio si Px[Tx < ∞] < 1, es decir, si
la cadena de Markov inicia en x tiene probabilidad positiva,
1− Px[Tx <∞] de nunca retornar a x.

Algunas consecuencias de la definición anterior se presentan en los
Teoremas 2.4 y 2.5 y sus demostraciones respectivas, pueden ser
consultadas en [19]. Estos resultados serán usados en la Observa-
ción 2.7.

Teorema 2.4 Sean x un estado recurrente y sea y ∈ A(x) enton-
ces y es recurrente.
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Teorema 2.5 Si S es un conjunto finito entonces existe al menos
un estado recurrente en la cadena de Markov.

Una de las caracteŕısticas importantes que puede tener la matriz
de transición del modelo de Markov con costos asociado es ser
comunicante, como se describirá en la siguiente definición.

Definición 2.6 Una cadena de Markov es comunicante o bien la
matriz de transición [px,y]x,y∈S es comunicante si

A(x) = S, x ∈ S.

Observación 2.7 (i) Observe que la Definición 2.6 implica que
Px[Tz <∞] = 1 para cada x, z ∈ S.
(ii) Si S es finito y la cadena de Markov es comunicante entonces
por los Teoremas 2.4 y 2.5 cada estado en S es recurrente.
(iii) Sea R ⊂ S, con S finito. Si cada estado en R es recurrente se
dice que R es una clase de recurrencia. Observe que R es no vaćıo
por el Teorema 2.5.

En este trabajo seguiremos la siguiente suposición que no mencio-
naremos en cada Teorema o Lema, pero se supone válida.

Suposición 2.8 El espacio de estados S de la cadena de Markov
con costos asociados es un conjunto finito.

2.2. Modelo de Markov con sensibilidad
al riesgo

Como mencionamos anteriormente, los modelos de Markov con
costos asociados son observados por un agente. El agente puede ser
neutral o sensible al riesgo. Para distinguir cada caso, se emplea
una constante λ conocida como coeficiente de sensibilidad al riesgo.
Si λ = 0 se trata del caso neutral al riesgo, si λ 6= 0 el modelo de
Markov con costos asociados es sensible al riesgo.

2.3. Función de utilidad

El concepto de función de utilidad U nace en economı́a a partir
de la necesidad de estudiar las preferencias de un consumidor a
través de una función real. Gracias a los trabajos en [23] es posi-
ble representar preferencias bajo condiciones de incertidumbre. La
función de utilidad que usaremos en este trabajo se define de la
siguiente manera:
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Definición 2.9 Para λ ∈ R fijo y para todo w ∈ R sea

Uλ(w) :=

{
sign(λ)eλw, si λ 6= 0,

w, si λ = 0.
(2.3)

Donde sign(λ) = 1 si λ > 0 y sign(λ) = −1 si λ < 0. Note que
Uλ(·) es una función estrictamente creciente para cualquier valor
de λ. Cuando el agente pueda elegir entre dos costos aleatorios
W0 y W1, preferirá pagar W0 si E[Uλ(W1)] > E[Uλ(W0)] mien-
tras que el observador será indiferente entre ambos costos cuando
E[Uλ(W1)] = E[Uλ(W0)].
La certeza equivalente de un costo aleatorio W con respecto a Uλ,
se define de la siguiente manera.

Definición 2.10 Sea W una variable aleatoria y supongamos que
el valor esperado, de Uλ(W ) está bien definido. La certeza equiva-
lente E de W con respecto a Uλ está dada por

E [λ,W ] :=

{
1
λ ln(E[eλW ]), si λ 6= 0,

E[W ], si λ = 0.
(2.4)

En esta definición E denota la esperanza de manera genérica. A
partir de (2.3) y (2.4) es posible verificar directamente que se cum-
ple lo siguiente

Uλ(E [λ,W ]) = E[Uλ(W )],

por lo que el observador pagará la cantidad fija E [λ,W ] para evitar
pagar W. Usando (2.3),

E [0,W ] = E[W ], y E [λ,W ] =
1

λ
ln
(
E
[
eλW

])
, λ 6= 0. (2.5)

Por la desigualdad de Jensen

E [λ,W ] ≥ E[W ] = E [0,W ],

si λ > 0. Mientras que

E [λ,W ] ≤ E [0,W ],

cuando λ < 0. El observador del sistema se refiere como neutral al
riesgo si λ = 0, es adverso al riesgo si λ > 0 y se dice propenso al
riesgo si λ < 0.
El siguiente resultado se usará en caṕıtulos posteriores, el cual re-
fiere algunas propiedades funcionales de la certeza equivalente.

Proposición 2.11 Supongamos que la variable aleatoria W sa-
tisface que P [ |W | ≤ b] = 1 para algún b ≥ 0. En este caso las
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siguientes afirmaciones (i)–(iii) se cumplen.
(i) |E [λ,W ]| ≤ b para cada λ ∈ R;
(ii) La función λ 7→ λE [λ,W ] es convexa en λ ∈ R;
(iii) λ 7→ E [λ,W ] es continua en λ ∈ R.

Demostración. Primeramente observe que (2.5) implica que

eλE[λ,W ] = E
[
eλW

]
, λ ∈ R, (2.6)

este hecho será usado en la demostración.
i) Si P [ |W | ≤ b] = 1 entonces |E[W ]| ≤ b y

e−|λ|b ≤ E
[
eλW

]
≤ e|λ|b,

aśı la afirmación se sigue de (2.5).
(ii) Sean λ, λ0, λ1 ∈ R y ρ ∈ (0, 1) tales que λ = ρλ0 + (1 − ρ)λ1.
En este caso, la desigualdad de Hölder implica que

E
[
eλW

]
= E

[
eρλ0W e(1−ρ)λ1W

]
≤ E

[
eλ0W

]ρ
E
[
eλ1W

](1−ρ)
.

Usando (2.6), se tiene que

eλE[λ,W ] ≤ eρλ0E[λ0,W ]e(1−ρ)λ1E[λ1,W ],

y entonces λE [λ,W ] ≤ ρλ0E [λ0,W ] + (1 − ρ)λ1E [λ1,W ], estable-
ciendo la convexidad de λ 7→ λE [λ,W ].
(iii) Dado que una función convexa definida en un intervalo abierto
es continua, la parte (ii) implica que λ 7→ λE [λ,W ] es continua en
R, y entonces E [·,W ] es continua en R\{0}. Para concluir, recuerde
que la función generadora de momentos M(λ) := E

[
eλW

]
es con-

tinua y satisface que M ′(λ) = E
[
WeλW

]
→ E[W ] cuando λ→ 0.

Combinando estos hechos con (2.5), y usando la regla de L’Hopital
se sigue que E [λ,W ] es también continua en λ = 0.

2.4. Criterios de rendimiento

Después de definir el modelo de Markov con costos asociados y de
presentar la definición de función de utilidad y certeza equivalen-
te, es necesario definir un indicador que mida el flujo de costos.
Definiremos dos criterios de rendimiento: el criterio promedio y el
criterio descontado.
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2.4.1. Criterio promedio

Sea X0 = x ∈ S el estado inicial. Dado n ∈ N, el costo to-
tal (aleatorio) incurrido antes del tiempo n es

∑n−1
k=0 C(Xk), y la

certeza equivalente correspondiente es

Jn(λ, x) =


1
λ log

(
Ex

[
eλ

∑n−1
k=0 C(Xk)

])
, si λ 6= 0,

Ex

[∑n−1
k=0 C(Xk)

]
, si λ = 0;

(2.7)

véase (2.5).
Por lo tanto, el observador está dispuesto a pagar Jn(λ, x) para
evitar pagar el costo aleatorio asociado a la visita de los prime-
ros n estados X0, X1, . . . , Xn−1, que representa un promedio de
Jn(λ, x)/n por visita. El ĺımite superior de estos promedios es el
costo promedio (a largo plazo) λ− sensible en el estado x ∈ S:

J(λ, x) := lim supn→∞
1

n
Jn(λ, x). (2.8)

De esta manera, (2.8) se define como el criterio promedio λ-sensible.
El siguiente resultado caracteriza al criterio promedio a través de
una ecuación de Poisson.

Lema 2.12 Supongamos que se cumple la siguiente condición de
comunicación:

A(x) = S, x ∈ S. (2.9)

En este contexto, para cada λ > 0 las afirmaciones (i)–(ii) son
válidas.
(i) Existen g(λ) ∈ R y h(λ, ·) : S → R, los cuales satisfacen la
siguiente ecuación de Poisson:

eλg(λ)+λh(λ,x) = eλC(x)
∑
y∈S

px ye
λh(λ,y), x ∈ S, (2.10)

y en este caso

g(λ) = lim
n→∞

1

λn
log
(
Ex

[
eλ

∑n−1
t=0 C(Xt)

])
= J(λ, x), x ∈ S.

(ii) Si g̃ ∈ R y h̃ : S → R son tales que la ecuación (2.10) es válida
cuando el par (g(λ), h(λ, ·)) es reemplazado por (g̃, h̃(·)), entonces
g̃ = g(λ) y h̃(·)− h(λ, ·) son constantes.

Este Lema fue probado en [20], donde el Teorema clásico de Perron-
Frobenious fue usado para demostrar que eλg(λ) es el valor propio
más grande la matriz [eλC(x)px,y]x,y∈S . Por otro lado, si la condi-
ción de comunicación (2.9) falla, entonces J(λ, ·) no es contante en
general, y es caracterizado a través de un sistema de ecuaciones
(locales) de Poisson similar a (2.10) (ver [1] y [11]).
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2.4.2. Criterio descontado

Sea α ∈ (0, 1) un factor de descuento, de modo que el costo
C(Xt) que se incurrirá en el tiempo t vale αtC(Xt) en el tiempo 0.
El valor en el tiempo 0 de los costos asociados con la evolución del
sistema es

∑∞
t=0 α

tC(Xt) y dado que el estado inicial es X0 = x,
la certeza equivalente λ correspondiente está dada por

V (λ, α, x) :=

{
1
λ log

(
Ex

[
eλ

∑∞
k=0 α

kC(Xk)
])
, si λ 6= 0,

Ex
[∑∞

k=0 α
kC(Xk)

]
, si λ = 0.

. (2.11)

Por lo tanto, (2.11) se define como el criterio descontado o función
de valor descontado λ-sensible.
El siguiente resultado caracteriza a (2.11) a través de ecuaciones
de Poisson.

Lema 2.13 Para cada α ∈ (0, 1), las siguientes ecuaciones de
Poisson se satisfacen mediante la familia {V (λ, α, ·)}λ∈R de fun-
ciones de valor descontado:

V (0, α, x) = C(x) + α
∑
y∈S

px,yV (0, α, y), x ∈ S,

y

eλV (λ,α,x) = eλC(x)
∑
y∈S

px,ye
λαV (λα,α,y), x ∈ S, λ 6= 0. (2.12)

Una prueba de este resultado puede ser vista en [17], para el caso
neutral al riesgo (λ = 0), mientras que para el caso sensible al
riesgo (2.12) se ha establecido en [15].
El siguiente resultado es una consecuencia de (2.11) y la Suposición
2.8 y servirá más adelante para demostrar resultados posteriores.

Lema 2.14 Para cada λ > 0, α ∈ (0, 1),

||V (λ, α, ·)|| ≤ ||C||/(1− α).

El objetivo principal de este trabajo es aproximar el criterio prome-
dio λ-sensible (2.8) a través de las funciones descontadas λ-sensibles
(2.11). Además buscamos establecer una ecuación local de Poisson
(2.10) sin la restricción de comunicación en el modelo de Markov
con costos asociados. En la siguiente sección, mostramos antece-
dentes del problema de aproximación.

2.5. Problema de aproximación

En esta sección se presenta el problema de aproximación al cri-
terio promedio λ-sensible definido en (2.8) a través de las funciones
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del valor descontado λ-sensibles (2.11). Además, presentaremos los
antecedentes del problema de aproximación y la motivación de este
trabajo.
Para establecer el problema de aproximación de manera general,
supondremos que contamos con un modelo de Markov con costos
asociados y recordemos la notación presentada en el caṕıtulo an-
terior. El criterio promedio es denotado por J(λ, ·) y la función
descontada por V (λ, α, ·), con λ ∈ R. De esta manera, con la nota-
ción previamente mostrada, el problema de aproximación es:

Problema. Aproximar el criterio de costo promedio λ-sensible
J(λ, ·) en términos de la familia {V (λ, α, ·)} de funciones de costos
descontados λ-sensibles al riesgo.

2.5.1. Antecedentes

En este apartado se dará un resumen de los antecedentes sobre
la aproximación del criterio promedio λ-sensible v́ıa el criterio des-
contado λ-sensible.

En el caso neutral al riesgo (λ = 0), la aproximación del criterio
promedio a través del criterio descontado es un problema clásico
con la siguiente solución:
De las ecuaciones (2.8) y (2.11), se define el criterio descontado y
promedio neutral al riesgo como:

V (0, α, x) = Ex

[ ∞∑
t=0

αtC(Xt)

]
,

y

J(0, x) = limsup
n→∞

1

n
Ex

[ ∞∑
t=0

C(Xt)

]
,

respectivamente, donde x ∈ S y α ∈ (0, 1) son arbitrarios.

Inicialmente, para poder lograr una propuesta de aproximación, se
considera la siguiente suposición.

Suposición 2.15 ‖V (0, α, ·)−Vα(0, α, z)‖ <∞ para algún estado
fijo z ∈ S.

Teorema 2.16 Si la Suposición 2.15 se cumple entonces

lim
α↗1

(1− α)V (0, α, x) = J(0, x), x ∈ S. (2.13)
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La prueba del Teorema 2.16 se puede encontrar en [2] o [26]. Además
la Suposición 2.15 se cumple cuando el modelo de Markov con cos-
tos asociados tiene una matriz de transición comunicante [32].
Sin la restricción de comunicación, el Teorema 2.16 también es váli-
do (ver Teorema 9.1.4 en [25]).
Para el caso sensible al riesgo (λ 6= 0) la aproximación presentada
en el Teorema 2.16, no es viable. Como prueba de la afirmación
anterior, se tiene el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 2.17 Considere el espacio de estados S = N y la
función de costo asociado

C(x) =

{
1, si x 6= 0,

0, si x = 0.
.

y

pxy =

{
1, si x = y − 1,
e−1

x! , si x ∈ N, y = 0.
.

Lema 2.18 Para el caso sensible al riesgo λ 6= 0, el modelo de
Markov con costo asociado definido en el Contraejemplo 2.17, cum-
ple que

lim
α↗1

(1− α)V (λ, α, x) = λ−1
∫ λ

0

J(λ, s)ds := g(λ), (2.14)

y
g(λ) < J(λ, x),

para cada x ∈ S.

La prueba del Lema 2.18 se puede consultar en el Ejemplo 9.1 en
[10].

Por lo tanto, se requiere una forma alternativa de aproximar el
criterio promedio a través del criterio descontado.
En los procesos de decisión de Markov con espacio de estados de
Borel, el problema de esta tesis se estudió en [15],1 bajo condicio-
nes de ergodicidad adecuadas, se obtuvo una solución al problema
con el requisito de que el coeficiente de sensibilidad al riesgo sea lo
suficientemente pequeño.
En resumen, para un modelo de Markov con costos asociados con
un coeficiente de sensibilidad al riesgo general no se encontraron
resultados de aproximación al criterio promedio a través del crite-
rio descontado. Además, como se observó en el Contraejemplo 2.17
que la propuesta de aproximación tiene que ser diferente a la usada
en el caso neutral al riesgo (λ = 0).
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En los siguientes caṕıtulos mostraremos una solución al problema
de aproximación. La primera está basada en [9], donde con la con-
dición de comunicación (2.9) se presenta una propuesta de aproxi-
mación en el Teorema 3.3. Después, en el caṕıtulo 5 presentamos
la aportación de este trabajo de tesis, donde, sin restricciones de
comunicación en la cadena de Markov se muestra una aproxima-
ción a través de la función de mayor costo diferencial en el Teorema
4.2 con un coeficiente de sensibilidad al riesgo positivo. Finalmen-
te, mostramos un ejemplo donde la aproximación del Teorema 3.3
falla cuando la cadena de Markov tiene un estado transitorio pe-
ro la propuesta de aproximación con la función de mayor costo
diferencial es válida para dicho estado.



Caṕıtulo 3

Aproximación
descontada al criterio
promedio: caso
comunicante

Este caṕıtulo está basado en el art́ıculo [9], su desarrollo utiliza
la notación dada en el caṕıtulo 2.
Para resolver el problema de aproximación presentado en el caṕıtu-
lo anterior, espećıficamente en la Sección 2.5, se requiere la siguiente
definición.

Definición 3.1 Sea z ∈ S fijo. Para cada λ ∈ R, α ∈ (0, 1) y
x ∈ S, definamos

g(λ, α, x) : = V (λ, α, x)− αV (λα, α, x),

h(λ, α, x) : = V (λ, α, x)− V (λ, α, z).

Observe que g(0, α, x) = (1−α)V (0, α, x) y h(0, α, x) = V (0, α, x)−
V (0, α, z).
El siguiente teorema extiende la convergencia (2.13) al caso sensible
al riesgo. Para estos se requiere la siguiente suposición sobre el
modelo.

Suposición 3.2 El modelo de Markov con costos asociados tiene
una matriz de transición comunicante (ver Definición 2.6).

11
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Teorema 3.3 Considere que la Suposición 3.2 es válida y sean
λ ∈ R y x ∈ S, entonces

lim
α↗1

g(λ, α, x) = g∗(λ), y lim
α↗1

h(λ, α, x) = h∗(λ, x), (3.1)

donde (g∗(λ), h∗(λ, ·)) es la solución de la ecuación de Poisson des-
crita en el Lema 2.12.

Esencialmente, este resultado se obtiene mostrando que la primera
convergencia en (3.1) es uniforme para λ en subconjuntos compac-
tos de R. Para poder demostrar el Teorema 3.3 son necesarios los
resultados auxiliares presentados en la siguiente sección.

3.1. Resultados auxiliares

Esta sección contiene los resultados técnicos que se utilizarán
para demostrar el Teorema 3.3.

Teorema 3.4 Sea λ 6= 0 arbitrario pero fijo. Supongamos que la
sucesión {αn} ⊂ (0, 1) satisface que

lim
n→∞

αn = 1 y g̃(λ, x) := lim
n→∞

g(λ, αn, x), (3.2)

donde el segundo ĺımite existe para cada x ∈ S. En este caso, g̃(λ, ·)
es constante, digamos

g̃(λ, x) = g̃∗(λ), x ∈ S,

y

lim
n→∞

g(λαn, αn, x) = g̃∗(λ), x ∈ S.

La demostración de este teorema es bastante técnica, y las partes
esenciales de la prueba se presentan en los Lemas 3.5–3.7.
Para empezar, tenga en cuenta que (2.11) implica que

λV (λ, α, x) = log
(
Ex

[
eλ

∑∞
k=0 α

kC(Xk)
])
, λ ∈ R, α ∈ (0, 1), x ∈ S.

(3.3)

Lema 3.5 Para cada α ∈ (0, 1) y x ∈ S, las siguientes afirmacio-
nes (i)–(iv) se cumplen:
(i) |λV (λ, α, x) − λ1V (λ1, α, x)| ≤ |λ − λ1| ‖C‖/(1 − α) para cada
λ, λ1 ∈ R;
(ii) |g(λ, α, x)| ≤ ‖C‖, λ ∈ R;
(iii) g(·, α, x) es creciente;
(iv) λg(λα, α, x) ≤ λg(λ, α, x) para cada λ 6= 0.
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Demostración. Ver Lema 4.1 en [9].

El siguiente resultado se basa en gran medida en la Suposición 2.6.

Lema 3.6 Para cada M > 0, existe una constante KM tal que

|λV (λ, α, x)−λV (λ, α, y)| ≤ KM , |λ| ≤M, x, y ∈ S, α ∈ (0, 1).
(3.4)

Demostración. Sean x, y ∈ S y α ∈ (0, 1) arbitrarios y por la
Suposición 2.6, existe un entero positivo Nx,y tal que Px[XNx,y =
y] > 0. Usando (3.3) observe para cada λ ∈ R,

eλV (λ,α,x) = Ex

[
eλ

∑∞
k=0 α

kC(Xk)
]

= Ex

[
eλ

∑Nx,y−1

k=0 αkC(Xk)eλα
Nx,y

∑∞
k=0 α

kC(Xk+Nx,y )
]

≥ e−Nx,y|λ| ‖C‖Ex
[
eλα

Nx,y
∑∞
k=0 α

kC(Xk+Nx,y )
]

(3.5)

≥ e−Nx,y|λ| ‖C‖Ex
[
I[XNx,y = y]eλα

Nx,y
∑∞
k=0 α

kC(Xk+Nx,y )
]
.

Por otro lado, de la propiedad de Markov y (2.11) se obtiene que

Ex

[
I[XNx,y = y]eλα

Nx,y
∑∞
k=0 α

kC(Xk+Nx,y )
∣∣∣Xk, k ≤ Nx,y

]
= I[XNx,y = y]Ey

[
eλα

Nx,y
∑∞
k=0 α

kC(Xk)
]

= I[XNx,y = y]eλα
Nx,yV (λαNx,y ,α,y),

y entonces

Ex

[
I[XNx,y = y]eλα

Nx,y
∑∞
k=0 α

kC(Xk+Nx,y )
]

= Px[XNx,y = y]eλα
Nx,yV (λαNx,y ,α,y).

Combinando esta igualdad con (3.5), se sigue que

eλV (λ,α,x) ≥ Px[XNx,y = y]e−Nx,y|λ| ‖C‖+λα
Nx,yV (λαNx,y ,α,y),

y entonces

λV (λ, α, x)− λαNx,yV (λαNx,y , α, y)

≥ −Nx,y|λ| ‖C‖+ log(Px[XNx,y = y]). (3.6)
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Ahora, observe que

V (λ, α, y)− αNx,yV (λαNx,y , α, y)

=

Nx,y∑
k=1

αk−1
[
V (λαk−1, α, y)− αV (λαk, α, y)

]
=

Nx,y∑
k=1

αk−1gα(λαk−1, y).

Dado que α ∈ (0, 1), esta última relación y el Lema 3.5(ii) juntos
nos conducen a

|V (λ, α, y)− αNx,yV (λαNx,y , α, y)| ≤ Nx,y‖C‖,

una desigualdad que a través de (3.6) implica que

λV (λ, α, x)− λV (λ, α, y)

≥ −Nx,y(|λ|+ 1)‖C‖+ log(Px[XNx,y = y]), x, y ∈ S.

Ahora, para cada M > 0 definamos

KM := max{Nx,y(M + 1)‖C‖ − log(Px[XNx,y = y]) |x, y ∈ S},

y observe que KM <∞, ya que P [XNx,y = y] > 0 para cada x, y ∈
S y el espacio de estados es finito. Con esta notación, y las dos
últimas relaciones se tiene que λV (λ, α, x) − λV (λ, α, y) ≥ −KM

para cada x, y,∈ S, λ ∈ [−M,M ], y (3.4) se sigue intercambiando
los roles de x y y.

El paso antes de la prueba del Teorema 3.4 relaciona las funciones
g(λ, α, ·) and g(λα, α, ·) mediante una matriz estocástica.

Lema 3.7 Sea λ ∈ R \ {0} arbitrario pero fijo. Para cada α ∈
(0, 1), se define la matriz estocástica [Qλ,αx,y ]x,y∈S por

Qλ,αx,y :=
px,ye

λα2V (λα2,α,y)∑
w∈S px,we

λα2V (λα2,α,w)
, x, y ∈ S. (3.7)

Con esta notación, las siguientes afirmaciones (i) y (ii) se cumplen:
(i) Para cada α ∈ (0, 1),

eλgα(λ,x) = eλ(1−α)C(x)
∑
y∈S

Qλ,αx,y e
λαgα(λα,y), x ∈ S. (3.8)

(ii) Para cada x, y ∈ S y α ∈ (0, 1)

Qλ,αx,y ≥ px,ye−2K|λ| ,

donde la constante K|λ| es como en el Lema 3.6.
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Demostración. Dada α ∈ (0, 1) y x ∈ S, por (2.12) se satisfacen
las siguientes igualdades:

eλV (λ,α,x) = eλC(x)
∑
y∈S

px,ye
λαV (λα,α,y),

eλαV (λα,α,x) = eλαC(x)
∑
w∈S

px,we
λα2V (λα2,α,w).

Por lo tanto,

eλ[V (λ,α,x)−αV (λα,α,x)]

= eλ(1−α)C(x)

∑
y∈S px,ye

λαV (λα,α,y)∑
w∈S px,we

λα2V (λα2,α,w)

= eλ(1−α)C(x)

∑
y∈S px,ye

λα2V (λα2,α,y)eλα[V (λα,α,y)−αV (λα2,α,y)]∑
w∈S px,we

λα2V (λα2,α,w)
,

y (3.8) se sigue a través de la Definición 3.1 y (3.7).
(ii) Sea w∗ ∈ S fijo, y observe que (3.7) implica que

Qλ,αx,y =
px,ye

λα2[V (λα2,α,y)−V (λα2,α,w∗)]∑
w∈S px,we

λα2[V (λα2,α,w)−V (λα2,α,w∗)]
, x, y ∈ S.

Usando la desigualdad |λ|α2|V (λα2, α, ·) − V (λα2, α, w∗)| ≤ K|λ|
establecida en el Lema 3.6, se deduce, para cada x, y ∈ S,

eλα
2[V (λα2,α,y)−V (λα2,α,w∗)] ≥ e−K|λ| ,

y ∑
w∈S

px,we
λα2[V (λα2,α,w)−V (λα2,α,w∗)] ≤ eK|λ| ,

y la conclusión se sigue combinando estas tres últimas relaciones.

Después de los anteriores preliminares, el Teorema 3.4 se puede
demostrar de la siguiente manera.

Demostración del Teorema 3.4 Sea {αn} ⊂ (0, 1) tal que (3.2)
se cumple. Primero, se mostrará que {g(λαn, αn, ·)} converge a
g̃(λ, ·) cuando n tiende a ∞. Para lograr este objetivo es suficiente
mostrar que cualquier punto ĺımite de {g(λαn, αn, ·)} coincide con
g̃(λ, ·), ya que ‖g(λαn, αn, ·)‖ ≤ ‖C‖, por el Lema 3.5(ii). Con esto
en mente, sea g̃(1)(λ, ·) : S → R un punto ĺımite arbitrario de
{g(λαn, αn, ·)} y seleccione una subsucesión {βk} de {αn} tal que

lim
k→∞

g(λβk, βk, x) = g̃(1)(λ, x), x ∈ S. (3.9)
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Tomando una subsucesión adicional, si es necesario, se puede su-
poner que los componentes de la matriz estocástica Qλ,βn en (3.7)
convergen:

Qλx,y := lim
k→∞

Qλ,βkx,y , x, y ∈ S, (3.10)

donde, dado que S es finito, la matriz ĺımite Qλ es estocástica.
Además, el Lema 3.7(ii) y la relación anterior dan como resultado
que Qλx,y ≥ e−2K|λ|px,y para cada x, y ∈ S, aśı la Suposición 2.6

implica que Qλ es una matriz comunicante, y luego tienen una
distribución invariante ρ(·) la cual es positiva en cada estado, es
decir,

ρ(y) > 0 and ρ(y) =
∑
x∈S

ρ(x)Qλx,y, y ∈ S. (3.11)

Luego, por (3.8), para cada entero positivo k,

eλg(λ,βk,x) = eλ(1−βk)C(x)
∑
y∈S

Qλ,βkx,y eλβkg(λβk,βk,y), x ∈ S,

mientras que el Lema 3.5(iv) implica que

λg(λ, βk, ·) ≥ λg(λβk, βk, ·).

Dado que {βk} es una subsucesión de {αn}, tomando el ĺımite en
ambos lados de estas relaciones, a través de (3.2), (3.9) y (3.10) se
sigue que

eλg̃(λ,x) =
∑
y∈S

Qλx,ye
λg̃(1)(λ,y), x ∈ S, (3.12)

y

λg̃(λ, ·) ≥ λg̃(1)(λ, ·). (3.13)

Combinando (3.11) y (3.12) se sigue que∑
x∈S

ρ(x)eλg̃(λ,x) =
∑
x∈S

ρ(x)
∑
y∈S

Qλx,ye
λg̃(1)(λ,y)

=
∑
y∈S

∑
x∈S

ρ(x)Qλx,ye
λg̃(1)(λ,y)

=
∑
y∈S

ρ(y)eλg̃
(1)(λ,y),

y entonces ∑
x∈S

ρ(x)[eλg̃(λ,x) − eλg̃
(1)(λ,x)] = 0.
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Recordando que ρ(·) > 0 y λ no es nulo, esta última relación y
(3.13) juntas implican que g̃(λ, ·) = g̃(1)(λ, ·). Como ya se men-
cionó, esto demuestra que

lim
n→∞

g(λαn, αn, x) = g̃(λ, x) = lim
n→∞

g(λ, αn, x), x ∈ S.

Para concluir, observe que (3.12) implica que, para cada estado x,

eλg̃(λ,x) =
∑
y∈S

Qλx,ye
λg̃(λ,y),

y entonces

eλg̃(λ,x) =
∑
y∈S

(Qλ)nx,ye
λg̃(λ,y),

donde (Qλ)n es el n-ésimo producto de la matriz de Qλ consigo
mismo. Por lo tanto,

eλg̃(λ,x) = lim
n→∞

∑
y∈S

[∑n
k=1(Qλ)kx,y

n

]
eλg̃(λ,y)

=
∑
x∈S

ρ(y)eλg̃(λ,y),

por el teorema ergódico. Por lo tanto, śı

g̃∗(λ) := λ−1 log

∑
y∈S

ρ(y)eλg̃(λ,y)

 ,

se sigue que g̃(λ, ·) = g̃∗(λ), completando la prueba. �

3.2. Prueba del teorema de aproxima-
ción

En esta sección se establecerá la demostración del Teorema 3.3.
Sea z ∈ S el estado fijo enunciado en el Lema 2.12, y observe que
(2.12) implica que, para cada λ 6= 0, α ∈ (0, 1) y x ∈ S, se tiene
que

eλ[V (λ,α,x)−V (λ,α,z)]+λ[V (λ,α,z)−αV (λα,α,z)]

= eλC(x)
∑
y∈S

px,ye
λα[V (λα,α,y)−V (λα,α,z)],

una igualdad que, usando la notación en la Definición 3.1 es equi-
valente a

eλhα(λ,x)+λgα(λ,z) = eλC(x)
∑
y∈S

px,ye
λαhα(λα,y), (3.14)
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x ∈ S, α ∈ (0, 1) y λ > 0.

Demostración del Teorema 3.3 Como ya se ha observado, el
caso neutral al riesgo λ = 0 es bien conocido, y su prueba puede
verse, por ejemplo en [17] y [25]. Por lo tanto, en el resto se supone
que λ > 0. Para empezar, recuerde que ‖g(λ, α, ·)‖ ≤ ‖C‖, por el
Lema 3.5(ii), mientras que ‖h(λ, α, ·)‖ ≤ K|λ| por el Lema 3.6 y
la Definición 3.1. Por lo tanto, para establecer (3.1) es suficiente
demostrar que, si (g̃(λ), h̃(λ, ·)) es un punto ĺımite arbitrario de la
familia {(g(λ, α, ·), h(λ, α, ·))}α∈(0,1) cuando α crece a 1, entonces

g̃(λ, ·) = g∗(λ), and h̃(λ, ·) = h∗(λ, ·). (3.15)

Para lograr este objetivo primero observe que

h̃(λ, z) = 0, (3.16)

ya que, por la Definición 3.1, h(λ, α, z) = 0 para cada α ∈ (0, 1).
Ahora, sean {αn} ⊂ (0, 1), una sucesión tal que limn→∞ αn = 1, y

lim
n→∞

g(λ, αn, x) = g̃(λ, x), lim
n→∞

h(λ, αn, x) = h̃(λ, x), x ∈ S.
(3.17)

En este contexto, el Teorema 3.4 implica que g̃(λ, ·) es constante,
digamos g̃∗(λ), y

g̃(λ, x) = g̃∗(λ) = lim
n→∞

g(λαn, αn, x), x ∈ S. (3.18)

Luego, usando la Definición 3.1, observe que

h(λ, αn, x)− αnh(λαn, αn, x)

= [V (λ, αn, x)− V (λ, αn, z)]− αn[V (λαn, αn, x)− V (λαn, αn, z)]

= [V (λ, αn, x)− αnV (λαn, αn, x)]− [V (λ, αn, z)− αnV (λαn, αn, z)]

= g(λ, αn, x)− g(λ, αn, z).

Combinando esta relación con las dos anteriores, se sigue que

lim
n→∞

αnh(λαn, αn, x) = h̃(λ, x). (3.19)

Ahora, reemplace α por αn en (3.14) para obtener

eλh(λ,αn,x)+λg(λ,αn,z) = eλC(x)
∑
y∈S

px,ye
λαnh(λαn,αn,y), x ∈ S.

Tomando el ĺımite cuando n tiende a ∞ en ambos lados de esta
igualdad, a través de (3.17)–(3.19) se sigue que

eλh̃(λ,x)+λg̃
∗(λ) = eλC(x)

∑
y∈S

px,ye
λh̃(λ,y), x ∈ S.
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De esta manera, los Lemas 2.12(ii) y (3.16) implican la relación
(3.15), completando la prueba.

En este caṕıtulo estudiamos el problema de aproximación del cri-
terio promedio sensible al riesgo a través de una normalización
de las funciones descontadas sensibles al riesgo establecida en el
Teorema 3.3. La condición de comunicación en la cadena de Mar-
kov fue importante para demostrar el teorema antes mencionado.
Más adelante, en el caṕıtulo 5 presentamos un ejemplo donde esta
normalización falla cuando se aplica a un estado transitorio y se
requiere otra normalización llamada en el caṕıtulo 4 mayor costo
diferencial.
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Caṕıtulo 4

Aproximación
descontada al criterio
promedio: caso no
comunicante

Este caṕıtulo está basado en el art́ıculo [5] y es la aportación
principal de este trabajo de tesis. El desarrollo de este caṕıtulo
utiliza la notación dada en el caṕıtulo 2. En la Sección 2.5, presen-
tamos el problema de aproximación al criterio promedio sensible
al riesgo a través de las funciones descontadas sensibles al riesgo.
Además, en los antecedentes del problema, no se encontraron re-
sultados sin la restricción de comunicación al modelo de Markov
con costos asociados.

4.1. Propuesta de aproximación

Considere un modelo de Markov con costo asociado definido en
el Caṕıtulo 2. Recuerde que V (λ, α, ·) denota la función descontada
λ-sensible y J(λ, ·) al criterio promedio λ-sensible. Vamos a esta-
blecer la siguiente definición para poder presentar la propuesta de
aproximación de este trabajo.

Definición 4.1 Para cualesquiera x, y ∈ S, α ∈ (0, 1) y λ > 0, se
define el costo diferencial g(λ, α, x) y el valor relativo h(λ, α, x, y)
de la siguiente manera::

g(λ, α, x) := V (λ, α, x)− αV (αλ, α, x), (4.1)

h(λ, α, x, y) := V (λ, α, x)− V (λ, α, y), (4.2)

21
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respectivamente, mientras que

g̃(λ, α, x) := max
w∈A(x)

g(λ, α,w), (4.3)

es el mayor costo diferencial desde x.

Utilizando la definición anterior, el principal resultado de este tra-
bajo establece lo siguiente: a medida que α crece a 1, el criterio
promedio J(λ, ·) es el ĺımite de la función del mayor costo dife-
rencial desde x, g̃(λ, α, ·). Además, la convergencia es uniforme en
conjuntos compactos del rayo positivo.

Teorema 4.2 Para cada conjunto compacto K ⊂ (0,∞) y x ∈ S,

sup
λ∈K
|g̃(λ, α, x)− J(λ, x)| → 0 cuando α↗ 1. (4.4)

Este teorema generaliza la conclusión principal del Teorema 3.3,
donde asumen que la matriz de transición es comunicante y con el
cambio de g(λ, α, x) en lugar de g̃(λ, α, x) en (4.4), la afirmación
de la convergencia en el Teorema 4.2 es válida.
De esta manera, si la matriz de transición es comunicante (todos los
estados son recurrentes) entonces como consecuencia del Teorema
4.2 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.3 Si el estado x ∈ S es recurrente, entonces para
cada conjunto compacto K ⊂ (0,∞) y λ > 0,

sup
λ∈K
|g(λ, α, x)− J(λ, x)| → 0 cuando α↗ 1. (4.5)

La estrategia técnica para demostrar el Teorema 4.2 y el Corolario
4.3 consiste en probar lo siguiente:

Si {(αn, λn)} ⊂ (0, 1)× (0,∞) es una sucesión convergente a
(1, λ∗) con λ∗ > 0, entonces existe una subsucesión (con la
misma notación {(αn, λn)}) tal que la sucesión {g(λn, αn, x)}
y {h(λn, αn, x, y)} son convergentes para cada x, y ∈ S, y

lim
n→∞

g̃(λn, αn, x) = J(λ∗, x),

un hecho que lleva a (4.4) a través de un argumento sim-
ple, mientras que el Corolario 4.3 será probado demostran-
do que, si x es un estado recurrente, entonces g̃(λn, αn, x) y
g(λn, αn, x) tienen el mismo ĺımite cuando n tiende a ∞.

Para lograr el objetivo anterior se requieren los siguientes resulta-
dos preliminares:
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1. La función de valor relativo h(λ, α, x, y) es acotada inferior-
mente bajo la condición que y ∈ A(x). Este resultado se
puede ver en el Teorema 4.4.

2. Para cada α ∈ (0, 1), el ı́ndice de costo promedio J(λ, ·) es
acotado superiormente por la función del mayor costo dife-
rencial g̃(λ, α, ·). Este resultado se puede encontrar en el Teo-
rema 4.7. De esta forma el ĺımite de g̃(λ, α, ·) cuando α ↗ 1
es mayor o igual que J(λ, ·).

3. Crear una partición del espacio de estados a partir del ĺımite
de la sucesión de funciones de valor relativo, {h(λn, αn, ·, ·)}.

4. Dado un conjunto H en la partición del espacio de esta-
dos, una ecuación de Poisson similar a (2.10) se establece
en H, donde los ĺımites de las sucesiones {g(λn, αn, ·)} y
{g(αnλn, αn, ·)} están relacionados mediante una matriz es-
tocástica en ese conjunto. Dicho resultado se demuestra en el
Lema 4.14.

5. Con condiciones apropiadas, se tiene que la siguiente igualdad

lim
n→∞

g̃(λn, αn, Xt) = lim
n→∞

g(λn, αn, Xt),

se cumple casi seguro mientras el sistema permanece en H.
En el Lema 4.15 se encuentra este resultado.

6. Para cada x ∈ S, se tiene la siguiente desigualdad g(λ, α, x) ≥
g(αλ, α, x). Este resultado se puede encontrar en el Teorema
4.13. Cuya prueba se basa en la convexidad de la función λ 7→
λV (λ, α, x) (mismo argumento que se usa en [9]) y agregando
las conclusiones de los Lemas 4.14 y 4.15.

Estos resultados auxiliares son demostrados en las Secciones 4.2 y
4.3. La demostración del Teorema 4.2 y el Corolario 4.3 se pueden
consultar en la Sección 4.4.

4.2. Propiedades del costo diferencial y
el valor relativo

En esta sección revisaremos los resultados auxiliares básicos que
se utilizan para demostrar el Teorema 4.2. Los principales objetivos
en este caṕıtulo son:

(i) Establecer los ĺımites para el costo diferencial g(λ, α, ·) y el valor
relativo h(λ, α, ·, ·) establecido en el Lema 4.5(iii) y el Teorema 4.4,
respectivamente.
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(ii) Probar que el ı́ndice promedio J(λ, ·) es acotado superiormente
para cada α ∈ (0, 1), por el mayor costo diferencial g̃(λ, α, ·); ver
Teorema 4.7 (iii).

4.2.1. Ĺımites para el costo diferencial y valor
relativo

Teorema 4.4 Para cualesquiera ε > 0 y x, y ∈ S,

y ∈ A(x) =⇒ inf
λ≥ε, α∈(0,1)

h(λ, α, x, y) > −∞.

La verificación de este resultado se basa en el ĺımite de la función de
costo diferencial g(λ, α, ·) enunciado en la tercera parte del siguiente
lema.

Lema 4.5 Para cualesquiera α ∈ (0, 1) y x ∈ S, las afirmaciones
(i)–(iv) siguientes son válidas:
(i) λ 7→ λV (λ, α, x) es convexa sobre λ ∈ (0,∞).
(ii) g(·, α, x) es continua y g(λ, α, x) ≥ g(αλ, α, x) para cada λ > 0.
(iii) |λ1V (λ1, α, x)− λV (λ, α, x)| ≤ ‖C‖|λ− λ1|/(1−α) para cada
λ, λ1 > 0, y entonces

|g(λ, α, x)| ≤ ‖C‖. (4.6)

(iv) |λJ(λ, x)− λ1J(λ1, x)| ≤ |λ− λ1|‖C‖, λ, λ1 > 0.

Demostración.
(i) Para α ∈ (0, 1) y n = 1, 2, ..., sea

Wα :=

∞∑
t=0

αtC(Xt).

Aplicando la Proposición 2.11 (ii) a la variable aleatoria Wα, esta
parte se sigue de inmediato.
(ii) Dado que una función convexa definida en un intervalo abierto
D ⊂ R es continua en D, la parte (i) implica que λ 7→ λV (λ, α, x)
es una función continua en (0,∞), y en consecuencia la continuidad
de V (·, α, x) es demostrada. Usando la definición de costo diferen-
cial (4.1) se tiene la continuidad de g(·, α, x).
Ahora, sea λ > 0 arbitrario y observe que los puntos extremos del
intervalo [α2λ, αλ] son menores que los puntos extremos correspon-
dientes de [αλ, λ], de modo que

g(λ, α, x)

1− α
=
λV (λ, α, x)− αλV (αλ, α, x)

λ− αλ

≥ αλV (αλ, α, x)− α2λV (α2λ, α, x)

αλ− α2λ
=
g(αλ, α, x)

1− α
,
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donde las igualdades se deben a la Definición 4.1, y la desigualdad se
debe al inciso (i). Dado que α ∈ (0, 1), la relación anterior produce
que g(λ, α, x) ≥ g(αλ, α, x).
(iii) Sean λ, λ1 > 0 arbitrarios, considere y observe que |Wα| ≤
‖C‖/(1 − α), ya que el espacio de estados es finito y por tanto la
función de costo asociado es acotada. De esta manera, se sigue la
siguiente relación

λWα = λ1Wα + (λ− λ1)Wα ≤ λ1Wα + |λ− λ1|‖C‖/(1− α).

Aśı, (2.11) implica que

eλV (λ,α,x) = Ex[eλWα ]

≤ Ex[eλ1Wα ]e|λ−λ1|‖C‖/(1−α)

= eλ1V (λ1,α,x)+|λ−λ1|‖C‖/(1−α),

entonces

λV (λ, α, x)− λ1V (λ1, α, x) ≤ |λ− λ1|‖C‖/(1− α),

por lo tanto, intercambiando los roles de λ y λ1 resulta que

|λV (λ, α, x)− λ1V (λ1, α, x)| ≤ ‖C‖|λ− λ1|/(1− α).

Finalmente, si λ1 = αλ en esta última desigualdad se obtiene (4.6).
(iv) Para cada entero positivo n observe que

|
n−1∑
t=0

C(Xt)| ≤ n‖C‖,

y entonces (2.7) implica que, para cada λ, λ1 > 0,

eλJn(λ,x) = Ex

[
eλ

∑n−1
t=0 C(Xt)

]
= Ex

[
eλ1

∑n−1
t=0 C(Xt)e(λ−λ1)

∑n−1
t=0 C(Xt)

]
≤ Ex

[
eλ1

∑n−1
t=0 C(Xt)

]
en‖C‖ |λ−λ1|

= eλ1J(λ1,x)en‖C‖ |λ−λ1|,

aśı que

λ
Jn(λ, x)

n
≤ ‖C‖ |λ− λ1|+ λ1

J(λ1, x)

n
, (4.7)

tomando el ĺımite superior cuando n tiende a ∞ en ambos lados
de la desigualdad (4.7), se tiene que

λJ(λ, x)− λ1J(λ1, x) ≤ ‖C‖ |λ− λ1|,
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y la conclusión se obtiene intercambiando los roles de λ y λ1.
Una vez probado el Lema anterior, podemos seguir con la demos-
tración del Teorema 4.4.

Demostración del Teorema 4.4.
Sea x ∈ S fijo y dado un estado arbitrario y ∈ A(x), existe m ∈ N
tal que

Px[Xm = y] > 0. (4.8)

Ahora, sean λ > 0 y α ∈ (0, 1) arbitrarios y observe que (2.11)
implica

eλV (λ,α,x) = Ex

[
eλ

∑∞
t=0 α

tC(Xt)
]

= Ex

[
eλ

∑m−1
t=0 αtC(Xt)eλ

∑∞
t=m αtC(Xt)

]
≥ Ex

[
I[Xm = y]eλ

∑m−1
t=0 αtC(Xt)eλ

∑∞
t=m αtC(Xt)

]
≥ e−λm‖C‖Ex

[
I[Xm = y]eλα

m∑∞
t=0 α

tC(Xm+t)
]
,(4.9)

mientras que por la propiedad de Markov

Ex

[
I[Xm = y]eλα

m∑∞
t=0 α

tC(Xm+t)
∣∣∣Xm

]
= I[Xm = y]Ey

[
eλα

m∑∞
t=0 α

tC(Xt)
]
,

= I[Xm = y]eλα
mV (λαm,α,y),

ver (2.11) para la segunda igualdad. Por lo tanto,

Ex

[
I[Xm = y]eλα

m∑∞
t=0 α

tC(Xm+t)
]

=Ex

[
I[Xm = y]eλα

mV (λαm,α,y)
]

=Px [Xm = y] eλα
mV (λαm,α,y).

Esta relación y (4.9) juntas implican que

eλV (λ,α,x) ≥ e−λm‖C‖Px [Xm = y] eλα
mV (λαm,α,y).

A continuación, observe que

V (λ, α, y) =

m−1∑
k=0

[αkV (λαk, α, y)− αk+1V (λαk+1, α, y)]

+ αmV (λαm, α, y)

=

m−1∑
k=0

αkg(λαk, α, y) + αmV (λαm, α, y)

≤ m‖C‖+ αmV (λαm, α, y),
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donde la segunda igualdad se debe a la Definición 4.1, y el Le-
ma 4.5(iii) se usó en la última desigualdad. Como λ es positivo,
combinando las dos relaciones anteriores se deduce que

eλh(λ,α,x,y) =
eλV (λ,α,x)

eλV (λ,α,y)

≥ e−λm‖C‖Px [Xm = y] eλα
mV (λαm,α,y)

eλm‖C‖+λαmV (λαm,α,y)

= e−2λm‖C‖Px [Xm = y] ,

aśı que

h(λ, α, x, y) ≥ −2m‖C‖+ log (Px [Xm = y]) /λ.

Por lo tanto, para cada ε > 0,

inf
λ≥ε, α∈(0,1)

h(λ, α, x, y) ≥ −2m‖C‖+ log (Px [Xm = y]) /ε > −∞,

aśı por la segunda desigualdad se obtiene (4.8). �

Observación 4.6 Sea R una clase de recurrencia de la ley de
transición [px,y]x,y∈S, entonces por el Teorema 2.4 se tiene que
A(x) = R si x ∈ R. En este caso la inclusión y ∈ A(x)(= R)
siempre se cumple para cada x, y ∈ R. Del Teorema 4.4 aplicado a
(x, y) y (y, x) se sigue que

sup
λ≥ε,α∈(0,1)

|h(λ, α, x, y)| <∞

cuando x, y ∈ R.

4.2.2. Cota superior al criterio promedio

A continuación, se establecerá un ĺımite superior para el costo
promedio λ-sensible.

Teorema 4.7 Para cada x ∈ S, λ > 0 y α ∈ (0, 1), se satisfacen
las siguientes afirmaciones:
(i) y ∈ A(x) =⇒ A(y) ⊂ A(x);
(ii) y ∈ A(x) =⇒ g(λ, α, y) ≤ g̃(λ, α, y) ≤ g̃(λ, α, x);
(iii) J(λ, x) ≤ g̃(λ, α, x).

Demostración. (i) Suponga que y ∈ A(x), y sea z ∈ A(y) arbitra-
rio. Por la Definición 2.6 existen enteros no negativos n y m tales
que

Px[Xn = y] > 0 y Py[Xm = z] > 0.
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Por lo tanto, una aplicación de la propiedad de Markov implica que

Px[Xn+m = z] ≥ Px[Xn = y,Xn+m = z]

= Px[Xn = y]Px[Xn+m = z|Xn = y]

= Px[Xn = y]Py[Xm = z]

> 0,

de modo que z ∈ A(x). Por lo tanto, ya que z ∈ A(y) y es arbitrario,
se sigue que A(y) ⊂ A(x).
(ii) La afirmación se sigue combinando la Definición 2.6, (4.3) y la
parte (i).
(iii) Se demostrará, por inducción para cada λ ∈ R, α ∈ (0, 1) y
n ∈ N,

enλg̃(λ,α,x)+αλV (αλ,α,x) ≥ Ex
[
eλ

∑n−1
t=0 C(Xt)+αλV (αλ,α,Xn)

]
, x ∈ S.

(4.10)
Para empezar, tenga en cuenta que (4.2) y (4.3) juntas implican

g̃(λ, α, x) + αV (αλ, α, x) ≥ g(λ, α, x) + αV (αλ, α, x)

= V (λ, α, x),

y mediante la ecuación de Poisson descontada (2.12) se sigue que

eλg̃(λ,α,x)+αλV (αλ,α,x) ≥ eλC(x)
∑
y∈S

px ye
αλV (αλ,α,y), x ∈ S,

una desigualdad que es equivalente a (4.10) con n = 1.
A continuación, suponga que (4.10) se cumple para un entero po-
sitivo n ≥ 1, y el estado inicial X0 = x ∈ S es fijo. Usando la
propiedad de Markov,

Ex

[
eλ

∑n
t=0 C(Xt)+αλV (αλ,α,Xn+1)

∣∣∣Xt, 0 ≤ t ≤ n
]

= eλ
∑n−1
t=0 C(Xt)eλC(Xn)

∑
y∈S

pXn,ye
αλV (αλ,α,y)

≤ eλ
∑n−1
t=0 C(Xt)eαλV (αλ,α,Xn)+λg̃(λ,α,Xn),

donde se utilizó la relación anterior para establecer la desigualdad.
Ahora, usando que Xn ∈ A(x) Px-c. s., por (2.1), la parte (ii) im-
plica que

g̃(λ, α,Xn) ≤ g̃(λ, α, x) Px-c. s.,

entonces

Ex

[
eλ

∑n
t=0 C(Xt)+αλV (αλ,α,Xn+1)

∣∣∣Xt, 0 ≤ t ≤ n
]

≤ eλ
∑n−1
t=0 C(Xt)eαλV (αλ,α,Xn)+λg̃(λ,α,x), Px-c. s..
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Por lo tanto,

Ex

[
eλ

∑n
t=0 C(Xt)+αλV (αλ,α,Xn+1)

]
≤ Ex

[
eλ

∑n−1
t=0 C(Xt)eαλV (αλ,α,Xn)

]
eλg̃(λ,α,x)

≤ eλng̃(λ,α,x)+αλV (αλ,α,x)eλg̃(λ,α,x)

= eλ(n+1)g̃(λ,α,x)+αλV (αλ,α,x),

donde la segunda desigualdad se debe a la hipótesis de inducción.
Esto muestra que (4.10) se cumple con n + 1 en lugar de n, com-
pletando el argumento de inducción. Combinando (2.7) y (4.10) se
sigue que, para cada x ∈ S y n ∈ N \ {0},

enλg̃(λ,α,x)+αλV (αλ,α,x)

≥ Ex
[
eλ

∑n−1
t=0 C(Xt)

]
e−αλ‖V (αλ,α,·)‖

= eλJn(λ,x)−αλ‖V (αλ,α,·)‖,

entonces

g̃(λ, α, x) ≥ lim supn→∞

[
Jn(λ, x)

n
− α‖V (αλ, α, ·)‖+ αV (αλ, α, x)

n

]
,

aśı g̃(λ, α, x) ≥ J(λ, x), por (2.8).
Las siguientes propiedades (monotonicidad) del ı́ndice promedio

serán útiles en la siguiente sección.

Lema 4.8 Para cada x ∈ S y λ > 0, las afirmaciones (i) y (ii)
siguientes son válidas:
(i) Si ∅ 6= H ⊂ S, entonces J(λ, x) ≥ JH(λ, x), x ∈ H.
(ii) y ∈ A(x) =⇒ J(λ, y) ≤ J(λ, x).

Demostración. (i) Observando que

eλ
∑n−1
t=0 C(Xt) ≥ eλ

∑n−1
t=0 C(Xt)I[Xt ∈ H, 0 ≤ t < n],

para cada entero n ≥ 1, la conclusión se sigue de (2.7), (2.8) y
(4.11).
(ii) Suponga que y ∈ A(x) y seleccione m ∈ N tal que Px[Xm =
y] > 0. Observando que

eλ
∑n−1
t=0 C(Xt) ≥ e−mλ‖C‖eλ

∑n−1
t=m C(Xt)I[Xm = y],

la propiedad de Markov implica que, para n > m,

Ex

[
eλ

∑n−1
t=0 C(Xt)

∣∣∣Xr, 0 ≤ r ≤ m
]

≥ e−mλ‖C‖I[Xm = y]Ex

[
eλ

∑n−1
t=m C(Xt)

∣∣∣Xr, 0 ≤ r ≤ m
]

≥ e−mλ‖C‖I[Xm = y]Ey

[
eλ

∑n−m−1
t=0 C(Xt)

]
,
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aśı que

Ex

[
eλ

∑n−1
t=0 C(Xt)

]
≥ e−mλ‖C‖Px[Xm = y]Ey

[
eλ

∑n−m−1
t=0 C(Xt)

]
,

mediante (2.7) y cálculos directos producen que, para enteros po-
sitivos n,m con n > m,

1

n
Jn(λ, x)

≥ −m‖C‖+ log(Px[Xm = y])/λ

n
+
(

1− m

n

) 1

n−m
Jn−m(λ, y).

Tomando el ĺımite superior cuando n tiende a ∞ en ambos lados
de esta relación, la desigualdad J(λ, x) ≥ J(λ, y) se sigue por (2.8).

4.3. Sistema de ecuaciones locales de Poi-
sson

En el Lema 2.12, se caracteriza al criterio promedio λ-sensible
a través de una ecuación local de Poisson, siempre que la condición
de comunicación (2.9) se cumpla en el modelo. Cuando la condición
de comunicación falla, el criterio promedio λ-sensible, J(λ, ·) no es
contante en general, y es caracterizado a través de un sistema de
ecuaciones (locales) de Poisson similar a (2.10) (ver [1] y [11]).
En esta sección presentamos en el Teorema 4.13, Lema 4.14 y el
Lema 4.15 la propuesta desarrollada en [5] donde caracterizamos
al criterio promedio λ-sensible en un sistema de ecuaciones locales
de Poisson sin la restricción (2.9). Antes de iniciar con el desarrollo
de esta sección, usaremos la siguiente definición para caracterizar
al criterio promedio λ-sensible a través de subconjuntos del espacio
de estados.

Definición 4.9 Dado un conjunto no vaćıo H ⊂ S, para cada
x ∈ H el costo promedio incurrido λ-sensible mientras el sistema
permanece dentro de H se define de la siguiente manera: Para cada
x ∈ H,

JH(λ, x) = lim supn→∞
1

nλ
log
(
Ex

[
eλ

∑n−1
t=0 C(Xt)I[Xt ∈ H, 0 ≤ t < n]

])
.

(4.11)

4.3.1. Una relación de equivalencia en el espacio
de estados

Para lograr el objetivo de caracterizar el criterio promedio λ-
sensible a través de un sistema de ecuaciones locales de Poisson, se
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introduce una partición del espacio de estados utilizando el criterio
descontado y luego el criterio promedio se analiza en cada conjunto
de la partición.
A lo largo del caṕıtulo consideramos {αn} ⊂ (0, 1) y {λn} ⊂ (0,∞)
sucesiones fijas que satisfacen

λ∗ := lim
n→∞

λn ∈ (0,∞) y αn ↗ 1. (4.12)

Adicionalmente, teniendo en cuenta que el espacio de estados es
finito y v́ıa el método de la diagonal de Cantor, se asume sin pérdida
de generalidad, después de tomar una sucesión de {(λn, αn)} (si es
necesario), que los siguientes ĺımites existen

g0(x) := lim
n→∞

g(λn, αn, x), (4.13)

g1(x) := lim
n→∞

g(αnλn, αn, x), x ∈ S, (4.14)

y
hi(x,w) := lim

n→∞
h(αinλn, αn, x, w) ∈ [−∞,∞], (4.15)

con x,w ∈ S, i = 0, 1, 2.
Tenga en cuenta que el ĺımite de los costos diferenciales g0(·) y g1(·)
satisfacen

g0(·) ≥ g1(·), (4.16)

y
‖g0(·)‖, ‖g1(·)‖ ≤ ‖C‖, (4.17)

por las partes (ii) y (iii) del Lema 4.5. Por otro lado, (4.3) y la
primera convergencia en (4.14) implican que

lim
n→∞

g̃(λn, αn, x) = lim
n→∞

max
w∈A(x)

g(λn, αn, w)

= max
w∈A(x)

g0(w).

Considere
g̃0(x) := max

w∈A(x)
g0(w), (4.18)

por la relación anterior y el Teorema 4.7(ii) se tiene que

g̃0(x) ≥ g̃0(y) ≥ g0(y), y ∈ A(x), x ∈ S. (4.19)

A continuación, la función ĺımite del valor relativo h0(·, ·) en (4.15)
se utilizará para definir una relación en el espacio de estados.

Definición 4.10 La relación ‘ ∼ ‘ sobre el espacio S se define

x ∼ y ⇐⇒ h0(x, y) ∈ R, x, y ∈ S.
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Observando que h0(x, y) = h0(x,w) + h0(w, y) cuando h0(x,w) y
h0(w, y) son finitos, no es dif́ıcil ver que ‘ ∼ ‘ es una relación de
equivalencia.
Durante el resto del trabajo, consideraremos que H(x) representa
la clase de equivalencia que contiene a x, i.e.,

H(x) := {y ∈ S | y ∼ x} = {y ∈ S |h0(x, y) ∈ R}, x ∈ S. (4.20)

Observación 4.11 (i) Por el Lema 4.5 (iii),

|λnV (λn, αn, ·)− αinλn(V (αinλn, αn, ·)|
≤ |λn − αinλn|‖C‖/(1− αn) ≤ iλn‖C‖,

y entonces

|V (λn, αn, ·)− αinV (αinλn, αn, ·)| ≤ i‖C‖.

Aśı, para cada x,w ∈ S y i = 1, 2,

h(λn, αn, x, w)− αinh(αinλn, αn, x, w)

= [V (λn, αn, x)− V (λn, αn, w)]

− αin[V (αinλn, αn, x)− V (αinλn, αn, w)]

= [V (λn, αn, x)− αinV (αinλn, αn, x)]

− [V (λn, αn, w)]− αinV (αinλn, αn, w)],

entonces

h(λn, αn, x, w)− αinh(αinλn, αn, x, w) ∈ [−2i‖C‖, 2i‖C‖], (4.21)

usando que αn ↗ 1 y (4.15), la ecuación (4.21) implican lo si-
guiente: para cada i = 1, 2,

h0(x,w) es finito si y solo si hi(x,w)es finito,

h0(x,w) =∞ si y solo si hi(x,w) =∞,

y
h0(x,w) = −∞ si y solo si hi(x,w) = −∞.

En particular, si en la Definición 4.10 la función h0 es reemplazada
por hi, entonces la relación ‘ ∼ ‘ no se altera, y para cada x, y ∈ S
y i = 0, 1, 2,

y ∈ H(x) ⇐⇒ hi(y, x) ∈ R.

(ii) Si H y H′ son clases de equivalencia con respecto a ”∼”, de
(4.2) y (4.15) se sigue que

hi(x, y) = hi(x, x̃) + hi(x̃, ỹ) + hi(ỹ, y),
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para cada x, x̃ ∈ H y y, ỹ ∈ H′, donde hi(x, x̃) y hi(ỹ, y), son
números finitos, y aśı

hi(x, y) =∞ ⇐⇒ hi(x̃, ỹ) =∞.

Por lo tanto, hi(x, x
′) = ∞ para algún par (x, x′) ∈ H × H′ si y

solo si

hi(x, x
′) =∞,

para cada par (x, x′) ∈ H ×H′.

A continuación, se formula una relación de orden en el conjunto de
clases de equivalencia asociadas con la relación ‘∼’.

Definición 4.12 Sean H y H′ dos clases diferentes de equivalencia
determinadas por la relación ‘∼’. En este caso

H � H′ ⇐⇒ h0(x, x′) =∞ para algún par (x, x′) ∈ H ×H′.

De la Observación 4.11, se deduce queH � H′ si y solo si hi(x, x
′) =

∞ para cada par (x, x′) ∈ H ×H′ y algún i ∈ {0, 1, 2}.
No es dif́ıcil ver que ‘�’ es un orden estricto en la familia F de
clases de equivalencia asociadas con ‘∼’, es decir, si H,H′ ∈ F y
H 6= H′, entonces H � H′ o H′ � H. Durante el resto del trabajo,
H1,H2, . . . ,Hd denotarán los diferentes miembros de F , aśı que

Hi ∩Hj ,= ∅, 1 ≤ i 6= j ≤ d,
d⋃
k=1

Hk = S,

y ya que ‘�’ es un orden total, sin pérdida de generalidad, se supone
que las clases de equivalencia son tales que

Hd � Hd−1 � · · · � H1. (4.22)

Además, se supone que los estados wk son fijos y satisfacen

wk ∈ Hk, k = 1, 2, . . . , d. (4.23)

El objetivo principal de este caṕıtulo es establecer el siguiente re-
sultado

Teorema 4.13 Para cada x ∈ S,

J(λ∗, x) = g̃0(x);

ver (4.12)–(4.18).
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La demostración de este teorema es bastante técnica y se ha divi-
dido en dos partes, expresada en los Lemas 4.14 y 4.15.
Primeramente, dada una clase de equivalencia Hk, una ecuación de
Poisson similar a (2.10) se establecerá en esta clase, y se mostrará
que las funciones de ĺımite de costo diferencial g0(·) y g1(·) están
relacionadas en el conjunto Hk mediante una matriz estocástica.

Lema 4.14 Para cada k ∈ {1, 2, . . . , d}, las siguientes afirmacio-
nes (i)-(iv) son válidas:

(i) x ∈ Hk =⇒ A(x) ⊂
⋃k
i=1Hi.

(ii) Para i, j = 0, 1, 2,

lim
n→∞

∑
y∈Hs

px,ye
αinλn[V (αjnλn,αn,y)−V (αjnλn,αn,wk)] = 0, 1 ≤ s < k;

(4.24)
donde wk se define en (4.23).
(iii) La siguiente ecuación de Poisson se cumple en la clase Hk:

eλ
∗g0(x)+λ

∗h1(x,wk) = eλ
∗C(x)

∑
y∈Hk

px,ye
λ∗h1(y,wk), x ∈ Hk.

(4.25)
(iv) Si x ∈ Hk, entonces

eλ
∗g0(x) =

∑
y∈Hk

p̂x,ye
λ∗g1(y), (4.26)

donde la matriz estocástica [p̂x,y]x,y∈Hk es dada por

p̂x,y :=
px,ye

λ∗h2(y,wk)∑
w∈Hk px,we

λ∗h2(w,wk)
, x, y ∈ Hk. (4.27)

Demostración. (i) Suponga que x ∈ Hk(= H(x)) y sea y ∈
A(x) arbitrario. En este contexto, el Teorema 4.4 y la ecuación
(4.15) juntas dan como resultado

h0(x, y) > −∞,

de modo que
h0(x, y) ∈ R o h0(x, y) =∞.

En el primer caso se sigue que y ∼ x, y luego y ∈ H(x) = Hk,
debido a la Definición 4.10 y la ecuación (4.20). Mientras que en
el segundo caso Hk = H(x) � H(y) y luego y ∈ H(y) = Hs para
algún s < k, por Definición 4.12 y la ecuación (4.22). Por lo tanto,
la pertenencia

y ∈
k⋃
s=1

Hs
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siempre se cumple, de modo que A(x) ⊂
⋃k
s=1Hs, ya que y ∈ A(x)

es arbitrario.
(ii) Sean i, j = 0, 1, 2. Combinando la Definición 4.12, la ecuación
(4.22) y la Observación 4.11(ii), se sigue que si y ∈ Hs con s < k,
entonces

h(αjnλn, αn, y, wk) = [V (αjnλn, αn, y)− V (αjnλn, αn, wk)]→ −∞,

cuando n tiende a∞, y la conclusión se sigue a través de la ecuación
(4.12).
(iii) Comenzando con la ecuación de Poisson (2.12), usando cálculos
directos, (2.1) y la Definición 4.1 se tiene para cada x ∈ S y n ∈ N,

eλng(λn,αn,x)+αnλnV (αnλn,αn,x)

= eλnC(x)
∑

y∈A(x)

px ye
αnλnV (αnλn,αn,y).

Multiplicando ambos lados de esta igualdad por e−αnλnV (αnλn,αn,wk),
la parte (i) y (4.2) implican que

eλng(λn,αn,x)+αnλnh(αnλn,αn,x,wk)

= eλnC(x)
k∑
s=1

∑
y∈Hs

px ye
αnλnh(αnλn,αn,y,wk), x ∈ Hk.

Luego, tomando el ĺımite cuando n crece a ∞ en ambos lados de
esta igualdad, por lo anterior y (4.12)–(4.15) implican que la igual-
dad (4.25) se cumple.
(iv) Sean x ∈ Hk y n ∈ N arbitrario. Usando la ecuación de Poisson
(2.12), a través del inciso (i) y la ecuación (4.2)

eλng(λn,αn,x)

=
eλnV (λn,αn,x)

eαnλnV (αnλn,αn,x)

=
eλnC(x)

∑k
r=1

∑
y∈Hr px,ye

αnλnV (αnλn,αn,y)

eαnλnC(x)
∑k
r=1

∑
y∈Hr px,ye

α2
nλnV (α2

nλn,αn,y)

=
e(1−αn)λnC(x)

∑k
r=1

∑
y∈Hr px,ye

α2
nλnV (α2

nλn,αn,y)eαnλng(αλn,αn,y)∑k
r=1

∑
y∈Hr px,ye

α2
nλnV (α2

nλn,αn,y)
,

donde se usó la Definición 4.1 para establecer la última igualdad.
Por lo tanto,

eλng(λn,αn,x) = e(1−αn)λnC(x)
k∑
r=1

∑
y∈Hr

p[n]x,ye
αnλng(αnλn,αn,y),

(4.28)
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donde

p[n]x,y := px,ye
α2
nλnV (α2

nλn,αn,y)/

k∑
r=1

∑
w∈Hr

px,we
α2
nλnV (α2

nλn,αn,w),

de modo que

p[n]x,y =
px,ye

α2
nλn[V (α2

nλn,αn,y)−V (α2
nλn,αn,wk)]∑k

r=1

∑
w∈Hr px,we

α2
nλn[V (α2

nλn,αn,w)−V (α2
nλn,αn,wk)]

=
px,ye

α2
nλnh(α

2
nλn,αn,y,wk)∑k

r=1

∑
w∈Hr px,we

α2
nλnh(α

2
nλn,αn,y,wk)

, y ∈
k⋃
r=1

Hr.

Combinando la parte (ii) con (4.12) y (4.15) se tiene para n→∞,

k∑
r=1

∑
w∈Hr

px,we
α2
nλnh(α

2
nλn,αn,w,wk)

→
∑
w∈Hk

px,we
λ∗h2(w,wk);

p[n]x,y →
px,ye

λ∗h2(y,wk)∑
w∈Hk px,we

λ∗h2(w,wk)
= p̂x,y, y ∈ Hk;

p[n]x,y → 0, y ∈
⋃

1≤r<k

Hr.

Después de tomar el ĺımite cuando n tiende a ∞ en ambos lados
de (4.28), la relación implica que

eλ
∗g0(x) =

∑
y∈Hk

p̂x,ye
λ∗g1(y).

A continuación, se da una condición suficiente para asegurar que
{g̃0(Xt)} sea sucesión constante casi seguramente mientras el sis-
tema permanece en la clase de equivalencia del estado inicial.

Lema 4.15 Dado k ∈ {1, . . . , d}, suponga que el estado x satisface

x ∈ Hk, g0(x) = g̃0(x). (4.29)

En este caso, las afirmaciones (i)–(iii) son válidas:
(i) px,y > 0 y y ∈ Hk =⇒ g̃0(x) = g0(y) = g̃0(y).
(ii) Las igualdades g̃0(Xt) = g0(Xt) = g̃0(x) se cumplen Px-c. s. mien-
tras que el sistema permanece en Hk. Más expĺıcitamente, para
cada, n ∈ N,

Px[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n] = Px[(X0, X1, . . . , Xn) ∈ Gk;n], (4.30)
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donde

Gk;n := {(y0, . . . , yn) | yt ∈ Hk, g0(yt) = g̃0(yt) = g0(y0), 0 ≤ t ≤ n}.
(4.31)

(iii) Cuando n tiende a ∞,

1

nλ∗
log
(
Ex

[
eλ
∗∑n−1

t=0 C(Xt)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n]
])
→ g̃0(x),

(4.32)
de modo que

JHk(λ∗, x) = g̃0(x); . (4.33)

Demostración. Observe que la ecuación (4.27) implica que

p̂w,y > 0 ⇐⇒ pw,y > 0, para w, y ∈ Hk. (4.34)

(i) Suponga que (4.29) es verdadera y por la relación anterior, la
Definición 2.1 y (4.19) implican que

y ∈ Hk and p̂x,y > 0 =⇒ y ∈ A(x) =⇒ g0(y) ≤ g̃0(y) ≤ g̃0(x).
(4.35)

Combinando esta propiedad con (4.16) y la igualdad (4.26) se de-
duce que

eλ
∗g̃0(x) ≥

∑
y∈Hk

p̂x ye
λ∗g0(y) ≥

∑
y∈Hk

p̂x ye
λ∗g1(y) = eλ

∗g0(x),

aśı
eλ
∗g̃0(x) ≥

∑
y∈Hk

p̂x ye
λ∗g0(y) ≥ eλ

∗g0(x),

una desigualdad que a través de (4.35) y la condición g0(x) = g̃0(x)
en (4.29), implican que

y ∈ Hk and p̂x,y > 0 =⇒ g0(y) = g̃0(x) = g̃0(y),

de modo que la conclusión se sigue combinando esta propiedad con
(4.34).
(ii) Asuma que (4.29) es válida y usando la notación en (4.31),
note que la conclusión en la parte (i) se puede escribir de manera
equivalente como sigue:

Si x ∈ Hk and g0(x) = g̃0(x) entonces

Px[X0, X1 ∈ Hk]

= Px[X0, X1 ∈ Hk, g0(X1) = g̃0(X1) = g̃(X0) = g0(X0)]

= Px[(X0, X1) ∈ Gk;1]. (4.36)
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Por lo tanto, (4.30) es válida para n = 1. Procediendo por inducción
en (4.30) ocurre para algunos enteros positivos n y, para facilitar
la presentación, establezca que

Xn
0 = (X0, X1, . . . , Xn), n ∈ N.

Luego, observe que las siguientes igualdades ocurren Px-casi segu-
ramente:

Px[Xr ∈ Hk, 0 ≤ r ≤ n+ 1|Xr, 0 ≤ r ≤ n]

= I[Xr ∈ Hk, 0 ≤ r ≤ n]PXn [Xn+1 ∈ Hk]

= I[Xn
0 ∈ Gk;n]PXn [Xn+1 ∈ Hk]

= I[Xn
0 ∈ Gk;n]I[Xn ∈ Hk, g0(Xn) = g̃0(Xn)]PXn [Xn+1 ∈ Hk]

= I[Xn
0 ∈ Gk;n]PXn [Xn+1 ∈ Hk, g0(Xn+1) = g̃0(Xn+1) = g0(Xn)] ],

donde la primera igualdad se debe a la propiedad de Markov, la
segunda se basa en la hipótesis de inducción, mientras que la tercera
y la cuarta se deben a (4.31) y (4.36), respectivamente. Por lo tanto,
una aplicación de la propiedad de Markov implica que

Px[Xr ∈ Hk, 0 ≤ r ≤ n+ 1|Xr, 0 ≤ r ≤ n]

= Px[Xn
0 ∈ Gk;n, Xn+1 ∈ Hk, g0(Xn+1)

= g̃(Xn+1) = g(Xn) |Xr, 0 ≤ r ≤ n]

= Px[(X0, X1, . . . , Xn, Xn+1) ∈ Gk;n+1 |Xr, 0 ≤ r ≤ n],

donde la segunda igualdad es debido a (4.31). Por consiguiente,

Px[Xr ∈ Hk, 0 ≤ r ≤ n+1] = Px[(X0, X1, . . . , Xn, Xn+1) ∈ Gk;n+1],

mostrando que (4.30) se cumple con n + 1 en lugar de n, comple-
tando el argumento de inducción.
(iii) Suponga que el estado x satisface (4.29). Se demostrará por
inducción, que la siguiente igualdad es válida para cada n ∈ N:

enλ
∗g0(x)+λ

∗h1(x,wk)

= Ex

[
eλ
∗∑n−1

t=0 C(Xt)+λ
∗h1(Xn,wk)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n]

]
.(4.37)

Para empezar, tenga en cuenta que para n = 1 esta afirmación es
equivalente a la ecuación (4.25) en el Lema 4.14(iii). A continua-
ción, suponga que (4.37) es válida para algún entero positivo n, y
observe que las siguientes igualdades se cumplen Px-casi segura-
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mente.

Ex

[
eλ
∗∑n

t=0 C(Xt)+λ
∗h1(Xn+1,wk)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n+ 1] |Xr, 0 ≤ r ≤ n

]
= eλ

∗∑n−1
t=0 C(Xt)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n]eλ

∗C(Xn)
∑
y∈Hk

pXn,ye
λ∗h1(y,wk)

= eλ
∗∑n−1

t=0 C(Xt)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n]eλ
∗g0(Xn)+λ

∗h1(Xn,wk)

= eλ
∗∑n−1

t=0 C(Xt)I[(X0, X1, . . . , Xn) ∈ Gk:n]eλ
∗g0(Xn)+λ

∗h1(Xn,wk)

= eλ
∗∑n−1

t=0 C(Xt)I[(X0, X1, . . . , Xn) ∈ Gk:n]eλ
∗g0(x)+λ

∗h1(Xn,wk),

donde se utilizó la propiedad de Markov en el paso inicial, la se-
gunda igualdad se debe a (4.25), la tercera es una consecuencia de
la parte anterior mientras que, usando Px[X0 = x] = 1, el último
paso se debe al hecho de que g0(Xn) = g0(x) Px-casi seguramen-
te si (X0, X1, . . . , Xn) ∈ Gk;n; ver (4.31). Combinando la relación
anterior con (4.30), a través de la propiedad de Markov se sigue
que

Ex

[
eλ
∗∑n

t=0 C(Xt)+λ
∗h1(Xn+1,wk)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n+ 1] |Xr, 0 ≤ r ≤ n

]
= eλ

∗g0(x)×

Ex

[
eλ
∗∑n−1

t=0 C(Xt)+λ
∗h1(Xn,wk)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n] |Xr, 0 ≤ r ≤ n]

]
,

de modo que

Ex

[
eλ
∗∑n

t=0 C(Xt)+λ
∗h1(Xn+1,wk)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n+ 1]

]
= eλ

∗g0(x)Ex

[
eλ
∗∑n−1

t=0 C(Xt)+λ
∗h1(Xn,wk)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n]

]
= e(n+1)λ∗g0(x)+λ

∗h1(x,wk),

donde la segunda igualdad se debe a la hipótesis de inducción;
esto muestra que (4.37) es válida con n + 1 en lugar n, com-
pletando el argumento de inducción. Para concluir, observe que
‖h1(·, wk)‖Hk := maxx∈Hk |h1(x,wk)| es finito, y que (4.37) impli-
ca

nλ∗g0(x)− 2λ∗‖h1(·, wk)‖Hk
≤ log

(
Ex

[
eλ
∗∑n−1

t=0 C(Xt)I[Xt ∈ Hk, 0 ≤ t ≤ n]
])

≤ nλ∗g0(x) + 2λ∗‖h1(·, wk)‖Hk ,

dado que g̃0(x) = g0(x), esta relación nos conduce inmediatamente
a (4.32), y luego (4.33) se sigue a través de (4.11).

A continuación, presentamos la demostración del Teorema 4.13.



40

Demostración del Teorema 4.13. Sea w ∈ S arbitrario pero
fijo, y observe que J(·, w) es continua sobre (0,∞), por el Lema
4.5(iv). Observe que J(λn, w) ≤ g̃(λn, αn, w) para cada n ∈ N, por
el Teorema 4.7(iii), y tomando el ĺımite cuando n tiende a ∞ en
ambos lados de esta desigualdad, a través de (4.12) and (4.18) se
sigue que

J(λ∗, w) ≤ g̃0(w). (4.38)

Luego, sea un estado x tal que

x ∈ A(w) y g0(x) = g̃0(w); (4.39)

ver (4.18). La inclusión x ∈ A(w) implica que

g̃0(w) ≥ g̃0(x) ≥ g0(x),

por (4.19), y luego la igualdad de la relación anterior producen que

g̃0(w) = g0(x) = g̃0(x). (4.40)

Por lo tanto,

g̃0(w) = g̃0(x) = JH(x)(λ
∗, x) ≤ J(λ∗, x) ≤ J(λ∗, w),

donde la segunda igualdad se debe al Lema 4.15(iii), y se utilizó el
Lema 4.8 para establecer las desigualdades. Combinando la rela-
ción anterior con (4.38) se sigue que J(λ∗, w) = g̃0(w), y entonces
J(λ∗, ·) = g̃0(·), ya que w ∈ S es arbitrario. �

Observación 4.16 Sea R una clase de recurrencia de la matriz
[px,y]x,y∈S. Se mostrará que

lim
n→∞

[g̃(λn, αn, x)− g(λn, αn, x)] = 0,

para cada x ∈ R, es decir,

g̃0(y) = g0(y), y ∈ R,

aśı que J(λ∗, y) = g0(y) para cada y ∈ R, por el Teorema 4.13.
Para lograr este objetivo, tenga en cuenta que la Observación 4.6,
(4.15) y la Definición 4.10 implican que x ∼ y para cada x, y ∈ R,
de modo que R está contenido en una sola clase de equivalencia de
la relación ‘∼’, digamos Hk, aśı que

A(x) = R ⊂ Hk, x ∈ R. (4.41)

Luego, dado w ∈ R, y seleccionando a x como en (4.39), se tiene
que x ∈ A(w) = R ⊂ Hk y g̃(x) = g(x), por (4.40), y luego el
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Lema 4.15(ii) se puede aplicar. Dado que Px[Xt ∈ R] = 1 para
cada t ∈ N, a través de las relaciones (4.30) y (4.31) se sigue que

Px[g̃0(Xn) = g0(Xn) = g(x)] = 1, n ∈ N.

Finalmente, sea y ∈ R arbitrario, y observe que la igualdad en
(4.41) implica que Px[Xn = y] > 0 para algún entero no negativo
n, por la Definición 2.1, un hecho que junto con la relación anterior
da como resultado g̃0(y) = g0(y).

4.4. Demostración del Teorema 4.2 y el
Corolario 4.3

En esta sección usando los resultados auxiliares presentados en
la Sección 4.2 y 4.3 se presenta la demostración formal del Teorema
4.2 y el Corolario 4.3.

Demostración del Teorema 4.2.

Sea K ⊂ (0,∞) un conjunto compacto y no vaćıo. Considere el
estado x ∈ S arbitrario pero fijo. Ahora, se define

∆m := sup
α∈(1−1/m,1), λ∈K

|g̃(λ, α, x)− J(λ, x)|, m = 1, 2, 3, . . . ,

y observe que (4.4) es equivalente a

lim
m→∞

∆m = 0. (4.42)

Para lograr este objetivo, para cada m ∈ N seleccione

λm ∈ K y αm ∈ (1− 1/m, 1), (4.43)

las cuales satisfacen

|g̃(λm, αm, x)− J(λm, x)| ≥ ∆m/2. (4.44)

Como K es compacto, existe una subsucesión {(λmn , αmn)} de
{(λm, αm)}, tal que

lim
n→∞

λmn = λ∗ ∈ K, and αmn ↗ 1. (4.45)

Además, sin pérdida de generalidad se puede suponer que las con-
vergencias (4.14) y (4.15) se cumplen con (λmn , αmn) en lugar de
(λn, αn). Por lo tanto, el Teorema 4.13 produce que

lim
n→∞

g̃(λmn , αmn , x) = g̃0(x) = J(λ∗, x). (4.46)
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Por otro lado, usando la continuidad de J(·, x) sobre (0,∞) (ver
Lema 4.5(iv)), de (4.45) se sigue que

lim
n→∞

J(λmn , x) = J(λ∗, x),

entonces
lim
n→∞

|g̃(λmn , αmn , x)− J(λmn , x)| = 0,

y aśı lim
n→∞

∆mn = 0, por (4.44). Como {∆m} es una sucesión de-

creciente, se concluye que (4.42) es válida. �

Demostración del Corolario 4.3
Supongamos que x es un estado recurrente, de modo que

J(λ∗, x) = g0(x),

por la Observación 4.16. En este caso, reemplazando g̃(λn, αn, x)
por g(λn, αn, x) en la demostración anterior, se sigue que

sup
λ∈K
|g(λ, α, x)− J(λ, x)| → 0

cuando n → ∞, donde K es un subconjunto compacto arbitrario
de (0,∞). �

En este caṕıtulo se demostró el principal resultado de este trabajo
de tesis (Teorema 4.3). Otra aportación en este trabajo de tesis se
tiene en el siguiente caṕıtulo; mediante un ejemplo mostramos que
la normalización empleada en el Teorema 4.3 con el mayor costo
diferencial funciona para estados transitorios pero la normalización
con el costo diferencial falla (ver el Teorema 3.3) para este estado
transitorio.



Caṕıtulo 5

Ejemplo

En el caṕıtulo 3 se da solución al problema de aproximación al
criterio promedio λ-sensible a través de las funciones descontadas
λ-sensibles, donde la condición de comunicación (2.9) fue necesa-
ria para demostrar la propuesta de aproximación presentada en
el Teorema 3.3, esta condición no fue necesaria para demostrar el
Teorema 4.2 en el caṕıtulo 4.
En este caṕıtulo mostramos un ejemplo el cual ilustra que la pro-
puesta de aproximación del Teorema 3.3 en el caṕıtulo 3, no es
válida cuando la cadena de Markov de costos asociados tiene un
estado transitorio, es decir, la condición de comunicación (2.9) falla
y con la normalización del Teorema 4.2 presentada en el caṕıtulo 4
śı funciona para dicho estado transitorio.

Ejemplo 5.1 Consideremos

S := {0, 1, 2, 3}, C(x) = x, x = 0, 1, 2, C(3) = 0, (5.1)

p3,3 = 1, p2,2 = e−4 = 1− p2,3,
p1,1 = e−1 = 1− p1,3, p0,1 = p0,2 = 1/2.

Ahora, establecemos el siguiente resultado.

Proposición 5.2 En el Ejemplo 5.1, consideremos λ0 = 4 enton-
ces las siguientes afirmaciones (i)–(iv) son válidas:

(i) eλg(λ,α,0) =
eαλV (αλ,α,1) + eαλV (αλ,α,2)

eα2λV (α2λ,α,1) + eα2λV (α2λ,α,2)
, para cada λ > 0 y

α > 0.
(ii) limα↗1[V (λ0, α, 1)− V (λ0, α, 2)] =∞.
(iii) limα↗1 g(λ0, α, 0) = 3/4.
(iv) limα↗1 g(λ0, α, 1) = 3/4, limα↗1 g(λ0, α, 2) = 1.
(v) limα↗1 supw∈A(0) g(λ0, α, w) = J(λ0, 0) > limα↗1 g(λ0, α, 0).
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La demostración de este resultado se basa en las propiedades de
los costos diferenciales en los estados 1 y 2, que son estudiados en
los Lemas 5.3 y 5.4, respectivamente.

Lema 5.3 En el contexto del Ejemplo 5.1, las propiedades (i)–(iv)
siguientes son válidas::
(i) Para cada λ > 0 y α ∈ (0, 1),

g(λ, α, 1) = 1− 1

λ
+

1

λ
log

(
1 +

1∑∞
n=1 e

λ(α+···+αn)−n

)
. (5.2)

(ii) Para cada λ > 0,

g(λ, α, 1)↘ L1(λ) :=
(λ− 1)+

λ
, cuando α↗ 1. (5.3)

(iii) Si {(αn, λn)} ⊂ (0, 1)× (0,∞) es tal que

αn ↗ 1 y λn → λ∗ cuando n→∞, (5.4)

entonces lim
n→∞

g(λn, αn, 1) = L1(λ∗).

(iv) Para cada λ0 > 0

lim
α↗1

(1− α)λ0V (λ0, α, 1) =

∫ λ0

0

(λ− 1)+

λ
dλ.

Demostración. (i) Sean λ y α ∈ (0, 1) arbitrarios. Observe ahora
que

eλV (λ,α,1) = E1

[
eλ

∑∞
t=0 C(Xt)α

t
]

=

∞∑
n=1

E1

[
eλ

∑n−1
t=0 α

t

I[Xn−1 = 1, Xn = 3]
]

=

∞∑
n=1

eλ(1+···+α
n−1)e−(n−1)(1− e−1), (5.5)

y entonces

eλV (λ,α,1) =

∞∑
n=0

eλ(1+···+α
n)e−n(1− e−1)

= (1− e−1)eλ

(
1 +

∞∑
n=1

eλ(α+···+α
n)e−n

)
.
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Reemplazando λ por αλ en (2.11) se sigue que

eλαV (λα,α,1) =

∞∑
n=1

eαλ(1+···+α
n−1)e−(n−1)(1− e−1)

=

∞∑
n=1

eλ(α+···+α
n)e−(n−1)(1− e−1)

= e(1− e−1)

∞∑
n=1

eλ(α+···+α
n)e−n.

Estas dos últimas relaciones juntas producen que

eλg(λ,α,1) = eλ−1
(

1 +
1∑∞

n=1 e
λ(α+···+αn)e−n

)
,

igualdad que es equivalente a la conclusión deseada.
(ii) Sea λ > 0 arbitrario y

∞∑
n=1

eλ(α+···+α
n)−n ↗

∞∑
n=1

en(λ−1)

=

{
eλ−1/(1− eλ−1), 0 < λ < 1,

∞, λ ≥ 1,

cuando α↗ 1, de modo que
(a) Si 0 < λ < 1 entonces

log

(
1 +

1∑∞
n=1 e

λ(α+···+αn)e−n

)
↘ log

(
1 +

1− eλ−1

eλ−1

)
= −(λ− 1),

y

(b) log

(
1 +

1∑∞
n=1 e

λ(α+···+αn)e−n

)
↘ log (1) = 0 donde λ ≥ 1.

Estas convergencias y la parte (i) juntas implican que g(λ, α, 1)↘
L1(λ) cuando α↗ 1.
(iii) Observe que K := {x ∈ R |x = λ∗ o x = λn para algún n}
es un subconjunto compacto de (0,∞), y que las funciones L1(·)
y g(·, α, 1) son continuas sobre (0,∞). A través del teorema de
Dini (ver pagina 180 en [3]), la monotońıa en la convergencia (5.3)
implica que

sup
λ∈K
|g(λ, αn, x)− L1(λ)| → 0 cuando n→∞. (5.6)

Para concluir, observe que |g(λn, αn, 1)−L1(λ∗)| ≤ |g(λn, αn, 1)−
L1(λn)|+ |L1(λn)− L1(λ∗)|, y aśı

|g(λn, αn, 1)−L1(λ∗)| ≤ sup
λ∈K
|g(λ, αn, 1)−L1(λ)|+|L1(λn)−L1(λ∗)|;
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tomando el ĺımite cuando n tiende a ∞, la convergencia

lim
n→∞

g(λn, αn, 1) = L1(λ∗),

sigue usando (5.6) y la continuidad de L1(·).
(iv) Sea {αn} ⊂ (0, 1) una sucesión arbitraria tal que

αn ↗ 1. (5.7)

Dado λ0 > 0 y n ∈ N, observe que el cálculo directo usando la
Definición 4.1 implica que, para cada entero positivo N ,

V (λ0, αn, x)− αNn V (αNn λ0, αn, x) =

N−1∑
k=0

αtng(αtnλ0, αn, x).

Como V (αNn λ0, αn, x) ≤ ‖C‖(1− αn), por el Lema 2.14, tomando
el ĺımite cuando N tiende ∞ se sigue que

V (λ0, αn, x) =

∞∑
k=0

αtng(αtnλ0, αn, x),

entonces

(1− αn)λ0V (λ0, αn, x) =

∞∑
k=0

λ0(1− αn)αtng(αtnλ0, αn, x)

=

∫ λ0

0

Gn(λ) dλ, (5.8)

donde Gn : (0, λ0]→ R se define por

Gn(λ) = g(αt(λ,n)n λ0, αn, x), λ ∈ (0, λ0], (5.9)

y t(λ, n) ∈ N esta determinado por

λ ∈ (αt(λ,n)+1
n λ0, α

t(λ,n)
n λ0].

Observe que |αt(λ,n)n λ0−λ| ≤ |αt(λ,n)n λ0−αt(λ,n)+1
n λ0| ≤ (1−αn)λ0,

y entonces α
t(λ,n)
n λ0 → λ para cada λ ∈ (0, λ0], por (5.7). Por lo

tanto, una aplicación de la parte (iii) implica que |Gn(λ)−L1(λ)| =
|g(α

t(λ,n)
n λ0, αn, x) − L1(λ)| → 0 cuando n → ∞, lo cual muestra

que Gn(·) converge puntualmente a L1(·). Dado que |Gn(·)| ≤ ‖C‖,
(4.6), tomando el ĺımite cuando n tiende a ∞ en (5.8), el teorema
de convergencia acotada implica que

lim
n→∞

(1− αn)λ0V (λ0, αn, x) =

∫ λ0

0

L1(λ) dλ,



47

y la conclusión se sigue ya que la sucesión arbitraria {αn} ⊂ (0, 1)
satisface (5.7).

Paralelamente a los argumentos utilizados en la demostración an-
terior, se puede establecer el siguiente lema.

Lema 5.4 Para cada λ > 0, las afirmaciones (i)–(iv) siguientes
son válidas.
(i) Para cada α ∈ (0, 1),

g(λ, α, 2) = 2− 4

λ
+

1

λ
log

(
1 +

1∑∞
n=1 e

2λ(α+···+αn)e−4n

)
.

(ii) Cuando α↗ 1

g(λ, α, 2)↘ L2(λ) :=
(2λ− 4)+

λ
.

(iii) Si {(αn, λn)} ⊂ (0, 1)× (0,∞) es tal que

αn ↗ 1 y λn → λ∗ cuando n→∞, (5.10)

entonces lim
n→∞

g(λn, αn, 2) = L2(λ∗).

(iv) Para cada λ0 > 0, lim
α↗1

(1− α)λ0V (λ0, α, 1) =

∫ λ0

0

(2λ− 4)+

λ
dλ.

Ahora, la Proposición 5.2 se puede establecer de la siguiente ma-
nera.

Demostración de la Proposición 5.2

(i) Para λ > 0 y α ∈ (0, 1), la ecuación de Poisson (2.12) aplicada
al ejemplo 5.1 implica que

eλV (λ,α,0) =
1

2
eαλV (αλ,α,1) +

1

2
eαλV (αλ,α,2),

y entonces, reemplazando λ por αλ,

eαλV (αλ,α,0) =
1

2
eα

2λV (α2λ,α,1) +
1

2
eα

2λV (α2λ,α,2).

Ya que eλg(λ,α,0) = eλV (λ,α,0)−αλV (αλ,α,0) = eλV (λ,α,0)/eαλV (αλ,α,0),
la conclusión se cumple por las dos relaciones anteriores.
(ii) Como λ0 = 4, la cuarta parte de la Proposición 5.3 y 5.4 im-



48

plican que

lim
α↗1

(1− α)λ0[V (λ0, α, 1)− V (λ0, α, 2)]

=

∫ λ0

0

(λ− 1)+

λ
dλ−

∫ λ0

0

(2λ− 4)+

λ
dλ

= (3− 2 log(2))− (4− 4 log(2))

= 2 log(2)− 1 > 0,

y aśı se demuestra la conclusión.
(iii) Recordando la Observación 4.11, la parte (ii) implica que

lim
α↗1

[V (αiλ0, α, 1)− V (αiλ0, α, 2)] =∞, i = 1, 2.

Ahora, observe que la parte (i) conduce a

eλ0g(λ0,α,0) =
eαλ0V (αλ0,α,1)

(
1 + eαλ0[V (αλ0,α,2)−V (αλ0,α,1)]

)
eα2λV (α2λ,α,1)

(
1 + eα2λV (α2λ,α,2)−α2λV (α2λ,α,1)

)
= eαλ0g(αλ0,α,1)

1 + eαλ0[V (αλ0,α,2)−V (αλ0,α,1)]

1 + eα2λV (α2λ,α,2)−α2λV (α2λ,α,1)

→ eλ0L1(λ0) cuando α↗ 1,

donde la relación anterior y la parte (iii) del Lema 5.3 se utilizaron
para establecer la convergencia. Por tanto, dado que λ0 = 4, (5.3)
implica que limα↗1 g(λ0, α, 0) = L1(λ0) = 3/4.
(iv) Dado que el estado 3 es absorbente y C(3) = 0, se deduce que
las igualdades V (λ, α, 3) = 0 y g(λ, α, 3) = 0 siempre se satisfacen.
Combinando este hecho con la parte (ii), (5.3) y (5.4) se sigue que

lim
α↗1

g(λ0, α, 3) = 0,

lim
α↗1

g(λ0, α, 0) = 3/4,

lim
α↗1

g(λ0, α, 1) = L1(λ0) = (4− 1)+/4 = 3/4,

lim
α↗1

g(λ0, α, 2) = L2(λ0) = (2(4)− 4)+/4 = 1.

Usando A(0) = {0, 1, 2, 3} = S, se sigue que

J(λ0, 0) = lim
α↗1

g̃(λ0, α, 0)

= max
x∈S

lim
α↗1

g(λ0, α, x) = 1 > 3/4 = lim
α↗1

g(λ0, α, 0),

donde la primera igualdad proviene del Teorema 4.2. �
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Observación 5.5 Observe que la desigualdad en el inciso (v) de
la Proposición 5.2 muestra que el Teorema 3.3 falla en el estado
transitorio x = 0, pero la aproximación del mayor costo diferencial
en el Teorema 4.2 funciona para este estado transitorio.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y
problemas futuros

En la tesis se trató con las cadenas de Markov con costos aso-
ciados. En ella se trabajó el problema de aproximar al criterio pro-
medio λ-sensible. La aproximación fue a través de las funciones de
valor descontado λ-sensible, usando una normalización de ellas. En
este caṕıtulo hablaremos de las conclusiones obtenidas en el trabajo
y algunos problemas futuros.

6.1. Conclusiones

La teoŕıa de cadenas de Markov con costos asociados es pre-
sentada en el caṕıtulo 2, dando sólo resultados necesarios para el
desarrollo subsiguiente de la tesis. También se proporcionan las re-
ferencias para justificar los resultados principales de esta teoŕıa.
Además, usando la notación presentada en este caṕıtulo, presenta-
mos el problema de aproximación al criterio promedio a través de
las funciones descontadas sensibles al riesgo que se trabaja en la
tesis; además se presenta una sección donde se proveen los antece-
dentes referentes al problema.
En el caṕıtulo 3 se presenta una solución al problema de aproxi-
mación dada en el Teorema 3.3 suponiendo la condición de comu-
nicación (2.9), este caṕıtulo esta basado en el art́ıculo [9]. En el
caṕıtulo 4 se presentó la propuesta de aproximación usando dos
definiciones importantes; la función de valor relativo y el mayor
costo diferencial establecidos en la Definición 4.1. Luego, usando
una técnica conocida como normalización se aproxima al criterio
promedio a través del mayor costo diferencial cuando el factor de
descuento crece a 1. Este es el principal resultado del trabajo de
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tesis y se establece en el Teorema 4.2 sin la restricción de comuni-
cación (2.9). Como consecuencia se tiene el Corolario 4.3, el cual
es presentado en [9]. Con esto, mostramos que este trabajo de tesis
extiende el resultado principal dado en [9], ya que consideran la
restricción (2.9). En el Lema 4.5 (ii) y el Teorema 4.4 se establecen
ĺımites para el valor relativo y el costo diferencial. Además, en el
Teorema 4.7, se prueba que el costo promedio es acotado superior-
mente por el mayor costo diferencial. Finalmente, a través de una
relación de equivalencia definida por medio de la función de va-
lor relativo se logra caracterizar al criterio promedio λ-sensible por
medio de un sistema de ecuaciones locales de Poisson (ver Lema
4.14)) y se demuestra que es constante cuando el sistema perma-
nezca en una clase de equivalencia (ver el Teorema 4.13 y el Lema
4.15). En el caṕıtulo 5, mediante un ejemplo mostramos que si
la condición de comunicación (2.9) falla entonces la normalización
con los costos diferenciales al criterio promedio λ-sensible presen-
tada en el Teorema 3.3 no es válida, pero śı se puede aproximar el
criterio promedio λ-sensible, con la normalización del mayor costo
diferencial presentada en el resultado principal de este trabajo; el
Teorema 4.2.

6.2. Problemas futuros

Los problemas que se consideran como consecuencia del trabajo,
y se espera continuar su análisis, son los siguientes.

Considere un modelo de Markov con costos asociados.

a) Si el espacio de estados es numerable. ¿La convergencia en (4.4)
es válida?. Podemos separar este problema en dos casos:

1) La ley de transición es comunicante (2.9).

2) Sin la restricción de comunicación.

b) Extender el problema del inciso a) a espacio de estados de Borel
y sin condiciones de comunicación en la ley de transición.

c) Para procesos de decisión de Markov (ver [17]), se puede buscar
una aproximación parecida a (4.4), pero se tendŕıa que separar
en los siguientes casos:

a) S finito.

b) S numerable.

c) S espacio de Borel.



donde se puede separar al caso comunicante parecido a (2.9) y
sin esta restricción. Además, posiblemente sea necesario agregar
consideraciones en el espacio de acciones.
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Notación

S : espacio de estados.

λ : coeficiente de sensibilidad al riesgo.

α : factor de descuento.

Xt : estado del sistema en el tiempo t.

C(x) : costo asociado al estado x.

Tz : el primer tiempo de retorno al estado z.

P [Xt+1 = y|Xt = x] : ley de transición del sistema.

A(x) : conjunto de todos los estados que son accesibles desde x.

Uλ : función de utilidad.

E [λ,W ] : certeza equivalente del costo aleatorio W con respecto a Uλ.

J(λ, x) : criterio promedio λ-sensible.

V (λ, α, x) : criterio descontado λ-sensible.

g(λ, α, x) : costo diferencial.

h(λ, α, x, y) : valor relativo.

g̃(λ, α, x) : mayor costo diferencial.

Pxc.s : probabilidad casi segura.

‖f(x)‖ = sup{f(x) : x ∈ X}.
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[29] K. Sladký, Growth rates and average optimality in risk-
sensitive Markov decision chains, Kybernetika 44 (2) (2008)
205–226.
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