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Introduccion

La presente tesis pertenece al area de Procesos Estocasticos y Teoria de
Control, especificamente a los Procesos de Decisién de Markov (PDM) a tiempo
discreto. Un PDM es utilizado para modelar un sistema que es observado de forma
discreta en el tiempo y el cual cuenta con la propiedad de Markov. El trabajo
se centra en desarrollar la teoria basica de PDM para el estudio de la caminata
aleatoria de Lindley, la cual tiene diversas aplicaciones en las dreas de lineas de
espera e inventarios (véase [3] y [15]).

De manera general, un PDM modela un sistema dindmico cuyos estados son
observados de manera periddica y es aplicando un control. El desarrollo de un
PDM, a través del tiempo, estd dado de acuerdo al siguiente procedimiento. En
cada tiempo t, t = 0,1, ..., se elige un control que se aplicara dependiendo del
estado del sistema. Entonces como consecuencia del estado actual y de haber
aplicado un control se paga un costo y el sistema se traslada a un nuevo estado
en el instante de tiempo t+ 1, mediante una ley de transicién. Al ocurrir un estado
en t+ 1 el proceso se repite. De esta manera se obtiene una sucesién de controles
a la cual se le denomina politica. Con la finalidad de medir la calidad de una
politica, el PDM esta dotado de una funcion real llamada criterio de rendimiento.
Este trabajo se enfoca en dos tipos de criterios, el criterio descontado y el criterio
promedio. El problema de control éptimo consiste en encontrar una politica que
minimice el criterio de rendimiento, a tal politica se le llama 6ptima, y al criterio
de rendimiento evaluado en la politica 6ptima se le llama funcién de valor.

En el trabajo de tesis se presenta el desarrollo teérico de los criterios descontado
y promedio para el caso de Borel. Posteriormente la teoria desarrollada es
aplicada a un modelo especifico, denominado caminata aleatoria de Lindley. Este
modelo se ecuentra motivado en problemas de inventarios, en este contexto los
estados representan el nivel de existentes (stock) y las acciones se consideran
como la cantidad de productos solicitados. Debido a los costos que se manejan
(costos de produccién y almacenaje) es necesario para determinar una politica (o
estrategia) de operacién, la cual minimice los costos globales dada por un criterio
de rendimiento. En este trabajo se estudia la caminata aleatoria de Lindley bajo
los criterios descontado y promedio. En ambos criterios se verifican condiciones
para garantizar la existencia de estrategias de operacién y se valida el algoritmo
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de programacién dindamica. La tesis esta estructurada de la siguiente manera.
En el Capitulo 1, se definen conceptos basicos de modelos de control, como son
politicas y los criterios de rendimientos que son estudiados en esta tesis.

Una vez establecida la construcciéon de un PDM a tiempo discreto, en el Capitulo
2 se presentan las hipotesis requeridas y el teorema principal del Capitulo, el cual
garantiza la existencia de politicas éptimas estacionarias. Los temas presentados
en estos capitulos estan basados en [6].

En el Capitulo 3, con los resultados obtenidos en los PDM con criterio de costo
descontado se demuestra la existencia de una politica 6ptima estacionaria que
minimiza el criterio de costo promedio. Este Capitulo estd basado en [16].

Asi, en el Capitulo 4 se presenta el modelo propuesto por David Lindley [9].
Primeramente se analizan el caso clasico y posteriormente se observa la necesidad
de considerar variables de control, de este modo se propone un modelo controlado
de Lindley. Para dicho modelo se verifican las hipdtesis dadas en los Capitulos 2
y 3, las cuales garantizan la existencia de politicas 6ptimas para los dos criterios
estudiados. Finalmente, se presenta un ejemplo numérico donde se determinan
las funciones de valores 6ptimos para ambos criterios, dicho algoritmo se elaboro
en el software Mathematica 10.1.
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Capitulo 1

Preliminares

Se presentan conceptos basicos de modelos de control de Markov y los criterios
de rendimiento que en este trabajo se estudian.

1.1. Definicion del Modelo de Control de
Markov

Definicién 1.1.1 Un modelo de control de Markov (MCM), estacionario a
tiempo discreto, consiste de una quintupla:

(X, A {A(x)|z € X},Q,c¢)
donde:

(a) X es un espacio de Borel, llamado espacio de estados;
(b) A es un espacio de Borel llamado espacio de acciones o controles;

(c) {A(x)|z € X} es una familia de subconjuntos medibles, no vacios A(x) de
A, donde A(x) denota el conjunto de acciones admisible cuando el sistema
se encuentra en el estado x € X. El conjunto de parejas ordenadas accion
y accion admisibles, K := {(x,a)|lr € X,a € A(z)}, se supone que es un
conjunto medible del espacio producto X X A;

(d) Q es un kérnel estocdstico definido en X dado K (ver Definicion D.0.5),
llamado ley de transicion, es decir, para cada (z,a) € K, Q(-|x,a) es una
medida de probabilidad en X, y para cada B C X medible, Q(B|-) es una
funcion medible;

(e) ¢c: K — R es una funcion medible y se llama la funcion costo en un paso.
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La dinamica que describe a este sistema estocastico funciona de la siguiente forma.
Si el sistema al tiempo ¢ > 1, se encuentra en el estado x; = x € X, y la accién
a; = a € A(x) es aplicada entonces:

(i) Se paga un costo c(z,a).

(ii) El sistema se traslada a un nuevo estado x;,; mediante la ley de transicién
Q(:|z,a) sobre X.

Una vez hecha esta transiciéon a un nuevo estado, se elige una nueva accién y la
dinamica anteriormente descrita se repite.

Hipétesis 1.1.1 Supdngase que K contiene la grdfica de una funcion medible de
X a A, es decir, existe una funcion f : X — A medible, tal que f(x) € A(z), para
toda x € X. El conjunto de estas funciones es denotado por F y sus elementos
son llamados selectores de la multifuncion © — A(x) (ver Apéndice B).

1.2. Politicas

Primero definamos el espacio de historias observadas en un proceso de control
hasta un tiempo ¢, denotado por H;, como:

H, = X,

Ht:KXHt_lthXX7

para cada t > 1. Cada elemento h; € H; es llamada t-historia, el cual es un vector
de la forma (zg,ag, x1,a1,...,a,-1,7;), donde (x;,a;) € Kparai=0,....t — 1y
x; € X. Obsérvese que para cada ¢t > 1, Hj es un subespacio de H; := (X x A)'x X
y Hp := X.

Definicién 1.2.1 Una politica es una sucesion m = {m} de kérneles estocdsticos,
donde cada my estd definido sobre A dado H; y satisface que: m (A(xy)|hy) = 1 para
cada hy € Hy cont > 0. El conjunto de todas las politicas se denota por 11.

De acuerdo con estd definicién, una politica m = {m;} puede interpretarse
como una sucesiéon {a;} de variables aleatorias sobre A, tales que para cada t-
historia y ¢ > 1, la distribucién de a; es m(+|h;), la cual estd concentrada en el
conjunto de acciones admisibles A(z;).

Se denotara a la familia de probabilidades condicionales sobre A dado X, como
P(A|X). Sea ® el conjunto de todas las probabilidades condicionales ¢ en P(A|X)
tal que para toda x € X se tiene p(A(z)|x) = 1.

Definicién 1.2.2 Una politica m € 11 es:

1. Markoviana Aleatorizada (Ilgy). Si existe una sucesion {p;} C @
(definidas sobre A dado X ), tal que m(-|hs) = @i(-|xy) para toda hy € Hy y
t>0.




) CAPITULO 1
1.3. CONSTRUCCION DEL PROCESO DE MARKOV

2. Markoviana Aleatorizada Estacionaria (Ilgs). Si existe ¢ € ®, tal que:
m(-|he) = o(-|xe) para toda hy € Hy yt > 0.

3. Determinista (Ilp). Si eziste una sucesion {g;} de funciones medibles g; :
H;, — A tales que para cada hy € Hy yt > 0, se tiene que g;(hy) € Axy) y
m(-|hy) estd concentrada en gi(hy).

4. Determinista Markoviana (Il1py). Si existe una sucesion {f;} C T tal que
m(-|hy) estd concentrada en fi(x;) para cada hy € Hy y t > 0.

5. Determinista Markoviana Estacionaria (Ilpg). Si existe una funcion
medible f : X — A (o f € F), tal que, f(x;) € A(x:) yme(-|he) estd concentrada
en f(z;) para cada hy € Hy y t > 0.

Observacion 1.2.1 Por lo anterior tenemos que
[Igg C gy C 11,

IIps C lpy C IIp C 11

1.3. Construccion del Proceso de Markov

Sea (€2, F) el espacio medible que consiste del espacio muestral candénico
Q:=H, = (X x A)>® y F su correspondiente o-algebra producto. Los elementos
de Q son de la forma w = (zg,a, 21,01, -) con r; € X y a; € A para
toda t > 0, las proyecciones x; y a; de € sobre X y A son llamados estado y
accion respectivamente. Obsérvese que H,, = K> C  es el espacio de historias
(g, a9, x1,a1,- ) con (x4, a;) € K para toda ¢t > 0.

Sea m = {m;} una politica de control y v una medida de probabilidad sobre X . Por
el teorema de Ionescu-Tulcea D.0.4 (Ver Apéndice D), existe una tinica medida
de probabilidad PT en (9, F) tal que, para cada B € B(X), C € B(A) y h; € H;

Pl (zg € B) = v(B),
Pf(at - C|ht) = Wt(OIht), (11)
Pl (x441 € Blhy, ar) = Q(Blxy, ay).

El proceso estocéstico (€2, F, Pl,{z:}) es llamado Proceso de Decisién de
Markov a tiempo discreto.

Observaciéon 1.3.1 Cuando v estd concentrada en algin estado x = xg € X, se
utiliza la siguiente notacion:

Pl =P y E] :=FLE7.
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1.4. Modelo de Ecuaciones en Diferencias

En algunas aplicaciones la ley de transicién () es inducida por una ecuacién
en diferencias estocasticas de la forma siguiente:

Ti41 = F(xt, ataft)v

para t > 0, xy = x conocido. Donde {{;} es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (v.a. i.i.d) tomando valores en un
espacio S con distribuciéon comun p e independiente del estado zgy F': Kx S —
X es una funcién medible conocida. En este caso la ley de transicién @ esta dada
por:

Q(B|z,a) = P(x441 € Bloy = z,a, = a)
= P(F(xy,a4,&) € Blay = x,a, = a)

P(F(z,a,&) € B)
_ /X I5(F(x,a,5))u(ds) (1.2)

= E[IB(F(SU7CL>€>>]7

con B € B(X) y (z,a) € K, donde I es la funcién indicadora del conjunto B.
Obsérvese que cuando la dindmica es determinista, es decir, x4 = G(x, a;) con
G : K — X, la ley de transicion es:

Q(B|z,a) = Ig(G(x,a)), B e B(X).

1.5. Criterio de Rendimiento

Cada PDM estara dotado de una funcién real, llamada criterio de rendimiento
la cual medira de alguna manera la calidad de cada politica, a través de la sucesion
de costos que se generan. A continuacion se definen los criterios de rendimiento
que se utilizardn en este trabajo. Considérese un modelo de control de Markov
estacionario y un conjunto de politicas II.

Definicién 1.5.1 Se define para cada x € X y m € 1l el criterio de costo
total descontado por

N-1

VanT(T, ) = E] Z ale(xy, ar) + aNT(zy) |, (1.3)
=0

donde o € (0,1) es llamado factor de descuento, T : X — R una funcién medible
acotada inferiormente, llamada costo terminal y N es un entero positivo conocido,
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llamado horizonte del problema de optimizacion.

Si T(x) =0 para cada v € X, se denota v, N en lugar de vy y1. Cuando N = 0o
y T(x) =0 para cada x € X, se denota el criterio de costo total descontado con
horizonte infinito como v, en lugar de vy -

Definicién 1.5.2 Para cada v € X y m € Il se define el criterio de costo
promedio por

1
u(m,x) = h’JI\? sup —E7
— 00

Z_ c(xy, at)] : (1.4)

=0
Definicién 1.5.3 La funcion de valor éptimo o descontada se define como,

Vi(z) = in%V(ﬂ,x), r e X. (1.5)
T

donde V (m,x) puede representar vy (T, ), Van (T, ) 0 vo(m, ), y la funcion

de valor promedio éptimo como,

V*(z) = inlf[u(ﬂ,x), xr e X. (1.6)
S
El problema de control 6ptimo descontado consiste en encontrar una politica
71 € I que cumpla,
Viz)=V(r],x), z€lX, (1.7)

y el problema de control éptimo promedio consiste en encontrar una politica
75 € 1I tal que,
V¥(x) = u(m,x), x€X. (1.8)

Las politicas 7}, w5 € II que satisfacen (1.7) y (1.8) respectivamente son llamadas
politicas éptimas.
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Capitulo 2

Procesos de Decision de Markov
con Criterio de Costo Descontado

En este capitulo se estudia el problema de control éptimo usando el criterio
de costo total descontado. Se presenta el caso con horizonte finito, utilizando
programacion dinamica se resuelve el problema de control 6ptimo. Posteriormente
se aborda el caso con horizonte infinito con ayuda del espacio funciones con
normas ponderadas (ver Apéndice A), se estudian las condiciones para la
existencia de politicas 6ptimas.

2.1. Horizonte Finito

Considere (X, A, {A(x)|lz € X},Q,c¢) un modelo de control de Markov
estacionario, definido en el Capitulo 1.

Definicién 2.1.1 Sean vy, vs,...,vx funciones definidas en X como:
oy(x) == N T () (2.1)

y para cada t € {N —1,...,0},

() = min){c(w,a)—i—a /X vt+1(y)Q(dy|x,a)}, (2.2)

a€A(x
donde cada funcién v, es medible para t € {0,...,N}.

El teorema de programacién dindmica el cual esta basado en el principio de
optimalidad de Bellman [2], tiene como suposicién la existencia de selectores
f € I, los cuales minimizan la ecuacién de programacion dindmica en cada etapa.
Con la finalidad de garantizar la existencia de selectores medibles se considera la
siguiente hipdtesis, cabe senalar que en la literatura de PDM existen condiciones
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sobre las componentes del modelo de control, las cuales garantizan dicha hipdtesis
(véase [7]).

Hipétesis 2.1.1 Supongase que para cada t = 0,...,N — 1, existe un selector
ft € F tal que fi(z) € A(z) y alcanza el minimo en (2.2) para todo x € X, es
decir,

) = el fio) +a [ vyl (o), (2:)

X

Teorema 2.1.1 (Teorema de Programacién Dindmica).
Supongase que la Hipotesis 2.1.1 se satisface entonces la politica ™ =

{fo, s fn_1} es dptima y se tiene que,

V*(2) = Vanr(m", 2) = v(x), x€X. (2.4)

Demostracién.
Sean z € X y m = {m} una politica arbitraria, se define,

N-1
Ci(m,z) = E] Z a"c(xn, an) + N T(zy)|z, = 2
m (2.5)
Cn(m )= E} [a"T(zy)|zy = ]
= oV T(z),

donde C,(7, x) es el costo total esperado del tiempo ¢ al tiempo terminal N, dado
el estado x; =z, cont =0,..., N — 1. Observe que,

Van (T, 2) = Co(m, ) .

Primero se demuestra que,
Ci(m,x) = v(x) . (2.6)

Y en particular si 7 = 7* en (2.6) se tiene la igualdad, es decir,
Co(m*,z) = vy(x) . (2.7)

Se procede a demostrar (2.6), primeramente observe que para t = 0 es valido,
debido a las siguientes relaciones,

Co(m,x) = vonr(T,2) = vo(T), r € X,
con v N (7%, ) = vo(z) y cuando 7 = 7%,

Co(m",2) = vonr(m",2) = V*(z) = vo(x) .
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Ahora se procede a probar (2.6) y (2.7) por induccién hacia atrds, para t =
N—1,..,0.
Es claro que se cumple (2.6) y (2.7) cuando t = N, ya que
Cn(m,z) = oNT(x) = vy (2) .
Supéngase que, para alguna t € {0,..., N — 1}

Coni(mx) 2 v (z), z€X,

entonces
N-1

Ci(m,z) = EL Z " c(n, an) + oNT(zy)| 7y = :L‘]
n=t

N-1

Z a"c(zn, a,) + o™ T(zy)
n=t+1
N-1

Z a"c(n, a,) + T (zy))

n=t+1

Ty = 33]
N-1

Z a"c(zn, a,) + N T (xy)
n=t+1

= E] [o'c(zy, a)| 2y = x] + E

.Tt:flf]
Q?t:flf] .

= / a'e(z,a)r(da|lz) + ET
A

Note que,

N-1

Z a"c(zn, a,) + o™ T(zy)

n=t+1

Eﬂ'

T

=FE7 | E] Ter1 =Y

xt:x] .

Ya que x4 estd en funcién de z; y por la Proposicién E.0.6 (ver Apéndice E).
Por otro lado,

ET Z ey, a,) + VT ()

Ti41 = ?J] = Ct+1(7f73/) .
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Asi,

Ci(m,x) = [ c(x,a)n(da|x) + ET [Copr(m,y) |2 = 2]

T

- [{etwa+ [ cortmneiate.a f nidals
> [{ewar+a [ wawaion s
> min){c(x,a)+04/XUt+1(3/>Q(dy|xaa)}

Por lo tanto,
Ci(m,z) Zv(x) Vte{N—-1,..,0}

Si la igualdad (2.7) se cumple para m = 7*, es decir,
Cop1(m",2) = viqq () .
se sigue que
Cu(m", x) = c(x, fu(z)) + EZ[Crna (7", y) |z = 7]
= c(z, fi(z)) + ’ v (Y)Q(dylz, fi(x))
= (x) .

Es asi como se ha demostrado el Teorema . O

2.2. Horizonte Infinito

Sea (X, A, {A(z)|x € X},Q,c) un modelo de control de Markov estacionario,
y se considera el criterio de costo total descontado con horizonte infinito v, con su
correspondiente funcion de valor 6ptimo V., dadas en Definicién 1.5.1 y Definicién
1.5.3, respectivamente.

2.2.1. Condiciones de Optimalidad

En ésta seccion se presentan las condiciones necesarias para la existencia de
una politica 6ptima estacionaria.

Definicién 2.2.1 Se define la ecuacion de valor optimo o descontada de acuerdo

10
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a la siguiente expresion funcional,

V*(2) = min {c(x, a) + a/X V* (y)Q(dylz, a)} . reX. (2.8)

A(x)

Con la finalidad de estudiar el criterio descontado (ver Definicién 1.3) se
consideran tres tipos de Hipotesis. La primera, Hipotesis 2.2.1, se le conoce como
condicién de continuidad-compacidad para modelos de control de Markov. La
segunda, Hipodtesis 2.2.2, considera una funciéon de peso w que condiciona el
crecimiento de la funcién de costo, finalmente, la Hipotesis 2.2.3, es una condicion
de continuidad.

Hipétesis 2.2.1 Para cada estado x € X.

(a) A(z) es compacto.

(b) c(x,a) es inferiormente semicontinua (l.s.c) en A(x).

(¢) La funcion p'(z,a) = [, w(y)Q(dy|z,a) es continua en A(x) para cada

funcion p € B(X), donde B(X) denota el espacio de Banach de funciones
medibles, continuas y acotadas en X, con la norma supremo,

| |loo:= sup |u(z)].
rxeX

El siguiente teorema da una equivalencia a la Hipdtesis 2.2.1 (c).

Teorema 2.2.1 La Hipdtesis 2.2.1 (c) se satisface si y sélo si [, v(y)Q(dy|z,a)
es l.s.c. en A(x) para cada funcidn no negativa v € B(X).

Demostracion.
Por definicién de continuidad es claro que la suficiencia se cumple. Ahora,
supdéngase que

/X v()Q(dylr, ),

es L.s.c en A(z) para cada funcién no negativa v € B(X). Sea p € B(X), se tiene
que ||it]]o 4+ 1 €s no negativa, entonces,

/X (loe + 1) @) Q(dyly, a) = 4, @) + il

es l.s.c en A(z) lo cual implica que y/(x, a) es 1.s.c en A(x). Andlogamente, usando
— se obtiene que p/(x,a) es u.s.c en A(z). Por lo tanto, como p/(x,-) es ls.c y
u.s.c en A(z) entonces es continua. [J
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Hipétesis 2.2.2 (Condicion de crecimiento)
Ezisten constantes no negativas M y 3, con 1 < [ < é y una funcion de peso
w > 1 sobre X tal que para cada estado x € X,

(a) $UPuea) lc(z, a)] < Mw(z),
(b) SUpuea) [x w(y)Q(dzlz, a) < Buw(z).

Observacion 2.2.1 Un caso particular donde la Hipotesis 2.2.2 se cumple es
cuando ¢ es acotada sobre K, es decir, existe una constante positiva M, tal que
le(x,a)| < My para cada (x,a) € K.

Hipétesis 2.2.3 Para cada estado x € X la funcion,

u(z,a) = /X w(y)Q(dz]z, a),

es continua en A(x).

La siguiente proposicion satisface algunas propiedades que se implican de la
Hipotesis 2.2.2.

Proposicién 2.2.1 Supongase que la Hipdtesis 2.2.2 se satisface con estado
mictal g = x € X, entonces,

(a) ET [w(z;)] < flw(z), para cada t > 0.
(b) |va(m, x)| < sz(Txv)y donde v := fa.
(¢) Umy_,oo &' ET [|u(x)|] = 0 para cada funcion p € B, (X).

Demostracion.
(a) El caso cuando t = 0, se sigue ya que, g = y

ET[w(xo)] = fow(xo).

Sit > 1, usando la Hip6tesis 2.2.2 y (1.1),

B [w(w) b1, a1 = /Xw(y)Q(dylxt—l,at—l)
S /Bw(mt—l)7

por consiguiente,

Eflw(wy)] < BET[w(xi-1)]
< B*ET[w(w-2)]

< flw(x).
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(b) Por inciso (a) e Hipétesis 2.2.2 (a), se tiene que para cada t > 1,
EZ[le(ze, ar)l] < MB'w(x). (2.9)

Finalmente,

[va(m, )| < ) o Exfle(zs, a)|

=0
< Muw(x)
=95

Y

(c) Por la definicién de w — norma dada en A.1 (ver Apéndice A), y (2.9), se
sigue para cada p € B, (X),

EFllu(zo)l] < llpllwEF[w(z,)] < llplhef'w (). (2.10)
Tomando t — oo en (2.10),
Jim a“EZ ()] = 0.

Con lo cual se ha demostrado la Proposicién. [

Proposicion 2.2.2 Supdngase que la Hipotesis 2.2.2 se satisface. Entonces
C(z) = Zatct(x) < 00 (2.11)
t=0
donde co(z) := sup 4, | c(z,a) | y

ci(x) == sup {/Xct_l(y)Q(dy|x,a)}, t>1. (2.12)

a€A(x)

Reciprocamente, si
(a) C > 1.

(b) Se satisface la desigualdad (2.11) para algin oy con 0 < oy < v, entonces la
Hipétesis 2.2.2 se cumple con M =1, w(z) := C(x) y B := ag .

Demostracion.
Si la Hipdtesis 2.2.2 se cumple, entonces es facil probar por induccién que,

c(r) < MpBw(x) zeX, t=0,1,...

13



CAPITULO 2
2.2. HORIZONTE INFINITO

Asi, usando que 0 < aff < 1 se obtiene,

Muw(x)
1—ap

C(z) < <oo, z€X.

Reciprocamente, por (b) y (2.12),

| cwnatdsi.a) =3 [ amQusie.a)

Asi,
/X C(y)Q(dylz. a) < a5 'C(a).

Ademas,

co(x)ag () + 1< cong ! + / C(9)Q(dylz. a)
=ay'C(2).

Por lo tanto sup,e () lc(7, a)| < C(x) para cada v € X. [

2.2.2. Existencia de una Politica ()ptima Estacionaria

En esta secciéon usando las hipdtesis anteriores se demuestra el principal
resultado de este capitulo.
A continuacién se define el algoritmo de iteracion de valores 6ptimos.

Definicién 2.2.2 FEl algoritmo de iteracion de valores optimos o descontada, se
define como,

() == min {c(m,a)—I—a/Xvn_l(y)Q(dy|x,a)}, (2.13)

acA(z)

para cadan > 1 yxz € X, conv(-) =0.
Sin >1, v, es el costo optimo en el n-ésimo paso, i.e.,

vp(z) == Inf V,(m,x), x€X,

mwell
donde ,
Vo(m,x) == ET Zatc(:vt,at)]
t=0

14
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La siguiente definicion, presenta el operador de programacion dinamica T,.

Definicién 2.2.3 Dada una funcion medible p: X — R y una constante o tal
que 0 < o < 1, denotamos por T, a la siguiente funcion,

To(p(x)) ;== inf : {c(m,a) + Oz/Xu(y)Q(dy]a:,a)} , reX. (2.14)

acA(x

Si el infimo en (2.14) se alcanza en alguna accién a € A(x) para cada x € X,
entonces se escribe min en lugar de inf.

Maés adelante, se demuestra que para cada 0 < a < 1, T, es un operador
contraccion en el espacio B, (X), para esto se requiere el siguiente Lema.

Lema 2.2.1 Supongase que la Hipotesis 2.2.1 se satisface, entonces,

la funcion
(e.a) = [ wl)QUdyle.a) (2.15)

es continua en A(x) para cada x € X y cada funcion p en By, (X).

Demostracion.

Sea p € B, (X), tal que |u(z)| < mw(x) para cada z € X, donde m := ||u||,-
Entonces pi,, := p + mw es una funcién no negativa en B, (X), la cual es limite
de una sucesién de funciones medibles no decrecientes acotadas {yx} C B, (X).
Sea x € X, fijo y sea {a,} una sucesién en A(x) que converge a a € A(z). Por lo
tanto, como fig T fm, cuando k — oo, usando Hipdtesis 2.2.1 (c),

iminf [ jin(u)Qyle.a,) > limint | puln)Qldsle. )
n—oo X

= /Xuk(y)Q(dylx,a)

Tomando, & — oo en la relacion y aplicando el Teorema de Convergencia
Monotona, se obtiene que

n—oo

lfm inf /X Lo (1) Q(dyz, ay) > /X () Q(dyl, a),

por consiguiente, [t (y)Q(dy|z, ay,) es Ls.c. en A(z) lo cual implica que 1//(z, a)
es l.s.c. en A(z). En otras palabras p/(z,a) es l.s.c. en A(z) para cada funcién u
en B, (X).

Aplicando el procedimiento anterior para la funciéon —u en lugar de p, se obtiene
que /' (z,a) es u.s.c., de ahi que p/(z,-) es continua en A(z).

O
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Lema 2.2.2 Sea v : K — R funcion medible. Definamos

v (z) = aeigfgc) v(z,a), zelX. (2.16)

(a) Siv(z,-) esls.c. en A(x) para cada © € X, entonces existe un selector f € F
tal que f(x) € A(x) alcanza el minimo en (2.16) para todo x € X, es decir,

v (z) =v(x, f(z)), =€X. (2.17)

y v* es una funcion medible.

(b) Si el selector x — A(x) es u.s.c. y v es Ls.c y acotada inferiormente en K,
entonces existe un selector f € F que satisface (2.17) y, ademds, v* es l.s.c.
y acotada inferiormente en X.

(c) Suponga que x — A(x) es u.s.c., v es l.s.c. y, ademds,

sup |v(z,a)| < kw(z) Ve X, (2.18)
a€A(x)

donde k es una constante positiva y w(-) > 1 es una funcion continua en X,
entonces existe un selector f € F que satisface (2.17), v* es l.s.c., y

|v*(z)| < kw(z) Vze X. (2.19)

es decir, v* es una funcion l.s.c. en el espacio B, (X) vy satisface que
v < k.

Demostraciéon

Para la demostracién de (a) y (b), puede consultarse en [11] y [12].

En este apartado nos enfocamos a demostrar (c), la cual se sigue al aplicar (b) a
la funcion l.s.c no negativa

p(z,a) :=v(z,a) + kw(z).

O

El siguiente Teorema demuestra que el operador de programaciéon dinamica dado
en Definicién 2.2.3 es un operador contraccién en el espacio de funciones B, (X).

Proposicion 2.2.3 Supdngase que las Hipotesis 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.8 se satisfacen
y sea T, el operador de programacion dindmica. Entonces

(a) T, es un operador contraccion en B,(X) con constante de contraccion
v :=af < 1; es decir, T, es operador en B,(X) y

I Ta(pn) = Talpo) [lw< v 1 pn = pio llw Vi, pro € Buy(X). (2.20)
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(b) Para cada funcion p € B, (X) existe un selector f = f, en F tal que

To(u(z)) = e(z, f) + / Wp)Qdyle, f), YreX.  (221)

X

Demostracién
Sea p € B,,(X) entonces, por el Lema 2.2.1 y la Hipdtesis 2.2.1 (b), la funcién

p(e.a) = cla,) +a [ uly)Qdyle,a),

X

es l.s.c. en A(x) para cada x € X. Por lo tanto, del Lema 2.2.2 (a), se tiene que
T.(u) es una funcién medible y existe f € F que satisface (2.21).
Por otro lado, T, (u) tiene w — norma finita, ya que, por la Hip6tesis 2.2.2

(e, a)] < Muw(@) +a | il /X w(y)Q(dylr, a)

< (M +(af) || p [lw)w(z),

para cada z € X y a € A(z). Més ain, T, es un operador monétono (u; < ug
implica que T,(u1) < T, (uz)). Asi, usando Proposiciéon C.0.2 (ver Apéndice C),
para complementar la prueba es suficiente demostrar que,

To(p+rw) < T(u) 4+ yrw Vu € By,(X),r € R.

Por lo cual, para cada r € R,

et v = int few)+a [ (ulo) + rot)Qisle.o
< Tu(u(@)) + apula),

asi T,, es un operador contraccién sobre B,,(X) con médulo v := af5. O
Usando T, las ecuaciones (2.8) y (2.13) se pueden reescribir como

V=T,V (2.22)
Up, = Tovn—1 =T}y VYn=20,1,..., con wvy=0. (2.23)

Teorema 2.2.1 Supongase que las Hipotesis 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3 se satisfacen.
Sea B dada en la Hipdtesis 2.2.2 (b). Se define v = af3, entonces

(a) la funcion de wvalor éptimo « descontada, V' es la tnica solucion de la
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ecuacion de valor optimo (2.8) en el espacio B, (X), y

n

M~
(1—7)

donde M es la constante dada en la Hipotesis 2.2.2.

| vn — V2 W< n=0,1,.. (2.24)

(b) Eziste un selector f* € F tal que f*(x) € A(x) alcanza el minimo en la
ecuacion (2.8) para cada v € X, es decir,

Ve (e) = cla, f*(2)) + /X Vi)QUyle, f1(2), zeX.  (2.25)

y una politica f* € llpg la cual es dptima, reciprocamente, si f° € llpg es
optima entonces satisface (2.25).

(¢) Una politica 7 es optima si y solo si v, (7*,-), satisface la ecuacion de valor
optimo.

(d) Si una politica dptima existe, entonces existe una politica estacionaria
determinista la cual es optima.

Demostracion
(a) Por la Proposicién 2.2.3 y el Teorema del Punto Fijo de Banach, T, tiene un
unico punto fijo p* en B, (X), i.e.,

Top* = p* (2.26)

T = <A™ =" s Vi € Bu(X), n=0,1,.... (2.27)

Para concluir la parte (a) del teorema, es necesario demostrar lo siguiente:

() Vi € By(X), con || V7 [lw< 7245

(1) Vg =p~.
Si (I) y (II) se satisfacen entonces (2.24) del Teorema se sigue de (2.27) y (2.23)
con p = 0.
Para probar (I), sea m € II una politica arbitraria y sea © € X un estado inicial
cualquiera. Por la Proposicién 2.2.1, se tiene que

< Muw(x)
(=9

con lo cual se concluye (I). Para demostrar (II), por la Proposicién 2.2.1,

Vo (@)l

lim o' E% [u(x,)] = 0 Vrell, x € X, u € By, (X).

t—o00
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Ahora se considera la igualdad p* = T,p* dada en (2.26). Por la Proposicién 2.2.2
(b), existe un selector f € FF tal que

W (z) = (o f) +a / L Qylr, f),  ze X, (2.28)

X

Iterando (2.28), de t =0 a t = n — 1, se obtiene,

() = EXS alelr, )] + o B ()],

tomando n — oo

i () = BN alela, f)] = valf. ).

t=0

Por lo tanto, por definicién de V.,

() = Ve ().

Para demostrar la desigualdad inversa, notar que ecuacién (2.26) implica que

w@) <o) ta [ r@QBle. @a ek (229

Asi, para cualquier politica m € II y un estado inicial x € X, usando (2.29)
QBT e(xy, ar) + ap(xe1) — () |he, ag] >0 Vi=0,1,....

Por lo tanto, tomando esperanza y sumando desde t =0 a t = n — 1, se obtiene

n—1

Z o'c(xy, ay)

t=0

p(r) < EY

xT

+a"ET [p*(z,)], Vn=1,2,...

Finalmente, tomando n — oo en la anterior desigualdad y usando la Proposicion
2.2.1,

p () < va(m, )

Como 7 y x son arbitrarios, entonces
pix) <Vi(z), zelX.

Por lo tanto, (II) queda demostrado.

(b) La existencia de un selector f* € F que satisface (2.25), se sigue de la parte
(a) y Proposicién 2.2.2 (b).

Reciprocamente, para cualquier politica determinista estacionaria f° € Ilpg
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satisface la igualdad en la ecuacién de valor éptimo « descontada (2.8),

va(£,2) = c(z, ) + a /X W )QUyle. f), reX.  (2.30)

Debido a que si se expande el lado derecho de la ecuacién (1.3) con m = f2° € Il pg,
se obtiene

va(f, ) = ez, [7°) + aB

St e
t=1

usando la propiedad de Markov (1.1) y la Definicién 1.5.1 con 7 = f2°, se obtiene
que f° satisface (2.30).

Por lo tanto, si f2° es éptima se tiene que v, (2, ) = VI(+), ast (2.25) se sigue
de (2.30).

Finalmente, parte (c) se sigue de (b) y (d) es consecuencia de (b) y (c¢). O
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Capitulo 3

Procesos de Decision de Markov
con Criterio de Costo Promedio

En esta seccién se aborda el problema de control éptimo usando el criterio de
costo promedio u(m, x), dado en la Definicién 1.5.2. Para demostrar la existencia
de una politica éptima con este criterio, se usan los resultados obtenidos en el
capitulo anterior.

3.1. Condiciones de Optimalidad

En esta seccion se presentan las condiciones necesarias para la existencia
de una politica Optima estacionaria con criterio de costo promedio, ademas de
algunos lemas preliminares que se requieren para nuestro principal resultado. Se
retoma la funcion de valor promedio 6ptimo, la cual esta dada por,

V*(x) = inf u(m, x), =ze€X. (3.1)

mell

Se busca una politica 6ptima estacionaria 7 € Ilpg tal que,

V*(z) = u(n™, x). (3.2)

Para esto, supéngase que la Hipdtesis 2.2.1 se satisface. Las Hipdtesis 2.2.2 y 2.2.3
son remplazadas por la siguiente condicién.

Hipétesis 3.1.1 Supongase que existe una funcion de peso, wy > 1 sobre X vy
constantes positivas, K, 7 con 7 <1 y b tal que,

(a) [y wi(y)Q(dyl|z,a) < Tw(x)+b, para cada (x,a) € K,

(b) |e(x,a)| < Kwi(x) para cada (z,a) € K.
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Hipdtesis 3.1.2 Supongase que la funcion de peso wy : X — [1,00), satisface
que,

w(z,a) = /X w(4)Q(dy|, a), (3.3)

es continua en A(x).

Con el siguiente Lema, se garantiza que los resultados obtenidos en el capitulo
anterior con respecto a la existencia de una politica optima estacionaria que

optimice el criterio de costo descontado se satisfacen si suponemos las Hipotesis
221,311y 3.1.2.

Lema 3.1.1 Supongase que la Hipotesis 3.1.1 se satisface entonces la Hipotesis
2.2.2 se cumple.

Demostracion.
De la Proposicién 2.2.2, tomando a C(z) y ¢(x) como en (2.11) y (2.12),
respectivamente, a excepcion de ¢y la cual se redefine como,

co(x) =1+ Slj}()) le(x, a)l.
acA(x

Observe que, por (a) de la Proposicién 2.2.2, se tiene que ¢y < Mw; con
M, := 1+ K. Entonces

t—1
ci(z) < Mywy (z)7" + MleTj, teN,

Jj=0

y asi,
C(x) < Mywi(z)/(1 — at) + Miba/(1 — a)(1 — aT).

Por tanto, por el reciproco de la Proposicion 2.2.2, existen una constante M y 3
que satisfacen la Hipotesis 2.2.2. [J

Observacion 3.1.1 Para efectos prdcticos se redefine la funcion de peso wy dada
en la Hipotesis 3.1.2, como w := w;.

Los dos siguientes lemas son herramientas para nuestro resultado principal.
Lema 3.1.2 Supdngase que la Hipotesis 3.1.1 se satisface. Entonces
(a) ET[w(z,)] < T'w(x) + b(%:t), para cadat >0, z € X ym eIl

(b) lu(z,m)] <&, zeX, mell
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Demostracion
(a) La desigualdad es valida para t = 0. Supdéngase que t > 1, usando la Hip6tesis
3.1.1y (1.1), se tiene que

E7[w(xy) -1, ar—1] :/Xw<y)Q(dy|xt—1;at—1)

< Tw(wi—1) + .
Por consiguiente

Ef[w(zy)] < TEF[w(z1)] + b
< P Ef[w(we-2)] + b+ br

<7'w(x) +b+br + -+ br'!
b(1—7t)

_
= 71'w(x) T

(b) Usando la Hipdtesis 3.1.1 e inciso anterior

N-1
|u(z, )| = hmsup E7r Zc (¢, ay)
N—o00 =0
N-—

1
< lim sup NE;F

N—o0

|C($taat)|]

t—0
N-1
K b(l—Tt))
< limsup — rtw(z) + ——=~
<timo 7 3 () + =
bK
17

En el siguiente lema, se retoma el criterio de costo a descontada definido en 1.5.1.

Lema 3.1.3 Supongase que las Hipotesis 2.2.1 y 3.1.1 se satisfacen entonces,

w(x) b
G- A0 na=a)y

[ (z,m)| < K

para cada x € X y 7 € Il
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Demostracién. Por el Lema 3.1.2 y la Hipdtesis 3.1.1 (a), se tiene

vale, ™) < K'Y 0t BXfw(a)

=0
> 1 —7t
< KZat (Ttw(:r;) + 7 b)
-7
=0

SKgo} (w(x)+ 1:)

<Kw(x)+ Kb
T l-a (1-71-a)

O

Hipétesis 3.1.3 Existen dos funciones, vy, vy € B, (X), y algin estado, zy € X,
tal que
1(2) < ho(z) < 1a(2) (3.4)

para cada v € X y o € (0,1), donde ho(x) = Vi(z) — VI(xo), es llamada

[0
diferencia relativa de la funcion Vi (x).

La siguiente proposicién es una consecuencia de la Hipotesis 3.1.3, la cual
demuestra que h, € B, (X).

Proposicion 3.1.1 Supdngase que la Hipotesis 3.1.3 se cumple entonces,
|hal < lor] + [va].
Demostracion. Usando que
—03(z) < —ha(z) < —vi(2) < |oi(2)],

entonces
—|v1 ()] < ha(z) < v2(z) < |v2(z)],

luego
ha(@) < o1 (@)] + v2(2)], 2 €X.

Anélogamente se prueba que

—(Jvi(@)] + Jv2(2)|) < halz), x€X.

Por lo tanto
|hal| < fvi| + |vo]. O
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Observaciéon 3.1.2 Se observa que en la Hipotesis 3.1.3, v1 puede no ser
inferiormente acotada. Esta hipdtesis es dada por primera vez en [16].

Definicién 3.1.1 Una medida o-finita m en B(X) se dice invariante, para
{z:} (0 para el Kérnel Q) si

:/XQ(B|x)m(dx), B e B(X). (3.5)

Usando la notacion dada en [6] para medidas o — finitas, se tiene que la ecuacion
(3.5) es equivalente a
m = Qm.

Por lo tanto, m es medida invariante si estd es punto fijo de Q).

Para verificar la Hipdtesis 3.3.1, en [16], se demuestra el siguiente lema.

Lema 3.1.4 Sea w la funcion de peso dada en la Hipdtesis 3.1.1. Entonces,
bajo las Hipotesis 2.2.1, 3.1.1, 3.1.2 y supongase que para cada f € F, el kérnel
Q(:|z, f(x)) tiene una tunica medida de probabilidad invariante, my, y, mds aun,
eziste una funcion medible, ly, 0 <1y < 1 (dependiente de f), en X, una medida
de probabilidad v en X y constantes, 6o > 0 y By con 0 < Py < 1, independiente
de f, tal que

(a) Q(Blz, f(z)) > I;(x), para cada B € B(S), € X
) [ lyw)(dy) > 6.

(c) v(w) = [y wly)(dy) < oo.

(@) [ wy)Qdylz, f(x)) < Byw(x) + I;(x)v(w) para cada x € X.

Entonces la Hipotesis 3.1.3 se satisface.

3.2. Existencia de wuna Politica ()ptima
Estacionaria

En esta secciéon se demuestra nuestro principal resultado.

Teorema 3.2.1 Bajo las Hipotesis 2.2.1, 3.1.1, 3.1.83 y 3.1.2, las siquientes
afirmaciones son validas.
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(a) Existe una unica constante g* € R, dos funciones hi, hi € B, (X) y una
politica estacionaria f € T, las cuales satisfacen las dos desigualdades de
valor optimo promedio

g+ hi(z) < ml'n) {c(x, a) + /X hi(y)Q(dy|x, @)} : Vee X. (3.6)

a€A(x

¢+ h > min {c<x,a>+ / h;@)@(dmx,a)}
) X

a€A(z

(3.7)
= ofz, f) + /X BWQUylr, f*(x)),  z € X.

(b) g* = infrequ(z, ) para cada v € X.

(c) Cualquier politica estacionaria, f* € F, que alcanza el minimo en (3.7) es
optima para el criterio de costo promedio.

Demostracion.

(a) Sea xy dada en la Hipdtesis 3.1.3, y sea {a,} una sucesién no creciente
arbitraria de factores de descuento tal que a,, — 1 cuando n — oo. Por el
Lema 3.1.3, (1 —a,)V (0) es acotada para cada n > 1. Por lo tanto, existe una
subsucesion {a,, } de a,, y una constante g*, que satisface

lim (1 — ag)V,y (z0) = g, hi(x) := lmsup hy, (). (3.8)

k—o0 k—o00

Por la Proposicién 3.1.1, |ha, | < |v1] + |v2|, entonces b} € B, (X). Asi, por (2.8),

(1 — )V (x0) + ha(x) = ar&i&) {c(x, a) + a/X ha(y)Q(dy|z, a)} , rEeX,
(3.9)
luego,

(1 —ar)Vy (20) + hay (7) < c(z,a) +/ agha, (Y)Q(dy|z,a), z€ X,a€ A(x).
X
(3.10)
Aplicando el Lema A.0.1 (ver Apéndice A), tomando ¢t — oo en (3.10) y usando
(3.9), se obtiene,

g + hi(z) < min){c(m,a) —i—/ Ri(y)Q(dylx,a)}, =€ X.
X

a€A(z

Por lo tanto, la desigualdad (3.6) se cumple. Ahora, para probar (3.7), sea z € X

Y
hi(x) := lminf h,, (z) € B, (X),

k—o0
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con
B3(x) = lim go, (@),
“hoo
donde
Ga, (x) == f{h,, (z) :m >k} < h,,, VE > 1.

Similarmente, por (2.8) y usando que h,, > ¢a,, se tiene,

(1= Qw)V, (0) + oy () = i e, 0) + . [ o () Q)
X (3.11)
> min e(o,0) + o | g0, (1)QUdylz, o).

acA(x)

Ya que agq1 > Ok Y Japiys — Gou = oy, — 9oy = 0, se obtiene que los limites,

lim min {c(z,a) + oy /X(gak(y) — gon (¥))Q(dy|z, a) },

k—00 a€A(x)

lim min {¢(z,a) +04k/Xgak(y)Q(dy’xaa)}?

k—00 a€A(x)

existen. Por (3.11), entonces

g" + hi(z) > lim min {c(:c,a) + ak/ gak(y)Q(dy|x,a)}.
k—o00 acA(x) X

Por otro lado, para cada k > 1 fijo, por el Lema 2.16 (a), existe a, € A(z) (que

depende de z y k) tal que

ml’n){c(x,a) + Oék/Xgak(y)Q<dy|x>a}

a€A(x

— clocan) + o [ 90, ()QUr, ().

Como A(z) es compacto, existe una subsucesion {ay,(z)}, de {ar(z)} tal que
lim; o ay, () existe; el cual denotamos por a;(x) € A(z). Note que ||ga,|lw >
|l1]|lw + ||72]|w para cada k > 1, de la Hipétesis 2.2.1 y el Lema 2.2.1, se obtiene
que,

1) = tin { e+ o, [ o QU0 }

1—00
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i [etran(o) + [ 0o, ()@l 00 (0)]

1— 00

> o(z, 1(2)) + /X B (1) Qdyl, alx))

> min {etwa)+ [ ms)Qaie.0) |

a€A(x

Por lo tanto la desigualdad (3.7) se satisface. Ademads de (3.7) junto con el Lema

2.16 (a) implica que existe f* € F tal que, se satisface la igualdad en (3.7). Por

lo tanto, la prueba de la parte (a) estd completa.
(b) Para cada m € Il y x € X, de (3.6) se sigue que

g+ i) < e + [ i@yl
con lo cual, usando (1.1), y tomando esperanza en (3.12) se llega a

9"+ Efhy(x)] < Ef[c(xy, a0)] 4+ EZ[hY(2011)]
para cada t > 0, de lo cual se sigue que,

- hi(z) < BTt e, ar)] . ETh (zN)]
g N = N N

para N > 1. Por otro lado, por el Lema 3.1.2 (a) se obtiene que,

1—7N

Ex(Ihi ()] < hillw |7 w(z) + bl .

1—71
Por lo tanto, limy_ye ET[R}(zn)]/N = 0, de lo cual, junto con (3.13),
g <u(z,m), rcXncll

ASi,
(]* < inf u\xr, T € X.
T omell ( ’ ),

Similarmente, por (3.7) se tiene,

g+ By(we) > e, f*(x) + /X B () Qdyls, £ (22).

paracadat >0y x, € X.
Anélogamente, se demuestra usando (3.15) que,

g >u(z, f*), xelX.

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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Por (3.14) y (3.15), se sigue que,
g = ulz, f7) = nf u(z, ),
completando la demostracién de parte (b).

(¢) La demostracién de la parte (c¢) se sigue de las demostraciones de (a) y (b).
U

29



) ) CAPiITULO 3
3.2. EXISTENCIA DE UNA POLITICA OPTIMA ESTACIONARIA

30



Capitulo 4

Caminata Aleatoria de Lindley

En este capitulo se presenta el modelo que David Lindley, el cual fue propuesto
por primera vez en [9]. El modelo es 1itil tanto en sistemas de inventarios como en
lineas de espera (ver [16] y [13]). Primero serd descrito en el contexto de sistema
de inventarios y enseguida se daran las especificaciones para lineas de espera. Al
final se realiza una aplicacion numérica del modelo.

4.1. Descripcion del Modelo en Inventarios

Un inventario es un conjunto de mércancias o articulos acumulados en un
almacén en espera de ser vendidos o utilizados en un proceso de produccion.
En este caso estamos interesados en la modelacién del flujo de mercancia en el
inventario, observandolo como un sistema dinamico estocéastico. Los conceptos
basicos en los sistemas de inventarios son:

Demanda. Cantidad de bienes o servicios que se ofrecen.

= Tiempo de espera. El tiempo que transcurre desde que se hace el pedido
hasta que la empresa recibe el producto.

= Tamano del pedido. Nimero de articulos que conforman el orden del pedido.

= Nivel de inventario. Nuimero de articulos que se encuentran en el inventario.

= Punto de reorden. Nivel de inventario en el que la empresa define en que
momento hacer un nuevo pedido.
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4.2. Caminata de Lindley

Considere un modelo de inventarios con un tnico producto cuya dinamica
esta dada por:

Ti41 = (lft - §t)+a (4-1)

con t € NU{0} y la notacién r* := max(r, 0), donde:
= 1, representa la cantidad de cierto producto al tiempo ¢,

= & representa la demanda del producto durante el periodo t.

En este contexto se tiene que el espacio de estados estd dado por X :=[0,00) y
supéngase que {&;} es una sucesién v.a. i.i.d. definidas en [0, 00) y con esperanza
finita. Se demuestra que el estado z = 0 es absorbente:

Plzy = 0lzg = 0] = P[(—&)" = 0]
P[—& < 0]
P[& > 0]
1,

(4.2)

la ultima ecuacién se debe a que la v.a. & tiene rango en [0, o).

La relacién (4.2) demuestra que el estado 0 es absorbente, por lo cual en la
practica no es un modelo conveniente de implementar. Se busca tener un nivel
minimo en inventario con la finalidad de suplir demandas en cada periodo y no
caer en pérdidas. Por esta razén, ante una demanda, se solicita cierta cantidad de
producto que ingrese al sistema. Lo anterior resuelve el problema de no caer en
el estado absorbente cero, sin embargo, queda por responder cual es la cantidad
optima de producto solicitado en cada periodo de observacion, esta problematica
puede ser abordada desde el punto de vista de la teoria de control, considerando
a la variable de control como la cantidad de productos solicitados o producidos.

4.3. Caminata de Lindley Controlada

Se presenta el modelo de inventarios con control (o caminata aleatoria de
Lindley controlada), el cual estd dado de la siguiente forma:

T = (T +a— &), (4.3)

cont € NU{0} y zp = z.

Tenemos que x; y & representan lo mismo que en el caso sin control, y a; denota
la cantidad de producto ordenada que se proporciona al principio del periodo t.
El espacio de estados es X = [0,00) y supdngase que la cantidad de producto
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ordenada a; se encuentra en el intervalo A := [0, ], para alguna constante 6 > 0,
independientemente del nivel de stock, es decir, que el conjunto de acciones
admisibles es A(x) = A para cada x € X.

Ademas la sucesién de v.a. i.i.d. {§} cumple que:

» cada variable aleatoria & tiene rango en [0, c0),

» si € es un valor genérico de la sucesion de v.a. i.i.d. {&}, entonces tienen
una funcién de densidad continua y acotada A con funcién de distribucién
F,

= ¢l valor esperado de la demanda es finito y se supone mayor que la cantidad
de producto solicitado, es decir, § < p = E[¢] < oo.

Finalmente, para completar la descripciéon del modelo de control dado en la
Definicién (1.1.1), introduciremos una funcién de costo en un paso, la cual
considera costos del tipo siguiente:

costo de producciéon + costo de almacenaje - ingresos de ventas,
de esta forma consideremos la siguiente funcién de costo:
c(x,a) = pa+m(x + a) — kE[min(x + a,§)], (4.4)
donde
= pes el costo de produccién por unidad,

= m es el costo de almacenaje por unidad,

= k es el precio de venta por unidad,
con k, p, m constantes positivas y ademas,
m+p < k. (4.5)

La ecuacién (4.5) nos dice que no podemos tener costos por unidad mayores al
precio de venta por unidad.

Observacion 4.3.1 Note que la funcion de costo dada en (4.4) no
necesariamente es positiva. Si la funcion toma valores negativos en la prdctica
se tendrian ganancias.

Observacion 4.3.2 En lineas de espera, las variables de la dindmica dada en la
ecuacion (4.3), denotan
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= 1; numero de clientes en el sistema al tiempo t,
= a; numero de clientes a los cuales se les permite acceso al sistema,
s &, numero de servicios concluidos al tiempo t.
Y, para la funcion de costo dada en (4.4),
= p es el costo por arribo de clientes,
= m es el costo de servicio,
= k es la ganancia por clientes atendidos.

Es importante estudiar los casos de cola finita e infinita de sistemas de espera.
En el caso de capacidad finita es importante controlar la entrada de clientes ya
que un sobrecupo puede provocar inestabilidad en el sistema. Por otro lado, en
el caso de capacidad infinita, al admitir a todos los clientes que buscan servicio,
st se considera la funcion de costos por clientes en el sistema resultaria en la
practica no rentable aceptar a todos los clientes.

Se procede a demostrar que las Hipotesis 2.2.1, 3.1.1 y 3.1.2 se satisfacen.

La Hipdtesis 2.2.1 (a) se cumple ya que el conjunto de acciénes admisibles
A(x) = [0,0] es compacto para cada x € X.

La funcién de costo es continua, en efecto, recordando que

r+y—|r—1yl
2 b

min(z,y) = z,y € R.

Asi,

x+a+§—|x+a—£]]
2 (4.6)

k k k
== - ~F .
S@+a)+ o= SBlo+a+g]

kE[min(z + a,§)] = kE]

con (r,a) € K. De este modo, solo es necesario demostrar que la funcién
g(x,a) = E[|z+a+¢&|] es continua, lo cual se garantiza en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.3.1 La funcion g es continua en K.

Demostracién.
Considere {z,} y {a,} sucesiones convergentes en X y A, con limites = y a,
respectivamente. Ahora, definimos h,, y h como:

hn(s) = |, + an — s|A(s),
h(s) = |z + a — s|A(s),
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note que h,(s) — h(s), cuando n — oo para s € [0,00), pues A es no negativa.
Por otra parte,

hn(s) < (l2a] + an| + s)A(s)

<
< (M +a)A(s) .

La tltima desigualdad se cumple ya que {x,} y {a,} son convergentes, por tanto,
son acotadas ambas por alguna constante positiva M, asi

/th(s)A(s)dsg /X(M—l—s)A(s)ds
=M+ p < oo.

Ahora por el Teorema de Convergencia Dominada, tenemos

lim g(z,,a,) = lim [ |z, + a, — s|A(s)ds

n—oo n—oo X

—/ lim |z, + a,|A(s)ds
X

n—oo

= / |z + a — s|A(s)ds
X

= g(z,a).
Asi, g es continua en K. [
De la Proposicion 4.3.1, se garantiza que la funcién de costo, (4.4), es continua
en K, con lo cual la Hipdtesis 2.2.1 (b) se cumple.
Procederemos a demostrar que la Hipétesis 2.2.1 (c) se satisface.

Proposicién 4.3.2 La funcion p'(z,a) = [, p(y)Q(dy,z,a) es continua en
A(x), para cada x € X.

Demostracion.
Sean z € X fijoy u € B(X), por (1.2) para a € A(x) se tiene,

w(z,a) = /OO pl(z+a—s)"ds
° x+a (47>
=u(0)[1 = F(z+a)] + /o pu(r+a— s)A(s)ds .

Haciendo un cambio de variable en la tltima integral obtenemos que

Wz, a) = p(O)[1 — Fla +a)] + / T us)A @t a— s)ds,
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para cada a € A(z). Sea {a,} una sucesién convergente en A(x), donde su limite
es a € A(x), luego

lim (/(2,a,) = lfm {,u(o)[l ~ Pz 4 an)] + /0 T A+ ay — s)ds}

n—oo n—oo

n—o0

= lim {M(O)[l — F(x +ay)| + /000 To g tanit(8)A(x + a, — s)ds] :

Como A es continua y acotada entonces F' también lo es, en consecuencia,

o0

lim 4/ (z,a,) = u(0)[1 — F(z + a)] + lim T10 0 an () A(z + an, — s)ds.

n—oo n—o0 0

Debido a que se satisface la siguiente propiedad,
lim inf[0, z + a,,] C limsup|0, z + a,,] C [0,z + al,
se tiene que (g z4q,) converge a Ij 1, casi seguramente, por tanto,

lim (2, a,) = p(x, a),

n—0o0

es decir, ¢ es continua en A(x). O
Por lo tanto por la Proposicién 4.3.2 y la Hipdtesis 2.2.1 (c) se satisface.

Proposicién 4.3.3 Para el modelo de control de Lindley, la Hipotesis 3.1.1 se
satisface.

Demostracion.

Para demostrar que la Hipdtesis 3.1.1 se cumple, se tiene que encontrar una
funcién de peso w : X — [1, 00) que satisfaga las condiciones dadas en la Hipétesis
3.1.1.

Para esto considere la funcién generadora de momentos 1, de la variable aleatoria
zg:=a—&, cona€ A(x),

Ya(r) = Eleap(r(a —¢))], r=0.
Como 1,(0) =1y ¢/ (0) < 1 entonces existe un nimero positivo p tal que

Ya(p) < 1.

Se define
w(x) = exp(px), (4.8)
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para cada x € X. Note que w > 1, ya que p > 0 y = > 0. Entonces, de (4.7) con
[ 1= w, se tiene

w'(z,a) = w(0)[1 — F(x + a)] + w(x) /Ol“ aea:p(p(a — 5))A(s)ds,

como w(0) =1, [1 — F(z+a)] <1y pla—s)<pd—s), para cada a € A, se
obtiene

— F(z 4+ a)] + ¢o(p)w(z)

w'(z,a) < [1
< Tw(z)+bVr € X,

(4.9)

con

Por lo tanto, la Hipétesis 3.1.1 (a), se cumple. Por otro lado, usando (4.4) se
tiene,

le(x,a)| < |pa+m(z + a) — Elmin(x + a, §)]|
< (p+m)a+mz+ p
< (p+m)d+mzx + p.

Por (4.5) y como 0 < p,

sup |c(z,a)| < k(x + 2p),
a€A(x)
para cada x € X. Por lo tanto, para una constante positiva M; suficientemente

grande,
sup lel@, a)l < My explp(x +2p))
a€A(x

para cada x € X. Sea M := M; exp(2pp), por tanto,
le(x,a)] < Mw(z), =€ X.

Asi, la Hipdtesis 3.1.1 (b) se satisface. [

Demostrar la Hipétesis 3.1.2 (c), es analogo a la demostracion dada en la
Proposicién 4.3.2, tomando ;1 = w. Con lo cual se ha demostrado el siguiente
teorema.

Teorema 4.3.1 Con las condiciones dadas en el modelo de Lindley controlado
(4.3), se tiene que se satisfacen las Hipotesis 2.2.1, 3.1.1 y 3.1.2 entonces existe
una politica optima estacionaria que minimiza el criterio de costo descontado con
horizonte infinito.
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Ahora se demostrard que el modelo de control de Lindley dado en (4.3), satisface
la Hipétesis 3.1.3. Para esto, usaremos el Lema 3.1.4.

El siguiente lema demuestra que para éste modelo de control existe una medida
de probabilidad invariante my.

Lema 4.3.1 Para cada f € T, sea {x{,t =0,1,...} la cadena de Markov definida
en (4.3), cuando a; = f(x;), para cada t, es decir,

vl = [o] + flm) — &b, teN, (4.10)

con xg =z € X, entonces para cada f € T, {x{} es recurrente positiva,

entonces por la Proposicion E.0.10 (ver Apéndice E), tiene una unica medida
de probabilidad invariante my.

Demostracién.
Sea {x;} la cadena de Markov dada en ecuacién (4.10) cuando f(z) := 6 para
cada estado x, es decir,

=@l +0-¢)t, teN,. (4.11)

Definiendo y; := 0 — &, la ecuacién (4.11) se transforma a una caminata aleatoria
de la forma:

2l = (af + )t (4.12)

Por lo tanto, como Elly]] < 0+ u < ooy Ely] = 0 — u < 0, la cadena de
Markov {z?} es recurrente positiva. En particular, Eo[r?] < oo, donde 77 denota
el tiempo de alcance al estado x = 0, dado el estado inicial 2§ = 0. Sea f € F
y sea 7/ el tiempo de alcance al estado 2 = 0 dado zj = 0. Como A(z) = [0, 6]
se tiene que f(z) < 6 para cada z € X, y en consecuencia, x{ < 29 para cada
t € Ny. Entonces

Eo[r!] < Ey[r%] < oo, (4.13)

por lo tanto, {x{ } es recurrente positiva. Dado f € F arbitrario, usando
la Proposicién E.0.10 (ver Apéndice E), se tiene que existe una medida de
probabilidad invariante my para el modelo de control de Lindley.

Maés aun, sea f € F y ¢ la medida de Dirac en x = 0, se define

lo(x) = F(z+a), z€X,ac Ax).
[j(z) = F(z + f(z)) z€X.
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Como 0 < f(z) < 6 para cada x € X, entonces

Por lo tanto,
ly(z) < F(0 + ),

para cada z € X. Usando (1.2) se tiene para cada B € B(X) y z € X,

Q(Blz, f(z)) = E[Ig((x + f(z) = &)™)]
_ /XIB((J: b F(z) — 8)F)A(s)ds

o0

z+f(x)
/O [B(x—l—f(x)—s)A(s)ds—l—/ I5(0)A(s)ds.

+f(x)

Como, fmoif(m) I5(0)A(s)ds > 0, se sigue que,

Asi, Q(B|z, f(x)) > §(B)ls(x). Por otro lado, por (4.9),

Aw@m@mmms%wmw+wm

para cada x € X. Luego, por propiedades de la medida de Dirac cuando x = 0,
véase el Lema E.0.9 (ver Apéndice E),

[ 1wt =150
> F(0) > 0,
para cada f € F. Ademas,

WW?Aw@WMZL

de lo cual, las Hipé6tesis del Lema 3.1.4 se satisfacen.
En resumen tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 4.3.2 Con las condiciones dadas en el modelo de Lindley controlado
(4.3), se tiene que se satisfacen las Hipotesis 2.2.1, 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 entonces
existe una politica optima estacionaria que optimiza el criterio de costo promedio.

4.4. Aplicacion Numérica

En esta seccién se daran aproximaciones numéricas a la funcién de valor
6ptimo (ver Definicién 1.5), para los criterios en estudio de este trabajo.

4.4.1. Politicas C)ptimas con Criterio de Costo
Descontado

Primeramente se buscan politicas en Ilp,;, para esto, se toma el algoritmo
de iteracién de valores éptimos con la funcién de costo dada en (4.4), para cada
n>lyzelX,

vn(7) = aIGTl[(l;I;} {pa+m(z+a) — kL(z + a) + aEv,_1(z +a—&)T]}, (4.14)

con vg(+) = 0, donde

L(y) = kE[min{y, &} = ky[l — F(y)] + k‘/oy sA(s)ds (4.15)

E[Un_l(l" +a— 5t)+] = / Un—l(y)Q(dmx? CL).

X

La ecuacion (4.14), es equivalente a

va(e) = min_ [(p+m)y — L(y) + aBvpa(z +a— ] —pr,  (4.16)

donde y := x + a, para cada x € X, a € A.
Se define G, (y) := py + my — L(y) + aF[v,—1(y — £)*], para cada n € N. El
siguiente teorema demuestra que cada funciéon G,, es convexa.

Proposicion 4.4.1 Para cadan € N, G, es una funcion convera en X.

Demostracion.
La prueba de hara por induccion. Para n =1,

Gi(y) = (p+m)y — L(y), (4.17)

para cada y € [z, 0+ x] es una funcién convexa, ya que la funcién L(y) es céncava
y por tanto, —L(y) es convexa en [0,0 + x] y la recta (p+m)y tambien lo es, asi,
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(i1 es convexa en [x,z + 6].
Supongamos que v,_1 €s convexa, entonces para n tenemos,

vp(z) = 1;1[(1')%] [pa +m(z +a) — L(z +a) + aEvi_(x +a— &)

= min_[(p+m)y — L(y) + aBlv(y — §)*]] —pz,
y€[z,0+7]

donde y = x + a. Se debe mostrar que

Gn(y) = (p+m)y — kL(y) + aElv,1(y — €)7],

y € [r,x+ 0] y x € X es convexa. Sabemos que (p +m) — L(y) es una funcién
convexa, por el caso n = 1, solo falta ver que E[v;_1(y — &) "] también lo es. Para
ello sea,

W (y) = Elva_1(y — &)*],
- /X[Un_l(y — 5)T)A(s)ds.

Sean y1, y2 € [0,00) y 0 < A < 1, entonces,

WAy + (1 = N)yo) = /X[vn_l()\yl + (1= N)yz — s)T]A(s)ds

= v,-1(0)[1 = F(Ayr + (1 = N)ya)]

Ay1+(1=N)y2
+ / Vnet (s + (1= A)ya)sA(s)ds,
0

como s = As+ (1= A)s v,-1(0) = Av,—1(0) + (1 — A)v,—1(0) y usando la hipétesis
inductiva que v,,_; es una funciéon convexa tenemos,

Vn_1(y1 — s)TA(s)ds + (1 — )\)/ Vn_1(y2 — )T A(s)ds

WOy + (1— Nya) = )\/ i

=AW (y1) + (1 = N)W(yz). O

Con la ayuda del resultado anterior, se busca una politica é6ptima en I1p,,. Para
esto, se retoma la ecuacién (4.16), como cada funcién G,, es convexa, entonces se
busca el punto critico en cada funcion G,,n € N y éste serd minimo. Asi, para
n = 1, tenemos de (4.14),

v (y) = i {G1(y)} — p.

Derivando G4(y) con respecto a y, se obtiene,

Gi(y) =p+m—L(y).
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Por consiguiente, usando (4.15) se tiene que

L'(y) = k[1 = F(y)] — kyA(y) + kyA(y).
= k[l - F(y)].
Por lo tanto,
Gi(y) =p+m— k[l - F(y)]. (4.18)

Igualando a cero, la ecuacion (4.18),

k—(p+m)

Flsi) = (——2 2,

Dado que F es creciente, existe F'=!, asi el punto,

k—(p+m)

Sl:F—l( kf )7

minimiza a G, y por la Proposicién E.0.5 (ver Apéndice E) se tiene que el valor
minimo de vy es y*,

x, 5181 < T,
Y= s1, sis) € [x,x+ 0,
0+ x, sis;>0+x.

Asi, haciendo el cambio de variable,

0, s181 <,
filr) =14 s1—x, sis €[z,x+0],
0, st s >0+ x.

Sustituyendo en vy (x) = mingep,g {pa + m(x + a) — L(z + a)}, se tiene,

mz + L(x), sis) <z,
vi(z) =14 pls1—x)+ms; — L(sy1), sisy € [x,x+0],
pf+m(0+x)— L(x+6), sisg >0+

Por otra parte, para cada n € N, la funcién G, (y), n € N es convexa para cada
y € [z, + 0] y se tiene un minimo en un punto s, debido a la Proposicién 4.4.1.
Por lo tanto por el Lema E.0.5 (ver Apéndice E), al minimizar cada funcién G,
se obtiene que los minimizadores son,

0, 5t 8, < T,
fol@)=4¢ sp—x, sis, € [r,x+0], (4.19)
0, St Sy, >0+ x.
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mz — L(z) + aEv,(z — &)1, st sy <
Un(l‘) = p(sn - l‘) +msy — L(Sn) + aE[Unfl(Sn - 5n)+]a 8t Sy, € [l‘,m + 0]7
pd+m(0+z) — L(O+2)+aE[v,_1(0 +x — &), sis, >0+

4.4.2. Aproximaciéon Numérica al Valor ()ptimo
Descontado y Promedio

Considere un sistema de inventario con demandas distribuidas exponencialmente
con parametro . En [5] se justifica que en la préctica tiene sentido tomar este tipo de

demanda.
El inventario tiene una capacidad @ = 10, entonces el espacio de acciones y acciones
admisibles estan dados por

A=A(x)=10,10], ze€X.

Supdéngase que A = 2, es decir, en promedio se venden 2 productos por cada tiempo en
el que se observa el sistema. Los pardmetros de la funcién de costo dada en (4.4), son
k =60, p= 30y m = 20, por lo tanto, la funcién de costo es de la forma,

c(z,a) = 30p + 20(z + a) — 60E[min(x + a,&)].

Usando el software Mathematica 10.1, se aproximaron los valores s, dados en (4.19),
de tal forma que buscamos una N € N tal que,

lon (z0) — vn—1(w0)| <€,

donde xy = 0 es el estado inicial, o el namero de productos que tenemos al inicio en el
inventario y € es el error de aproximacién. Por tanto, para los siguientes valores de e,
se obtuvo lo siguiente.

€ N | wun(mo) SN
.0001 | 3 | -0.488312 | 0.0881961
.00001 | 8 | -0.488319 | 0.0881961

En este ejemplo, el valor sy, se estabiliza a partir de N = 3. Se procede a realizar
una simulacion del modelo de Lindley controlado. En la siguiente tabla se muestran los
valores de la funcion de costo de algunos estados del sistema.

Tiempo Ty Costo
1 12.45 719.13
2 22.31 | 916.39
3 31.59 | 1101.98
) 50.52 | 1480.46
10 99.58 | 2460.49
20 187.30 | 4216.08
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Donde la primera columna representa el tiempo ¢, la segunda z;, el valor del estado en
el tiempo t y la tercera columna el costo correspondiente en cada tiempo presentado.
Para terminar esta seccién, se busca la funcién de valor éptimo promedio (1.8). Por el
Teorema 3.2.1, se tiene que,

* ¢ . 4.2
h 71r€11f1u(:n,7r), reX (4.20)
donde,
h* = lim (1 — ag)Vy, (20)- (4.21)
k—o0

Para este ejemplo, numéricamente se encontré que los factores de descuento «, cuando
son cercanos a 1, se tiene que los minimizadores s, se estabilizan a algin s a partir del
tiempo N = 9, como se describe en la siguiente tabla.

o s
0.9 0.180507
0.99 | 0.200263
0.999 | 0.202483
0.9999 | 0.202708

Tomando en consideracion la anterior tabla, podemos establecer para valores a. cercanos
a 1, que el minimizador se estabiliza aproximadamente en s = 0. 202, con error € = 0. 01
en el tiempo N = 10, con lo cual se obtiene,

h* = —7.05707, (4.22)
con el estado inicial zg = 0. Por lo tanto,
V(x) = —7.05707. (4.23)

Por lo tanto, al ser un valor negativo en la ecuacién (4.23), el valor promedio 6ptimo
arroja ganancias para este ejemplo.
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Conclusiones

El trabajo de tesis desarrolla la teoria basica de PDM para el estudio de la caminata
aleatoria de Lindley. Se trabajarén dos criterios de rendimientos: costo descontado
y costo promedio, con ellos se véalidaron las hipdtesis para la existencia de politicas
Optimas estacionarias que minimicen los criterios estudiados. Para resolver el problema
de control éptimo promedio se requiere una hipdtesis adicional a las ya dadas en
el problema de control éptimo descontado, el cual es la estabilidad del proceso de
Markov, o en otras palabras la existencia de una medida invariante para el proceso
dado. Se validan las hipétesis para el modelo de control de Lindley, por tanto se
verifica que para este modelo existen politicas éptimas descontadas y promedio. Se
dan aproximaciones numéricas para la funcién de valor 6ptimo descontado y promedio.
Por ltimo se presenté un ejemplo numérico aplicado a teoria de inventarios.

Los problemas que se consideran como consecuencia del trabajo, y se espera continuar

su analisis, son los siguientes.

= Caracterizar las politicas 6ptimas para el criterio de costo promedio, usando las
politicas encontradas en el caso de criterio descontado, ya que en este trabajo se
presenta la relacién que existen entre las funciones de valores éptimos de estos
dos criterios.

= Estudiar la estabilidad del modelo de control de Lindley con criterio de costo
descontado.

= Analizar el modelo de control de Lindley considerando el conjunto de acciones A

no compacto.

= Generalizando el modelo de control de Lindley, agregando una nueva sucesién de
v.a. ii.d., {g}, la cual en el modelo de inventarios significa la cantidad base de
producto ordenado.

Tep1 = (v +agu — &), tEN,

se pretende estudiar las condiciones con las cuales podamos garantizar los
resultados dados en este trabajo y estudiar la estabilidad del modelo.
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Apéndice A

Espacio de Funciones con Norma
Ponderada

Sea X un espacio de Borel, y sea B(X) el espacio de Banach de funciones medibles
acotadas p en X, con la norma supremo,

l4lloo := sup {|p(z)[}.
reX

Sea una funcién medible w : X — [1,00) a la cual llamaremos funcién de peso. Si u
es una funcion real sobre X se define su w — norma como,

I =) 2 oo s { () } . (A1)

Tre w(‘r)

Es claro que si w = 1 entonces w — norma y la norma supremo coinciden. Se dice que
una funcién p es acotada si || 4 ||eo< 00 ¥y w — acotada si || @ ||p< co. Ademds w es
w — acotada ya que || w ||,= 1, por lo que w generalmente puede ser una funcién no
acotada pero si w — acotada. Por otro lado, si p es una funcién acotada y como w > 1,

I <[ 1 lloo< 00,

entonces y es w — acotada.

Sea B, (X) el espacio normado de funciones medibles 11 en X que sea w — acotada o
llamadas funciones con norma ponderada. Este espacio es completo ya que si {u,} es
una sucesién de Cauchy con la w — norma, entonces {£2} es sucesién de Cauchy con
la norma uniforme, como B(X) es un espacio de Banach, entonces se puede encontrar
una funcién g € B(X) la cual sea w— limite de {u,}. Por lo tanto hemos demostrado
la siguiente proposicion.

Proposicién A.0.1 B, (X) es un espacio de Banach que contiene a B(X).

Lema A.0.1 Una extension del Lema de Fatou
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Sea {un} un sucesion w — acotada en By,(X) y se define

u! ;= lim inf un(x) y u® = limsup Up ().
n—o0 n—00

Entonces para cualquier estado x € X y toda sucesion {a,} en A(x) tal que a, — a en
A(z), tenemos

lfminf/un(y)Q(dy\ﬂU,an) > /UI(Z/)Q(dZ/‘%a)’

n—o0

timsup [ (5)Qdyle,an) < [ WS @)QUIr.a)

n—o0

Por lo tanto, si u, — u (es decir, u! = u®) entonces

lim | un(y)Q(dy|z,an) = /u(y)Q(dy\a:,a).

n—o0
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Multifunciones y Selectores

Sean X y A espacios de Borel no vacios.

Definiciéon B.0.1 Una multifuncion ¢ de X a A es una funcion tal que para cada
x € X su imagen Y (x) es un subconjunto no vacio de A, es decir ¢p : X — Pot(A),
donde Pot denota al conjunto potencia de A. La grdfica de v es el subconjunto de X x A
definido como

graf(¥) ={(z,a)|z € X,a € ¥(z)}.
Definicion B.0.2 Sea i una multifuncion de X a A, se dice que v es:

(a) Borel Medible, siy)~1(B) es Borel medible en X para cada conjunto abierto B en
A.

(b) Semicontinua superiormente (u.s.c.), sitp~(C) es cerrado en X para cada conjunto
cerrado C' en A.

(c) Semicontinua inferiormente (I.s.c.), si~1(B) es abierto en X para cada conjunto
abierto B en A.

(d) Cerrada, si(x) es cerrado para cada v € X.

(e) Compacta, sip(x) es compacta para cada x € X.

Suponemos que la multifuncién es Borel medible, v : graf(y¥)) — R es una funcién
medible, y para cada = € X,

vi(z) = ael’gfx) v(z,a).

Ademas, si v(z,-) alcanza su minimo en algin punto de ¥ (z), escribimos min en lugar

de inf.
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Apéndice C

Teorema de Punto Fijo de
Banach

Definicién C.0.3 Sea (X,d) un espacio métrico completo y f una aplicacion. Se dice
que f es contractiva si existe una constante K, a la cual se le llama mddulo, con
0< K <1, tal que

d(f(x), f(y)) < Kd(z,y)

para cualesquiera T,y € X.

Definicién C.0.4 Sea (X,d) un espacio métrico completo y f una aplicacion. Un
punto fijo xg € X de f es tal que, f(xg) = xg.

Teorema C.0.1 Teorema de punto fijo de Banach Sea (X, d) un espacio métrico
completo y f una aplicacion sobre X . Entonces existe un unico punto fijo de f. Mds
ain,

d(f™"(x),z9) < K"d(z,x0).

Proposicién C.0.2 Sea T un operador mondtono sobre B, (X). Si existe un vy < 1 tal
que
T(u+rw) <T(u)+ yrw, Vu € By, (X).

entonces T es un operador contraccion con modulo 7.

Demostracién Sean u,v € B, (X) entonces u < u + w- || u — v ||. Luego, por la
mondétocidad de Ty tomando r =|| u — v ||, se tiene que

T(u) <Tw+rw) <T(v)+yrw,

lo cual implica que
T(u)=T@) <yw || u—=20 v,

analogamente se prueba que

T(v) =T(u) = yw [ u=v |l -
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Asi,
T(uw) —T)| <ywlv=20w-

Por lo tanto,
[ T(u) =TW) lw<yw [ u—=v v -
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Kérneles Estocasticos

Sean X y A espacios de Borel.

Definicién D.0.5 Un kérnel estocdstico sobre X dado A, es una funcion P(-|-) tal

que:

(a) P(:ly) es una medida de probabilidad sobre X para cada y €Y,

(b) P(B|) es una funcién medible sobre A para cada B € B(X).
B(X) denota el conjunto de funciones medibles y acotadas sobre X.

Teorema D.0.2 Siv € X XY, entonces la funcion,
o) = [ (o) Pldaly) €BY),

Definicién D.0.6 El kérnel estocdstico P € P(X|A) es,

1. Débilmente continuo si la funcion y — [y v(z)P(dz|y) es continua y acotada

para cualquier funcion continua y acotada en X.

2. Fuertemente continuo si la funcion y — [ v(x)P(dx|y) es continua y acotada

para cualquier funcion v acotada en X.

Es claro que fuertemente continuo implica débilmente continuo.
Proposicion D.0.3 Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. P es fuertemente continuo.

2. La funcion y — [y v(z)P(dz|y) es Ls.c., para cada v acotada.

Proposicién D.0.4 (Teorema de Ionescu-Tulcea)
Sea Xg, X1, ..., una sucesion de espacios de Borel y, para n € Ng, definimos Y, =
Xox X1 X -+ x X, yY :=[[2,Xpn. Sea v una medida de probabilidad arbitraria
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sobre Xo y , para cada n € Ng, Pp(dxni1|yn) es un kérnel estocdstico sobre X, 11 dado
Y,.. Entonces existe una unica medida de probabilidad P, sobre Y tal que, para cada
rectangulo medible By, X --- X By, en'Y,,

PV(BO X X Bn) = / I/(dl’o)/ Pg(dwl‘xo) c / Pn_l(dxn]xg, ...,xn_l).
By By n
Ademas, para cualquier funcion u medible y no negativa sobre Y, la funcién

- /X u(y) Pa(dy),

es medible en Xq, donde P, representa a P, cuando v es la probabilidad concentrada
en x € Xg.

Demostracién. Véase [1].
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Miscelanea

Definicién E.0.7 Sean (X, d) un espacio métrico y v : X — RU {400} una funcion
tal que v(x) < oo para algun x € X, la funcion v es semicontinua inferior (l.s.c) en
x € X st

liminf v(x,) > v(x),

n—o0
para cualquier sucesién {z,} en X convergente a z € X. Si v es ls.c para toda
x € X, se llama inferiormente continua (l.s.c.). La funcién v se dice ser superiormente
semicontinua (u.s.c.) si —v es ls.c..

Proposiciéon E.0.5 Sea I C R un intervalo y g : I — R wuna funcidn conveza.
Entonces g es mondtona en I, o existe p € I tal que g es decreciente en {x € Iz < p}

y g es creciente en {x € I|p < x}

Proposicién E.0.6 Sea X una variable aleatoria P — integrable sobre (2, F,P) y
sean A y B o-dlgebras contenidas en F. Si A C B entonces,

E[X|A] = E[E[X|A]|B]] = E[E[X|B]|A].

Proposicién E.0.7 Sea v una variable aleatoria P — integrable en (2, F,P) y G una
sub o-dlgebra de F entonces E[E[v|G]] = E[v].

Proposicién E.0.8 Sean vy y vo variables aleatorias P — integrables en (2, F, P) y
G, G sub o-dlgebras de F. Si v es G-medible entonces

E[vin|G] = vE[1|G]

particularmente
E[v|G] = v.

Definiciéon E.0.8 La medida de Dirac es una medida d, sobre un conjunto X, definida
para © € X y cualquier subconjunto medible A C X, por

1, x€A,

0,u x¢ A. (1)

0:(A) = la(z) = {
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donde 14 es la funcién indicadora de A.
Proposicion E.0.9 Sea f una funcion medible sobre X, entonces
[ 1wty = 1(a).
X
Definicién E.0.9 Para cada B € B(X), se definen los tiempos de alcance,
T := inf{t > 1|x; € B}.

Dado un estado inicial xg = z € X, se define

L(z,B) := Py[tp < 00| = Pylzt € B p.a. t>1].

Definicién E.0.10 La cadena de Markov {x;} (o el correspondiente kérnel estocdstico
Q), es llamado Harris recurrente, si existe una medida o — finita m en B(X) tal que
L(z,B) =1 para cada x € X cuando m(B) > 0.

Proposicion E.0.10 SiQ es Harris recurrente, entonces existe una medida invariante
no trivial m, la cual es unica salvo multiplos por escalares.

Observacion E.0.1 En la Proposicion E.0.10, si la cadena de Markov es Harris
recurrente y la medida invariante es finita, entonces se llamard recurrente positiva.
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