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Introducción

En los problemas de control se estudia un sistema dinámico cuyo
comportamiento es influenciado o regulado por un cambio conveniente
en algunas de las variables del sistema, las cuales son llamadas variables
de control o decisión. Los controles que son aplicados en un tiempo dado
son seleccionados de acuerdo a reglas conocidas como poĺıticas. Adicio-
nalmente se tiene una función de rendimiento u objetivo, la cual mide o
evalúa en algún sentido la respuesta del sistema a la poĺıtica utilizada. De
esta manera, el problema de control óptimo es determinar una poĺıtica
que optimice la función de rendimiento.

La clase de sistemas estocásticos controlados en tiempo discreto son
conocidos como Procesos de Decisión de Markov y su teoŕıa también es
identificada con los nombres de optimización secuencial estocástica, con-
trol estocástico en tiempo discreto o programación dinámica estocástica.
Referente a éstos, trata el presente trabajo de tesis.

Desde sus inicios, en 1950, los Procesos de Decisión de Markov pro-
porcionaron una gran área de investigación con una teoŕıa rica y con
diversas aplicaciones. De hecho, los Procesos de Decisión de Markov pro-
porcionan herramientas básicas para el análisis de muchos problemas en
ingenieŕıa (véase [24]), economı́a (véase [22]), finanzas (véase [29]), inte-
ligencia artificial (véase [31]), telecomunicaciones (véase [2]), entre otras.

La técnica de programación dinámica, la cual es fundamental para
el análisis de los Procesos de Decisión de Markov, fue estudiada sis-
temáticamente por Bellman en su libro Dinamyc Programming (véase
[5]), aśı como en muchos de sus art́ıculos. Sin embargo, los expertos con-
sideran que el primer estudio sobre los Procesos de Decisión de Markov
es la investigación sobre juegos estocásticos realizada por Shapley (véase
[28]).
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Los Procesos de Decisión de Markov son usualmente estudiados con-
siderando un horizonte finito y cuando éste es suficientemente grande, se
modela usando un horizonte infinito. Sin embargo, existe la posibilidad
de que factores externos obliguen a concluir el proceso antes de lo pla-
neado. De esta manera, es necesario considerar al horizonte como una
variable aleatoria, la cual puede ser independiente del proceso. Esta clase
de aleatoriedad en el horizonte puede ayudar a modelar, por ejemplo, la
bancarrota en una modelo económico, la falla de un sistema en ingenieŕıa
o una catástrofe natural en bioloǵıa (véase [4] p. 267, [12], [21], [23] y [27]
p. 125).

Otro enfoque para este tipo de problemas, consiste en suponer al hori-
zonte medible con respecto a la filtración del proceso de control (horizonte
dependiente del proceso). Bajo este supuesto, una clase de problemas son
estudiados considerando al horizonte como un tiempo de paro (véase [8]).
Igualmente, es posible estudiar problemas de paro óptimo en el contexto
de los Procesos de Decisión de Markov bajo el supuesto de dependencia
del horizonte (véase [3] y [27]).

Los Procesos de Decisión de Markov considerando horizonte aleatorio
independiente han sido estudiados ampliamente cuando la distribución
del horizonte tiene soporte finito (véase [18], [21] y [23]), y en el caso
de soporte infinito se resuelve el problema sólo cuando el horizonte tiene
una distribución geométrica (véase [4] p. 267 y [27] p. 126).

En este trabajo de tesis, se retoma el estudio de los Procesos de De-
cisión de Markov con horizonte aleatorio independiente del proceso, con-
siderando una distribución arbitraria para el horizonte, principalmente
de soporte infinito. De manera general, se supone que los espacios de
estados y de acciones son de Borel y la función de costo por etapa no
necesariamente es acotada. Cabe señalar que estos últimos supuestos no
se han considerado en art́ıculos previos referentes al tema (véase [18] y
[23]). El objetivo principal de esta tesis es caracterizar soluciones óptimas
para el problema de control.

Como es observado en [18], el problema con un horizonte aleatorio de
soporte infinito, puede estudiarse de forma equivalente como un proble-
ma descontado con factor de descuento no homogéneo o variante en el
tiempo con horizonte infinito. La importancia que han adquirido los pro-
blemas descontados, motiva a estudiar el problema con horizonte aleato-
rio siguiendo precisamente la idea del factor de descuento no homogéneo.
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Entonces, la solución óptima (función de valor y poĺıtica óptima) del
problema de control con horizonte aleatorio es caracterizada a través de
técnicas usuales de programación dinámica (véase [13] y [17]). Además,
se muestra un resultado que permite acotar la función de valor óptimo
del problema con horizonte aleatorio por la función de valor óptimo de
un problema descontado con factor de descuento fijo.

En este trabajo de tesis, también se incluyen aplicaciones de los re-
sultados obtenidos en distintos problemas prácticos, por ejemplo, se ha
resuelto un problema de reemplazo óptimo con horizonte aleatorio. El
problema de reemplazo surge principalmente en los grandes sistemas
productivos, en donde se desea determinar estrategias de reemplazo de
máquinas u otros dispositivos, con el fin de incurrir en costos (recom-
pensas) mı́nimos (máximas). Este problema ha sido de gran interés y se
ha modelado de diferentes formas (véase [9], [25] y [30]). El ejemplo de
reemplazo de máquinas presentado en el trabajo de tesis es una extensión
del modelo propuesto en [6] p. 7, ahora considerando un sistema formado
por n-máquinas en vez de una máquina y horizonte aleatorio en vez de
horizonte finito. El horizonte aleatorio en este tipo de problemas puede
justificarse debido a la asociación que tienen con los grandes sistemas
productivos, por ejemplo, pensando en una bancarrota o en un cambio
brusco en la producción debido a los constantes cambios en las necesi-
dades del consumidor. Entonces, para el problema de reemplazamiento
óptimo con horizonte aleatorio, cuando la distribución del horizonte tiene
soporte finito, se determina una estrategia óptima. En el caso de soporte
infinito, se implementa la técnica de horizonte rodante para hallar una
aproximación de la solución óptima.

El trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:
en el Caṕıtulo 1, se presenta la teoŕıa básica de los Procesos de Deci-
sión de Markov. En el Caṕıtulo 2, se muestran algunos antecedentes de
los Procesos de Decisión de Markov con horizonte aleatorio y se plan-
tea formalmente el problema de control óptimo correspondiente. En este
caṕıtulo se establece una equivalencia entre los Procesos de Decisión de
Markov con horizonte aleatorio y los Procesos de Decisión de Markov
con horizonte finito o infinito, dependiendo si la distribución del hori-
zonte tiene soporte finito o infinito, respectivamente; por lo que en el
Caṕıtulo 3 se estudian los Procesos de Decisión de Markov con horizonte
aleatorio cuyo soporte es finito y en el Caṕıtulo 4 se aborda el caso donde
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el horizonte tiene soporte infinito. Cada uno de estos caṕıtulos incluyen
sus respectivos ejemplos. Finalmente se presentan las conclusiones.
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3.2.1. Modelo Lineal-Cuadrático (LQ) con Horizonte Alea-
torio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2.2. Problema de Reemplazo Óptimo con Horizonte Alea-
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Los conceptos básicos sobre los Procesos de Decisión de Markov pre-
sentados en este caṕıtulo han sido retomados de [15], sin embargo, tam-
bién se pueden consultar, por ejemplo, en [7] y [27]. De [15] es retomado
el Teorema 4.2.3 y presentado en este caṕıtulo como el Teorema 1.1, el
cual caracteriza la solución óptima del problema de control óptimo des-
contado con horizonte infinito. El resultado mencionado será requerido
en el Caṕıtulo 4.

1.1. Conceptos Básicos

Definición 1.1 Un modelo de control de Markov es una qúıntupla

(X,A, {A(x) : x ∈ X}, Q, c)

donde

a) X es llamado el espacio de estados (el cual, en este trabajo de tesis,
se considera como un espacio de Borel, esto es, un subconjunto
Boreliano de un espacio métrico separable y completo);

b) A es llamado el espacio de acciones (también considerado como un
espacio de Borel);

c) {A(x) : x ∈ X} es una familia de subconjuntos no vaćıos A(x) de
A medibles, donde A(x) denota el conjunto de controles o accio-
nes admisibles cuando el sistema está en el estado x ∈ X, con la
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propiedad de que el conjunto de parejas admisibles estado-acción

K := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A(x)}

es un subconjunto medible de X × A.

d) Q es un kernel estocástico sobre X dado K llamado la ley de tran-
sición. Es decir, es una función Q : B(X) × K → R, donde B(X)
es la σ-álgebra de Borel de X, tal que Q (· | k) es una medida de
probabilidad sobre X para cada k ∈ K y Q (B | ·) es una función
medible sobre K para cada B ∈ B(X).

e) c : K → R es una función medible, llamada la función de costo por
etapa.

Observación 1.1 En muchos casos, la ley de transición puede ser espe-
cificada mediante una ecuación en diferencias de la siguiente forma:

xt+1 = F (xt, at, ξt),

t = 0, 1, 2, . . ., donde x0 es el estado inicial y {ξt} es una sucesión de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que to-
man valores en un espacio Boreliano S y tienen distibución común µ,
independiente del estado inicial. Entonces, la ley de transición Q es dada
por

Q(B|x, a) =
∫
S

IB
(
F (x, a, s)

)
µ(ds),

donde IB(·) denota la función indicadora del conjunto B.

Sea (X,A, {A(x) : x ∈ X}, Q, c) un modelo de control de Markov y
para cada t = 0, 1, . . . se define el espacio Ht de historias admisibles hasta
el tiempo t como

H0 := X,

Ht := Kt ×X = K×Ht−1,

para t = 1, 2, ....
Un elemento arbitrario ht de Ht, el cual es llamado una t–historia, es

un vector de la forma

ht = (x0, a0, . . . , xt−1, at−1, xt),

con (xi, ai) ∈ K, para i = 0, 1, . . . , t− 1 y xt ∈ X.
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Definición 1.2 Una poĺıtica de control es una sucesión π = {πt, t =
0, 1, . . .} de kérneles estocásticos πt sobre el conjunto de control A dado
Ht tal que

πt (A(xt)|ht) = 1,

ht ∈ Ht, t = 0, 1, . . ..

El conjunto de todas las poĺıticas es denotado por Π.

Sea Φ el conjunto de todos los kérneles estocásticos φ tales que
φ (A(x)| x) = 1 para todo x ∈ X, y sea F el conjunto de todas las
funciones medibles f : X → A tales que f(x) ∈ A(x) para todo x ∈ X.
Las funciones en F son llamadas selectores de la multifunción x 7→ A(x).

A continuación se presenta una clasificación de las poĺıticas.

1) Una poĺıtica se dice que es Markoviana Aleatorizada si existe una
sucesión {φt} de kérneles estocásticos φt ∈ Φ tales que

πt(· | ht) = φt(· | xt) para todo ht ∈ Ht, t = 0, 1, 2, . . . .

2) Una poĺıtica se dice que es Estacionaria Aleatorizada si existe φ ∈
Φ tal que

πt(· | ht) = φ(· | xt) para todo ht ∈ Ht, t = 0, 1, 2, . . . .

3) Una poĺıtica se dice que es Determinista si existe una sucesión {gt}
de funciones medibles gt : Ht → A tal que, para todo ht ∈ Ht y
t = 0, 1, 2, ..., gt(ht) ∈ A(xt) y πt(· | ht) está concentrada en gt(ht),
es decir

πt(C | ht) = IC [gt(ht)] para todo C ∈ B(A).

4) Una poĺıtica se dice que es Markoviana Determinista si existe una
sucesión {ft} de funciones ft ∈ F tal que πt(· | ht) está concentrada
en ft(xt) ∈ A(xt) para todo ht ∈ Ht, t = 0, 1, 2, .... El conjunto
de todas las poĺıticas deterministas Markovianas es denotado por
ΠDM .
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5) Una poĺıtica se dice que es Estacionaria Determinista si existe una
función f ∈ F tal que πt(· | ht) está concentrada en f(xt) ∈ A(xt)
para todo ht ∈ Ht, t = 0, 1, 2, .... El conjunto de todas las poĺıticas
deterministas estacionarias es denotado por ΠDS.

Sea (Ω,F) el espacio medible formado por el espacio muestral canóni-
co Ω = H∞ := (X × A)∞ y F la σ-álgebra producto correspondiente.
Los elementos de Ω son sucesiones de la forma ω = (x0, a0, x1, a1, . . .)
con xt ∈ X y at ∈ A para todo t = 0, 1, 2, . . .. Las proyecciones xt y at
de Ω a los conjuntos X y A son llamadas variables de estado y acción,
respectivamente.

Sea π = {πt} una poĺıtica arbitraria y µ una medida de probabilidad
arbitraria sobreX, llamada distribución inicial. Entonces, por el Teorema
de C. Ionescu-Tulcea (véase [15]), existe una única medida de probabili-
dad P π

µ sobre (Ω,F) cuyo soporte es H∞, i.e., P π
µ (H∞) = 1. El proceso

estocástico (Ω,F , P π
µ , {xt}) es llamado proceso de control o decisión de

Markov en tiempo discreto.
El operador esperanza con respecto a P π

µ es denotado por Eπ
µ . Si µ

está concentrada en un estado inicial x ∈ X, entonces P π
µ y Eπ

µ son es-
critos como P π

x y Eπ
x , respectivamente.

Un criterio de rendimiento o una función objetivo permite medir la
efectividad de una poĺıtica. En la literatura comunmente se encuentran
considerados los que a continuación se definen.

a) Costo total esperado. Sea π ∈ Π y x ∈ X. El costo total esperado
con horizonte finito N se define por

J(π, x) := Eπ
x

[
N−1∑
t=0

c(xt, at) + cN(xN)

]
,

donde cN es una función medible en X, llamada función de costo
terminal.

b) Costo total esperado descontado. Sea π ∈ Π y x ∈ X. El costo
total esperado descontado con horizonte infinito se define por

v(π, x) := Eπ
x

[
∞∑
t=0

αtc(xt, at)

]
,
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donde α ∈ (0, 1) es llamado factor de descuento.

En seguida, se presentan algunos conceptos, los cuales serán conside-
rados en las suposiciones durante el desarrollo del trabajo de tesis.

Definición 1.3 Una función c : K → R se dice ser semicontinua infe-
riormente en a ∈ A(x) para cada x ∈ X si

liminf
n→∞

c(x, an) ≥ c(x, a),

para cualquier sucesión {an} en A(x) tal que an → a. La función c se
dice ser semicontinua inferiormente sobre A(x) si es semicontinua infe-
riormente en cada punto de A(x). Una función c es semicontinua supe-
riormente si y sólo si −c es semicontinua inferiormente.

Definición 1.4 Una función c : K → R se dice ser inf-compacta sobre
K si el conjunto {a ∈ A(x) : c(x, a) ≤ r} es compacto para cada x ∈ X
y r ∈ R.

Definición 1.5 Un kernel estocástico Q se dice ser débilmente continuo
si la función v′ definida como

v′(x, a) :=

∫
X

v(y)Q(dy | x, a),

es continua y acotada sobre K para cada función continua y acotada v
sobre X. Q se dice ser fuertemente continuo si la función v′ es continua
y acotada sobre K para cada función medible y acotada v sobre X.

1.2. Proceso de Decisión de Markov Des-

contado con Horizonte Infinito

Considere el modelo de control de Markov (X,A, {A(x) : x ∈ X}, Q, c)
y como función de rendimiento el costo total esperado descontado, esto
es,

v(π, x) := Eπ
x

[
∞∑
t=0

αtc(xt, at)

]
. (1.1)
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Defina la función de valor óptimo como

V (x) := inf
π∈Π

v(π, x), x ∈ X.

El problema de control óptimo descontado consiste en encontrar una
poĺıtica π∗ ∈ Π tal que

v(π∗, x) = V (x), x ∈ X.

En este caso, π∗ es identificada como una poĺıtica óptima.

Considere la siguiente suposición:

Suposición 1.1 (a) La función de costo por etapa c es semicontinua
inferiormente, no negativa e inf-compacta sobre K.

(b) La ley de transición Q es fuertemente continua.

(c) Existe una poĺıtica π tal que v(π, x) < ∞, para cada x ∈ X.

El conjunto de todas las poĺıticas que satisfacen la Suposición 1.1(c)
es denotado por Π0.

Para resolver el problema descontado, se considera la Suposición 1.1
y los subproblemas truncados hasta la etapa n, con n = 1, 2, 3, . . ., siendo
el criterio de rendimiento el siguiente:

vn(π, x) := Eπ
x

[
n∑

t=0

αtc(xt, at)

]
. (1.2)

Entonces, la función de valor óptimo para cada subproblema queda defi-
nida como

Vn(x) := inf
π∈Π

vn(π, x), x ∈ X.

De acuerdo con el método de iteración de valores (véase [15]), se tiene
que

V0(x) = 0,

Vn(x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) + α

∫
X

Vn−1(y)Q(dy | x, a)
]
, (1.3)
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x ∈ X, n = 1, 2, 3, . . ..
Luego, el Lema 4.2.8 en [15], garantiza que limn→∞ Vn(x) = V (x)

para todo x ∈ X, obteniéndose de esa manera la función de valor óptimo
para el problema descontado con horizonte infinito. Cabe señalar que el
método de iteración de valores funciona sólo para modelos homogéneos
en el tiempo, ya que dicha propiedad es la que permite utilizar de manera
iterada las funciones de valor óptimo Vn (véase (1.3)).

El Teorema 1.1 caracteriza la función de valor óptimo del problema
descontado con horizonte infinito y permite hallar la poĺıtica óptima, una
vez que se haya determinado la función de valor óptimo. La demostración
puede consultarse en [15].

Teorema 1.1 Suponga que la Suposición 1.1 se cumple, entonces

(a) La función de valor óptimo V del problema de control óptimo des-
contado satisface la siguiente ecuación de optimalidad:

V (x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) + α

∫
X

V (y)Q(dy | x, a)
]
, x ∈ X, (1.4)

y si u es otra solución de la ecuación de optimalidad, entonces
u ≥ V .

(b) Existe un selector f∗ ∈ F tal que f∗(x) ∈ A(x) logra el mı́nimo en
la ecuación (1.4) para todo x ∈ X, es decir,

V (x) = c(x, f∗(x)) +

∫
X

V (y)Q(dy | x, f∗(x)), (1.5)

y la poĺıtica determinista estacionaria f∞
∗ es óptima; rećıprocamen-

te, si f∞
∗ ∈ ΠDS es óptima, entonces se satisface (1.5).

(c) Si π∗ es una poĺıtica tal que v(π∗, ·) es una solución a la ecuación
de optimalidad (1.4) y satisface que

lim
n→∞

αnEπ
x [v(π

∗, xn)] = 0, π ∈ Π0, x ∈ X,

entonces v(π∗, ·) = V (·); por lo tanto π∗es óptima.

(d) Si existe una poĺıtica óptima, entonces es estacionaria determinista.
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Caṕıtulo 2

Procesos de Decisión de
Markov con Horizonte
Aleatorio

En este caṕıtulo se mencionan algunos antecedentes de los Procesos
de Decisión de Markov con horizonte aleatorio, en el contexto del presente
trabajo de tesis. También, se establecen las condiciones bajo las cuales
es estudiado el problema de control óptimo con horizonte aleatorio y se
plantea formalmente dicho problema.

2.1. Antecedentes

En la literatura se encuentran referencias en donde se estudian pro-
blemas de control a tiempo discreto con horizonte aleatorio, modelados
mediante la teoŕıa de los Procesos de Decisión de Markov. Sin embargo,
se han considerado las siguientes condiciones restrictivas: distribución de
probabilidad arbitraria para el horizonte con soporte finito o distribución
geométrica (distribución de probabilidad con soporte infinito).

Por ejemplo, en [27], como ya se mencionó en la introducción, se
analiza el problema de control óptimo con horizonte aleatorio en el caso
en que el horizonte tiene distribución geométrica y se observa que éste
coincide con el problema de control óptimo descontado con horizonte
infinito, mostrando una equivalencia entre los criterios de rendimiento
correspondientes a cada problema. En [27], se consideran espacios de
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estados y acciones discretos.
En [23], se estudia un problema de consumo-inversión con incertidum-

bre en el horizonte usando un modelo de control de Markov, en donde,
el principal objetivo es analizar el consumo inicial óptimo con respecto
a diferentes distribuciones del horizonte con soporte finito. Para ello se
supone un orden en las distribuciones de probabilidad de acuerdo con
un factor de riesgo identificado en dichas distribuciones y se demuestra
que a mayor riesgo en la distribución del horizonte, menor es el consumo
inicial óptimo. También en [23], de manera introductoria, se menciona el
caso en que la distribución del horizonte tiene distribución geométrica.

Otro art́ıculo que considera aleatoriedad en el horizonte con soporte
finito es [21], en donde se resuelve un problema de tipo lineal-cuadráti-
co (LQ) matricial con horizonte aleatorio. Los problemas LQ se aplican
principalmente en ingenieŕıa, en donde el costo total puede ser interpre-
tado como una abstracción de la enerǵıa. El problema es referido en este
caso como problema regulador LQ (por ejemplo véase [24]).

Una referencia que estudia el problema suponiendo una distribución
arbitraria para el horizonte es [18], en donde se considera el proceso
de decisión de Markov no homogéneo con horizonte aleatorio, espacio
de estados numerable y función de costo por etapa acotada. En dicho
art́ıculo se hacen observaciones sobre la verdadera problemática referen-
te a la obtención de la solución óptima en el caso en que la distribución
del horizonte tenga soporte infinito. En este caso, el problema con ho-
rizonte aleatorio se identifica con un problema de horizonte infinito no
homogéneo, para el cual en general no es posible encontrar una solución
exacta. Entonces, como una alternativa encontrada en la literatura, se
proporciona un algoritmo basado en la técnica de horizonte rodante para
aproximar la poĺıtica óptima (o ϵ-óptima) cuando el soporte de la dis-
tribución del horizonte es infinito, dando como ejemplo una aplicación a
modelos de control de inventarios.

Considerando estos antecedentes del problema de control óptimo con
horizonte aleatorio, recuérdese que uno de los objetivos principales de
este trabajo de tesis es abordar casos más generales que los ya estudiados,
haciéndolo principalmente en dos sentidos:

1. Suponiendo espacios de estados y acciones de Borel y costos por
etapa no acotados.
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2. Considerando una distribución arbitraria para el horizonte (de so-
porte finito o infinito).

2.2. Planteamiento del Problema

Sea τ una variable aleatoria discreta asociada a un espacio de pro-
babilidad (Ω′,F ′, P ). Suponga que la distribución de τ es conocida, da-
da por P (τ = t) := ρt, t = 0, 1, 2, ..., T , donde T es un número en-
tero positivo o T = ∞. Considere un modelo de control de Markov
(X,A, {A(x) : x ∈ X}, Q, c) y defina como criterio de rendimiento

ȷτ (π, x) := E

[
τ∑

t=0

c(xt, at)

]
,

π ∈ Π, x ∈ X, donde E denota el valor esperado con respecto a la
distribución conjunta del proceso {(xt, at)} y τ .

ȷτ es identificado como un costo total esperado con horizonte aleato-
rio.

Luego, considere el correspondiente problema de control óptimo. Para
ello, defina la función de valor óptimo como

Jτ (x) := inf
π∈Π

ȷτ (π, x), (2.1)

x ∈ X.

De esa manera, el problema de control óptimo con horizonte aleato-
rio consiste en encontrar una poĺıtica π∗ ∈ Π tal que ȷτ (π∗, x) = Jτ (x),
x ∈ X.

Considere la siguiente suposición.

Suposición 2.1 Para cada x ∈ X y π ∈ Π el proceso inducido {(xt, at) |
t = 0, 1, 2, . . .} es independiente de τ .
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Entonces, bajo la Suposición 2.1 se tiene que

ȷτ (π, x) = E

[
τ∑

t=0

c(xt, at)

]

= E

[
E

[ τ∑
t=0

c(xt, at)
∣∣∣τ]]

=
T∑

n=0

Eπ
x

[
n∑

t=0

c(xt, at)

]
ρn

=
T∑
t=0

T∑
n=t

Eπ
x

[
c(xt, at)

]
ρn

= Eπ
x

[
T∑
t=0

Pt c(xt, at)

]
, (2.2)

π ∈ Π, x ∈ X, donde Pt :=
∑T

n=t ρn = P (τ ≥ t), t = 0, 1, 2, . . . , T . Con
esto se muestra una equivalencia entre un problema de control óptimo
con horizonte aleatorio τ y un problema de control óptimo con horizonte
T + 1, con costo por etapa no homogéneo dado por Ptc y costo terminal
igual a cero.

Debido a las diferentes técnicas utilizadas en cada caso, se tiene la
necesidad de abordar el problema de manera separada, destinando el
Caṕıtulo 3 para el caso T < ∞ y el Caṕıtulo 4 para el caso T = ∞.

A continuación presentamos dos casos interesantes encontrados en la
literatura, los cuales motivan el presente trabajo de tesis.

I. Obsérvese que cuando el horizonte tiene distribución geométrica,
con parámetro p, 0 < p < 1, tenemos que P (τ = n) = pqn, n =
0, 1, 2, . . ., donde q = 1− p. Por lo tanto,

Pt =
∞∑
n=t

pqn

= pqt
∞∑
n=0

qn,

= qt

20



t = 0, 1, 2, . . .. Entonces, sustituyendo Pt en (2.2), se obtiene el
criterio del problema descontado con horizonte infinito con factor
de descuento igual a q (véase (1.1) en el Caṕıtulo 1), tal y como se
ha mencionado en [18], [23] y [27]. En este caso puede aplicarse el
Teorema 1.1. De esta forma se sustenta la idea de que un problema
con horizonte aleatorio, aun con otra distribución, pueda estudiarse
como un problema descontado, siendo ésta la manera en que se ha
abordado el problema.

II. Cuando el horizonte tiene distribución binomial negativa con paráme-
tros p y r = 2, donde 0 < p < 1, esto es,

P (τ = n) =

(
2 + n− 1

n

)
p2qn,

n = 0, 1, 2, . . ., con q = 1− p, resulta que

Pt =
∞∑
n=t

(n+ 1)p2qn

= p2qt
∞∑
n=0

(n+ t+ 1)qn

= p2qt
(

q

(1− q)2
+

t+ 1

1− q

)
= qt+1 + (1− q)(t+ 1)qt,

sustituyendo Pt en (2.2), se obtiene que

ȷτ (π, x) = qv(π, x) + (1− q)
∂
(
qv(π, x)

)
∂q

,

donde v es el criterio de rendimiento para el problema descontado
con factor de descuento q dado en (1.1). El resultado sólo permi-
te expresar el criterio de rendimiento del problema con horizon-
te aleatorio en términos del criterio de rendimiento del problema
descontado con horizonte infinito y, obviamente, no se sigue una
relación similar entre las respectivas funciones de valor óptimo. En
la Sección 2 del Caṕıtulo 4, se logra establecer una relación entre
la función de valor óptimo de un problema con horizonte aleatorio
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de soporte infinito con la función de valor óptimo de un problema
descontado con horizonte infinito, bajo una condición en la distri-
bución del horizonte.
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Caṕıtulo 3

Procesos de Decisión de
Markov con Horizonte
Aleatorio de Soporte Finito

En este caṕıtulo se estudia el caso en que la distribución del horizonte
tiene soporte finito, es decir, cuando T < +∞. En este caso, el proble-
ma de control óptimo puede resolverse mediante programación dinámica.
En la primera sección de éste caṕıtulo se proporciona el teorema corres-
pondiente a programación dinámica adaptado al problema con horizonte
aleatorio en el contexto dado. En la segunda sección se muestran dos
ejemplos en donde se ha aplicado el resultado.

3.1. Solución por Programación Dinámica

Recuerde que el criterio original para el problema de control óptimo
con horizonte aleatorio es

ȷτ (π, x) := E

[
τ∑

t=0

c(xt, at)

]
,

π ∈ Π y x ∈ X, donde τ es una variable aleatoria con distribución
conocida tal que P (τ = t) = ρt, t = 0, 1, 2, ..., T , y que la función de
valor óptimo es denotada por Jτ (x), x ∈ X.
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Suponga que T < +∞. Entonces, como ya se observó en (2.2), en
este caso el criterio de rendimiento se reduce al siguiente:

ȷτ (π, x) = Eπ
x

[
T∑
t=0

Pt c(xt, at)

]
,

π ∈ Π, x ∈ X, donde Pt = P (τ ≥ t).

Considere la siguiente suposición.

Suposición 3.1 (a) La función de costo por etapa c es semicontinua
inferiormente, no negativa e inf-compacta en K

(b) La ley de transición Q es fuertemente continua o débilmente con-
tinua.

El siguiente teorema proporciona la ecuación de programación dinámi-
ca que permite resolver el problema de control óptimo con horizonte alea-
torio cuando la distribución del horizonte tiene soporte finito (T < ∞).

Teorema 3.1 Sean J0, J1, ..., JT+1 funciones sobre X definidas por

JT+1(x) := 0

y para t = T, T − 1, ..., 0,

Jt(x) := min
a∈A(x)

[
Ptc(x, a) +

∫
X

Jt+1(y)Q(dy | x, a)
]
, x ∈ X. (3.1)

Bajo la Suposición 3.1, estas funciones son medibles y para cada t =
0, 1, ..., T, existe ft ∈ F tal que ft(x) ∈ A(x) alcanza el mı́nimo en (3.1)
para todo x ∈ X, esto es

Jt(x) = Ptc(x, ft(x)) +

∫
X

Jt+1(y)Q(dy | x, ft(x)),

x ∈ X y t = 0, 1, ..., T. Entonces la poĺıtica Markoviana determinista
π∗ = {f0, ..., fT} es óptima y la función de valor óptimo está dada por

Jτ (x) = ȷτ (π∗, x) = J0(x),

x ∈ X.
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Demostración. Sea π = {πt} una poĺıtica arbitraria y defina

Ct(π, x) := Eπ

[
T∑

n=t

Pnc(xn, an)
∣∣∣xt = x

]
, t = 0, 1, ..., T,

CT+1(π, x) := 0.

Observe que
ȷτ (π, x) = C0(π, x). (3.2)

Ahora, se demostrará por inducción que para todo x ∈ X y t =
0, 1, ..., T + 1

Ct(π, x) ≥ Jt(x)

y con π = π∗

Ct(π
∗, x) = Jt(x).

Realizando inducción hacia atrás, se tiene que para t = T + 1

CT+1(π, x) = 0 = JT+1(x).

Luego, suponga que para algún t = T, T − 1, ..., 0

Ct+1(π, x) ≥ Jt+1(x), x ∈ X.

Ahora,

Ct(π, x) = Eπ

[
Ptc(xt, at) +

T∑
n=t+1

Pnc(xn, an) | xt = x

]

=

∫
A

[
Ptc(x, a) +

∫
X

Ct+1(π, y)Q(dy | x, a)
]
πt(da | x),

y por la hipótesis de inducción

Ct(π, x) ≥
∫
A

[
Ptc(x, a) +

∫
X

Jt+1(y)Q(dy | x, a)
]
πt(da | x)

≥ min
a∈A(x)

[
Ptc(x, a) +

∫
X

Jt+1(y)Q(dy | x, a)
]

Por lo tanto se concluye que Ct(π, x) ≥ Jt(x).
Por otro lado, si Ct+1(π, x) = Jt+1(x), x ∈ X con π = π∗, πt(· | ht)
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es la medida de Dirac concentrada en ft(xt), entonces se mantiene la
igualdad en los cálculos anteriores, obteniendo Ct(π

∗, x) = Jt(x). Luego,
si Ct(π, x) ≥ Jt(x), en particular para t = 0 y de (3.2)

ȷτ (π, x) ≥ J0(x)

y para π = π∗

ȷτ (π∗, x) = J0(x),

quedando probado de esa manera el Teorema 3.1.

El siguiente cambio de variable permitirá analizar el problema de
control óptimo con horizonte aleatorio como un problema descontado con
factor de descuento variante en el tiempo, en el caso T = ∞ presentado
en el Caṕıtulo 4. Sea UT+1(x) := JT+1(x) y

Ut(x) :=
Jt(x)

Pt

,

t = 0, 1, 2, . . . , T , con Pt = P (τ ≥ t). Sustituyendo en (3.1), se obtiene la
siguiente expresión:

PtUt(x) = min
a∈A(x)

[
Ptc(x, a) +

∫
X

Pt+1Ut+1(y)Q(dy | x, a)
]
,

de donde, considerando que Pt > 0, se obtiene que

Ut(x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) +

Pt+1

Pt

∫
X

Ut+1(y)Q(dy | x, a)
]
.

Como P0 = 1, se tiene que

U0(x) = J0(x).

Entonces la ecuación de programación dinámica (3.1) es equivalente a

Ut(x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) + αt

∫
X

Ut+1(y)Q(dy | x, a)
]
, (3.3)

donde

αt :=
Pt+1

Pt

, t = 0, 1, 2, . . . , T. (3.4)
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Además, obsérvese que puede obtenerse la siguiente interpretación pro-
babiĺıstica:

αt =
P (τ ≥ t+ 1, τ ≥ t)

P (τ ≥ t)

= P (τ ≥ t+ 1 | τ ≥ t).

3.2. Ejemplos

En esta sección se presentan dos modelos en donde se ha resuelto el
problema de control óptimo con horizonte aleatorio, suponiendo que la
distribución del horizonte tiene soporte finito.

3.2.1. Modelo Lineal-Cuadrático (LQ) con Horizon-
te Aleatorio

Considere X = A = A(x) = R. En este tipo de modelos, la función
de costo es dada por la siguiente forma cuadrática:

c(x, a) = qx2 + ra2,

(x, a) ∈ K, donde q ≥ 0 y r > 0. La ley de transición es inducida por una
ecuación en diferencias (véase Observación 1.1), generalmente expresada
de la siguiente manera lineal:

xt+1 = γxt + βat + ξt,

t = 0, 1, 2, . . . , τ , con x0 conocido. En este caso, γ, β ∈ R y {ξt} es una
sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das que toman valores en S = R con función de densidad ∆ continua y
acotada, tal que E[ξ0] = 0 y E[ξ20 ] = σ2 < +∞, donde ξ0 es un elemento
genérico de la sucesión {ξt}. Además, se supone que la distribución del
horizonte τ tiene soporte finito, esto es P (τ = k) = ρk, k = 0, 1, 2, ..., T ,
T < ∞.

Lema 3.1 El Modelo LQ con horizonte aleatorio satisface la Suposición
3.1.
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Demostración. Obviamente, c es no negativa y continua. Luego, sea
Aλ(c) := {a ∈ A(x) : c(x, a) ≤ λ}, λ ∈ R. Entonces,

Aλ(c) =


∅ si λ < qx2

{0} si λ = qx2[
−
√

λ−qx2

r
,
√

λ−qx2

r

]
si λ > qx2

Como Aλ(c) es compacto para cada x ∈ R, se tiene que c es una función
inf-compacta en K. Resta probar que la ley de transición es fuertemente
continua. Sea v : X → R una función medible y acotada. Observe que

v′(x, a) =

∫
X

v(y)Q(dy | x, a)

=

∫ ∞

∞
v(γx+ βa+ s)∆(s)ds.

Haciendo el cambio de variable u = γx+ βa+ s, se obtiene que

v′(x, a) =

∫ ∞

∞
v(u)∆(u− γx− βa)du.

Sea {(xk, ak)} una sucesión tal que limk→∞(xk, ak) = (x′, a′). Por el Teo-
rema de la Convergencia Dominada y por ser ∆ continua, limk→∞ v′(xk, ak) =
v′(x′, a′), por lo tanto v′ es continua sobre K y acotada. Aśı, la ley de
transición para el Modelo LQ es fuertemente continua.

Lema 3.2 La poĺıtica óptima π∗ y la función de valor óptimo Jτ para
el modelo LQ con horizonte aleatorio son dadas por π∗ = (f0, f1, ..., fT ),
donde:

ft(x) =
−αtCt+1γβ

r + αtCt+1β2
x, t = T, T − 1, . . . , 0,

y Jτ (x) = C0x
2+D0, x ∈ X, donde las constantes Ct y Dt satisfacen las

siguientes relaciones de recurrencia:

CT+1 = 0,

Ct =
qr + αtCt+1(qβ

2 + rγ2)

r + αtCt+1β2
, t = T, T − 1, . . . , 0,
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y

DT+1 = 0,

Dt = αt(Ct+1σ
2 +Dt+1), t = T, T − 1, . . . , 0,

con

αt =
P (τ ≥ t+ 1)

P (τ ≥ t)
.

Demostración. En este caso, usando (3.3), la ecuación de programación
dinámica resulta ser la siguiente:

Ut(x) = min
a∈R

[
qx2 + ra2 + αtE[Ut+1(γx+ βa+ ξ)]

]
. (3.5)

Para t = T en (3.5), con UT+1(x) = 0, se obtiene que fT (x) = 0 y
UT (x) = qx2, x ∈ X.
Para t = T − 1, sustituyendo UT en (3.5), se obtiene que

UT−1(x) = min
a∈R

[
qx2 + ra2 + αT−1E[q(γx+ βa+ ξ)2]

]
= min

a∈R

[
qx2 + ra2 + αT−1q(γ

2x2 + β2a2 + 2γβax+ σ2)
]

= min
a∈R

[
(r + αT−1qβ

2)a2 + 2αT−1qγβxa+ (αT−1qγ
2 + q)x2 + αT−1qσ

2
]
,

derivando la expresión entre corchetes con respecto a la variable a e
igualando a cero para la minimización, se obtiene que

fT−1(x) =
−αT−1CTγβ

r + αT−1CTβ2
x,

donde CT = q. Por lo tanto UT−1(x) = CT−1x
2 +DT−1, donde

CT−1 =
qr + αT−1CT (qβ

2 + rγ2)

r + αT−1CTβ2

y DT−1 = CTαT−1σ
2.

Continuando con este procedimiento, se sigue que

fT−2(x) =
−αT−2CT−1γβ

r + αT−2CT−1β2
x
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y UT−1(x) = CT−2x
2 +DT−2, donde

CT−2 =
qr + αT−2CT−1(qβ

2 + rγ2)

r + αT−2CT−1β2

y DT−2 = αT−2(CT−1σ
2 +DT−1).

Finalmente, con t = 0, se obtiene que

f0(x) =
−α0C1γβ

r + α0C1β2
x,

y U0(x) = C0x
2 +D0, donde

C0 =
qr + α0C1(qβ

2 + rγ2)

r + α0C1β2

y D0 = α0(C1σ
2+D1). Como la Suposición 3.1 se cumple, queda demos-

trado el Teorema 3.1.

3.2.2. Problema de Reemplazo Óptimo con Hori-
zonte Aleatorio: un Ejemplo Numérico

En este ejemplo, se considera un sistema formado por n máquinas y
por simplicidad se puede suponer que las máquinas son similares y fun-
cionan idependientemente una de otra. Para cada máquina se identifica
un proceso estocástico de deterioro independiente, cuyos posibles niveles
de deterioro son denotados por 1, 2, 3, . . . , D, donde se supone que D es
un número entero positivo. El nivel uno indica que la máquina está en
perfectas condiciones y se considera que el nivel i es mejor que el nivel
i+ 1, i = 1, 2, 3, . . . , D − 1.

Suponga que la matriz de probabilidades de transición P = (pi,j)D×D

es conocida (idéntica para las n-máquinas por ser similares), donde pi,j
representa la probabilidad de que una máquina pase del nivel i al nivel j.
Debido a que una máquina no puede pasar a un mejor nivel de deterioro,
se tiene que pi,j = 0 si j < i.

Sea g : {1, 2, 3, . . . , D} → R una función conocida, donde g(i), i =
1, 2, 3, . . . , D representa el costo de operación de una máquina cuando se
encuentra en el i-ésimo nivel de deterioro. Para esta función g se supone
que

g(1) ≤ g(2) ≤ . . . ≤ g(D),
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es decir, se supone que g es no decreciente.
También, se considera que al inicio de cada periodo de tiempo puede

tomarse una de las siguientes dos acciones:

a) operar la k-ésima máquina, k = 1, 2, . . . , n, con el nivel de deterioro
en que se encuentra durante ese periodo de tiempo, o

b) reemplazarla por una nueva pagando un costo fijo R > 0.

Además, considere que el horizonte de operación del sistema es alea-
torio, y puede ser asociado con una variable aleatoria τ independiente
del proceso seguido por el sistema, cuya distribución de probabilidad
P (τ = t) = ρt, t = 0, 1, 2, . . . , T , es conocida, donde T es un número
entero positivo.

De esa forma, el problema de reemplazo óptimo consiste en determinar
poĺıticas de reemplazo que minimicen el costo total de operación del
sistema. Dicho problema se ha modelado como un problema de control
óptimo con horizonte aleatorio de soporte finito. A continuación se define
el modelo de control de Markov correspondiente al problema de reemplazo
óptimo.

Para definir el espacio de estados X, obsérvese que al inicio de un
periodo de tiempo arbitrario, el estado del sistema puede registrarse me-
diante el arreglo (d1, d2, . . . , dn) donde dk, k = 1, 2, . . . , n, representa el
nivel de deterioro con el cual la k-ésima máquina está operando. Aśı,

X = {(d1, d2, . . . , dn)|dk ∈ {1, 2, . . . , D}, k = 1, 2, . . . , n}, (3.6)

donde la cardinalidad de X es Dn.
Para definir el espacio de acciones A, puede considerarse como una

acción el siguiente arreglo: (a1, a2, . . . , an) con ak = 0 o ak = 1, donde
ak = 0 significa dejar que la k-ésima máquina opere con el nivel de
deterioro dk y ak = 1 significa reemplazarla. Por lo tanto

A = A(x) = {(a1, a2, . . . , an)|ak ∈ {0, 1}, k = 1, 2, . . . , n}, (3.7)

donde su cardinalidad resulta ser 2n.
Luego, para una máquina arbitraria k, sea P 0 = (p0i,j)DXD la matriz de

transición del proceso de deterioro cuando la máquina no es reemplazada.
Obsérvese que P 0 = P . Sea P 1 = (p1i,j)D×D la matriz de transición cuando
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la máquina es reemplazada. En este caso, p1i,j = 1, si j = 1 y p1i,j = 0
en otro caso (con seguridad, cuando la máquina k es reemplazada, pasa
al nivel uno o de perfectas condiciones). Defina Qa = (qai,j)Dn×Dn como
la matriz de transición del estado i al estado j del sistema, cuando la
acción a ∈ A es tomada, i, j ∈ X. Por la independencia de los procesos
de deterioro de las máquinas, se tiene que

q
(a1,a2,...,an)
(i1,i2,...,in),(j1,j2,...,jn)

= pa1i1,j1 · p
a2
i2,j2

· · · panin,jn . (3.8)

De ese modo queda determinada la ley de transición para el proceso de
control de Markov.

Finalmente, se debe definir la función de costo por etapa. Para ello
obsérvese que para cualquier periodo de tiempo t

c(xt, at) =
n∑

k=1

γ(xk,t, ak,t),

donde

γ(xk,t, ak,t) =

{
g(xk,t) si ak,t = 0
g(1) +R si ak,t = 1.

En este caso xk,t y ak,t representan el estado y la acción en el tiempo t
de la máquina k, respectivamente.

Por lo tanto, la función objetivo para el problema de reemplazo ópti-
mo está dada por la siguiente expresión:

ȷτ (π, x) := E

[
τ∑

t=0

c(xt, at)

]
,

π ∈ Π y x ∈ X, donde τ es el horizonte de planeación del problema.
Entonces, usando el Teorema 3.1 de este caṕıtulo, la poĺıtica óptima

de reemplazo se obtiene a partir de la siguiente ecuación de programación
dinámica:

JT+1(x) = 0,

Jt(x) = min
a∈A(x)

[
Ptc(x, a) +

∑
y∈X

Jt+1(y)q
a
x,y

]
, (3.9)

t = 0, 1, . . . , T , donde J0(x) es el valor óptimo esperado correspondiente
al estado inicial x.
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Observación 3.1 La suposición de medibilidad y existencia de selectores
en el Teorema 3.1 se cumple, debido a que X y A son finitos (véase [27],
p. 90).

Para iterar la ecuación (3.9) se ha implementado un programa en
Matlab para facilitar los cálculos numéricos. Dicho programa es presen-
tado en el Apéndice de este trabajo de tesis como el programa A.1.

A continuación se presenta el algoritmo que se siguió para la elabo-
ración del programa.

1. Introducir los siguientes datos:

n, el número de máquinas.

D, el número de niveles de deterioro.

P , la matriz de probabilidades de transición del proceso de
deterioro de una máquina.

g(i), el costo por operar una máquina con el nivel de deterioro
i, i = 1, 2, 3, . . . , D.

R, el costo por unidad reemplazada.

T , el valor máximo que puede tomar el horizonte.

ρt, t = 1, 2, 3, . . . , T distribución de probabilidad del horizonte.

2. Construir el espacio de estados X, usando (3.6).

3. Construir el espacio de acciones A, usando (3.7).

4. Calcular las matrices de transición Qa para cada a ∈ A, por medio
de (3.8).

5. Obtener la poĺıtica óptima y la función de valor óptimo, como sigue

5.1. Hacer t = T + 1 y Jt(x) = 0 para cada x ∈ X.

5.2. Si t = 0, terminar, entonces Jt(x) es la función de valor óptimo
y {f0, f1, . . . , fT+1} es la poĺıtica óptima. En otro caso, ir al
paso 5.3.

33



5.3. Reemplazar t por t− 1 y calcular Jt(x) para x ∈ X por medio
de la ecuación

Jt(x) = min
a∈A(x)

[
Ptc(x, a) +

∑
y∈X

Jt+1(y)q
a
x,y

]
,

haciendo
ft(x) = a,

para algún

a ∈ arg mina∈A(x)

[
Ptc(x, a) +

∑
y∈X

Jt+1(y)q
a
x,y

]
.

Regresar al paso 5.2.

Ejemplos numéricos

Considere el problema de reemplazo óptimo con horizonte aleatorio y
los siguientes valores numéricos: n = 3, D = 3,

P =

 0.4 0.3 0.3
0 0.3 0.7
0 0 1

 ,

g = (5, 7, 29), R = 4, T = 6 y ρ = (0.1, 0.1, 0.3, 0.2, 0.15, 0.15).

En la Tabla 3.1, se presenta el costo total esperado óptimo para cada
estado inicial.

En la Tabla 3.2, se proporciona la acción óptima por etapa depen-
diendo del estado en que se encuentre el sistema.

Adicionalmente se ha establecido lo siguiente: Para un número de
máquinas n, considere el estado de perfectas condiciones del sistema como
el estado inicial, esto es x0 = (1, 1, . . . , 1)n×1. Sea Jτ

n (x0) el valor óptimo
esperado para el problema de reemplazo óptimo correspondiente. En la
Tabla 3.3, se muestra el valor esperado óptimo para distintos valores de
n, cuya gráfica es mostrada en la Figura 3.1.

Note que existe una aparente relación lineal entre el número de máqui-
nas y el valor esperado óptimo, con estado inicial x0. Además, puede
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Estado inicial Valor óptimo Estado inicial Valor óptimo
x Jτ (x) x Jτ (x)

1 1 1 67.8226 1 1 2 70.4790
1 1 3 70.4790 1 2 1 70.4790
1 2 2 73.1353 1 2 3 73.1353
1 3 1 70.4790 1 3 2 73.1353
1 3 3 73.1353 2 1 1 70.4790
2 1 2 73.1353 2 1 3 73.1353
2 2 1 73.1353 2 2 2 75.7917
2 2 3 75.7917 2 3 1 73.1353
2 3 2 75.7917 2 3 3 75.7917
3 1 1 70.4790 3 1 2 73.1353
3 1 3 73.1353 3 2 1 73.1353
3 2 2 75.7917 3 2 3 75.7917
3 3 1 73.1353 3 3 2 75.7917
3 3 3 75.7917

Tabla 3.1: Valor óptimo para cada estado inicial

observarse que en este caso particular, es posible escribir la siguiente
relación:

Jτ
n (x0) = nJτ

1 (x0).

En un caso más general, considere la Tabla 3.4, la cual muestra los
valores óptimos esperados para todos los posibles estados iniciales cuando
se tiene una máquina. Entonces, computacionalmente puede verificarse
que con un estado inicial, x0 = (d1, d2, . . . dn), para distintos valores de
n, n > 1, se tiene que

Jτ
n (x0) = Jτ

1 (d1) + Jτ
1 (d2) + . . .+ Jτ

1 (dn),

lo cual permite dividir al problema con n-máquinas en n problemas de una
sóla máquina (resultado que no se probó teóricamente, por estar fuera de
los objetivos de la tesis), reduciendo el problema de la dimensionalidad.
Cabe señalar, que el programa presenta dificultades relacionados con las
dimensiones de los arreglos necesarios para el guardado de la información
con D = 3 niveles de deterioro y un número de máquinas n > 5.

35



Etapa 1 2 3 4 5 6
Estado
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
1 1 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
1 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1
1 2 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 3 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 3 2 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1
1 3 3 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
2 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1
2 1 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1
2 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0
2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
2 2 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1
2 3 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0
2 3 2 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1
2 3 3 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
3 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
3 1 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
3 1 3 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1
3 2 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0
3 2 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1
3 2 3 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
3 3 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0
3 3 2 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1
3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 3.2: Poĺıticas óptimas
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n Jτ
n (x0)

1 22.6075
2 45.2151
3 67.8226
4 90.4301
5 113.0377

Tabla 3.3: Valor óptimo con estado inicial x0 = (1, 1, 1) para diferentes
valores de n

0 1 2 3 4 5 6
0

20

40

60

80

100

120

n

Jn  (
x 0 )

Figura 3.1: Valor óptimo con estado inicial x0 = (1, 1, 1) como una fun-
ción de n

Estado inicial Jτ
1 (x0)

x0

1 22.6075
2 25.2639
3 25.2639

Tabla 3.4: Función de valor óptimo para una máquina

Presentamos a continuación otro ejemplo considerando una máquina,
con una distribución uniforme discreta sobre el conjunto {0, 1, 2, . . . , 49}
para el horizonte, 5 niveles de deterioro y la siguiente matriz de proba-
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bilidades de transición:

P =


0.1 0.3 0.3 0.2 0.1
0 0.2 0.3 0.3 0.2
0 0 0.2 0.3 0.5
0 0 0 0.6 0.4
0 0 0 0 1

 .

Los resultados obtenidos son para cada una de las dos siguientes funciones
de costo: g1 = (5, 6, 10, 25, 50) y g2 = (5, 6, 7, 35, 50).

Para la función de costo g1, la poĺıtica óptima se resume a lo siguiente:

No reemplazar la máquina en cualquier etapa estando en el nivel 1
o 2.

Reemplazar la máquina en cualquier etapa estando en el nivel 3, 4
o 5.

Por lo tanto, podŕıa decirse que el nivel óptimo de reemplazo es el 3.

Para la función de costo g2, se obtiene como poĺıtica óptima lo si-
guiente:

No reemplazar en cualquier etapa estando en el nivel 1 o 2.

No reemplazar en la etapa 0 a la 45 y reemplazar en las restantes
estando en el nivel 3.

Reemplazar en cualquier etapa estando en el nivel 4 o 5.

Con esto, queremos hacer notar que no siempre puede determinarse
un nivel óptimo de reemplazo. En general, tal y como se menciona en
el Teorema 3.1, la poĺıtica óptima es Markoviana determinista y sólo en
casos particulares parece ser estacionaria.

Finalmente, señalamos dos aspectos que pueden modificarse en el mo-
delo de reemplazo óptimo para generar otros posibles problemas.

Primeramente, podŕıan suponerse que los procesos de deterioro pa-
ra las máquinas son únicamente independientes sin pedir idénticamente
distribuidos, lo cual permitiŕıa considerar sistemas formados por máqui-
nas no necesariamente similares. Una segunda modificación es, considerar
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costos no lineales de reemplazo de las máquinas, pensando por ejemplo,
que podŕıan considerarse descuentos en el reemplazo de máquinas al ma-
yoreo. Ambas modificaciones pueden realizarse haciendo ligeros cambios
en el programa.
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Caṕıtulo 4

Procesos de Decisión de
Markov con Horizonte
Aleatorio de Soporte Infinito

En este caṕıtulo se estudia el problema de control óptimo con horizon-
te aleatorio en el caso en que la distribución del horizonte tiene soporte
infinito, esto es, cuando T = +∞. Aqúı se muestra una caracterización
de la función de valor óptimo y se garantiza la existencia de la poĺıtica
óptima. También se presenta una aplicación de los resultados téoricos en
una aproximación de la solución del problema de reemplazo óptimo de
máquinas, presentado en el caṕıtulo anterior. Además se proporcionan
condiciones sobre la distribución del horizonte para poder acotar la fun-
ción de valor óptimo del problema con costo total esperado y horizonte
aleatorio mediante la función de valor óptimo de un problema con costo
total esperado descontado y horizonte infinito.
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4.1. Existencia de la Poĺıtica Óptima y Ca-

racterización de la Función de Valor

Óptimo

En el caso en que T = +∞, se tiene que

ȷτ (π, x) = Eπ
x

[
∞∑
t=0

Pt c(xt, at)

]
, (4.1)

π ∈ Π y x ∈ X.
Obsérvese que Pt =

∏t
k=0 αk−1, t = 0, 1, 2, . . ., donde se ha considera-

do que α−1 := P0 = 1 y αk, k = 0, 1, 2, . . ., es definido en (3.4).

Entonces,

ȷτ (π, x) = Eπ
x

[
∞∑
t=0

t∏
k=0

αk−1c(xt, at)

]
, (4.2)

π ∈ Π y x ∈ X.
Sea vτn(π, x) el valor esperado del costo total de la etapa n en adelante,

n = 0, 1, 2, . . ., aplicado a (4.2) con la condición inicial xn = x, donde x
es un elemento genérico de X. Esto es,

vτn(π, x) = Eπ
x

[
∞∑
t=n

t∏
k=0

αk−1c(xt, at)

]

=
n−1∏
k=0

αk−1E
π
x

[
∞∑
t=n

t∏
k=n

αk−1c(xt, at)

]
,

π ∈ Π, x ∈ X.
Obviamente se tiene que vτ0(π, x) = ȷτ (π, x), x ∈ X. Por lo tanto,

el análisis de estas últimas funciones, proporcionará resultados para el
criterio original, y para llevar a cabo el proceso de optimización, para
cada n = 0, 1, 2, . . ., es suficiente considerar

vτn(π, x) := Eπ
x

[
∞∑
t=n

t∏
k=n

αk−1c(xt, at)

]
, (4.3)
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π ∈ Π, x ∈ X y
V τ
n (x) := inf

π∈Π
vτn(π, x). (4.4)

También, hacemos notar que la expresión (4.3) puede interpretarse
como el valor esperado de un costo total descontado, en donde el factor
de descuento es αt, t = 0, 1, 2, . . . (factor de descuento no homogéneo),
y si se considera el factor homogéneo, es decir, que αt = α, para toda
t = 0, 1, 2, . . ., se obtiene el criterio descontado. En los resultados pre-
sentados, puede hacerse esta simplificación, quedando éstos de acuerdo
con la teoŕıa establecida para el problema descontado, bajo los supuestos
considerados.

Para N > n ≥ 0, defina

vτn,N(π, x) := Eπ
x

[
N∑
t=n

t∏
k=n

αk−1c(xt, at)

]
, (4.5)

con π ∈ Π, x ∈ X, y

V τ
n,N(x) := inf

π∈Π
vτn,N(π, x), (4.6)

x ∈ X.

Considere la siguiente suposición:

Suposición 4.1 (a) La función de costo por etapa c es semicontinua
inferiormente, no negativa e inf-compacta en K y la ley de transi-
ción Q es fuertemente continua o débilmente continua (igual que
la Suposición 3.1).

(b) Existe una poĺıtica π ∈ Π tal que ȷτ (π, x) < ∞, para cada x ∈ X.

El conjunto de todas las poĺıticas π ∈ Π que satisfacen la Suposición
4.1(b) se denota por Π0.
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Observación 4.1

i) En la Suposición 4.1, se supone que la función de costo es no nega-
tiva. Esta suposición puede cambiarse, sin pérdida de generalidad,
pidiendo c acotada por abajo. A saber, si c ≥ m para alguna cons-
tante m, entonces el problema con costo por etapa c′ := c − m,
el cual es no negativo, es equivalente a un problema con costo por
etapa c.

ii) Observe que si c ≥ m y si la Suposición 4.1(b) se cumple, como

ȷτ (π, x) ≥ m

∞∑
t=0

Pt = m

∞∑
t=0

(1 + t)ρt = m(1 + E[τ ]),

entonces E[τ ] < ∞. Rećıprocamente, en el caso en que c es acotada,
si E[τ ] < ∞, entonces la Suposición 4.1(b) se cumple.

Los Lemas 4.1 y 4.2 mostrados a continuación son similares a los Le-
mas 4.2.4 y 4.2.6, en [15], respectivamente. Las pruebas correspondientes
se presentan únicamente por completitud del trabajo de tesis.

Lema 4.1 Para cada N > n ≥ 0, sea wn y wn,N funciones sobre K, las
cuales son no negativas, semicontinuas inferiormente e inf-compactas
sobre K. Si wn,N ↑ wn cuando N → ∞, entonces

lim
N→∞

min
a∈A(x)

wn,N(x, a) = min
a∈A(x)

wn(x, a),

x ∈ X.

Demostración. Como wn,N ↑ wn cuando N → ∞, se tiene que

lim
N→∞

min
a∈A(x)

wn,N(x, a) ≤ min
a∈A(x)

wn(x, a),

x ∈ X. Para probar la desigualdad contraria defina

ln(x) := lim
N→∞

min
a∈A(x)

wn,N(x, a) y

w∗
n(x) := min

a∈A(x)
wn(x, a),
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x ∈ X. Considere x ∈ X arbitrario fijo y defina los siguientes conjuntos.

An,N := {a ∈ A(x) : wn,N(x, a) ≤ ln(x)}, N = n+ 1, n+ 2, n+ 3, . . . ,

An := {a ∈ A(x) : wn(x, a) = w∗
n(x)}.

Por la hipótesis de inf-compacidad y como wn,N ↑ wn, cada uno de estos
conjuntos resulta ser no vaćıo y compacto, además se tiene que An,N ↓ An.
Para cada N > n, la Proposición D.6 en el Apéndice de [15], garantiza
la existencia de an,N ∈ An,N tal que

wn,N(x, an,N) = min
a∈A(x)

wn,N(x, a). (4.7)

Por la compacidad y como An,N ↓ An, existe an ∈ An y una subsucesión
{an,Ni

} de {an,N} tal que an,Ni
→ an. Luego, como {wn,N} es monótona

creciente, para cualquier N > n, se tiene que

wn,Ni
(x, an,Ni

) ≥ wn,N(x, an,Ni
),

para todo Ni ≥ N . Por (4.7), se obtiene que

min
a∈A(x)

wn,Ni
(x, a) ≥ wn,N(x, an,Ni

).

Haciendo i → ∞ y por la semicontinuidad inferior de wn,N , resulta que

ln(x) ≥ wn,N(x, an),

lo cual, por tener que wn,N ↑ wn, implica que

ln(x) ≥ wn(x, an) = w∗
n(x).

Como se consideró x arbitrario, la desigualdad es válida para todo x ∈ X,
concluyendo aśı la demostración.

Definición 4.1 Sea M(X)+ el cono de las funciones medibles no nega-
tivas sobre X. Para cada u ∈ M(X)+, Tnu, n = 0, 1, 2, . . ., es el operador
sobre X definido como

Tnu(x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) + αn

∫
X

u(y)Q(dy | x, a)
]
,

x ∈ X.
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Lema 4.2 Considere que la Suposición 4.1 (a) se cumple. Para cada
u ∈ M(X)+, Tnu ∈ M(X)+. Además, existe fn ∈ F tal que

Tnu(x) = c(x, fn(x)) + αn

∫
X

u(y)Q(dy | x, fn(x)),

x ∈ X.

Demostración. Considere la Suposición 4.1 (a) con la ley de transición
Q débilmente continua y sea u ∈ M(X)+. Por ser Q débilmente continua∫
X
u(y)Q(dy | x, a) resulta ser medible no negativa. Como la suma y el

mı́nimo de funciones medibles no negativas es medible no negativa se
concluye que Tnu ∈ M(X)+. Ahora se probará que la función

a 7→
∫
X

u(y)Q(dy | x, a) (4.8)

es semicontinua inferiormente sobre A(x) para todo x ∈ X. Para ello,
sea uk una sucesión de funciones medibles continuas acotadas sobre X
tal que uk ↑ u, y sea al una sucesión en A(x) que converge a a ∈ A(x).
Entonces, por ser Q débilmente continua

liminf
l→∞

∫
X

u(y)Q(dy | x, al) ≥ liminf
l→∞

∫
X

uk(y)Q(dy | x, al)

=

∫
X

uk(y)Q(dy | x, a),

para toda k. Haciendo k → ∞, por el Teorema de la Convergencia
Monótona, se obtiene que

liminf
l→∞

∫
X

u(y)Q(dy | x, al) ≥
∫
X

u(y)Q(dy | x, a),

esto es (4.8) es semicontinua inferiormente. Como la suma de dos fun-
ciones semicontinuas inferiormente resulta ser también semicontinua in-
feriormente, se concluye que

u′(x, a) := c(x, a) + αn

∫
X

u(y)Q(dy | x, a)

es semicontinua inferiormente. Entonces, por la Proposición A.1(c) en
el Apéndice de [15] el conjunto D := {a ∈ A(x) : u′(x, a) ≤ r} es
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compacto para cada x ∈ X y r ∈ R, teniendo que u′ es inf-compacta en
K. Finalmente, usando la Proposición D.6 dada en el Apéndice de [15]
se obtiene el resultado. La prueba cuando Q es fuertemente continua es
de manera similar, el caso se presenta en [15].

Lema 4.3 Considere que la Suposición 4.1(a) se cumple y sea {un} una
sucesión en M(X)+.

(a) Si un ≥ Tnun+1, n = 0, 1, 2, . . ., entonces un ≥ V τ
n , n = 0, 1, 2, . . ..

(b) Si un ≤ Tnun+1 y

lim
N→∞

Eπ
x

[
n+N∏
j=n

αj−1un+N(xn+N)

]
= 0, (4.9)

n = 0, 1, 2, . . ., π ∈ Π0, entonces αn−1un ≤ V τ
n , n = 0, 1, 2, . . ..

Demostración.

(a) Sea {un} una sucesión en M(X)+ tal que un ≥ Tnun+1, entonces,
por el Lema 4.2

un(x) ≥ c(x, fn(x)) + αn

∫
X

un+1(y)Q(dy | x, fn(x)),

x ∈ X. Iterando esta desigualdad, se obtiene que

un(x) ≥ Eπ
x

[
c(xn, fn(xn)) +

N−1∑
t=n+1

t∏
j=n+1

αj−1c(xt, ft(xt))

]

+
N∏

j=n+1

αj−1E
π
x

[
u(xN)

]
, (4.10)

x ∈ X, con

Eπ
x

[
u(xN)

]
=

∫
X

u(y)QN(dy | xn, fn(xn)),

donde QN(· | xn, fn(xn)) denota el kernel de transición de N -pasos
del proceso de Markov {xt} cuando se usa la poĺıtica π = {fk},
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iniciando en la etapa n. Como u es no negativa, αk ≤ 1 y xn = x,
se obtiene de (4.10) que

un(x) ≥ Eπ
x

[
αn−1c(xn, fn(xn)) +

N−1∑
t=n+1

t∏
j=n

αj−1c(xt, ft(xt))

]
.

Por lo tanto, haciendo N → ∞, resulta que

un(x) ≥ vτn(π, x) ≥ V τ
n (x),

x ∈ X.

(b) Suponga que un ≤ Tnun+1, n = 0, 1, 2, . . .. Entonces

un(x) ≤ c(x, an) + αn

∫
X

un+1(y)Q(dy | x, an), (4.11)

π = {ak} ∈ Π, x ∈ X. Ahora, usando la propiedad Markoviana, se
obtiene que

Eπ
x

[
n+t+1∏
j=n

αj−1un+t+1(xn+t+1) | hn+t, an+t

]

=
n+t+1∏
j=n

αj−1

∫
X

un+t+1(y)Q(dy | xn+t, an+t)

=
n+t∏
j=n

αj−1

(
c(xn+t, an+t) + αn+t

∫
X

un+t+1(y)Q(dy | xn+t, an+t)

)

−
n+t∏
j=n

αj−1c(xn+t, an+t).

Utilizando la desigualdad (4.11), se sigue que

n+t∏
j=n

αj−1

(
c(xn+t, an+t) + αn+t

∫
X

un+t+1(y)Q(dy | xn+t, an+t)

)

≥
n+t∏
j=n

αj−1un+t(xn+t).
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Equivalentemente,

n+t∏
j=n

αj−1c(xn+t, an+t)

≥ −

[
n+t+1∏
j=n

αj−1E
π
x

[
un+t+1(xn+t+1)|hn+t, an+t

]
−

n+t∏
j=n

αj−1un+t(xn+t)

]
.

De esa manera, tomando esperanzas y sumando sobre t = 0, 1, 2, . . . , N−
1, se obtiene que

N−1∑
t=0

Eπ
x

[
n+t∏
j=n

αj−1c(xn+t, an+t)

]
=

N+n−1∑
t=n

Eπ
x

[
t∏

j=n

αj−1c(xt, at)

]

≥ αn−1un(x) −
n+N∏
j=n

αj−1E
π
x

[
un+N(xn+N)

]
.

Haciendo N → ∞ y usando (4.9), se sigue el resultado.

Lema 4.4 Considere que la Suposición 4.1 se cumple. Entonces, para
cada n ≥ 0 y x ∈ X,

V τ
n,N(x) ↑ V τ

n (x) cuando N → ∞

y V τ
n es semicontinua inferiormente.

Demostración. Usando la siguiente ecuación de programación dinámica

Ut(x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) + αt

∫
X

Ut+1(y)Q(dy | x, a)
]
, (4.12)

para t = N − 1, N − 2, . . . , n, con UN(x) = 0, x ∈ X, (véase (3.3)), por
medio del Teorema 3.1 se obtiene que

V τ
n,N(x) = Un(x),

V τ
s,N(x) = Us(x)
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para n ≤ s < N . Además, se puede probar por inducción hacia atrás
que Us, n ≤ s < N , es semicontinua inferiormente y por lo tanto V τ

n,N(·)
también es semicontinua inferiormente.
Luego, obsérvese que para t = n, (4.12) se escribe como

V τ
n,N(x) = min

a∈A(x)

[
c(x, a) + αn

∫
X

V τ
n+1,N(y)Q(dy | x, a)

]
, (4.13)

Además, por la no negatividad de c, para cada n = 0, 1, 2, . . ., la sucesión
{Vn,N : N = n, n+ 1, . . .} es no decreciente. Esto implica que existe una
función un ∈ M(X)+ tal que para cada x ∈ X,

V τ
n,N(x) ↑ un(x), cuando N → ∞.

Ahora, se probará que V τ
n (x) = un(x). Claramente se tiene que

V τ
n,N(x) ≤ vτn,N(π, x) ≤ vτn(π, x),

x ∈ X y π ∈ Π. Por lo tanto

V τ
n,N(x) ≤ V τ

n (x),

N > n, entonces
un ≤ V τ

n .

Además, como un es el supremo de una sucesión de funciones semi-
continuas inferiormente, también resulta ser semicontinua inferiormente.
Usando el Lema 4.1 y haciendo N → ∞ en (4.13), se obtiene que

un(x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) + αn

∫
X

un+1(y)Q(dy | x, a)
]
, (4.14)

n = 0, 1, 2, . . . y x ∈ X. Finalmente, por el Lema 4.3 (a) se tiene que

un ≥ V τ
n ,

obteniendo que
un = V τ

n ,

concluyendo de esta manera la prueba del Lema 4.4.

Teorema 4.1 Considere que la Suposición 4.1 se cumple, entonces
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(a) la función de valor óptimo V τ
n , n = 0, 1, 2, . . ., satisface la ecuación

de optimalidad

V τ
n (x) = min

a∈A(x)

[
c(x, a) + αn

∫
X

V τ
n+1(y)Q(dy | x, a)

]
, (4.15)

x ∈ X, y si {un} es cualquier otra sucesión que satisface la ecuación
(4.15), entonces un ≥ V τ

n .

(b) Existe una poĺıtica π∗ = {fn ∈ F | n ≥ 0} tal que, para cada
n = 0, 1, 2, . . . , el control fn(x) ∈ A(x) alcanza el mı́nimo en (4.15),
i.e.

V τ
n (x) = c(x, fn(x)) + αn

∫
X

V τ
n+1(y)Q(dy | x, fn(x)), (4.16)

x ∈ X, y la poĺıtica π∗ es óptima.

Demostración.

(a) La prueba del Lema 4.4 garantiza que la sucesión {V τ
n } satisface la

ecuación de optimalidad en (4.15), y por el Lema 4.3 (a), si {un}
satisface

un(x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) + αn

∫
X

un+1(y)Q(dy | x, a)
]
,

se concluye que un ≥ V τ
n .

(b) la existencia de fn ∈ F que satisface (4.16) es asegurada por el
Lema 4.2. Ahora, iterando (4.16) con xn = x ∈ X, se obtiene que

V τ
n (x) = Eπ

x

[
c(xn, fn(xn)) +

N−1∑
t=n+1

t∏
j=n+1

αj−1c(xt, ft(xt))

]

+
N∏

j=n+1

αj−1E
π
x

[
u(xN)

]
≥ Eπ

x

[
N−1∑
t=n

t∏
j=n

αj−1c(xt, ft(xt))

]
,
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n ≥ 0 y N > n. Entonces, haciendo N → ∞ se obtiene que

V τ
n (x) ≥ vτn(π

∗, x),

x ∈ X y π∗ = {fk}. Además, en particular para π∗,

V τ
n (x) ≤ vτn(π

∗, x),

x ∈ X. Por lo tanto, π∗ es óptima.

De esa manera se ha probado el Teorema 4.1.

A continuación se presentan dos modelos para los cuales se cumplen
las conclusiones del Lema 4.4 y el Teorema 4.1.

1) Modelo LQ con horizonte aleatorio. Considere el modelo LQ
presentado en el Caṕıtulo 3, ahora suponiendo que la distribución
del horizonte τ tiene soporte infinito con E[τ ] < ∞.

Lema 4.5 El Modelo LQ con horizonte aleatorio satisface la Su-
posición 4.1.

Demostración. La Suposición 4.1(a) se ha probado en el Caṕıtulo
3. Ahora, para probar la Suposición 4.1(b), considere la poĺıtica
estacionaria h(x) = − γ

β
x y x0 = x ∈ X. En este caso, al aplicar la

dinámica del sistema, esto es xt+1 = γxt + βat + ξt, tenemos que

x1 = γx0 + βa0 + ξ0 = γx− β
γ

β
x+ ξ0 = ξ0

x2 = γx1 + βa1 + ξ1 = γξ0 − β
γ

β
ξ0 + ξ1 = ξ1

x3 = γx2 + βa2 + ξ2 = γξ1 − β
γ

β
ξ1 + ξ2 = ξ2

...

xt = γxt−1 + βat−1 + ξt−1 = γξt−2 − β
γ

β
ξt−2 + ξt−1 = ξt−1.
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Entonces

ȷτ (h, x) = Eh
x

[
∞∑
t=0

Pt c(xt, at)

]

= Eh
x

[
∞∑
t=0

Pt

(
q + r

γ2

β2

)
ξ2t−1

]

=

(
q + r

γ2

β2

)
σ2

∞∑
t=0

Pt

=

(
q + r

γ2

β2

)
σ2(E[τ ] + 1) < ∞.

2) Modelo de Consumo-Inversión con función de utilidad de
tipo Logaritmo. Considere un inversionista, quien desea dividir
su riqueza actual xt entre una inversión at y un consumo xt − at
para cada periodo t = 0, 1, 2, ..., τ , donde τ es una variable aleatoria
con un soporte infinito. Se supone A = [0, 1] y que el conjunto de
inversiones admisibles está dado por

A(x) =

{
[0, x) si x ∈ (0, 1]
0 si x = 0.

En este caso el espacio de estados es X = [0, 1]. La función de
utilidad es definida por

u(x− a) =

{
ln(x− a) si x ∈ (0, 1]
0 si x = 0.

La relación entre la inversión y el capital acumulado es dada por

xt+1 = atξt,

t = 0, 1, 2, . . . , τ con x0 = x ∈ X, donde {ξt} es una sucesión de va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que
toman valores en (0, 1), con función de densidad ∆ continua, tal
que E[| ln ξ0 |] = K < ∞, donde ξ0 es un elemento genérico de la
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sucesión {ξt}.

En el caso de maximización, se obtienen resultados equivalentes a
los ya mostrados con cambios adecuados en las suposiciones. Por
ejemplo, la Suposición 4.1 debe cambiarse por la siguiente:

Suposición 4.2 (a) La recompensa por etapa g es semicontinua
superiormente, no positiva y sup-compacta sobre K.

(b) Q es fuertemente o débilmente continuo.

(c) Existe una poĺıtica π ∈ Π tal que ȷτ (π, x) > −∞ para cada
x ∈ X.

Lema 4.6 El Modelo de Consumo-Inversión con función de utili-
dad de tipo Logaritmo satisface la Suposición 4.2.

Demostración. Sea Aλ(u) = {a ∈ A(x) : u(x − a) ≥ λ}, λ ∈ R.
Observe que, para x = 0

Aλ(u) =

{
{0} si λ ≤ 0
∅ si λ > 0

y, para x ∈ (0, 1]

Aλ(u) =

{
[0, x− exp(λ)] si λ ≤ lnx
∅ si λ > lnx.

Como Aλ(u) es cerrado y compacto para cada x ∈ X se tiene que
u es sup-compacta y usando la Proposición A.1 en el Apéndice
de [15], también es semicontinua superiormente. Aśı, la Suposición
4.2(a) se cumple.
Ahora, sea v : X → R una función continua y acotada y defina

v′(x, a) =

∫
X

v(y)Q(dy | x, a)

=

∫ 1

0

v(as)∆(s)ds,
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x ∈ X y a ∈ A(x). Realizando el cambio de variable u = as, se
obtiene que

v′(x, a) =

∫ ∞

−∞
v(u)I[0,a](u)∆

(u
a

)du
a
,

si a ̸= 0 y v′(x, 0) = v(0). Como ∆ es continua, v′ es continua
para a ̸= 0. Sea {an} una sucesión arbitraria tal que an → 0,

aśı limn→∞ v′(x, an) = limn→∞
∫ 1

0
v(ans)∆(s)ds = v(0), entonces v′

es continua para a = 0. De esa manera, se verifica que v′ es continua
y acotada sobre K para cada función continua y acotada v sobre
X, i.e. Q es débilmente continua. Por otro lado, usando h(x) = 0,
x ∈ X, se obtiene que ȷτ (h, x) = P0 lnx > −∞, x ∈ X.

Considerando al problema de horizonte aleatorio como un proble-
ma no homogéneo en el costo, puede utilizarse como una alternativa de
análisis la transformación de un modelo no homogéneo a un modelo ho-
mogéneo (véase [14] p. 13). En [13] se hizó el estudio del problema no
homogéneo (sin considerar no homogeneidad en el factor de descuento)
mediante ambas técnicas: la utilizada en este trabajo de tesis y la ante-
riormente mencionada. Entonces, se hace la observación de que efectiva-
mente se puede obtener nuevamente el mismo teorema que caracteriza
a la solución óptima pero de una forma aislada, esto es, sin resultados
previos. La técnica elegida para este trabajo de tesis proporciona incluso
metodoloǵıas para determinar la solución óptima, tal y como lo muestra
el Lema 4.4.

4.1.1. El Procedimiento de Horizonte Rodante

El Lema 4.4 puede ser aplicado para obtener Jτ = V τ
0 , como el ĺımite

de la sucesión {V τ
0,N}. Pero, en la práctica hallar este ĺımite es bastante

complicado debido a la no homogeneidad del problema. El Lema 4.4 y
el Teorema 4.1 deberán usarse conjuntamente para determinar la solu-
ción óptima, no obstante, quedan como dos importantes resultados de
existencia de la solución óptima. Sin embargo, obsérvese que el Lema 4.4
puede ser aplicado para aproximar Jτ en casos prácticos. Para aproximar
π∗, por ejemplo, puede utilizarse el procedimiento de horizonte rodante,
el cual es presentado a continuación con la finalidad de utilizarlo en un

55



ejemplo posterior.

El Procedimiento de Horizonte Rodante

El procedimiento de horizonte rodante es el método más común apli-
cado en la práctica para aproximar soluciones a problemas de control
óptimos no homogéneos con horizonte infinito (véase [32]). Primero se fija
un horizonte N , luego se procede a resolver el problema correspondiente
de N periodos y se implementa la primera decisión óptima encontrada, se
rueda hacia adelante un periodo y se repite el procedimiento a partir del
estado actual y aśı sucesivamente. Enseguida, se presenta el algoritmo de
horizonte rodante.

Algoritmo

1. Hacer m = 0 y n = N .

2. Hallar la poĺıtica π∗ = (π∗
m, π

∗
m+1, . . . , π

∗
n−1), la cual es óptima para

los periodos de m a n, y sea π̂m = π∗
m.

3. Hacer m = m+ 1 y n = n+ 1.

4. Regresar al Paso 2.

La poĺıtica π̂ = (π̂0, π̂1, π̂2, . . .) es una poĺıtica de horizonte rodante.

La poĺıtica de horizonte rodante en algunos casos puede ser no ópti-
ma, un ejemplo se presenta en [1]. También en [1] se proveé un error
teórico para el procedimiento de horizonte rodante aplicado a procesos
de decisión de Markov no homogéneos con horizonte infinito.

4.1.2. Una Aplicación en la Aproximación de la So-
lución del Problema de Reemplazo Óptimo

Considere el modelo de reemplazo óptimo de n-máquinas con hori-
zonte aleatorio presentado en el Caṕıtulo 3, pero en este caso, suponga
que la distribución del horizonte tiene soporte infinito.

Lema 4.7 El modelo de reemplazo óptimo de n–máquinas con horizonte
aleatorio satisface la Suposición 4.1.
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Demostración. Como X y A son finitos, entonces la Suposición 4.1(a)
se cumple. Además, existe M tal que c(x, a) ≤ M para cada x ∈ X y
a ∈ A(x). Por lo tanto ȷτ (π, x) ≤ M

∑∞
t=0 Pt = M (1 + E[τ ]). Como se

supone que E[τ ] < ∞, entonces ȷτ (π, x) < ∞ para cada π ∈ Π y x ∈ X,
es decir, la Suposición 4.1(b) se cumple.

Implementación del algoritmo de horizonte rodante en el
problema de reemplazo óptimo de máquinas

Se presenta únicamente la parte de la obtención de la poĺıtica de
horizonte rodante, el programa completo se muestra en el Apéndice como
el Programa A.2.

1. Hacer n = 0.

2. Hacer t = N + 1 y Ut(x) = 0 para cada x ∈ X.

3. Si t = 0, hacer f̂n = f0, n = n + 1 y regresar al Paso 2. En otro
caso, ir al Paso 4.

4. Reemplazar t por t−1 y calcular Ut(x) para cada x ∈ X por medio
de la ecuación

Ut(x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) + αt+n

∑
y∈X

Ut+1(y)q
a
x,y

]
, ,

(véase (3.3)), haciendo
ft(x) = a,

para algún

a ∈ arg mina∈A(x)

[
c(x, a) + αt+n

∑
y∈X

Ut+1(y)q
a
x,y

]
.

Regresar al Paso 3.

f̂ = (f̂0, f̂1, f̂2, . . .) es la poĺıtica de horizonte rodante obtenida co-
rrespondiente a un N fijo, donde N es un número entero.
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Ejemplo numérico

Considere el problema de reemplazo óptimo con horizonte aleatorio y
los siguientes valores numéricos: n = 3, D = 3,

P =

 0.4 0.3 0.3
0 0.3 0.7
0 0 1

 ,

g = (5, 7, 29), R = 4, ρk = P (τ = k) = − (1−p)k+1

(k+1) ln p
, k = 0, 1, 2, . . ., donde

0 < p < 1 con p = 0.8 (Distribución de tipo Logaritmo) y N = 20.

En la Tabla 4.1, se presenta la acción de horizonte rodante depen-
diendo de la etapa y el estado del sistema.

En este caso numérico, se observa que la poĺıtica obtenida es estacio-
naria (independiente del tiempo) y que es posible determinar un nivel de
reemplazo óptimo para cada máquina. En este caso, debe reemplazarse
una máquina si se encuentra en el nivel 3.

La función de valor óptimo se obtiene evaluando la poĺıtica de hori-
zonte rodante en el criterio de rendimiento.

Luego, el Teorema 4.4 garantiza que

V τ
0,N(x) ↑ Jτ (x) cuando N → ∞.

Entonces, para N∗ suficientemente grande V τ
0,N∗(x) aproxima a Jτ (x),

x ∈ X. Dicho valor puede ser usado como referencia para decidir si
una poĺıtica arbitraria puede ser utilizada para aproximar la solución
óptima, considerando una tolerancia de error. En particular, para una
poĺıtica de horizonte rodante, se podŕıa obtener ȷτ (π̂, x) y comparar con
V τ
0,N∗(x), x ∈ X, pidiendo que la máxima diferencia no sobrepase el error

permitido.
En la Tabla 4.2, la columna número uno muestra la evaluación sólo de

las primeras cinco acciones debido a que se hace presente en el programa
la maldición de la dimensionalidad y no permite seguir evaluando (véase
[26]), y en la segunda columna se presenta una aproximación de la función
de valor óptimo usando el Lema 4.4 con N∗ = 30. N∗ se determinó a
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Etapa 1 2 3 4 5 6 7 . . .
Estado
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 3 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 3 2 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 3 3 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
2 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
2 3 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
2 3 2 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
2 3 3 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
3 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
3 1 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
3 1 3 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1
3 2 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
3 2 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
3 2 3 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1
3 3 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
3 3 2 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0
3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 4.1: Poĺıtica de horizonte rodante

partir de una diferencia no mayor a un ϵ = 1 × 10−19 entre los valores
óptimos sucesivos V τ

0,N∗(x) y V τ
0,N∗+1(x).

Es pertinente señalar que el programa fue elaborado en Maple, por
la bondad que presenta en la manipulación de valores de gran precisión,
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Estado inicial x ȷτ (π̂, x) V τ
0,N∗(x)

1 1 1 17.44943 17.45081
1 1 2 19.60531 19.60669
1 1 3 21.26398 21.26537
1 2 1 19.60531 19.60669
1 2 2 21.76119 21.76257
1 2 3 23.41986 23.42125
1 3 1 21.26398 21.26537
1 3 2 23.41986 23.42125
1 3 3 25.07854 25.07992
2 1 1 19.60531 19.60669
2 1 2 21.76119 21.76257
2 1 3 23.41986 23.42125
2 2 1 21.76119 21.76257
2 2 2 23.91707 23.91845
2 2 3 25.57574 25.57713
2 3 1 23.41986 23.42125
2 3 2 25.57574 25.57713
2 3 3 27.23442 27.23580
3 1 1 21.26398 21.26537
3 1 2 23.41986 23.42125
3 1 3 25.07854 25.07992
3 2 1 23.41986 23.42125
3 2 2 25.57574 25.57713
3 2 3 27.23442 27.23580
3 3 1 25.07854 25.07992
3 3 2 27.23442 27.23580
3 3 3 28.89310 28.89448

Tabla 4.2: Aproximación de la función de valor óptimo

ya que para el cálculo de los αt, t = 0, 1, 2, . . . fue necesario trabajar
hasta con 400 d́ıgitos. Aun aśı, el programa obtiene la poĺıtica de hori-
zonte rodante en tiempo aceptable (aproximadamente 35 segundos para
el ejemplo mostrado). El principal problema que presenta, como ya se
mencionó, es en la evaluación de la poĺıtica de horizonte rodante, en don-
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de, se requiere de arreglos de tamaño D(n(k−1)) para la k-ésima etapa para
el guardado de la información.

4.2. El Problema de Control Óptimo con

Horizonte Aleatorio como un Proble-

ma Descontado

En esta sección, se proporciona una condición que permite acotar al
problema con horizonte aleatorio τ por un problema descontado apropia-
do.

Recuerde que αt, t = 0, 1, 2 . . ., se define como

αt =
Pt+1

Pt

, (4.17)

donde Pt = P (τ ≥ t), y considere la siguiente suposición.

Suposición 4.3 {αt}∞t=0 ⊂ (0, 1) es una sucesión tal que limt→∞ αt = α
y αt ≤ α.

Observación 4.2 En el caso de maximización, la suposición correspon-
diente a la Suposición 4.3 es la siguiente: {αt}∞t=0 ⊂ (0, 1) es una sucesión
tal que limt→∞ αt = α y αt ≥ α.

A continuación se presentan dos ejemplos de distribuciones de proba-
bilidad para τ que satisfacen la Suposición 4.3.

1. Considere τ con distribución de tipo logaritmo, i.e. ρk = − (1−p)k+1

(k+1) ln p
,
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k = 0, 1, 2, . . ., donde 0 < p < 1. Observe que

αt =

∑∞
k=t+1 ρk∑∞
k=t ρk

=

∑∞
k=t+1 ρk + ρt − ρt∑∞

k=t ρk

= 1− ρt∑∞
k=t ρk

= 1− (1− p)t+1

(t+ 1)
∑∞

j=0
(1−p)t+j+1

t+j+1

= 1− 1∑∞
j=0

(1−p)j

1+ j
t+1

.

Por lo tanto

α = lim
t→∞

αt = 1− 1∑∞
j=0(1− p)j

= 1− p.

Ahora, se verificará que αt−1 ≤ αt para cada t = 1, 2, 3, ..... Esto
es, se probará que

1− 1∑∞
j=0

(1−p)j

1+ j
t

≤ 1− 1∑∞
j=0

(1−p)j

1+ j
t+1

o, equivalentemente que

∞∑
j=0

(1− p)j

1 + j
t

≤
∞∑
j=0

(1− p)j

1 + j
t+1

. (4.18)

Como para cada j = 0, 1, 2, ... se satisface que

1

1 + j
t

≤ 1

1 + j
t+1

entonces se cumple (4.18), quedando completamente probada la
Suposición 4.3.
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2. Sea τ con distribución binomial negativa, cuyos paraḿetros son q
y r, donde 0 ≤ q ≤ 1 y r ∈ N. En este caso,

αt = 1− ρt∑∞
k=t ρk

= 1−
(r+t−1)!

t!∑∞
j=0

(r+t+j−1)!qj

(t+j)!

= 1−
(
1 + 1

t

)(
1 + 2

t

)
· · ·
(
1 + r−1

t

)∑∞
j=0

(
1 + j+1

t

)(
1 + j+2

t

)
· · ·
(
1 + j+r−1

t

)
qj
,

de donde

α = lim
t→∞

αt = 1− 1∑∞
j=0 q

j
= q.

Ahora, se probará que αt ≥ αt+1. Esto es que

1−
(r+t−1)!

t!∑∞
j=0

(r+t+j−1)!qj

(t+j)!

≥ 1−
(r+t)!
(t+1)!∑∞

j=0
(r+t+j)!qj

(t+j+1)!

o equivalentemente que

(t+ 1)
∞∑
j=0

(r + t+ j)!qj

(t+ j + 1)!
≤ (r + t)

∞∑
j=0

(r + t+ j − 1)!qj

(t+ j)!
. (4.19)

Observe que para cada j

(t+ 1)
(r + t+ j)!

(t+ j + 1)!
≤ (r + t)

(r + t+ j − 1)!

(t+ j)!
,

entonces se cumple (4.19). Por lo tanto αt ↓ α, entonces se satisface
la suposición dada en la Observación 4.2.

Ahora, considere el modelo de control de Markov (X,A, {A(x) : x ∈
X}, Q, c) y el criterio de rendimiento como

v(π, x) = Eπ
x

[
∞∑
t=0

α
t
c(xt, at)

]
,
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π ∈ Π, x ∈ X y α = limt→∞ αt (véase la Suposición 4.3). Sea

V (x) := inf
π∈Π

v(π, x), (4.20)

x ∈ X.
El siguiente lema, permite acotar la función de valor óptimo de un

problema con horizonte aleatorio mediante la función de valor óptimo de
un problema descontado.

Lema 4.8 Considere que las Suposiciones 1.1(c), 4.1(a) y 4.3 se cum-
plen. Entonces Jτ (x) ≤ V (x), x ∈ X.

Demostración. Por el Teorema 4.2.3 en [15], existe f ∈ F tal que

V (x) = c(x, f(x)) + α

∫
X

V (y)Q(dy | x, f(x)), (4.21)

x ∈ X. Iterando (4.21), se obtiene que

V (x) = Ef
x

[
n−1∑
t=0

α
t
c(xt, f(xt))

]
+ α

n
Ef

x

[
V (xn)

]
,

n ≥ 1, x ∈ X, donde

Ef
x

[
V (xn)

]
=

∫
X

V (y)Qn(dy | x, f(x)),

Qn(· | x, f) denota el kernel de transición del proceso de Markov {xt} de
n-pasos cuando f ∈ F es usada. Por la Suposición 4.3, resulta que

n−1∑
t=0

α
t
c(xt, f(xt)) ≥

n−1∑
t=0

t∏
k=0

αk−1c(xt, f(xt)) =
n−1∑
t=0

Ptc(xt, f(xt)),

por lo tanto

V (x) ≥ Ef
x

[
n−1∑
t=0

Ptc(xt, f(xt))

]
+ α

n
Ef

x

[
V (xn)

]
,
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n ≥ 1, x ∈ X. Como V es no negativa,

V (x) ≥ Ef
x

[
n−1∑
t=0

Ptc(xt, f(xt))

]
,

n ≥ 1, x ∈ X. Haciendo n → ∞, resulta que

V (x) ≥ ȷτ (f, x) ≥ Jτ (x),

x ∈ X.
La siguiente parte se desarrolla con el objetivo de hallar la diferencia

entre las funciones que se han relacionado en el Lema 4.8. El resultado
se muestra en el Teorema 4.2, al final de esta sección.

Sea f ∗ ∈ F la poĺıtica óptima estacionaria del problema descontado
y considere la siguiente suposición:

Suposición 4.4 Existen números positivos m y k, con 1 ≤ k < 1
α
, y una

función w ∈ M(X)+ tal que para todo (x, a) ∈ K,

(a) c(x, a) ≤ mw(x), y

(b)
∫
X
w(y)Q(dy | x, a) ≤ kw(x).

Observación 4.3

i) La Suposición 4.4 implica la Suposición 4.1(b) (véase la Proposición
4.3.1 en [15]).

ii) Observe que
Eπ

x

[
w(xt)

]
≤ ktw(x), (4.22)

t = 0, 1, 2, ... y x ∈ X.
Para t = 0, (4.22) trivialmente se cumple, y para t ≥ 1, usando la
Suposición 4.4(b), se obtiene que

Eπ
x

[
w(xt) | ht−1, at−1

]
=

∫
X

w(y)Q(dy | xt−1, at−1) ≤ kw(xt−1).

Tomando esperanza de nueva cuenta, resulta que

Eπ
x

[
w(xt)

]
≤ kEπ

x

[
w(xt−1)

]
. (4.23)

Iterando (4.23), se obtiene (4.22).
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Lema 4.9 Bajo la Suposición 4.1(a), 4.3 y 4.4,

0 ≤ V (x)− ȷτ (f ∗, x) ≤ mw(x)
∞∑
t=0

(
α
t − Pt

)
kt.

Demostración. Primeramente, observe que

∞∑
t=0

(
α
t − Pt

)
kt ≤

∞∑
t=0

(αk)t < ∞,

como 0 < αk < 1 por la Suposición 4.4. Entonces, bajo la Suposición
4.4(a) y la desigualdad (4.22), para una poĺıtica estacionaria f ∈ F, se
obtiene que

v(f, x)− ȷτ (f, x) =
∞∑
t=0

(
α
t − Pt

)
Ef

x

[
c(xt, f(xt))

]
≤ m

∞∑
t=0

(
α
t − Pt

)
Ef

x

[
w(xt)

]
≤ mw(x)

∞∑
t=0

(
α
t − Pt

)
kt.

Tomando f = f ∗, donde f ∗ es la poĺıtica óptima estacionaria del proble-
ma descontado, se concluye la demostración.

Sean Dn : K → R las funciones de discrepancia definidas como

Dn(x, a) := c(x, a) + αn

∫
X

V τ
n+1(y)Q(dy | x, a)− V τ

n (x),

(x, a) ∈ K.

Teorema 4.2 Bajo la Suposición 4.1(a), 4.3, 4.4 y si P (τ < +∞) = 1,

V (x)− Jτ (x) ≤ mw(x)
∞∑
t=0

(
α
t − Pt

)
kt +

∞∑
t=0

t∏
k=0

αk−1E
π
x

[
Dt(xt, f

∗)
]
,

(4.24)
x ∈ X y π ∈ Π.
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Demostración. Para x ∈ X, por el Lema 4.9,

V (x)− Jτ (x) = V (x)− ȷτ (f ∗, x) + ȷτ (f ∗, x)− Jτ (x)

≤ mw(x)
∞∑
t=0

(
α
t − Pt

)
kt + ȷτ (f ∗, x)− Jτ (x).

Ahora, para π ∈ Π y x ∈ X,

vτn(π, x) = Eπ
x

[
∞∑
t=n

t∏
k=n

αk−1c(xt, at)

]

= Eπ
x

[
∞∑
t=n

t∏
k=n

αk−1Dt(xt, at)

]

−Eπ
x

[
∞∑
t=n

t+1∏
k=n

αk−1

(∫
X

V τ
t+1(y)Q(dy | xt, at)− V τ

t (xt)

)]

= Eπ
x

[
∞∑
t=n

t∏
k=n

αk−1Dt(xt, at)

]

−Eπ
x

[
∞∑
t=n

(
t+1∏
k=n

αk−1E
π
x

[
V τ
t+1(xt+1) | ht, at

]
−

t∏
k=n

αk−1V
τ
t (xt)

)]

= Eπ
x

[
∞∑
t=n

t∏
k=n

αk−1Dt(xt, at)

]

−
∞∑
t=n

[
t+1∏
k=n

αk−1E
π
x

[
V τ
t+1(xt+1)

]
−

t∏
k=n

αk−1E
π
x

[
V τ
t (xt)

]]
. (4.25)

Observe que, para algún entero positivo M ,

∞∑
t=n

[
t+1∏
k=n

αk−1E
π
x

[
V τ
t+1(xt+1)

]
−

t∏
k=n

αk−1E
π
x

[
V τ
t (xt)

]]
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= lim
M→∞

M∑
t=n

[
t+1∏
k=n

αk−1E
π
x

[
V τ
t+1(xt+1)

]
−

t∏
k=n

αk−1E
π
x

[
V τ
t (xt)

]]

= lim
M→∞

[
M+1∏
k=n

αk−1E
π
x

[
V τ
M+1(xM+1)

]
− αn−1V

τ
n (xn)

]

= lim
M→∞

[
PM+1

Pn−1

Eπ
x

[
V τ
M+1(xM+1)

]
− αn−1V

τ
n (xn)

]
,

y por la Suposición P (τ < +∞) = 1,

lim
M→∞

PM+1

Pn−1

= 0.

Entonces se obtiene en (4.25) que

vτn(π, x) = Eπ
x

[
∞∑
t=n

t∏
k=n

αk−1Dt(xt, at)

]
+ αn−1V

τ
n (xn).

Como αn−1 ≤ 1 y x = xn, se obtiene que

vτn(π, x)− V τ
n (x) ≤

∞∑
t=n

t∏
k=n

αk−1E
π
x

[
Dt(xt, at)

]
.

Finalmente, como vτ0 (π, x) = ȷτ (π, x), y tomando π = f ∗, se obtiene
(4.2).

Obsérvese que a partir de los resultados obtenidos en esta última
sección, espećıficamente del Lema 4.8, y junto con el Lema 4.4, para N∗

suficientemente grande se tiene que

V τ
0,N∗(x) ≤ Jτ (x) ≤ V (x), (4.26)

x ∈ X.
En la práctica, es dificil hallar la solución óptima para el problema con

horizonte aleatorio en el caso de soporte infinito. Incluso se ha propuesto
una manera de aproximar la poĺıtica óptima mediante el procedimien-
to de horizonte rodante, auxiliado del Lema 4.4, uno de los resultados
teóricos principales del trabajo de tesis. En principio, la idea seŕıa probar
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cualquier poĺıtica y utilizar (4.26) para decidir si es viable. Por ejemplo,
podŕıa probarse la poĺıtica óptima estacionaria del problema descontado
f ∗ en el problema de horizonte aleatorio, ya que el Lema 4.9 asegura que
ȷτ (f ∗, x) ≤ V (x), x ∈ X.
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Conclusiones

En la tesis presentada se estudió un problema de control óptimo con
el costo total esperado como criterio de rendimiento, en donde se consi-
deró al horizonte de planeación como una variable aleatoria independiente
del proceso de control de Markov. Para ello, se supusieron espacios de
estados y acciones de Borel y costo por etapa no acotado, abarcando de
esta manera casos más generales que los ya estudiados (véase [18]).

Otro aspecto importante fue considerar una distribución arbitraria
para el horizonte, principalmente cuando ésta tuviera soporte infinito,
siendo este el caso menos abordado en la literatura por presentar cierto
grado de complejidad.

Sin embargo, el caso en que la distribución del horizonte tuviera so-
porte finito, fue presentado de manera más general en el Caṕıtulo 3, por
los supuestos considerados en los espacios de estados y acciones, y la fun-
ción de costo, siendo esto necesario para el análisis del caso de soporte
infinito. Entonces, se garantizó la validez de la técnica de programación
dinámica para la obtención de la solución óptima. En este mismo caṕıtu-
lo, se presentaron dos ejemplos que pudieran ilustrar el resultado, siendo
el problema de reemplazo de máquinas un ejemplo trabajado desde el
modelado del problema hasta la presentación de resultados numéricos
obtenidos mediante un programa elaborado en Matlab. Dicho trabajo es
presentado en el art́ıculoOptimal Replacement in a System of n-Machines
with Random Horizon (véase [20]).

En el Caṕıtulo 4, se muestran los principales resultados del trabajo de
tesis, partiendo del planteamiento del problema con horizonte aleatorio
de soporte infinito como un problema descontado con factor de descuen-
to no homógeneo con horizonte infinito. El uso del factor de descuento
homogéneo en el costo total esperado descontado con horizonte infinito
puede justificarse matemáticamente para garantizar la convergencia de la
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serie infinita presente en el criterio de rendimiento y en algunos problemas
puede tener alguna interpretación económica. Sin embargo, en el Caṕıtu-
lo 4 se ha mostrado que puede considerarse alternativamente un costo
total esperado con horizonte aleatorio, teniendo un efecto matemático
similar al ya mencionado, siendo ésta una consecuencia importante del
trabajo de tesis.

A continuación se enlistan los principales resultados del trabajo de
tesis.

1. La convergencia de las funciones de valor óptimo de problemas
finitos de n etapas, n = 0, 1, 2, 3, ... a la función de valor óptimo del
problema de control con horizonte aleatorio (Lema 4.4).

2. La caracterización de la función de valor óptimo y la existencia de
la poĺıtica óptima (Teorema 4.1).

3. La implementación del procedimiento de horizonte rodante para la
aproximación de la poĺıtica óptima.

4. El acotamiento de la función de valor óptimo del problema con
horizonte aleatorio por la función de valor óptimo del problema
descontado (Lema 4.8).

La implementación del procedimiento de horizonte rodante fue pro-
bado en el problema de reemplazo óptimo de máquinas y el Lema 4.4 fue
utilizado para obtener una referencia del error numérico de aproximación.
El trabajo realizado es presentado en el art́ıculo Rolling Horizon Procedu-
res for the Solution of an Optimal Replacement Problem of n-Machines
with Random Horizon (véase [19]).

Un tercer art́ıculo, titulado Markov Decision Processes on Borel Spa-
ces with Total Cost and Random Horizon, fue estructurado con los puntos
1, 2 y 4 antes mencionados (véase [11]), siendo el de mayor importancia
por contener los principales resultados teóricos establecidos en la tesis.

Matemáticamente hablando resulta interesante medir la sensibilidad
en otras componentes del modelo de control de Markov. Por ejemplo,
partiendo de un sistema estocástico, bajo ciertas condiciones en la ley
de transición es posible comparar las soluciones óptimas del problema
original con un sistema determinista adecuado (véase [10]). En nuestro
caso, en el punto 4 se hizo el análisis de dicha sensibilidad.
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Finalmente, se enlistan algunas posibles extensiones del trabajo de
tesis.

Estudiar el problema bajo diferente bloque de suposiciones en el
modelo de control de Markov. Por ejemplo, podŕıan considerarse
las suposiciones del Caṕıtulo 8 de [16], adaptadas al problema con
horizonte aleatorio.

Proponer una forma de aproximación de la solución del problema
con horizonte aleatorio mediante el uso de la poĺıtica óptima del
problema descontado asociado a dicho problema y medir su efecti-
vidad de acuerdo con los acotamientos que se obtuvieron para su
correspondiente función de valor óptimo.

Demostrar que en el problema de reemplazo óptimo, el conside-
rar máquinas independientes y costos de operación y reemplazo
de máquinas también independientes reduce a resolver el problema
separadamente para cada máquina.

Resolver el problema de reemplazo óptimo considerando máquinas
no independientes con costos no lineales de reemplazo y horizonte
aleatorio.
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Apéndice A

Programas

A.1. Programa para la Obtención de la So-

lución Óptima del Problema de Re-

emplazo

clear;

N=6; % valor máximo que puede tomar el horizonte+1

dh=[.1,.1,.3,.2,.15,.15]; % distribución del horizonte

pt(1)=1;

for i=2:N % Cálculo de las p_t

pt(i)=pt(i-1)-dh(i-1);

end

D=3; % Niveles de deterioro de la máquina

n=3; % número de máquinas

c=[5,7,29]; % costo por operar cualquier máquina en cada ni-

vel de deterioro

R=4; % costo por reemplazar una máquina

P0=[.4,.3,.3;

0,.3,.7;

0,0,1]; % matriz de transición cuando se decide no

reemplazar

P1=ones(D,1);

P1=[P1,zeros(D,D-1)]; % matriz de transición cuando se

decide reemplazar una máquina
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for i=n:-1:1, % obtención los estados del sistema

cont=1;

while cont<=D^n,

for j=1:D,

for k=1:D^(n-i)

E(cont,i)=j;

cont=cont+1;

end

end

end

end

E,% espacio de estados (el renglón k será el estado número k)

for i=n:-1:1, % obtención de las posibles acciones

cont=1;

while cont<=2^n,

for j=0:1,

for k=1:2^(n-i)

A(cont,i)=j;

cont=cont+1;

end

end

end

end

A,%espacio de acciones (el renglón k será la acción número k)

for i=1:2^n,% q(j,k,i) es la probabilidad de pasar del esta-

do número j al número k del sistema dada la acción número i

for j=1:D^n

for k=1:D^n

q(j,k,i)=1;

for s=1:n

if A(i,s)==0;

q(j,k,i)=P0(E(j,s),E(k,s))*q(j,k,i);

else

q(j,k,i)=P1(E(j,s),E(k,s))*q(j,k,i);

end

end

end
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end

end

for j=1:D^n

V(N+1,j)=0;% V(i,j) es la función de valor en la etapa

i-1 del estado j-ésimo (E(:,j))

end

% cálculo de la función de valor óptima y polı́tica óptima

for i=N:-1:1 % para cada etapa

for j=1:D^n % para cada estado

for s=1:2^n % para cada acción

vp(s)=0;

% valor esperado de v(y) dado el estado número j

y la acción número s

for k=1:D^n

vp(s)=vp(s)+V(i+1,k)*q(j,k,s);

end

C(s)=0; %c(j,s)

for k=1:n

if A(s,k)==0

C(s)=c(E(j,k))+C(s);

else

C(s)=c(1)+R+C(s);

end

end

v(s)=pt(i)*C(s)+vp(s); % argumento del min en

la ecuación de programación dinámica

end

V(i,j)=v(1);

P(i,j)=1;

for s=2:2^n % busqueda del mı́nimo o acción óptima

if v(s)<V(i,j)

V(i,j)=v(s);

P(i,j)=s; % número de acción que es óptima

para el estado j en la etapa i-1

end

end
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end

end

V, % función de valor óptimo

P, % polı́tica óptima

A.2. Programa para la Obtención de la Poĺıti-

ca de Horizonte Rodante

> restart:

> Digits:=400: # número de dı́gitos utilizados para el cálculo

de los alfas

> HR:=20: # longitud del horizonte rodante (N)

> H:=500: # cantidad de alfas calculados

> alfa:=Array(1..H): # arreglo para los alfas

> Pt:=Array(1 .. H):

> p:=.8: # parámetro de la distribución del horizonte (tipo

logarı́tmo)

> fda:=0:

> pt:=1:

> Pt[1]:=1:

> for t from 1 to H do # cálculo de los alfas

fda:=fda-(1-p)^t/(t*ln(p)):

pt1:=1-fda:

alfa[t]:=pt1/pt:

Pt[t]:=pt1:

pt:=pt1:

end do:

> fda: # si fda=1, ha fallado el cálculo de los alfas y hay

que aumentar el número de digitos para mayor precisión

> alfa;

> d:=3: # número de niveles de deterioro

> n:=3: # número de máquinas

> c:=[5, 7, 29]: # c[i] es el costo por operar una máquina en

el nivel i

> R:=4: # costo por reemplazar una máquina

> P0:=Matrix([[0.4, 0.3, 0.3],
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[0, 0.3, 0.7],

[0, 0, 1]]):# Matriz de transición cuando se de-

cide no reemplazar una máquina

> P1:=Matrix([[1, 0, 0],

[1, 0, 0],

[1, 0, 0]]):# Matriz de transición cuando se de-

cide reemplazar una máquina

> E:=Array(1 .. d^n, 1 .. n):

> for i from n by -1 to 1 do # construcción del espacio de es-

tados

cont:=1:

while cont <= d^n do

for j from 1 to d do

for k to d^(n-i) do

E[cont,i]:=j:

cont:=cont+1:

end do:

end do:

end do:

end do:

> E:

> A := Array(1..2^n,1..n):

> for i from n by -1 to 1 do #construcción del espacio de ac-

ciones

cont:=1:

while cont <= 2^n do

for j from 0 to 1 do

for k to 2^(n-i) do

A[cont,i]:=j:

cont:=cont+1:

end do:

end do:

end do:

end do:

> A:

> q := Array(1..d^n, 1..d^n, 1..2^n): # q[j,k,i] es la proba-

bilidad de pasar del estado número j al número k del sistema,
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dada la acción i

> for i from 1 to 2^n do #construcción de la matriz de tran-

sición de estados del sistema dada cada acción

for j from 1 to d^n do

for k from 1 to d^n do

q[j,k,i]:=1:

for s from 1 to n do

if A[i,s]=0 then

q[j,k,i]:=P0[E[j,s], E[k,s]]*q[j, k,i]:

else

q[j,k,i]:=P1[E[j,s],E[k,s]]*q[j,k,i]:

end if:

end do:

end do:

end do:

end do:

> Verror:=Array(1..d^n): # aquı́ se guardan las diferencias de

la función de valor óptimo para dos tama~nos truncados conse-

cutivos del horizonte

> epsil:=10^(-19): # cota de error permitida para indicar la

aproximación de la función de valor

> V1:=Array(1..d^n):

> V2:=Array(1..d^n):

> Vaprox:=Array(1..d^n):# aproximación de la función de valor

óptimo

> Error:=2*epsil:

> ind:=0:

> cont:=0:

> for H1 from 1 to H do # obtención de la función de valor óp-

timo de los subproblemas finitos de H1 etapas

if Error > epsil then

V:=Array(1..H1+1,1..d^n):

for i from 1 to d^n do

V[H1+1,i]:=0:

end do:

for i from H1 by -1 to 1 do

for j from 1 to d^n do
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v:=Array(1..2^n):

vp:=Array(1..2^n):

C:=Array(1..2^n):

for s from 1 to 2^n do

vp[s]:=0:

for k from 1 to d^n do

vp[s]:=vp[s]+V[i+1,k]*q[j,k,s]:

end do:

C[s]:=0:

for k from 1 to n do

if A[s,k] = 0 then

C[s]:=c[E[j,k]]+C[s]:

else

C[s]:=c[1]+R+C[s]

end if

end do:

v[s]:=C[s]+alfa[i]*vp[s]:

end do:

V[i,j]:=v[1]:

for s from 2 to 2^n do

if v[s] < V[i,j] then

V[i,j]:=v[s]:

end if

end do:

end do:

end do:

cont:=cont+1:

if cont=1 then

for k from 1 to d^n do

V2[k]:=V[1,k]:

end do:

Error:=2*epsil:

else

for k from 1 to d^n do

V1[k]:=V2[k]:

V2[k]:=V[1,k]:

end do:
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for k to d^n do

Verror[k]:=abs(V2[k]-V1[k]):

end do:

Error:=Verror[1]:

for k from 2 to d^n do

if Error<Verror[k] then

Error:=Verror[k]:

end if

end do:

end if

else

ind:=1:

Haprox:=H1:

H1:=H+1:

Vaprox:=V2

end if

end do

> ind: # indica si se pudo obtener una aproximación de la fun-

ción de valor óptimo con el error dado

> Haprox:

> V:=Array(1..HR+1,1..d^n):

> for i from 1 to d^n do

V[HR+1,i]:=0:

end do:

> P:=Array(1..HR,1..d^n):

> numpr:=15: # número de acciones de la polı́tica de horizonte

rodante calculadas (a lo más H-HR-1 debido al número de alfas

disponibles)

> Polrod:=Array(1..numpr,1..d^n):

> for l from 0 to numpr-1 do

for i from HR by -1 to 1 do

for j from 1 to d^n do

v:=Array(1..2^n):

vp:=Array(1..2^n):

C:=Array(1..2^n):

for s from 1 to 2^n do

vp[s]:=0:
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for k from 1 to d^n do

vp[s]:=vp[s]+V[i+1,k]*q[j,k,s]:

end do:

C[s]:=0:

for k from 1 to n do

if A[s,k]=0 then

C[s]:=c[E[j,k]]+C[s]:

else

C[s]:=c[1]+R+C[s]:

end if

end do:

v[s]:=C[s]+alfa[i+l]*vp[s]:

end do:

V[i, j]:=v[1]:

P[i, j]:=1:

for s from 2 to 2^n do:

if v[s]<V[i,j] then

V[i,j]:=v[s]:

P[i, j]:=s:

end if

end do:

end do:

end do:

for k from 1 to d^n do:

Polrod[l+1,k]:=P[1,k]:

end do:

end do:

> Polrod: #Polı́tica de horizonte rodante

> EvalPR:=Array(1..d^n): # evaluación de la polı́tica de hori-

zonte rodante en el criterio de rendimiento

for i from 1 to d^n do

EvalPR[i]:= 0:

for j from 1 to n do

if A[Polrod[1,i],j]=0 then

EvalPR[i]:=EvalPR[i]+c[E[i, j]]

else

EvalPR[i]:=EvalPR[i]+c[1]+R:
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end if

end do:

end do:

na:=5: # etapas evaluadas, se requiere de un arreglo de ta-

ma~no d^(n*(s-1)) para la etapa s

for s from 2 to na do

if s=2 then

Pr:=Array(1..d^n,1..d^(n*(s-1))):

for t from 1 to d^n do

for u from 1 to d^(n*(s-1)) do

Pr[t,u]:=q[t,u,Polrod[s-1,t]]:

end do:

end do:

else

Pra:=Array(1..d^n,1..d^(n*(s-2))):

for t from 1 to d^n do

for u from 1 to d^(n*(s-2)) do

Pra[t,u]:=Pr[t,u]:

end do:

end do:

Pr:=Array(1..d^n,1..d^(n*(s-1))):

for t from 1 to d^n do

cont:=0:

cont2:=0:

for u from 1 to d^(n*(s-2)) do

cont2:=cont2+1:

for v to d^n do

cont:=cont+1:

Pr[t,cont]:=Pra[t,u]*q[cont2,v,Polrod[s-1,

cont2]]:

end do:

if cont2=d^n then

cont2:=0:

end if

end do:

end do:

end if:
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cxa:=Array(1 .. d^n):

for k to d^n do

for j from 1 to n do

if A[Polrod[s,k],j]=0 then

cxa[k]:=cxa[k]+c[E[k,j]]:

else

cxa[k]:=cxa[k]+c[1]+R:

end if

end do:

end do:

Pr1:=Array(1..d^n,1..d^n):

for i from 1 to d^n do

for j from 1 to d^n do

for k from j by d^n to d^(n*(s-1)) do

Pr1[i,j]:=Pr1[i,j]+Pr[i,k]:

end do:

end do:

end do:

for i from 1 to d^n do

Ecxa:=0:

for j from 1 to d^n do

Ecxa:=Ecxa+Pr1[i,j]*cxa[j]:

end do:

EvalPR[i]:=EvalPR[i]+Pt[s-1]*Ecxa:

end do:

end do:

> EvalPR; # resultado de la evaluación de la polı́tica de hori-

zonte rodante en el criterio de rendimiento

> Vaprox; # aproximación de la función de valor óptimo por me-

dio de la resolución de un problema truncado
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[11] Cruz-Suárez H., Ilhuicatzi-Roldán R., Montes-de-Oca R., “Markov
Decision Processes on Borel Spaces with Total Cost and Random
Horizon”. Journal of Optimization Theory and Applications. 2012.

[12] Ermoliev Y., Ermolieva T., Fischer G., Makowski M., “Extreme
Events, Discounting and Stochastic Optimization”. Ann Oper Res.
Vol. 177, pp. 9-19. 2009.

[13] Guo X., Hernandez-del-Valle A., Hernández-Lerma O., “Nonstatio-
nary Discrete-Time Deterministic and Stochastic Control Systems
with Infinite Horizon”. International Journal of Control. Vol. 83, pp.
1751-1757. 2010.

[14] Hernández-Lerma O., “Adaptive Markov Control Processes”.
Springer-Verlag. 1989.

[15] Hernández-Lerma O., Lasserre J. B., “Discrete-Time Markov Con-
trol Processes: Basic Optimality Criteria”. Springer-Verlag. 1996.

[16] Hernández-Lerma O., Lasserre J. B., “Further Topics on Discrete-
Time Markov Control Processes”. Springer-Verlag. 1999.

[17] Hinderer K., “Foundation of Non-stationary Dynamic Programming
with Discrete Time Parameter”. Springer-Verlag. 1970.

[18] Iida T., Mori M., “Markov Decision Processes with Random Hori-
zon”. Journal of the Operations Research. Vol. 39, pp. 592-603. 1996.

[19] Ilhuicatzi-Roldán R., Cruz-Suárez H., “Rolling Horizon Procedures
for the solution of an Optimal Replacement Problem of n-Machines
with Random Horizon”. Investigación Operacional (por aparecer).

[20] Ilhuicatzi-Roldán R., Cruz-Suárez H., “Optimal Replacement in a
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