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Introduccion

En los problemas de control se estudia un sistema dindmico cuyo
comportamiento es influenciado o regulado por un cambio conveniente
en algunas de las variables del sistema, las cuales son llamadas variables
de control o decision. Los controles que son aplicados en un tiempo dado
son seleccionados de acuerdo a reglas conocidas como politicas. Adicio-
nalmente se tiene una funciéon de rendimiento u objetivo, la cual mide o
evalia en algin sentido la respuesta del sistema a la politica utilizada. De
esta manera, el problema de control éptimo es determinar una politica
que optimice la funciéon de rendimiento.

La clase de sistemas estocasticos controlados en tiempo discreto son
conocidos como Procesos de Decisién de Markov y su teoria también es
identificada con los nombres de optimizacién secuencial estocéstica, con-
trol estocastico en tiempo discreto o programacion dinamica estocéstica.
Referente a éstos, trata el presente trabajo de tesis.

Desde sus inicios, en 1950, los Procesos de Decisién de Markov pro-
porcionaron una gran area de investigacion con una teoria rica y con
diversas aplicaciones. De hecho, los Procesos de Decision de Markov pro-
porcionan herramientas basicas para el analisis de muchos problemas en
ingenieria (véase [24]), economia (véase [22]), finanzas (véase [29]), inte-
ligencia artificial (véase [31]), telecomunicaciones (véase [2]), entre otras.

La técnica de programacion dinamica, la cual es fundamental para
el andlisis de los Procesos de Decisién de Markov, fue estudiada sis-
temdaticamente por Bellman en su libro Dinamyc Programming (véase
[5]), asi como en muchos de sus articulos. Sin embargo, los expertos con-
sideran que el primer estudio sobre los Procesos de Decisién de Markov
es la investigacién sobre juegos estocésticos realizada por Shapley (véase
28)).



Los Procesos de Decision de Markov son usualmente estudiados con-
siderando un horizonte finito y cuando éste es suficientemente grande, se
modela usando un horizonte infinito. Sin embargo, existe la posibilidad
de que factores externos obliguen a concluir el proceso antes de lo pla-
neado. De esta manera, es necesario considerar al horizonte como una
variable aleatoria, la cual puede ser independiente del proceso. Esta clase
de aleatoriedad en el horizonte puede ayudar a modelar, por ejemplo, la
bancarrota en una modelo econémico, la falla de un sistema en ingenieria
o una catdstrofe natural en biologia (véase [4] p. 267, [12], [21], [23] v [27]
p. 125).

Otro enfoque para este tipo de problemas, consiste en suponer al hori-
zonte medible con respecto a la filtracién del proceso de control (horizonte
dependiente del proceso). Bajo este supuesto, una clase de problemas son
estudiados considerando al horizonte como un tiempo de paro (véase [8]).
Igualmente, es posible estudiar problemas de paro éptimo en el contexto
de los Procesos de Decision de Markov bajo el supuesto de dependencia
del horizonte (véase [3] y [27]).

Los Procesos de Decisién de Markov considerando horizonte aleatorio
independiente han sido estudiados ampliamente cuando la distribucion
del horizonte tiene soporte finito (véase [18], [21] v [23]), y en el caso
de soporte infinito se resuelve el problema sélo cuando el horizonte tiene
una distribucién geométrica (véase [4] p. 267 y [27] p. 126).

En este trabajo de tesis, se retoma el estudio de los Procesos de De-
cision de Markov con horizonte aleatorio independiente del proceso, con-
siderando una distribucién arbitraria para el horizonte, principalmente
de soporte infinito. De manera general, se supone que los espacios de
estados y de acciones son de Borel y la funciéon de costo por etapa no
necesariamente es acotada. Cabe senalar que estos tltimos supuestos no
se han considerado en articulos previos referentes al tema (véase [18] y
[23]). El objetivo principal de esta tesis es caracterizar soluciones éptimas
para el problema de control.

Como es observado en [18], el problema con un horizonte aleatorio de
soporte infinito, puede estudiarse de forma equivalente como un proble-
ma descontado con factor de descuento no homogéneo o variante en el
tiempo con horizonte infinito. La importancia que han adquirido los pro-
blemas descontados, motiva a estudiar el problema con horizonte aleato-
rio siguiendo precisamente la idea del factor de descuento no homogéneo.
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Entonces, la solucién éptima (funcién de valor y politica éptima) del
problema de control con horizonte aleatorio es caracterizada a través de
técnicas usuales de programacién dindmica (véase [13] y [17]). Ademas,
se muestra un resultado que permite acotar la funcién de valor éptimo
del problema con horizonte aleatorio por la funcién de valor 6ptimo de
un problema descontado con factor de descuento fijo.

En este trabajo de tesis, también se incluyen aplicaciones de los re-
sultados obtenidos en distintos problemas practicos, por ejemplo, se ha
resuelto un problema de reemplazo éptimo con horizonte aleatorio. El
problema de reemplazo surge principalmente en los grandes sistemas
productivos, en donde se desea determinar estrategias de reemplazo de
méquinas u otros dispositivos, con el fin de incurrir en costos (recom-
pensas) minimos (maximas). Este problema ha sido de gran interés y se
ha modelado de diferentes formas (véase [9], [25] y [30]). El ejemplo de
reemplazo de maquinas presentado en el trabajo de tesis es una extension
del modelo propuesto en [6] p. 7, ahora considerando un sistema formado
por n-maquinas en vez de una maquina y horizonte aleatorio en vez de
horizonte finito. El horizonte aleatorio en este tipo de problemas puede
justificarse debido a la asociacién que tienen con los grandes sistemas
productivos, por ejemplo, pensando en una bancarrota o en un cambio
brusco en la produccién debido a los constantes cambios en las necesi-
dades del consumidor. Entonces, para el problema de reemplazamiento
6ptimo con horizonte aleatorio, cuando la distribucion del horizonte tiene
soporte finito, se determina una estrategia 6ptima. En el caso de soporte
infinito, se implementa la técnica de horizonte rodante para hallar una
aproximacion de la solucion 6ptima.

El trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:
en el Capitulo 1, se presenta la teoria basica de los Procesos de Deci-
sion de Markov. En el Capitulo 2, se muestran algunos antecedentes de
los Procesos de Decision de Markov con horizonte aleatorio y se plan-
tea formalmente el problema de control 6ptimo correspondiente. En este
capitulo se establece una equivalencia entre los Procesos de Decision de
Markov con horizonte aleatorio y los Procesos de Decisién de Markov
con horizonte finito o infinito, dependiendo si la distribuciéon del hori-
zonte tiene soporte finito o infinito, respectivamente; por lo que en el
Capitulo 3 se estudian los Procesos de Decision de Markov con horizonte
aleatorio cuyo soporte es finito y en el Capitulo 4 se aborda el caso donde



el horizonte tiene soporte infinito. Cada uno de estos capitulos incluyen
sus respectivos ejemplos. Finalmente se presentan las conclusiones.
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Capitulo 1

Preliminares

Los conceptos bésicos sobre los Procesos de Decisién de Markov pre-
sentados en este capitulo han sido retomados de [15], sin embargo, tam-
bién se pueden consultar, por ejemplo, en [7] y [27]. De [15] es retomado
el Teorema 4.2.3 y presentado en este capitulo como el Teorema 1.1, el
cual caracteriza la solucion 6ptima del problema de control éptimo des-
contado con horizonte infinito. El resultado mencionado serd requerido
en el Capitulo 4.

1.1. Conceptos Basicos

Definicién 1.1 Un modelo de control de Markov es una quintupla
(X, A, {Ax) : 7 € X},Q.¢)
donde

a) X es llamado el espacio de estados (el cual, en este trabajo de tesis,
se considera como un espacio de Borel, esto es, un subconjunto
Boreliano de un espacio métrico separable y completo);

b) A es llamado el espacio de acciones (también considerado como un
espacio de Borel);

c) {A(z) : © € X} es una familia de subconjuntos no vacios A(x) de
A medibles, donde A(x) denota el conjunto de controles o accio-
nes admisibles cuando el sistema estd en el estado v € X, con la
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propiedad de que el conjunto de parejas admisibles estado-accion
K:={(z,a) v € X,a € A(x)}
es un subconjunto medible de X x A.

d) Q es un kernel estocdstico sobre X dado K llamado la ley de tran-
sicion. Es decir, es una funcion @ : B(X) x K — R, donde B(X)
es la o-dlgebra de Borel de X, tal que Q (- | k) es una medida de
probabilidad sobre X para cada k € Ky Q(B|-) es una funcion
medible sobre K para cada B € B(X).

e) ¢c: K— R es una funcion medible, llamada la funcién de costo por
etapa.

Observacién 1.1 En muchos casos, la ley de transicién puede ser espe-
cificada mediante una ecuacion en diferencias de la siguiente forma:

Ti4+1 = F(xh atv€t)7

t =0,1,2,..., donde zg es el estado inicial y {&} es una sucesion de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que to-
man valores en un espacio Boreliano S y tienen distibucion comin p,
independiente del estado inicial. Entonces, la ley de transicion () es dada
por

QBlr.) = [ 1a(F(o,0,9)n(ds)
S
donde I5(+) denota la funcién indicadora del conjunto B.

Sea (X, A, {A(z) : x € X},Q,c) un modelo de control de Markov y
para cadat = 0,1,... se define el espacio H; de historias admisibles hasta
el tiempo ¢t como

HO = X,

Ht::KtXX:KXHt_L

parat=1,2,....
Un elemento arbitrario h; de H;, el cual es llamado una t-historia, es
un vector de la forma

ht = (3307 Qgy -« oy Tg—1, A1, xt)7

con (x;,a;) € K, parai=0,1,...,t —1yx € X.
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Definicién 1.2 Una politica de control es una sucesion m = {m;,t =

0,1,...} de kérneles estocdsticos m; sobre el conjunto de control A dado
H; tal que

Tt (A(SE})’ ht) = 17
ht EHt,tZO,l,....

El conjunto de todas las politicas es denotado por II.

Sea ® el conjunto de todos los kérneles estocdsticos ¢ tales que
¢ (A(x)|x) = 1 para todo z € X, y sea F el conjunto de todas las
funciones medibles f : X — A tales que f(z) € A(x) para todo z € X.
Las funciones en F son llamadas selectores de la multifuncién z — A(x).

A continuacién se presenta una clasificaciéon de las politicas.

1)

Una politica se dice que es Markoviana Aleatorizada si existe una
sucesion {;} de kérneles estocdsticos p; € @ tales que

(- | he) = ¢i(- | ) paratodo hy € Hy, t=0,1,2,....

Una politica se dice que es Estacionaria Aleatorizada si existe ¢ €
d tal que

(- | he) = ¢(- | ) paratodo hy € H;, t=0,1,2,....

Una politica se dice que es Determinista si existe una sucesion {g; }
de funciones medibles ¢g; : H; — A tal que, para todo h; € H; y
t=0,1,2,..., g(hy) € A(xy) y (- | hy) estd concentrada en g;(hy),
es decir

(C' | he) = Ic[g:(ht)] para todo C' € B(A).

Una politica se dice que es Markoviana Determinista si existe una
sucesion { f;} de funciones f; € F tal que m (- | hy) esté concentrada
en fi(xr;) € A(x;) para todo hy € Hy, t = 0,1,2,.... El conjunto
de todas las politicas deterministas Markovianas es denotado por
HDM-
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5) Una politica se dice que es Estacionaria Determinista si existe una
funcién f € F tal que m(- | hy) estd concentrada en f(z;) € A(z:)
para todo hy € H;, t =0,1,2,.... El conjunto de todas las politicas
deterministas estacionarias es denotado por Ilpg.

Sea (€2, F) el espacio medible formado por el espacio muestral canéni-
co ) = Hy = (X x A)>® y F la o-dlgebra producto correspondiente.
Los elementos de €2 son sucesiones de la forma w = (o, ag, z1,a1,. . .)
conx; € X yay € A para todot =0,1,2,.... Las proyecciones x; y a;
de Q2 a los conjuntos X y A son llamadas variables de estado y accidn,
respectivamente.

Sea m = {m} una politica arbitraria y p una medida de probabilidad
arbitraria sobre X, llamada distribucién inicial. Entonces, por el Teorema
de C. Tonescu-Tulcea (véase [15]), existe una tinica medida de probabili-
dad P sobre (£, F) cuyo soporte es H, i.e., P7(Hy) = 1. El proceso
estocdstico (€2, F, PT,{x:}) es llamado proceso de control o decisién de
Markov en tiempo discreto.

El operador esperanza con respecto a P es denotado por Ej. Si u
estd concentrada en un estado inicial z € X, entonces Py y EJ son es-
critos como P] y E7. respectivamente.

Un criterio de rendimiento o una funcién objetivo permite medir la
efectividad de una politica. En la literatura comunmente se encuentran
considerados los que a continuacion se definen.

a) Costo total esperado. Seaw € [l yx € X. El costo total esperado
con horizonte finito N se define por

" el ar) + cN<xN>] |

t=0

J(m,z) = E7

donde cy es una funcién medible en X, llamada funcion de costo
terminal.

b) Costo total esperado descontado. Sea w € [l y x € X. El costo
total esperado descontado con horizonte infinito se define por

oo
Z ale(wy, ap)
=0

v(m,x) = ET

Y
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donde « € (0,1) es llamado factor de descuento.

En seguida, se presentan algunos conceptos, los cuales serdan conside-
rados en las suposiciones durante el desarrollo del trabajo de tesis.

Definicién 1.3 Una funcion ¢ : K — R se dice ser semicontinua infe-
riormente en a € A(z) para cada x € X si

liminf ¢(z, a,) > c(x,a),
n—oo

para cualquier sucesion {a,} en A(z) tal que a, — a. La funcion c se
dice ser semicontinua inferiormente sobre A(x) si es semicontinua infe-
riormente en cada punto de A(x). Una funcion ¢ es semicontinua supe-
riormente si y solo si —c es semicontinua inferiormente.

Definicién 1.4 Una funcion ¢ : K — R se dice ser inf-compacta sobre
K si el conjunto {a € A(x) : c(x,a) < r} es compacto para cada x € X
yreR.

Definicién 1.5 Un kernel estocdstico Q) se dice ser débilmente continuo
st la funcion v definida como

J(,0) = /X v(y)Q(dy | .a),

es continua y acotada sobre K para cada funcion continua y acotada v
sobre X. Q se dice ser fuertemente continuo si la funcion v’ es continua
y acotada sobre K para cada funcion medible y acotada v sobre X.

1.2. Proceso de Decision de Markov Des-
contado con Horizonte Infinito

Considere el modelo de control de Markov (X, A, {A(z) : z € X},Q,¢)
y como funcién de rendimiento el costo total esperado descontado, esto

Zatc(xt,at)] . (1.1)
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Defina la funcién de valor éptimo como

V(z) := inf v(m, x), z € X.

mell

El problema de control éptimo descontado consiste en encontrar una
politica 7* € II tal que

v(r ) =V(x), zeX.
En este caso, m* es identificada como una politica optima.

Considere la siguiente suposicion:

Suposicién 1.1  (a) La funcion de costo por etapa ¢ es semicontinua
inferiormente, no negativa e inf-compacta sobre K.

(b) La ley de transicion Q) es fuertemente continua.
(¢) Eziste una politica 7 tal que v(mw, x) < 0o, para cada r € X.

El conjunto de todas las politicas que satisfacen la Suposicién 1.1(c)
es denotado por I1°.

Para resolver el problema descontado, se considera la Suposicion 1.1
y los subproblemas truncados hasta la etapa n, conn = 1,2, 3, ..., siendo
el criterio de rendimiento el siguiente:

Z a’e(zy, at)] : (1.2)

vp(m, ) = EL

t=0

Entonces, la funcién de valor 6ptimo para cada subproblema queda defi-
nida como
Vo(x) == inf v, (7, x), z € X.

mell

De acuerdo con el método de iteracion de valores (véase [15]), se tiene
que

V@) = o
Vo) = min lea) +a [ Vi o). (3
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reX,n=12,3,...

Luego, el Lema 4.2.8 en [15], garantiza que lim, . V,.(z) = V(2)
para todo x € X, obteniéndose de esa manera la funcién de valor éptimo
para el problema descontado con horizonte infinito. Cabe senalar que el
método de iteracién de valores funciona sélo para modelos homogéneos
en el tiempo, ya que dicha propiedad es la que permite utilizar de manera
iterada las funciones de valor éptimo V,, (véase (1.3)).

El Teorema 1.1 caracteriza la funciéon de valor 6ptimo del problema
descontado con horizonte infinito y permite hallar la politica 6ptima, una
vez que se haya determinado la funcién de valor éptimo. La demostracion
puede consultarse en [15].

Teorema 1.1 Suponga que la Suposicion 1.1 se cumple, entonces

(a) La funcion de valor dptimo V' del problema de control dptimo des-
contado satisface la siguiente ecuacion de optimalidad:

V(z) = min [c(m,a) + a/ V(y)Q(dy | x,a)} , ve X, (1.4)
acA(zx) X

Yy st u es otra solucion de la ecuacion de optimalidad, entonces

u>V.

(b) Eziste un selector f, € F tal que f.(z) € A(x) logra el minimo en
la ecuacion (1.4) para todo x € X, es decir,

Vi) = (e, fu(x)) + / V)QUy |z fu2),  (15)

X

y la politica determinista estacionaria f>° es optima; reciprocamen-
te, si f° € llps es dptima, entonces se satisface (1.5).

(c) Sim* es una politica tal que v(7*,-) es una solucion a la ecuacion
de optimalidad (1.4) y satisface que

lim o"E7 [v(7*,2,)] =0, 7 € I°, x € X,

n—oo

entonces v(w*,-) =V (-); por lo tanto 7*es dptima.

(d) Si existe una politica éptima, entonces es estacionaria determinista.
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Capitulo 2

Procesos de Decision de
Markov con Horizonte
Aleatorio

En este capitulo se mencionan algunos antecedentes de los Procesos
de Decision de Markov con horizonte aleatorio, en el contexto del presente
trabajo de tesis. También, se establecen las condiciones bajo las cuales
es estudiado el problema de control 6ptimo con horizonte aleatorio y se
plantea formalmente dicho problema.

2.1. Antecedentes

En la literatura se encuentran referencias en donde se estudian pro-
blemas de control a tiempo discreto con horizonte aleatorio, modelados
mediante la teoria de los Procesos de Decision de Markov. Sin embargo,
se han considerado las siguientes condiciones restrictivas: distribucién de
probabilidad arbitraria para el horizonte con soporte finito o distribucién
geométrica (distribucion de probabilidad con soporte infinito).

Por ejemplo, en [27], como ya se mencioné en la introduccion, se
analiza el problema de control 6ptimo con horizonte aleatorio en el caso
en que el horizonte tiene distribucion geométrica y se observa que éste
coincide con el problema de control éptimo descontado con horizonte
infinito, mostrando una equivalencia entre los criterios de rendimiento
correspondientes a cada problema. En [27], se consideran espacios de
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estados y acciones discretos.

En [23], se estudia un problema de consumo-inversién con incertidum-
bre en el horizonte usando un modelo de control de Markov, en donde,
el principal objetivo es analizar el consumo inicial 6ptimo con respecto
a diferentes distribuciones del horizonte con soporte finito. Para ello se
supone un orden en las distribuciones de probabilidad de acuerdo con
un factor de riesgo identificado en dichas distribuciones y se demuestra
que a mayor riesgo en la distribucion del horizonte, menor es el consumo
inicial 6ptimo. También en [23], de manera introductoria, se menciona el
caso en que la distribucion del horizonte tiene distribucién geométrica.

Otro articulo que considera aleatoriedad en el horizonte con soporte
finito es [21], en donde se resuelve un problema de tipo lineal-cuadrati-
co (LQ) matricial con horizonte aleatorio. Los problemas LQ se aplican
principalmente en ingenieria, en donde el costo total puede ser interpre-
tado como una abstraccion de la energia. El problema es referido en este
caso como problema regulador L(Q) (por ejemplo véase [24]).

Una referencia que estudia el problema suponiendo una distribucion
arbitraria para el horizonte es [18], en donde se considera el proceso
de decisiéon de Markov no homogéneo con horizonte aleatorio, espacio
de estados numerable y funcién de costo por etapa acotada. En dicho
articulo se hacen observaciones sobre la verdadera problematica referen-
te a la obtencién de la solucién 6ptima en el caso en que la distribucion
del horizonte tenga soporte infinito. En este caso, el problema con ho-
rizonte aleatorio se identifica con un problema de horizonte infinito no
homogéneo, para el cual en general no es posible encontrar una solucion
exacta. Entonces, como una alternativa encontrada en la literatura, se
proporciona un algoritmo basado en la técnica de horizonte rodante para
aproximar la politica éptima (o e-6ptima) cuando el soporte de la dis-
tribucién del horizonte es infinito, dando como ejemplo una aplicacién a
modelos de control de inventarios.

Considerando estos antecedentes del problema de control 6ptimo con
horizonte aleatorio, recuérdese que uno de los objetivos principales de
este trabajo de tesis es abordar casos mas generales que los ya estudiados,
haciéndolo principalmente en dos sentidos:

1. Suponiendo espacios de estados y acciones de Borel y costos por
etapa no acotados.

18



2. Considerando una distribucién arbitraria para el horizonte (de so-
porte finito o infinito).

2.2. Planteamiento del Problema

Sea 7 una variable aleatoria discreta asociada a un espacio de pro-
babilidad (€', F', P). Suponga que la distribucién de 7 es conocida, da-
da por P(r = t) := p, t = 0,1,2,...,T, donde T es un niumero en-
tero positivo o T = oo. Considere un modelo de control de Markov
(X, A {A(x) : x € X},Q, ¢) y defina como criterio de rendimiento

) (myz):=FE

5]

t=0

m € I, z € X, donde FE denota el valor esperado con respecto a la
distribucién conjunta del proceso {(zy,a¢)} y 7.

47 es identificado como un costo total esperado con horizonte aleato-
rio.

Luego, considere el correspondiente problema de control éptimo. Para
ello, defina la funcién de valor 6ptimo como

J7(x) := inf j7 (7, x), (2.1)

mell

r e X.

De esa manera, el problema de control éptimo con horizonte aleato-
rio consiste en encontrar una politica 7* € II tal que j7(7*, x) = J7(x),
reX.

Considere la siguiente suposicion.

Suposicién 2.1 Para cada x € X y 7 € 11 el proceso inducido {(xy, a;) |
t=0,1,2,...} es independiente de T.
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Entonces, bajo la Suposicion 2.1 se tiene que

J(mx) = E Zc(mt,at)]

Lt=0

n

T

— ZE;;

n=0

= ZZ E:Tcr[c(ﬂft,&tﬂpn

t=0 n=t

Z Py C(l’t, at)] ) (2-2)

t=0

C(xtv at)] Pn

t=0

= ET

mell, z € X, donde P, := Z::tpn =P(r>t),t=0,1,2,...,T. Con
esto se muestra una equivalencia entre un problema de control éptimo
con horizonte aleatorio 7 y un problema de control éptimo con horizonte
T + 1, con costo por etapa no homogéneo dado por P;c y costo terminal
igual a cero.

Debido a las diferentes técnicas utilizadas en cada caso, se tiene la
necesidad de abordar el problema de manera separada, destinando el
Capitulo 3 para el caso T' < oo y el Capitulo 4 para el caso T' = oo.

A continuacién presentamos dos casos interesantes encontrados en la
literatura, los cuales motivan el presente trabajo de tesis.

[. Obsérvese que cuando el horizonte tiene distribuciéon geométrica,
con parametro p, 0 < p < 1, tenemos que P(17 = n) = pg", n =
0,1,2,..., donde ¢ = 1 — p. Por lo tanto,

Po= Y pg"
n=t
= pg' > q",
n=0

t

= g
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IL.

t = 0,1,2,.... Entonces, sustituyendo P, en (2.2), se obtiene el
criterio del problema descontado con horizonte infinito con factor
de descuento igual a ¢ (véase (1.1) en el Capitulo 1), tal y como se
ha mencionado en [18], [23] vy [27]. En este caso puede aplicarse el
Teorema 1.1. De esta forma se sustenta la idea de que un problema
con horizonte aleatorio, aun con otra distribucién, pueda estudiarse
como un problema descontado, siendo ésta la manera en que se ha
abordado el problema.

Cuando el horizonte tiene distribucién binomial negativa con parame-
tros py r =2, donde 0 < p < 1, esto es,

24+n—1 n
P(T:n):( >p2q ;

n

n=20,1,2,..., con g =1 — p, resulta que

[e.e]

Po= ) (n+1)p'g"

n=t

= p¢ Z(n +t+1)¢"

n=0

9 q t—l—l)
= pq +
(ﬂ—QP l1—gq

= ¢+ (1-9(t+1),

sustituyendo P, en (2.2), se obtiene que

a(qv(ﬂ, x))

]T(Trv w) = qv(ﬂ,x) + (1 - q) aq )

donde v es el criterio de rendimiento para el problema descontado
con factor de descuento ¢ dado en (1.1). El resultado sélo permi-
te expresar el criterio de rendimiento del problema con horizon-
te aleatorio en términos del criterio de rendimiento del problema
descontado con horizonte infinito y, obviamente, no se sigue una
relacion similar entre las respectivas funciones de valor 6ptimo. En
la Seccién 2 del Capitulo 4, se logra establecer una relacién entre
la funcion de valor 6ptimo de un problema con horizonte aleatorio
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de soporte infinito con la funcién de valor éptimo de un problema
descontado con horizonte infinito, bajo una condicién en la distri-
bucién del horizonte.
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Capitulo 3

Procesos de Decision de
Markov con Horizonte
Aleatorio de Soporte Finito

En este capitulo se estudia el caso en que la distribucién del horizonte
tiene soporte finito, es decir, cuando T' < 4o00. En este caso, el proble-
ma de control 6ptimo puede resolverse mediante programacion dinamica.
En la primera seccion de éste capitulo se proporciona el teorema corres-
pondiente a programacion dinamica adaptado al problema con horizonte
aleatorio en el contexto dado. En la segunda seccién se muestran dos
ejemplos en donde se ha aplicado el resultado.

3.1. Solucién por Programacién Dinamica

Recuerde que el criterio original para el problema de control 6ptimo
con horizonte aleatorio es

J(mx):=FE
t=0

> e, at)] ,

m € Il y x € X, donde 7 es una variable aleatoria con distribucién
conocida tal que P(t =t) = p;, t = 0,1,2,....,T, y que la funcién de
valor éptimo es denotada por J7(z), z € X.
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Suponga que T' < +4o00. Entonces, como ya se observé en (2.2), en
este caso el criterio de rendimiento se reduce al siguiente:

Z P, C(ﬁt, at)] )

t=0

mell,z € X, donde P, = P(1 > t).

Considere la siguiente suposicion.

Suposicién 3.1  (a) La funcion de costo por etapa c es semicontinua
inferiormente, no negativa e inf-compacta en K

(b) La ley de transicion Q) es fuertemente continua o débilmente con-
tinua.

El siguiente teorema proporciona la ecuacion de programacién dinami-
ca que permite resolver el problema de control 6ptimo con horizonte alea-
torio cuando la distribucién del horizonte tiene soporte finito (7' < 00).

Teorema 3.1 Sean Jy, J1, ..., Jy41 funciones sobre X definidas por
JT+1<.T) =0
yparat="TT —1,...,0,

Ji(z) == min {Ptc(m,a)—l- /

acA(x) X

T (0)QUdy | aza)} L aeX. (1)

Bajo la Suposicion 3.1, estas funciones son medibles y para cada t =
0,1,....,T, existe f; € F tal que fi(x) € A(z) alcanza el minimo en (3.1)
para todo x € X, esto es

J(x) = Prelr, fulx)) + / T (1)Qdy | 7. fi(2)),

X

x e X yt=0,1,...,7T. Entonces la politica Markoviana determinista
7™ ={fo,..., fr} es dptima y la funcién de valor dptimo estd dada por

J(z) =77 (7",z) = Jo(x),
r e X.
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Demostracién. Sea m = {m;} una politica arbitraria y defina

T
Z Puc(xy,, an)

n=t

Ct<7T, ZZ') =FE7

xt::c] , t=0,1,..,7T,

Crii(m,z) == 0.

Observe que

J (m,x) = Cy(m, x). (3.2)

Ahora, se demostrara por inducciéon que para todo © € X'y t =
0,1,..,T+1
Cy(m,z) > Ji(x)

yconm=m"

Cy(r*, z) = Jy(x).
Realizando induccién hacia atras, se tiene que parat =T + 1
Crii(myz) =0= Jryi(x).
Luego, suponga que para algin ¢t =TT —1,...,0
Ciia(myx) > Jpa(x), z€X.

Ahora,

Ct(ﬂ',flf) = FE7

T
Pye(xy, a4) + Z Poe(xy,an) | 2 = x]

_ / [ptc(w,a) 4 /X :cm(w,y)@(dy | >} m(da | x),

y por la hipodtesis de inducciéon
Glrw) = [ |Petwa)+ [ hawQi] o] na o

A X
> min [Ptc(x,a)—i-/

acA(z) X

Ji1(y)Q(dy | z, a)]

Por lo tanto se concluye que Cy(m, x) > Jy(x).
Por otro lado, si Cyi(m,z) = Jepa(x), o € X con m = 7%, m(- | he)
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es la medida de Dirac concentrada en fi(z;), entonces se mantiene la
igualdad en los calculos anteriores, obteniendo Cy(7*, z) = Ji(z). Luego,
si Cy(m,x) > Ji(z), en particular para t =0y de (3.2)

g7 (m, ) = Jo(x)

y param=T7"
jT<7T*7*T) = JO(I)v

quedando probado de esa manera el Teorema 3.1. ®

El siguiente cambio de variable permitira analizar el problema de
control 6ptimo con horizonte aleatorio como un problema descontado con
factor de descuento variante en el tiempo, en el caso T = oo presentado
en el Capitulo 4. Sea Ury1(x) := Jpi1(z) y

_ Ji()

Ut(l') = Pt y

t=0,1,2,...,T, con P, = P(7 > t). Sustituyendo en (3.1), se obtiene la
siguiente expresion:

PU(x) = min {Ptc@,aw / mlzfm(y)@(dyma)],

a€A(x)
de donde, considerando que P, > 0, se obtiene que

Uy(x) = min [c(x,a>+P = /X Ut+1(y)Q(dy|x,a)].

a€A(x)

Como Py =1, se tiene que
U(](ZE) = Jg(l‘)

Entonces la ecuacién de programacién dindmica (3.1) es equivalente a

U(#) = min {c<x,a>+at / Ui )Qdy | 2.0)| . (33)
acA(x) X
donde P
o =~ t=0,1,2,...,T. (3.4)



Ademas, obsérvese que puede obtenerse la siguiente interpretacion pro-
babilistica:

Pir>t+1,7>1)

P(r>1)
= Plr>t+1|7>1).

3.2. Ejemplos

En esta seccion se presentan dos modelos en donde se ha resuelto el
problema de control 6ptimo con horizonte aleatorio, suponiendo que la
distribucién del horizonte tiene soporte finito.

3.2.1. Modelo Lineal-Cuadratico (LQ) con Horizon-
te Aleatorio

Considere X = A = A(x) = R. En este tipo de modelos, la funcién
de costo es dada por la siguiente forma cuadratica:

c(x,a) = q* + ra’,

(z,a) € K, donde ¢ > 0y r > 0. La ley de transicién es inducida por una
ecuacién en diferencias (véase Observacion 1.1), generalmente expresada
de la siguiente manera lineal:

Tp1 = Y2 + PBag + &,

t=0,1,2,...,7, con xg conocido. En este caso, 7,3 € Ry {&} es una
sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das que toman valores en S = R con funcién de densidad A continua y
acotada, tal que E[§] =0y E[¢}] = 0% < 400, donde & es un elemento
genérico de la sucesion {&}. Ademds, se supone que la distribucién del
horizonte 7 tiene soporte finito, esto es P(1 = k) = py, k =0,1,2,.... T,
T < .

Lema 3.1 FEl Modelo L@ con horizonte aleatorio satisface la Suposicion
3.1.
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Demostracion. Obviamente, ¢ es no negativa y continua. Luego, sea
Ayx(c) :={a € A(z) : ¢(x,a) < A}, A € R. Entonces,

0 si A< qa?
{0} si A = qa?

[—\ / —’\_7‘,”2, \/—A_f”‘a] si A > qa?

Como A,(c) es compacto para cada = € R, se tiene que ¢ es una funcién
inf-compacta en K. Resta probar que la ley de transicién es fuertemente
continua. Sea v : X — R una funcién medible y acotada. Observe que

A)\(C) =

o(z,0) = /X o(y)Q(dy | .a)

= /OO v(yx + Ba + s)A(s)ds.

o

Haciendo el cambio de variable u = yx + Sa + s, se obtiene que

V(z,a) = /OO v(u)A(u — yx — Ba)du.

oo

Sea {(zg, ax)} una sucesion tal que limy_, o (2, ax) = (2/,a’). Por el Teo-
rema de la Convergencia Dominada y por ser A continua, limy_,o. v'(zy, ax) =
v'(2’,a), por lo tanto v" es continua sobre K y acotada. Asi, la ley de
transicién para el Modelo LQ es fuertemente continua. m

Lema 3.2 La politica optima 7 y la funcion de valor optimo J7 para
el modelo LQ) con horizonte aleatorio son dadas por © = (fo, f1,..., f1),
donde: CroB

filz) = tCiq1

= t=T,T—1,...,0,
r+ a,Cri1 5?2 ’

y J7(z) = Cox® + Dy, v € X, donde las constantes Cy y D, satisfacen las
siguientes relaciones de recurrencia:

CT+1 = 07

C 2y’
c — qr + o.Cei1 (gf ‘HW)’ t=T,T—1,...,0,
7’+OétCt+152
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Dryy = 0,
-Dt - at(0t+102+Dt+1)7 t:TJT_ 17"'707
con
P(r>t+1)
P(t >1t)

ap =

Demostracién. En este caso, usando (3.3), la ecuacién de programacién
dindmica resulta ser la siguiente:

U(x) = glelﬂlg [q2” +1a® + 4 E[Upy1 (v + Ba+ €)]] - (3.5)

Para t = T en (3.5), con Uryi(z) = 0, se obtiene que fr(x) = 0y
Ur(z) = q2?, x € X.
Para t = T — 1, sustituyendo Ur en (3.5), se obtiene que

Ur_1(x) = rréiﬂgl [q2® + ra® + ar_1 E[q(vz + Ba + €)?]]
— meiﬂg [qz® + ra® + ar_19(v*2* + f2a® + 2vfax + 0?)]
=min [(r + ar-1g8%)a® + 207r19yBra + (ar-197” + 9)2” + ar1g07]

derivando la expresion entre corchetes con respecto a la variable a e
igualando a cero para la minimizacion, se obtiene que

fra(z) = —ap_1Cryp3 -
=1 r+ap_Crf2

donde Cr = q. Por lo tanto Ur_y(z) = Cr_12* + Dy_1, donde

qr + ar_1Cr(qB* + rv?)

Cr_4 =
=1 r+ ap_1Crf32

_ 2
y Dr_1 = Crar_0°.
Continuando con este procedimiento, se sigue que

f (x) _ —OéT—QCT—Wﬁ
= r 4+ ap_oCr_132
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v Ur_1(z) = Cp_92*® + Dr_5, donde

qr + ar_oCr_1(qB* + rv?)

Cr_o =
= T+ ap_oCp_q 52

y Dr_o = ar_o(Cr_10* + Dr_y).
Finalmente, con ¢t = 0, se obtiene que

. —apC1yB
fO(m) N T+ OZ00152$7

y Up(z) = Coz* + Dy, donde

_qr 4+ aCi(gB” +177)
N r+ 0400152

v Dy = ap(C1o*+ Dy). Como la Suposicién 3.1 se cumple, queda demos-
trado el Teorema 3.1. m

Co

3.2.2. Problema de Reemplazo ()ptimo con Hori-
zonte Aleatorio: un Ejemplo Numérico

En este ejemplo, se considera un sistema formado por n maquinas y
por simplicidad se puede suponer que las maquinas son similares y fun-
cionan idependientemente una de otra. Para cada méaquina se identifica
un proceso estocastico de deterioro independiente, cuyos posibles niveles
de deterioro son denotados por 1,2,3,..., D, donde se supone que D es
un numero entero positivo. El nivel uno indica que la maquina esta en
perfectas condiciones y se considera que el nivel ¢ es mejor que el nivel
i+1,:=1,2,3,...,D—1.

Suponga que la matriz de probabilidades de transicion P = (p; ;) pxp
es conocida (idéntica para las n-mdaquinas por ser similares), donde p; ;
representa la probabilidad de que una maquina pase del nivel ¢ al nivel j.
Debido a que una maquina no puede pasar a un mejor nivel de deterioro,
se tiene que p; ; = 081 j <.

Sea g : {1,2,3,...,D} — R una funcién conocida, donde ¢(i), i =
1,2,3,..., D representa el costo de operacién de una maquina cuando se
encuentra en el i-ésimo nivel de deterioro. Para esta funcién g se supone
que



es decir, se supone que g es no decreciente.
También, se considera que al inicio de cada periodo de tiempo puede
tomarse una de las siguientes dos acciones:

a) operar la k-ésima maquina, k = 1,2,...,n, con el nivel de deterioro
en que se encuentra durante ese periodo de tiempo, o

b) reemplazarla por una nueva pagando un costo fijo R > 0.

Ademas, considere que el horizonte de operacion del sistema es alea-
torio, y puede ser asociado con una variable aleatoria 7 independiente
del proceso seguido por el sistema, cuya distribucién de probabilidad
P(r=1t)=p, t=0,1,2,...,T, es conocida, donde T' es un nimero
entero positivo.

De esa forma, el problema de reemplazo 6ptimo consiste en determinar
politicas de reemplazo que minimicen el costo total de operacién del
sistema. Dicho problema se ha modelado como un problema de control
6ptimo con horizonte aleatorio de soporte finito. A continuacién se define
el modelo de control de Markov correspondiente al problema de reemplazo
optimo.

Para definir el espacio de estados X, obsérvese que al inicio de un
periodo de tiempo arbitrario, el estado del sistema puede registrarse me-
diante el arreglo (dy,ds,...,d,) donde di, k = 1,2,... n, representa el
nivel de deterioro con el cual la k-ésima maquina esta operando. Asi,

X ={(dr,ds,....d)|ds € {1,2,.... D}k =1,2,... ,n}, (3.6)

donde la cardinalidad de X es D".

Para definir el espacio de acciones A, puede considerarse como una
accién el siguiente arreglo: (a,as, ..., a,) con ar = 0 0 ap = 1, donde
a = 0 significa dejar que la k-ésima méquina opere con el nivel de
deterioro d. y a; = 1 significa reemplazarla. Por lo tanto

A= A(x) ={(ar,a9,...,ay)|ar € {0,1},k =1,2,... n}, (3.7)

donde su cardinalidad resulta ser 2".

Luego, para una maquina arbitraria k, sea P? = (p?vj)DXD la matriz de
transicién del proceso de deterioro cuando la maquina no es reemplazada.
Obsérvese que P° = P. Sea P' = (p; ;) pxp la matriz de transicién cuando
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la maquina es reemplazada. En este caso, p},j =1,sij=1y pi{j =0
en otro caso (con seguridad, cuando la maquina k es reemplazada, pasa
al nivel uno o de perfectas condiciones). Defina Q* = (gf;)pnxpn» como
la matriz de transicién del estado ¢ al estado j del sistema, cuando la
accién a € A es tomada, 7,j € X. Por la independencia de los procesos
de deterioro de las maquinas, se tiene que

(a1:a27~~~:au) _ n
q(il7i2,~~~,in),(j17j27~-~,ju) - p(illl,jl .p?;,jz o .p?nvjn' (38)
De ese modo queda determinada la ley de transicién para el proceso de
control de Markov.
Finalmente, se debe definir la funcién de costo por etapa. Para ello
obsérvese que para cualquier periodo de tiempo ¢

n
c(xy, ap) = Z Y(Thty Aht),
k=1

donde

_Jglake) st =0
y(mk,t,ak,t) = { g(1)+ R si ap: = 1.

En este caso zy,; y ax,; representan el estado y la accién en el tiempo ¢
de la méaquina k, respectivamente.

Por lo tanto, la funcion objetivo para el problema de reemplazo 6pti-
mo esta dada por la siguiente expresion:

> e, at)] ,

t=0

J(mz):=FE

mell y x € X, donde 7 es el horizonte de planeacién del problema.

Entonces, usando el Teorema 3.1 de este capitulo, la politica 6ptima
de reemplazo se obtiene a partir de la siguiente ecuacién de programacion
dinamica:

Jria(z) = 0,
M) = min [P+ X g, 69
yeX
t=0,1,...,7, donde Jy(z) es el valor 6ptimo esperado correspondiente

al estado inicial x.

32



Observacion 3.1 La suposicion de medibilidad y existencia de selectores
en el Teorema 3.1 se cumple, debido a que X y A son finitos (véase [27],

p. 90).

Para iterar la ecuacién (3.9) se ha implementado un programa en
Matlab para facilitar los calculos numéricos. Dicho programa es presen-
tado en el Apéndice de este trabajo de tesis como el programa A.1.

A continuacién se presenta el algoritmo que se siguié para la elabo-
racion del programa.

1. Introducir los siguientes datos:

= n, el nimero de maquinas.
= D, el niimero de niveles de deterioro.

= P, la matriz de probabilidades de transicion del proceso de
deterioro de una maquina.

= ¢(i), el costo por operar una méquina con el nivel de deterioro
i,i=1,2,3,...,D.

= R, el costo por unidad reemplazada.

s T, el valor maximo que puede tomar el horizonte.

m o, t=1,2,3,..., T distribucion de probabilidad del horizonte.
2. Construir el espacio de estados X, usando (3.6).

3. Construir el espacio de acciones A, usando (3.7).

4. Calcular las matrices de transicién Q* para cada a € A, por medio
de (3.8).

5. Obtener la politica éptima y la funcién de valor 6ptimo, como sigue

5.1. Hacer t =T + 1y Jy(x) = 0 para cada x € X.

5.2. Sit = 0, terminar, entonces J;(z) es la funcién de valor 6ptimo
y {fo, f1,---, fre1} es la politica 6ptima. En otro caso, ir al
paso 5.3.
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5.3. Reemplazar ¢t por t — 1 y calcular J;(z) para x € X por medio
de la ecuacién

Ha) = min | Pele,a) + 3 Sl

a€A(x) vex

haciendo
ft(x) = a,

para algin

a € arg mil,e 4, [Ptc(x, a) + Z Jt+1(y)Q;,y:| :

yeX

Regresar al paso 5.2.
Ejemplos numéricos

Considere el problema de reemplazo éptimo con horizonte aleatorio y
los siguientes valores numéricos: n = 3, D = 3,

04 0.3 03
P=| 0 03 07 |,
0 0 1

g=1(5,7,29), R=4,T =6y p=(0.1,0.1,0.3,0.2,0.15,0.15).

En la Tabla 3.1, se presenta el costo total esperado éptimo para cada
estado inicial.

En la Tabla 3.2, se proporciona la accién éptima por etapa depen-
diendo del estado en que se encuentre el sistema.

Adicionalmente se ha establecido lo siguiente: Para un ntmero de
maquinas n, considere el estado de perfectas condiciones del sistema como
el estado inicial, esto es g = (1,1,...,1)nx1. Sea J7(xg) el valor éptimo
esperado para el problema de reemplazo 6ptimo correspondiente. En la
Tabla 3.3, se muestra el valor esperado éptimo para distintos valores de
n, cuya grafica es mostrada en la Figura 3.1.

Note que existe una aparente relacion lineal entre el nimero de maqui-
nas y el valor esperado 6ptimo, con estado inicial zy. Ademas, puede

34



Estado inicial | Valor éptimo | Estado inicial | Valor éptimo
x Jr(x) x Jr(x)
111 67.8226 112 70.4790
113 70.4790 121 70.4790
122 73.1353 123 73.1353
131 70.4790 132 73.1353
133 73.1353 211 70.4790
212 73.1353 213 73.1353
221 73.1353 222 75.7917
223 75.7917 231 73.1353
232 75.7917 233 75.7917
311 70.4790 312 73.1353
313 73.1353 321 73.1353
322 75.7917 323 75.7917
331 73.1353 332 75.7917

333 75.7917

Tabla 3.1: Valor 6ptimo para cada estado inicial

observarse que en este caso particular, es posible escribir la siguiente
relaciéon:

JI(ZL’()) = 1’1(]{(1’0)

En un caso mas general, considere la Tabla 3.4, la cual muestra los
valores 6ptimos esperados para todos los posibles estados iniciales cuando
se tiene una maquina. Entonces, computacionalmente puede verificarse
que con un estado inicial, zg = (di,ds,...d,), para distintos valores de
n, n > 1, se tiene que

Ji(xg) = J7(dr) + J{ (d2) + ...+ J{ (dy),

lo cual permite dividir al problema con n-méaquinas en n problemas de una
séla maquina (resultado que no se probé teéricamente, por estar fuera de
los objetivos de la tesis), reduciendo el problema de la dimensionalidad.
Cabe senalar, que el programa presenta dificultades relacionados con las
dimensiones de los arreglos necesarios para el guardado de la informacion
con D = 3 niveles de deterioro y un ntimero de méaquinas n > 5.
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Etapa 1 2 3 4 ) 6
Estado

111 000(000/000]0001000]000O0
112 000j]0001000j000(001|0O01
113 001j]001/001}]001(001{001
121 000[{000|000|000|010{0160
122 000(0001000j0001011]011
123 001/001({001}001{011|011
131 010{010/010]0101010]010
132 010/010({010}010|011]011
133 011j0114011}011(011{011
211 000(000/000]0001100]100
212 000(0001000j0001101]101
213 001/001(001}001|101]101
221 000(000/000j0001110]110
222 000j0004000}j00O0(111|111
223 001/001(001}001 111|111
231 010/010({010(010]110|110
232 010/010({010}010|111|111
233 01r1jo0114011}j011 (111|111
311 100{100(100|100]100]100
312 100{100}100]100}]101|101
313 101(101}101{101 101|101
321 100(100(100(100|110|1160
322 100({100{100|100)111 111
323 101101101101 }111 111
331 110{110(110110]110]110
332 110{110}(110}110}111 111
333 111111111111 }111 111

Tabla 3.2: Politicas éptimas
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Ja (20)
22.6075
45.2151
67.8226
90.4301
113.0377

UL W N 3

Tabla 3.3: Valor éptimo con estado inicial o = (1,1,1) para diferentes
valores de n

100

80

60

I (xy)

40+

201

Figura 3.1: Valor éptimo con estado inicial 2o = (1,1,1) como una fun-
cion de n

Estado inicial | J7(z0)
Lo

1 22.6075

2 25.2639

3 25.2639

Tabla 3.4: Funcion de valor éptimo para una maquina

Presentamos a continuacién otro ejemplo considerando una maquina,
con una distribucién uniforme discreta sobre el conjunto {0,1,2,...,49}
para el horizonte, 5 niveles de deterioro y la siguiente matriz de proba-
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bilidades de transicidén:

0.1 03 0.3 0.2 0.1
0 02 03 03 0.2
0 0 02 03 05
0 0 0 06 04
o o0 0 0 1

P =

Los resultados obtenidos son para cada una de las dos siguientes funciones
de costo: g1 = (5,6, 10,25,50) y g2 = (5,6,7,35,50).

Para la funcion de costo gy, la politica 6ptima se resume a lo siguiente:

= No reemplazar la maquina en cualquier etapa estando en el nivel 1
o 2.

= Reemplazar la maquina en cualquier etapa estando en el nivel 3, 4
o 5.

Por lo tanto, podria decirse que el nivel éptimo de reemplazo es el 3.

Para la funcién de costo g, se obtiene como politica éptima lo si-
guiente:

= No reemplazar en cualquier etapa estando en el nivel 1 o 2.

= No reemplazar en la etapa 0 a la 45 y reemplazar en las restantes
estando en el nivel 3.

= Reemplazar en cualquier etapa estando en el nivel 4 o 5.

Con esto, queremos hacer notar que no siempre puede determinarse
un nivel 6ptimo de reemplazo. En general, tal y como se menciona en
el Teorema 3.1, la politica 6ptima es Markoviana determinista y sélo en
casos particulares parece ser estacionaria.

Finalmente, senalamos dos aspectos que pueden modificarse en el mo-
delo de reemplazo 6ptimo para generar otros posibles problemas.

Primeramente, podrian suponerse que los procesos de deterioro pa-
ra las maquinas son tunicamente independientes sin pedir idénticamente
distribuidos, lo cual permitiria considerar sistemas formados por maqui-
nas no necesariamente similares. Una segunda modificacion es, considerar
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costos no lineales de reemplazo de las méquinas, pensando por ejemplo,
que podrian considerarse descuentos en el reemplazo de maquinas al ma-
yoreo. Ambas modificaciones pueden realizarse haciendo ligeros cambios
en el programa.
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Capitulo 4

Procesos de Decision de
Markov con Horizonte
Aleatorio de Soporte Infinito

En este capitulo se estudia el problema de control 6ptimo con horizon-
te aleatorio en el caso en que la distribucién del horizonte tiene soporte
infinito, esto es, cuando T = 400. Aqui se muestra una caracterizacién
de la funcién de valor 6ptimo y se garantiza la existencia de la politica
optima. También se presenta una aplicacién de los resultados téoricos en
una aproximacion de la solucion del problema de reemplazo 6ptimo de
maquinas, presentado en el capitulo anterior. Ademads se proporcionan
condiciones sobre la distribucién del horizonte para poder acotar la fun-
ciéon de valor 6ptimo del problema con costo total esperado y horizonte
aleatorio mediante la funcién de valor éptimo de un problema con costo
total esperado descontado y horizonte infinito.
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4.1. Existencia de la Politica Optima y Ca-
racterizacion de la Funcion de Valor
()ptimo

En el caso en que T' = 400, se tiene que

Z P, C(xt, Gt)] ) (4-1)

t=0

J(mx) = EJ

TellyxeX.
Obsérvese que P, = HZ:O ag_1,t=0,1,2,..., donde se ha considera-
doque a1 :=F=1ya, k=0,1,2,..., es definido en (3.4).

Entonces,
00 t
77 ( ZH a_16(wy, ay ] ) (4.2)
=0 k
rellyxre X.
Sea v} (m, ) el valor esperado del costo total de la etapa n en adelante,
n=20,1,2,..., aplicado a (4.2) con la condicién inicial z,, = =, donde z

es un elemento genérico de X. Esto es,

[e’s) t
v (mx) = ZHaklc(xt,at)]
t=n k=0
= HOék 1E ZHOék 1Cl’t,@t],
t=n k=n
mell xe X.

Obviamente se tiene que vj(m,z) = y7(m,x), x € X. Por lo tanto,
el andlisis de estas ultimas funciones, proporcionaréd resultados para el
criterio original, y para llevar a cabo el proceso de optimizacioén, para

cadan =0,1,2,..., es suficiente considerar
[ee] t
v (m,x) = Z H ag_1¢(xe, at)] : (4.3)
t=n k=n
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rell,ze Xy
V7T(z) := inf v] (7, x). (4.4)
well

También, hacemos notar que la expresién (4.3) puede interpretarse
como el valor esperado de un costo total descontado, en donde el factor
de descuento es oy, t = 0,1,2,... (factor de descuento no homogéneo),
y si se considera el factor homogéneo, es decir, que ay = «, para toda
t =0,1,2,..., se obtiene el criterio descontado. En los resultados pre-
sentados, puede hacerse esta simplificacion, quedando éstos de acuerdo
con la teoria establecida para el problema descontado, bajo los supuestos
considerados.

Para N >n > 0, defina

N ot
vy, y(m,x) = E} Z H ag_1c(xy, at)] : (4.5)
t=n k=n
conmtell,re X,y
n,N(x) = 71rI€11£[ Un,N(va)7 (46)

reX.
Considere la siguiente suposicion:

Suposicién 4.1 (a) La funcion de costo por etapa c es semicontinua
inferiormente, no negativa e inf-compacta en K y la ley de transi-
cion @ es fuertemente continua o débilmente continua (igual que
la Suposicion 3.1).

(b) Eziste una politica m € 11 tal que )" (m,x) < oo, para cada x € X.

El conjunto de todas las politicas m € II que satisfacen la Suposicion
4.1(b) se denota por II°.
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Observacién 4.1

i) En la Suposicién 4.1, se supone que la funcién de costo es no nega-
tiva. Esta suposicion puede cambiarse, sin pérdida de generalidad,
pidiendo ¢ acotada por abajo. A saber, si ¢ > m para alguna cons-

tante m, entonces el problema con costo por etapa ¢ := ¢ — m,
el cual es no negativo, es equivalente a un problema con costo por
etapa c.

ii) Observe que si ¢ > m y si la Suposicién 4.1(b) se cumple, como
g (m,x) > mz P, = mZ(l +t)pe = m(1l+ E|7]),
t=0 t=0

entonces F[r] < oo. Reciprocamente, en el caso en que c es acotada,
si E[r] < oo, entonces la Suposicion 4.1(b) se cumple.

Los Lemas 4.1 y 4.2 mostrados a continuacion son similares a los Le-
mas 4.2.4 y 4.2.6, en [15], respectivamente. Las pruebas correspondientes
se presentan unicamente por completitud del trabajo de tesis.

Lema 4.1 Para cada N >n > 0, sea w, y w, n funciones sobre K, las
cuales son no negativas, semicontinuas inferiormente e inf-compactas
sobre K. St w, n T wy, cuando N — oo, entonces

lim min w, y(z,a) = min w,(z,a),
N—o0 acA(x) a€A(x)

reX.
Demostracién. Como w, y T w, cuando N — oo, se tiene que

lim min w,y(z,a) < min w,(z,a),
N—oo acA(x) a€A(x)

x € X. Para probar la desigualdad contraria defina

ln = li i n )
(z) Am min w w~l(za) oy
wr(x) = ag&) wy(z, a),
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x € X. Considere x € X arbitrario fijo y defina los siguientes conjuntos.
Apn i ={a€ Ax) :wun(z,0) <l (z)}, N=n+1n+2n+3,...,
A, ={a € A(x) : wy(x,a) = w;(x)}.

Por la hipétesis de inf-compacidad y como w, x 1w, cada uno de estos
conjuntos resulta ser no vacio y compacto, ademas se tiene que A4, x | A,.
Para cada N > n, la Proposiciéon D.6 en el Apéndice de [15], garantiza
la existencia de a, y € A, n tal que

Wy N (T, G n) = min w, n(z,a). (4.7)
a€A(x)

Por la compacidad y como A, y | A,, existe a,, € A, y una subsucesion
{ann,} de {a, N} tal que a, N, — a,. Luego, como {w, y} es mondtona
creciente, para cualquier N > n, se tiene que

wn,Ni (:C7 an,NZ') Z wn,N(.T, an,Ni)u
para todo N; > N. Por (4.7), se obtiene que

min_ wy, n, (QJ, CL) > wn,N(xa an,Ni)'
acA(x)

Haciendo 7 — oo y por la semicontinuidad inferior de w,, n, resulta que
In() > wun(z,an),
lo cual, por tener que w, y T wy, implica que
ln(z) > wy(x,a,) = w)(x).

Como se consideré x arbitrario, la desigualdad es valida para todo z € X,
concluyendo asi la demostracién. m

Definicién 4.1 Sea M(X)* el cono de las funciones medibles no nega-
tivas sobre X . Para cadaw € M(X)", T,u,n=0,1,2,..., es el operador
sobre X definido como

Tou(z) = min [c(x,a)mn /X u(y)Q(dy|x,a)],

a€A(x

reX.
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Lema 4.2 Considere que la Suposicion 4.1 (a) se cumple. Para cada
we M(X)T, Tyue M(X)t. Ademds, existe f, € F tal que

Toulz) = (e, falx)) + o / wW()Qdy | 7, ful2)),

X
reX.

Demostracién. Considere la Suposicién 4.1 (a) con la ley de transicién
() débilmente continua y sea u € M(X)*. Por ser () débilmente continua
Jx u(y)Q(dy | x,a) resulta ser medible no negativa. Como la suma y el
minimo de funciones medibles no negativas es medible no negativa se
concluye que T,u € M(X)*. Ahora se probard que la funcién

0 /X w()Q(dy | x.0) (48)

es semicontinua inferiormente sobre A(z) para todo x € X. Para ello,
sea u; una sucesion de funciones medibles continuas acotadas sobre X
tal que ug, T u, y sea a’ una sucesién en A(z) que converge a a € A(x).
Entonces, por ser () débilmente continua

liminf [ w(y)Q(dy | z,a") > liminf | w(y)Q(dy | z,a")

=00 X =00 X
- / w(y)Qdy | z,a),
X

para toda k. Haciendo & — oo, por el Teorema de la Convergencia
Monotona, se obtiene que

liminf /X wW()Qdy | x.d) > / w(y)Q(dy | 2, a),

l—00 X

esto es (4.8) es semicontinua inferiormente. Como la suma de dos fun-
ciones semicontinuas inferiormente resulta ser también semicontinua in-
feriormente, se concluye que

W(a.0) = clz,) + o, [ u()Qldy] 2,0)

X

es semicontinua inferiormente. Entonces, por la Proposicién A.1(c) en
el Apéndice de [15] el conjunto D := {a € A(z) : u/(z,a) < r} es
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compacto para cada x € X y r € R, teniendo que v es inf-compacta en
K. Finalmente, usando la Proposiciéon D.6 dada en el Apéndice de [15]
se obtiene el resultado. La prueba cuando () es fuertemente continua es
de manera similar, el caso se presenta en [15]. ®

Lema 4.3 Considere que la Suposicion 4.1(a) se cumple y sea {u,} una
sucesion en M(X)™.

(a) Siu, > Thupi1, n=0,1,2,..., entonces u, > V7, n=0,1,2,....

(b) St u, < Thunir y

n+N
Jim E7 H aj—1Un+N(fEn+N)] =0, (4.9)
j=n
n=0,1,2,..., 7 €I’ entonces ap_1u, < V7, n=0,1,2 ...

Demostracién.

(a) Sea {u,} una sucesién en M(X)" tal que u, > T,u,1, entonces,
por el Lema 4.2

un(2) > ez, falz)) + / tnn()Q(dy | . fula)),

X

x € X. Iterando esta desigualdad, se obtiene que

wle) = BT [ean ful) + 0 T eseloe ilwn)
+ [T e Ex [ulan)], (4.10)

j=n+1

r € X, con
E7 [u(zy)] = /X w()QV (dy | 2a. fuln)),

donde QN (- | @, fn(,)) denota el kernel de transicién de N-pasos
del proceso de Markov {z;} cuando se usa la politica 7 = {fi},
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iniciando en la etapa n. Como u es no negativa, o, < 1y z, = x,
se obtiene de (4.10) que

N-1 t
Un<33) 2 E;r an—lc($n>fn(xn)) + Z Haj—lc<xt7ft(xt))
t=n+1j=n
Por lo tanto, haciendo N — oo, resulta que
un(x) 2 vy (m, @) 2Vl (2),

r e X.

Suponga que u, < T,u,+1, n=0,1,2,.... Entonces

un(x) < oz, a,) + an/XunH(y)Q(dy | z,a,), (4.11)

m={ax} € II, x € X. Ahora, usando la propiedad Markoviana, se
obtiene que

Ly

n4t+1
H ajflun+t+1($n+t+l) | Ponyts Qnyt

Jj=n

= IJ o / tnse1 (9)Q(y | s )
X

= Haj—l (C($n+t> () + 0‘”+t/ U441 (Y)Q(dY | T, an—i—t))
X

Jj=n
n+t

- H ajflc($n+t7 an+t)-

Jj=n
Utilizando la desigualdad (4.11), se sigue que
n—+t

HOéj—l (C($n+t7 nyt) + an+t/ Unrt41(Y)Q(dY | Ty, an+t))
, X
j=n

n+t
> H Ut (Tpie)

j=n
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Equivalentemente,

n+t
H ajflc(mnﬁf» anth)
j=n
n+t+1 n+t
™
> = H Oéj—lEx [Un+t+1(In+t+1)|hn+t7 an—i—t] - H Oéj—1un+t($n+t)
j:n j:n
De esa manera, tomando esperanzas y sumando sobret =0,1,2,..., N—

1, se obtiene que

No1 Nt N+n—1 t
Z ET lH ajlc(:cn+t,an+t)] = Z E7 LH ozjlc(:ct,at)]
t=0 j=n

t=n j=n
n+N
> Qo qUn(T) — H 1 BT [tnyn (Tnin)]-

j=n
Haciendo N — oo y usando (4.9), se sigue el resultado.

Lema 4.4 Considere que la Suposicion 4.1 se cumple. Entonces, para
cadan>0yzxze X,

an(@) TV () cuando N — oo
y VT es semicontinua inferiormente.

Demostraciéon. Usando la siguiente ecuacion de programacion dindmica

Ui(x) = min [c(x,a) —l—at/XUtH(y)Q(dy | z,a)|, (4.12)

a€A(x)

parat =N —1,N—2 ... ,n, con Uy(x) =0, z € X, (véase (3.3)), por
medio del Teorema 3.1 se obtiene que

J,N(x> - Un(l'),

Vin(x) = Us(x)

s
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para n < s < N. Ademas, se puede probar por induccién hacia atras
que Us, n < s < N, es semicontinua inferiormente y por lo tanto V7 y(-)
también es semicontinua inferiormente.

Luego, obsérvese que para t = n, (4.12) se escribe como

(o) = min [eloa) 4o [ Vi@ [e0)| . (413
a€A(x) X
Ademas, por la no negatividad de ¢, para cadan = 0,1, 2, ..., la sucesién

{Vaon : N =n,n+1,...} es no decreciente. Esto implica que existe una
funcién u, € M(X)™ tal que para cada = € X,

Vo n(x) T un(z), cuando N — oo.
Ahora, se probard que V' (x) = u,(z). Claramente se tiene que

V;,N(‘r) S ,U;,N(ﬂ-ax) S U;(W,I‘)7

x € X y m e ll. Por lo tanto

N > n, entonces
u, <V, .

Ademas, como u, es el supremo de una sucesion de funciones semi-
continuas inferiormente, también resulta ser semicontinua inferiormente.
Usando el Lema 4.1 y haciendo N — oo en (4.13), se obtiene que

up(z) = min) [c(:z:,a) + ay, /Xuml(y)@(dy | z,a)], (4.14)

a€A(z
n=0,1,2,... y x € X. Finalmente, por el Lema 4.3 (a) se tiene que
Uy, > V7,

obteniendo que
U, =V,

concluyendo de esta manera la prueba del Lema 4.4. m

Teorema 4.1 Considere que la Suposicion 4.1 se cumple, entonces
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(a) la funcion de valor dptimo VT, n = 0,1,2,..., satisface la ecuacion
de optimalidad

Vi(x) = min) {c(:v,a) + an/XVnTH(y)Q(dy | z,a)|, (4.15)

ac€A(x

r € X, ysi{u,} es cualquier otra sucesion que satisface la ecuacion
(4.15), entonces u, > V.

(b) Eziste una politica 7 = {f, € F | n > 0} tal que, para cada
n=0,1,2,..., el control f,(x) € A(z) alcanza el minimo en (4.15),
1.€.

VJ(?U):C(%fn(I))ﬂL%/ Vin(W)Q(dy |z, fu(z)),  (4.16)

X

x € X, y la politica ™ es optima.

Demostracién.

(a) La prueba del Lema 4.4 garantiza que la sucesion {V,7} satisface la
ecuacién de optimalidad en (4.15), y por el Lema 4.3 (a), si {u,}
satisface

un(z) = min [C(l’»a) +an/xun+1(y)Q(dy | fcaa)} :

a€A(z
se concluye que u,, > V.

(b) la existencia de f, € F que satisface (4.16) es asegurada por el
Lema 4.2. Ahora, iterando (4.16) con x,, = € X, se obtiene que

N-1 t
Vi) = EI |clan, fulz))+ Y |1 aj—lc<xt7ft(xt))]
t=n+1j=n+1
+ H Oéj_lE'z [u(mN)}
j=n+1
N-1 t
> EI ZH@jlc(xt:ft(xt))la
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n >0y N > n. Entonces, haciendo N — oo se obtiene que

Vil (@) = op (77, ),

n

r € Xy ={fi}. Ademds, en particular para 7*,

Vi (z) < v (7, ),

n

x € X. Por lo tanto, 7* es éptima.

De esa manera se ha probado el Teorema 4.1. m
A continuacion se presentan dos modelos para los cuales se cumplen
las conclusiones del Lema 4.4 y el Teorema 4.1.

1) Modelo LQ con horizonte aleatorio. Considere el modelo LQ
presentado en el Capitulo 3, ahora suponiendo que la distribucién
del horizonte 7 tiene soporte infinito con E[7] < oo.

Lema 4.5 El Modelo L(Q) con horizonte aleatorio satisface la Su-
posicion 4.1.

Demostracién. La Suposicién 4.1(a) se ha probado en el Capitulo
3. Ahora, para probar la Suposicién 4.1(b), considere la politica
estacionaria h(z) = —1x y xg = z € X. En este caso, al aplicar la

B
dindmica del sistema, esto es z;,1 = yx; + Ba; + &, tenemos que

T = 7$0+ﬁa0+50=7$—51$+50:fo

B
T, = 7x1+ﬁa1+€1vao—ﬁ%fm%lzﬁl
Ty = 7$2+5a2+§2=7§1—ﬁ%§1+52252

T = YT+ Bay—1 + &1 = €0 — ﬁ%ftz + &1 =&
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Entonces
J(hx) = Ej ZPt C(xtaat)]
| t=0
- 72
= Eg Zpt (q+7"§ >§t2—1
| t=0
_ v 2 S P
= q+r§ o Z t

_ (qwg_z ) (Bl + 1) < .

2) Modelo de Consumo-Inversién con funcién de utilidad de
tipo Logaritmo. Considere un inversionista, quien desea dividir
su riqueza actual z; entre una inversion a; y un consumo x; — a;
para cada periodot = 0,1, 2, ..., 7, donde 7 es una variable aleatoria
con un soporte infinito. Se supone A = [0,1] y que el conjunto de
inversiones admisibles esta dado por

o= {0 sz

En este caso el espacio de estados es X = [0,1]. La funcién de
utilidad es definida por

u(;p_a):{ én(:c—a) :iii(o(),l]

La relacién entre la inversion y el capital acumulado es dada por
Tip1 = @&y,

t=0,1,2,...,7 con zg = x € X, donde {&} es una sucesién de va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que
toman valores en (0,1), con funcién de densidad A continua, tal
que E[| In& || = K < o0, donde & es un elemento genérico de la
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sucesion {& }.

En el caso de maximizacion, se obtienen resultados equivalentes a
los ya mostrados con cambios adecuados en las suposiciones. Por
ejemplo, la Suposicién 4.1 debe cambiarse por la siguiente:

Suposicién 4.2 (a) La recompensa por etapa g es semicontinua
superiormente, no positiva y sup-compacta sobre K.

(b) Q es fuertemente o débilmente continuo.

(¢) Eziste una politica © € 11 tal que j"(m,x) > —oo para cada
reX.

Lema 4.6 El Modelo de Consumo-Inversion con funcion de utili-
dad de tipo Logaritmo satisface la Suposicion 4.2.

Demostracién. Sea A)(u) = {a € A(x) : u(zx —a) > A}, A € R.
Observe que, para x =0

{0} siA<0
AA(W_{@ siA >0

y, para x € (0, 1]

0,2 —exp(N)] siA<Inz
siA>Inx.

Ay(u) = {

Como A (u) es cerrado y compacto para cada = € X se tiene que
u es sup-compacta y usando la Proposicién A.1 en el Apéndice
de [15], también es semicontinua superiormente. Asi, la Suposicién
4.2(a) se cumple.

Ahora, sea v : X — R una funcién continua y acotada y defina

V) = [ owQly|a.a)
= /Olv(as)A(s)ds,
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r € X ya € A(z). Realizando el cambio de variable u = as, se
obtiene que

V'(x,a) = /00 v(u)[[o,a](u)A(g>d—u,

oo a’/ a

sia # 0y v(r,0) = v(0). Como A es continua, v' es continua
para a # 0. Sea {a,} una sucesién arbitraria tal que a, — 0,
ast limy, o0 V' (2, a,) = limy, 00 fol v(a,s)A(s)ds = v(0), entonces v’
es continua para a = 0. De esa manera, se verifica que v’ es continua
y acotada sobre K para cada funcién continua y acotada v sobre
X, i.e. @ es débilmente continua. Por otro lado, usando h(x) = 0,
xr € X, se obtiene que j7(h,z) = Bplnz > —co, z € X. =

Considerando al problema de horizonte aleatorio como un proble-
ma no homogéneo en el costo, puede utilizarse como una alternativa de
analisis la transformacion de un modelo no homogéneo a un modelo ho-
mogéneo (véase [14] p. 13). En [13] se hizé el estudio del problema no
homogéneo (sin considerar no homogeneidad en el factor de descuento)
mediante ambas técnicas: la utilizada en este trabajo de tesis y la ante-
riormente mencionada. Entonces, se hace la observacion de que efectiva-
mente se puede obtener nuevamente el mismo teorema que caracteriza
a la solucion optima pero de una forma aislada, esto es, sin resultados
previos. La técnica elegida para este trabajo de tesis proporciona incluso
metodologias para determinar la solucién 6ptima, tal y como lo muestra
el Lema 4.4.

4.1.1. El Procedimiento de Horizonte Rodante

El Lema 4.4 puede ser aplicado para obtener J7 = V{J, como el limite
de la sucesién {V{7y}. Pero, en la préctica hallar este limite es bastante
complicado debido a la no homogeneidad del problema. El Lema 4.4 y
el Teorema 4.1 deberan usarse conjuntamente para determinar la solu-
cion 6ptima, no obstante, quedan como dos importantes resultados de
existencia de la solucién 6ptima. Sin embargo, obsérvese que el Lema 4.4
puede ser aplicado para aproximar J7 en casos practicos. Para aproximar
¥, por ejemplo, puede utilizarse el procedimiento de horizonte rodante,
el cual es presentado a continuacién con la finalidad de utilizarlo en un
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ejemplo posterior.
El Procedimiento de Horizonte Rodante

El procedimiento de horizonte rodante es el método mas comun apli-
cado en la practica para aproximar soluciones a problemas de control
6ptimos no homogéneos con horizonte infinito (véase [32]). Primero se fija
un horizonte N, luego se procede a resolver el problema correspondiente
de N periodos y se implementa la primera decision éptima encontrada, se
rueda hacia adelante un periodo y se repite el procedimiento a partir del
estado actual y asi sucesivamente. Enseguida, se presenta el algoritmo de
horizonte rodante.

Algoritmo
1. Hacer m =0y n = N.

2. Hallar la politica 7* = (7, 7% 1, ..., m,_;), la cual es éptima para
los periodos de m a n, y sea m,, = 7.

3. Hacerm=m+1lyn=n+1

4. Regresar al Paso 2.

La politica T = (7o, 71, T, - . .) s una politica de horizonte rodante.

La politica de horizonte rodante en algunos casos puede ser no 6pti-
ma, un ejemplo se presenta en [1]. También en [1] se proveé un error

tedrico para el procedimiento de horizonte rodante aplicado a procesos
de decision de Markov no homogéneos con horizonte infinito.

4.1.2. Una Aplicacion en la Aproximacion de la So-
lucion del Problema de Reemplazo Optimo

Considere el modelo de reemplazo éptimo de n-maquinas con hori-
zonte aleatorio presentado en el Capitulo 3, pero en este caso, suponga
que la distribucién del horizonte tiene soporte infinito.

Lema 4.7 El modelo de reemplazo optimo de n—madquinas con horizonte
aleatorio satisface la Suposicion 4.1.
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Demostracién. Como X y A son finitos, entonces la Suposicién 4.1(a)
se cumple. Ademas, existe M tal que c¢(x,a) < M para cada z € X y
a € A(z). Por lo tanto j"(m,z) < M >~ P = M (1+ E[r]). Como se
supone que E[r]| < 0o, entonces )7 (7, z) < oo para cadam € Iy z € X,
es decir, la Suposicién 4.1(b) se cumple. =

Implementacion del algoritmo de horizonte rodante en el
problema de reemplazo optimo de mdquinas

Se presenta unicamente la parte de la obtencién de la politica de
horizonte rodante, el programa completo se muestra en el Apéndice como
el Programa A.2.

1. Hacer n = 0.

2. Hacer t = N +1y Uy(z) =0 para cada x € X.

3. Sit = 0, hacer ]?n = fo, n = n + 1 y regresar al Paso 2. En otro
caso, ir al Paso 4.

4. Reemplazar t por t —1 y calcular U;(z) para cada x € X por medio
de la ecuacién

Ui(x) = min [c(m, a) + in Z Ut+1(y>q;,y:| ’ ’

a€A(x) vex

(véase (3.3)), haciendo
ft(x) = a,

para algin
a € arg minaeA(m) {c(m, a) + ayin Z Ut+1(y)qg,y:| .
yeXx
Regresar al Paso 3.

f= (ﬁ), Fiy fon- .) es la politica de horizonte rodante obtenida co-
rrespondiente a un N fijo, donde N es un numero entero.
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Ejemplo numérico

Considere el problema de reemplazo 6ptimo con horizonte aleatorio y
los siguientes valores numéricos: n = 3, D = 3,

04 03 0.3
P = 0 03 07 ],
0O 0 1
_ _ _ B A € e ) L A
g=(5,7,29), R=4,pp = P(r=k) = —tmmp F=0.1,2,..., donde

0 < p <1 conp=0.8 (Distribucién de tipo Logaritmo) y N = 20.

En la Tabla 4.1, se presenta la accién de horizonte rodante depen-
diendo de la etapa y el estado del sistema.

En este caso numérico, se observa que la politica obtenida es estacio-
naria (independiente del tiempo) y que es posible determinar un nivel de
reemplazo éptimo para cada maquina. En este caso, debe reemplazarse
una maquina si se encuentra en el nivel 3.

La funcién de valor éptimo se obtiene evaluando la politica de hori-
zonte rodante en el criterio de rendimiento.

Luego, el Teorema 4.4 garantiza que
Von(x) T J7 () cuando N — oo.

Entonces, para N* suficientemente grande V{y.(x) aproxima a J7(x),
x € X. Dicho valor puede ser usado como referencia para decidir si
una politica arbitraria puede ser utilizada para aproximar la solucién
optima, considerando una tolerancia de error. En particular, para una
politica de horizonte rodante, se podria obtener j7(7, ) y comparar con
Vo ns (x), z € X, pidiendo que la maxima diferencia no sobrepase el error
permitido.

En la Tabla 4.2, la columna nimero uno muestra la evaluacién sélo de
las primeras cinco acciones debido a que se hace presente en el programa
la maldicién de la dimensionalidad y no permite seguir evaluando (véase
[26]), v en la segunda columna se presenta una aproximacion de la funcién
de valor 6ptimo usando el Lema 4.4 con N* = 30. N* se determiné a
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Etapa 1 2 3 4 5 6 7
Estado
111 000000000 [OO0O|0O0O0O0|000|000O
112 000|000|00OO0|OOO|0O0O0O0|0O00|000O
113 001/001({001(001{001]001|001
121 000|/000(00O0[0OO0O0|0O0O0|000|000O
122 000000000 [OO0O|0O0O0O0|0O00|000O
123 001/001({001(001|{001]001|001
131 010/010(010({010{010{010|010
132 010/010(010(010{010{010|010
133 011{011}011(011}(011(011|011
211 000000000000 |0O0O0O0|000|000O
212 000|000|00OO0[OOO|0O0O0O|0O00|00O
213 001|/001({001(001|{001]001|001
221 000000000000 |0O0O0O0|0O000|00O
222 000000000 [0O0O0O0|0O0O0|000|000O
223 001/001({001(001{001]001|001
231 010/010(010(010{010{010|010
232 010/010(010(010{010{010|010
233 011{011}011(011}j011(011|011
311 100[{100{100{100|1001100(100
312 100(100{100{100|1001100(100
313 101|101(101{101{101]101]101
321 100[{100{100{100|1001100(100
322 100[{100[100{100|1001100(100
323 101(101(101{101{101]101]101
331 100[{100[100{100|1001100(100
332 110(110|110{110{110(110(100
333 111111111111 {111}j111}111

Tabla 4.1: Politica de horizonte rodante

partir de una diferencia no mayor a un € = 1 x 107 entre los valores
6ptimos sucesivos Vi y. (7) y Vi ye i ().

Es pertinente senalar que el programa fue elaborado en Maple, por
la bondad que presenta en la manipulacién de valores de gran precision,
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Estado inicial | j7(7,2) | Viy(2)
111 17.44943 | 17.45081
112 19.60531 | 19.60669
113 21.26398 | 21.26537
121 19.60531 | 19.60669
122 21.76119 | 21.76257
123 23.41986 | 23.42125
131 21.26398 | 21.26537
132 23.41986 | 23.42125
133 25.07854 | 25.07992
211 19.60531 | 19.60669
212 21.76119 | 21.76257
213 23.41986 | 23.42125
221 21.76119 | 21.76257
222 23.91707 | 23.91845
223 25.57574 | 25.57713
231 23.41986 | 23.42125
232 25.57574 | 25.57713
233 27.23442 | 27.23580
311 21.26398 | 21.26537
312 23.41986 | 23.42125
313 25.07854 | 25.07992
321 23.41986 | 23.42125
322 25.57574 | 25.57713
323 27.23442 | 27.23580
331 25.07854 | 25.07992
332 27.23442 | 27.23580
333 28.89310 | 28.89448

Tabla 4.2: Aproximacion de la funcién de valor 6ptimo

ya que para el célculo de los a4, t = 0,1,2,... fue necesario trabajar
hasta con 400 digitos. Aun asi, el programa obtiene la politica de hori-
zonte rodante en tiempo aceptable (aproximadamente 35 segundos para
el ejemplo mostrado). El principal problema que presenta, como ya se
menciond, es en la evaluacion de la politica de horizonte rodante, en don-
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de, se requiere de arreglos de tamano D™*=1) para la k-ésima etapa para
el guardado de la informacién.

4.2. El Problema de Control ()ptimo con
Horizonte Aleatorio como un Proble-
ma Descontado

En esta seccion, se proporciona una condicion que permite acotar al
problema con horizonte aleatorio 7 por un problema descontado apropia-

do.

Recuerde que oy, t =0,1,2..., se define como

Pt+1
t Pt ) ( )

donde P, = P(1 > t), y considere la siguiente suposicién.

Suposicién 4.3 {a;}2, C (0,1) es una sucesion tal que limy_,oo iy = &
y oy < a.

Observacion 4.2 En el caso de maximizacion, la suposicion correspon-
diente a la Suposicién 4.3 es la siguiente: {a;}2°, C (0,1) es una sucesién
tal que lim; ,oo cp = @y ap > a.

A continuacién se presentan dos ejemplos de distribuciones de proba-
bilidad para 7 que satisfacen la Suposicién 4.3.

(1—p)*+1
(k+1)Inp>

1. Considere 7 con distribuciéon de tipo logaritmo, i.e. pp = —

61



k=0,1,2,..., donde 0 < p < 1. Observe que

ZZim Pk

o = =
D et P
_ X Pt
Zzozt Pk
= 1= _ Pt
D e Ph
, (1— p)t+!
- - o (l—p)ttitl
E+D) > m
T e (1-pp
Zj:o 1+ti71
Por lo tanto
1
a=limao = = =1—p
o0 ijo(l - p)
Ahora, se verificara que ay_1; < oy para cada t = 1,2,3,..... Esto
es, se probara que
1 1
oo (I-p)y — oo (1-p)
S R SN T

0, equivalentemente que

— (1—p) = (1—p)
2 1+ 1 SZlthj—'l' 415

j=0 Jj=0

Como para cada 7 =0, 1,2, ... se satisface que
1 1

411+ L
t t+1

entonces se cumple (4.18), quedando completamente probada la
Suposicién 4.3.
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2. Sea 1 con distribucién binomial negativa, cuyos pararhetros son g
y r,donde 0 < ¢ <1yreN. En este caso,

a = 1— o’g—t
Zk:t Pk
(rt=1)!
= 1= o0 (rjr!t+j—1)1qj
D
_ L+ PE+d) -+
Sy (1+ B (14 22) (14 =g
de donde

1
o= llm&t:]_—T:q
t—00 Zj:Oq]

Ahora, se probard que oy > ;1. Esto es que

(r4t—1)! EHS:

1— L > 11— AL
oo (rt+t+j—1)lg7 — oo (r+t+j)!qd
Zj:o (t+5)! Zj:O (t+j+1)!

o equivalentemente que

(t+1)

(t+j+1)

entonces se cumple (4.19). Por lo tanto «; | a, entonces se satisface
la suposicion dada en la Observacion 4.2.

Ahora, considere el modelo de control de Markov (X, A, {A(z) : z €
X},Q,c) y el criterio de rendimiento como

o0
Z o}tc(xt, at)] ,
t=0
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mell,z € Xy a=limy o (véase la Suposicién 4.3). Sea

V(z) := inf v(m, z), (4.20)

mell

r e X.

El siguiente lema, permite acotar la funciéon de valor 6ptimo de un
problema con horizonte aleatorio mediante la funciéon de valor éptimo de
un problema descontado.

Lema 4.8 Considere que las Suposiciones 1.1(c), 4.1(a) y 4.3 se cum-
plen. Entonces J™(x) < V(z), z € X.

Demostracién. Por el Teorema 4.2.3 en [15], existe f € F tal que

V(x) = ofa, f(2)) + @ / V)QUy | 2. f(x)),  (421)

X

z € X. Iterando (4.21), se obtiene que

i dtc(iﬁt, f(zy))

+a"EL [V (2,)],

n>1,z € X, donde

B [V(z,)] = /X V()Q"(dy | 2, F(x)).

Q" (- | x, f) denota el kernel de transicién del proceso de Markov {x;} de
n-pasos cuando f € F es usada. Por la Suposicién 4.3, resulta que

—_
—_

n— n—

t
-t
ey, f( [T exscla, f (1) E Pie(zy, f(x))

t t k=0

Il
o
Il
o

por lo tanto

V(z) > Ef +a"El [V (x,)],

S P f(20)
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n>1,x € X. Como V es no negativa,

V(z) > ES

i Ptc(xn f(xt))] )

n > 1, x € X. Haciendo n — oo, resulta que
Vi(z) =5 (f,2) = J"(2),

reX. m

La siguiente parte se desarrolla con el objetivo de hallar la diferencia
entre las funciones que se han relacionado en el Lema 4.8. El resultado
se muestra en el Teorema 4.2, al final de esta seccién.

Sea f* € FF la politica 6ptima estacionaria del problema descontado
y considere la siguiente suposicion:

Suposicion 4.4 Ezisten numeros positivosm y k, con 1 < k < é, Y una
Juncion w € M(X)" tal que para todo (z,a) € K,

(a) c(x,a) <mw(z), y

(b) [xw(y)Qdy | z,a) < kw(z).

Observaciéon 4.3
i) La Suposicién 4.4 implica la Suposicién 4.1(b) (véase la Proposicién

4.3.1 en [15]).

ii) Observe que
ET [w(zy)] < Kw(x), (4.22)

t=0,1,2,...yx e X.
Para t = 0, (4.22) trivialmente se cumple, y para ¢t > 1, usando la
Suposicién 4.4(b), se obtiene que

Bz o) [ hevai] = [ w@)Qy | s, oci) < Fule).

X

Tomando esperanza de nueva cuenta, resulta que
ET [w(zy)] < kE] [w(xt_l)]. (4.23)

Iterando (4.23), se obtiene (4.22).
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Lema 4.9 Bajo la Suposicion 4.1(a), 4.3 y 4.4,

0< V(@) — (o) < mule) 3 ('~ P) B

Demostracion. Primeramente, observe que

> (= R) K < k)
t=0

t=

como 0 < ak < 1 por la Suposicién 4.4. Entonces, bajo la Suposicién
4.4(a) y la desigualdad (4.22), para una politica estacionaria f € F, se
obtiene que

o

U(fv SL’) - ]T<f7 37) = (Oét - Pt (xb f(‘rt))]

t=0

m Z (dt — P) B! [w(x)]
< muw(z) Z (dt —P)k

Tomando f = f*, donde f* es la politica éptima estacionaria del proble-
ma descontado, se concluye la demostracién. m
Sean D,, : K — R las funciones de discrepancia definidas como

IN

Dy(w.a) = cla.) + o [ Vi ()QUdy | 2,0) = Vi(a),
(xz,a) € K.

Teorema 4.2 Bajo la Suposicion 4.1(a), 4.3, 4.4 y si P(T < +00) =1,

V(z) — J7(z) < mw(x Z a' - P) kt+ZHak VET[Dy(x, )],

t= t=0 k=0
(4.24)

re X ymell
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Demostracion. Para x € X, por el Lema 4.9,

Vie) =J7(x) = Vi(e) =7y (f"2)+77(f"2) =T (2)
< muw(z) Z (" = P) K + 57 (f*,2) — J(2).

t=0

Ahora, param el y z € X,

vp(mx) = Ej ZHak—lc(xhat)]

Lt=n k=n

co t
= Ej ZHak—lDt(xtaat)]

Lt=n k=n

co t+1

Z H -1 (/X Via(w)Q(dy | v, ar) — Vf(:&:))]

t=n k=n

_Eﬂ'

[e.e]

Z H Oék—lDt(fEt, at)

t=n k=n

0o t+1
Z (H O — 1E t+1 (Te41) |ht>at HOék Vi (e )]

= E7

—FT

T
t=n

oo

Z H Ofklet(%fa at)

t=n k=n

_Z [H Qe 1E Vi xt+1 HOék 1E )]] . (4.25)

= E7

Observe que, para algin entero positivo M,

Z [H ar 1 E7 [V (2e41)] HOék BT | )]]

t=n
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M—o0

M [t+1 ¢
= lim [H 1 BT Vi (m41)] — H ap1ET [V[(xt)]]
t= k=n k=n

M—o0

MA+1
= lim [H ax_1 BT [V]\}H(l’Mﬂﬂ — a1V (x,)
k=n

1 P s T T
= lim [ Ml pr (Vi (@as)] — anaVy] (xn)] ,

M—o00 n—1

y por la Suposiciéon P(1T < +00) = 1,

. Py
W B,
Entonces se obtiene en (4.25) que
oo t
v (m,x) = EX Z H ap_1Dy(xe, a) | + n_1 V. (24).
t=n k=n

Como a,,_1 <1y x=x,, se obtiene que

v (myx) = Vi(x) < Z H a1 BT [ Dy(2, ar)] .

t=n k=n

Finalmente, como vf(m,x) = j7(m, x), y tomando m = f*, se obtiene
(4.2). =m

Obsérvese que a partir de los resultados obtenidos en esta tultima
seccién, especificamente del Lema 4.8, y junto con el Lema 4.4, para N*
suficientemente grande se tiene que

Vone(2) < J7(2) < V(x), (4.26)

r e X.

En la practica, es dificil hallar la solucién éptima para el problema con
horizonte aleatorio en el caso de soporte infinito. Incluso se ha propuesto
una manera de aproximar la politica 6ptima mediante el procedimien-
to de horizonte rodante, auxiliado del Lema 4.4, uno de los resultados
teodricos principales del trabajo de tesis. En principio, la idea seria probar
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cualquier politica y utilizar (4.26) para decidir si es viable. Por ejemplo,
podria probarse la politica 6ptima estacionaria del problema descontado

f* en el problema de horizonte aleatorio, ya que el Lema 4.9 asegura que
() < V), z e X.
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Conclusiones

En la tesis presentada se estudié un problema de control éptimo con
el costo total esperado como criterio de rendimiento, en donde se consi-
derd al horizonte de planeacién como una variable aleatoria independiente
del proceso de control de Markov. Para ello, se supusieron espacios de
estados y acciones de Borel y costo por etapa no acotado, abarcando de
esta manera casos mas generales que los ya estudiados (véase [18]).

Otro aspecto importante fue considerar una distribucion arbitraria
para el horizonte, principalmente cuando ésta tuviera soporte infinito,
siendo este el caso menos abordado en la literatura por presentar cierto
grado de complejidad.

Sin embargo, el caso en que la distribucién del horizonte tuviera so-
porte finito, fue presentado de manera mas general en el Capitulo 3, por
los supuestos considerados en los espacios de estados y acciones, y la fun-
cion de costo, siendo esto necesario para el analisis del caso de soporte
infinito. Entonces, se garantizé la validez de la técnica de programacion
dindmica para la obtencién de la solucién 6ptima. En este mismo capitu-
lo, se presentaron dos ejemplos que pudieran ilustrar el resultado, siendo
el problema de reemplazo de maquinas un ejemplo trabajado desde el
modelado del problema hasta la presentacion de resultados numeéricos
obtenidos mediante un programa elaborado en Matlab. Dicho trabajo es
presentado en el articulo Optimal Replacement in a System of n-Machines
with Random Horizon (véase [20]).

En el Capitulo 4, se muestran los principales resultados del trabajo de
tesis, partiendo del planteamiento del problema con horizonte aleatorio
de soporte infinito como un problema descontado con factor de descuen-
to no homogeneo con horizonte infinito. El uso del factor de descuento
homogéneo en el costo total esperado descontado con horizonte infinito
puede justificarse mateméaticamente para garantizar la convergencia de la
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serie infinita presente en el criterio de rendimiento y en algunos problemas
puede tener alguna interpretacién econémica. Sin embargo, en el Capitu-
lo 4 se ha mostrado que puede considerarse alternativamente un costo
total esperado con horizonte aleatorio, teniendo un efecto matematico
similar al ya mencionado, siendo ésta una consecuencia importante del
trabajo de tesis.

A continuacion se enlistan los principales resultados del trabajo de
tesis.

1. La convergencia de las funciones de valor 6ptimo de problemas
finitos de n etapas, n = 0, 1,2, 3, ... a la funcién de valor 6ptimo del
problema de control con horizonte aleatorio (Lema 4.4).

2. La caracterizacién de la funcion de valor 6ptimo y la existencia de
la politica 6ptima (Teorema 4.1).

3. La implementacion del procedimiento de horizonte rodante para la
aproximacién de la politica optima.

4. El acotamiento de la funcién de valor éptimo del problema con
horizonte aleatorio por la funciéon de valor 6ptimo del problema
descontado (Lema 4.8).

La implementacién del procedimiento de horizonte rodante fue pro-
bado en el problema de reemplazo éptimo de méaquinas y el Lema 4.4 fue
utilizado para obtener una referencia del error numérico de aproximacion.
El trabajo realizado es presentado en el articulo Rolling Horizon Procedu-
res for the Solution of an Optimal Replacement Problem of n-Machines
with Random Horizon (véase [19]).

Un tercer articulo, titulado Markov Decision Processes on Borel Spa-
ces with Total Cost and Random Horizon, fue estructurado con los puntos
1, 2 y 4 antes mencionados (véase [11]), siendo el de mayor importancia
por contener los principales resultados tedricos establecidos en la tesis.

Matematicamente hablando resulta interesante medir la sensibilidad
en otras componentes del modelo de control de Markov. Por ejemplo,
partiendo de un sistema estocdstico, bajo ciertas condiciones en la ley
de transiciéon es posible comparar las soluciones 6ptimas del problema
original con un sistema determinista adecuado (véase [10]). En nuestro
caso, en el punto 4 se hizo el analisis de dicha sensibilidad.
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Finalmente, se enlistan algunas posibles extensiones del trabajo de
tesis.

= Estudiar el problema bajo diferente bloque de suposiciones en el
modelo de control de Markov. Por ejemplo, podrian considerarse
las suposiciones del Capitulo 8 de [16], adaptadas al problema con
horizonte aleatorio.

= Proponer una forma de aproximacién de la soluciéon del problema
con horizonte aleatorio mediante el uso de la politica éptima del
problema descontado asociado a dicho problema y medir su efecti-
vidad de acuerdo con los acotamientos que se obtuvieron para su
correspondiente funcién de valor 6ptimo.

= Demostrar que en el problema de reemplazo éptimo, el conside-
rar maquinas independientes y costos de operacién y reemplazo
de maquinas también independientes reduce a resolver el problema
separadamente para cada maquina.

= Resolver el problema de reemplazo 6ptimo considerando maquinas
no independientes con costos no lineales de reemplazo y horizonte
aleatorio.
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Apéndice A

Programas

A.1. Programa para la Obtencién de la So-
lucién Optima del Problema de Re-
emplazo

clear;
N=6; 7% valor mdximo que puede tomar el horizonte+1
dh=[.1,.1,.3,.2,.15,.15]; % distribucién del horizonte
pt(1)=1;
for i=2:N % C&lculo de las p_t

pt(i)=pt(i-1)-dh(i-1);
end
D=3; % Niveles de deterioro de la maquina
n=3; 9’ nimero de maquinas
c=[5,7,29]; % costo por operar cualquier mdquina en cada ni-
vel de deterioro
R=4; 7 costo por reemplazar una miquina
PO=[.4,.3,.3;

0,.3,.7;

0,0,1]; % matriz de transicién cuando se decide no
reemplazar
Pl=ones(D,1);
P1=[P1,zeros(D,D-1)]; % matriz de transicién cuando se
decide reemplazar una mdquina
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for

end
E,%
for

end

i=n:-1:1, % obtencién los estados del sistema
cont=1;
while cont<=D"n,
for j=1:D,
for k=1:D"(n-1i)
E(cont,i)=j;
cont=cont+1;
end
end
end

espacio de estados (el renglén k serd el estado nimero k)
i=n:-1:1, % obtencidén de las posibles acciones
cont=1;
while cont<=2"n,
for j=0:1,
for k=1:2"(n-1)
A(cont,i)=j;
cont=cont+1;
end
end
end

A,%espacio de acciones (el renglén k serd la accién nimero k)

for

i=1:2"n,% q(j,k,i) es la probabilidad de pasar del esta-

do nimero j al numero k del sistema dada la accién numero i

for j=1:D°n
for k=1:D"n
q(j,k,1)=1;
for s=1:n
if A(i,s)==0;
q(j,k,1)=P0(E(],s) ,E(k,s))*q(j,k,1);
else
q(j,k,1)=P1(E(j,s),E(k,s))*q(j,k,1);
end
end
end
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end
end
for j=1:D"n

V(N+1,3)=0;% V(i,j) es la funcién de valor en la etapa
i-1 del estado j-ésimo (E(:,j))
end
% cédlculo de la funcién de valor 6ptima y politica Sptima
for i=N:-1:1 Y para cada etapa

for j=1:D"n % para cada estado

for s=1:2"n 7 para cada accién
vp(s)=0;

% valor esperado de v(y) dado el estado nimero j
y la accién nimero s
for k=1:D"n
vp(s)=vp(s)+V(i+1,k)*q(j,k,s);
end
C(s)=0; %c(j,s)
for k=1:n
if A(s,k)==0
C(s)=c(E(j,k))+C(s);
else
C(s)=c(1)+R+C(s);
end
end
v(s)=pt(i)*C(s)+vp(s); % argumento del min en
la ecuacién de programacidén dinamica
end
V(i,j)=v(1);
P(i,j)=1;
for s=2:2"n 7 busqueda del minimo o accién Sptima
if v(s)<V(i,])
V(i,j)=v(s);
P(i,j)=s; % nimero de accién que es Optima
para el estado j en la etapa i-1
end
end
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end
end
V, % funcién de valor éptimo
P, % politica éptima

A.2. Programa parala Obtencion de la Politi-
ca de Horizonte Rodante
> restart:

> Digits:=400: # numero de digitos utilizados para el cdalculo
de los alfas

> HR:=20: # longitud del horizonte rodante (N)

> H:=500: # cantidad de alfas calculados

> alfa:=Array(l..H): # arreglo para los alfas

> Pt:=Array(1 .. H):

> p:=.8: # parametro de la distribucién del horizonte (tipo
logaritmo)

> fda:=0:

> pt:=1:

> Pt[1]:=1:

> for t from 1 to H do # cdlculo de los alfas
fda:=fda-(1-p) "t/ (t*1ln(p)):
ptl:=1-fda:
alfalt] :=ptl/pt:
Pt[t]:=ptil:
pt:=ptl:
end do:
> fda: # si fda=1, ha fallado el calculo de los alfas y hay
que aumentar el nimero de digitos para mayor precisién
> alfa;
> d:=3: # numero de niveles de deterioro
> n:=3: # nimero de maquinas
> c:=[5, 7, 29]: # c[i] es el costo por operar una mdquina en
el nivel 1
> R:=4: # costo por reemplazar una maquina
> PO:=Matrix([[0.4, 0.3, 0.3],
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(0, 0.3, 0.7],
[0, O, 1]]):# Matriz de transicién cuando se de-
cide no reemplazar una maquina
> P1:=Matrix([[1, 0, O],
[1, 0, 0],
[1, 0, 0]]):# Matriz de transicién cuando se de-
cide reemplazar una maquina
> E:=Array(1 .. d°n, 1 .. n):
> for i from n by -1 to 1 do # construccién del espacio de es-
tados
cont:=1:
while cont <= d"n do
for j from 1 to d do
for k to d"(n-i) do

Elcont,i] :=j:
cont:=cont+1:
end do:
end do:
end do:
end do:
> E:

> A := Array(1..2°n,1..n):
> for i from n by -1 to 1 do #construccién del espacio de ac-
ciones
cont:=1:
while cont <= 2°n do
for j from 0 to 1 do
for k to 27 (n-i) do

Alcont,i] :=j:
cont:=cont+1:
end do:
end do:
end do:
end do:
> A:

> q := Array(1..d"n, 1..d™n, 1..2°n): # qlj,k,i] es la proba-
bilidad de pasar del estado nimero j al nimero k del sistema,
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dada la acciédm 1
> for i from 1 to 2°n do #construccién de la matriz de tran-
sicidén de estados del sistema dada cada accidén
for j from 1 to d"n do
for k from 1 to d"n do
qlj,k,il:=1:
for s from 1 to n do
if A[i,s]=0 then
qlj,k,i]:=PO[E[j,s], Elk,s]]l*qlj, k,i]:

else
qlj,k,il:=P1[E[j,s],E[k,s]]1*ql[j,k,1]:
end if:
end do:
end do:
end do:

end do:
> Verror:=Array(l..d"n): # aqui se guardan las diferencias de
la funcién de valor 6ptimo para dos tamafios truncados conse-
cutivos del horizonte
> epsil:=10"(-19): # cota de error permitida para indicar la
aproximacién de la funcidén de valor
> Vi:=Array(l..d"n):
> V2:=Array(l..d"n):
> Vaprox:=Array(l..d"n):# aproximacién de la funcién de valor
éptimo
> Error:=2%epsil:
> ind:=0:
> cont:=0:
> for H1 from 1 to H do # obtencién de la funcién de valor o6p-
timo de los subproblemas finitos de H1 etapas
if Error > epsil then
V:=Array(1..H1+1,1..d"n):
for i from 1 to d"n do
V[H1+1,i] :=0:
end do:
for i from H1 by -1 to 1 do
for j from 1 to d"n do
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v:=Array(1..27°n):
vp:=Array(l..2"°n):
C:=Array(1..2°n):
for s from 1 to 2°n do

vp[s]:=0:

for k from 1 to d”n do

vpls] :=vp[s]+V[i+1,k]l*q[j,k,s]:

end do:

Cls]:=0:

for k from 1 to n do

if Als,k] = O then
Cls]:=clE[j,k]]1+C[s]:

else
Cls]:=c[1]+R+C[s]
end if
end do:
v[s]:=Cls]+alfalil*vp[s]:
end do:
V[i,jl:=v[1]:

for s from 2 to 2°n do
if v[s] < V[i,j] then
V[i,jl:=v[s]:
end if
end do:
end do:
end do:
cont:=cont+1:
if cont=1 then
for k from 1 to d°n do
V2I[k]:=V[1,k]:
end do:
Error:=2%epsil:
else
for k from 1 to d°n do
V1[k]:=V2[k]:
V2[k]:=V[1,k]:
end do:
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for k to d"n do
Verror[k] :=abs (V2[k]-V1[k]):
end do:
Error:=Verror[1]:
for k from 2 to d"n do
if Error<Verror[k] then
Error:=Verror [Kk] :

end if
end do:
end if
else
ind:=1:
Haprox:=H1:
H1:=H+1:
Vaprox:=V2
end if

end do
> ind: # indica si se pudo obtener una aproximacién de la fun-
cién de valor 6ptimo con el error dado
> Haprox:
> V:=Array(1..HR+1,1..d"n):
> for i from 1 to d"n do
V[HR+1,i] :=0:
end do:
> P:=Array(1..HR,1..d"n):
> numpr:=15: # nimero de acciones de la politica de horizonte
rodante calculadas (a lo mas H-HR-1 debido al nimero de alfas
disponibles)
> Polrod:=Array(l..numpr,1..d"n):
> for 1 from O to numpr-1 do
for i from HR by -1 to 1 do
for j from 1 to d°n do
v:=Array(1..2°n):
vp:=Array(l..27n):
C:=Array(1..2°n):
for s from 1 to 2°n do
vp[s]:=0:
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for k from 1 to d"n do
vpls] :=vpls]+V[i+1,k]*q[j,k,s]:
end do:
Cls]:=0:
for k from 1 to n do
if Als,k]=0 then
Cls]:=clE[j,k]]+C[s]:

else
Cls]:=c[1]+R+C[s]:
end if
end do:
v[s]:=C[s]+alfali+1]*vp[s]:
end do:
V[Ii, jl:=v[1]:
P[i, jl:=1:

for s from 2 to 2°n do:
if v[s]l<V[i,j] then

V[i,jl:=v[s]:
P[i, jl:=s:
end if
end do:
end do:

end do:
for k from 1 to d"n do:
Polrod[1+1,k]:=P[1,k]:
end do:
end do:
> Polrod: #Politica de horizonte rodante
> EvalPR:=Array(l..d"n): # evaluacién de la politica de hori-
zonte rodante en el criterio de rendimiento
for i from 1 to d"n do
EvalPR[i]:= O:
for j from 1 to n do
if A[Polrod[1,i],j]1=0 then
EvalPR[i] :=EvalPR[i]+c[E[i, j]]
else
EvalPR[i] :=EvalPR[i]+c[1]+R:
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end if
end do:
end do:
na:=b: # etapas evaluadas, se requiere de un arreglo de ta-
mafio d”(n*(s-1)) para la etapa s
for s from 2 to na do
if s=2 then
Pr:=Array(l..d"n,1..d (nx(s-1))):
for t from 1 to d"n do
for u from 1 to d~(n*(s-1)) do
Pr[t,u]:=qlt,u,Polrod[s-1,t]]:
end do:
end do:
else
Pra:=Array(l..d"n,1..d" (n*x(s-2))):
for t from 1 to d"n do
for u from 1 to d~(n*(s-2)) do
Pral[t,u] :=Pr[t,ul:
end do:
end do:
Pr:=Array(1..d°n,1..d" (nx(s-1))):
for t from 1 to d"n do
cont:=0:
cont2:=0:
for u from 1 to d~(n*(s-2)) do
cont2:=cont2+1:
for v to d"n do
cont:=cont+1:
Pr[t,cont]:=Pra[t,u]*ql[cont2,v,Polrod[s-1,

cont2]]:
end do:
if cont2=d"n then
cont2:=0:
end if
end do:
end do:
end if:
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cxa:=Array(l1 .. d"n):
for k to d"n do
for j from 1 to n do
if A[Polrod[s,k],j]l=0 then
cxalk] :=cxalk]+c[E[k,jl]:
else
cxalk] :=cxalk]+c[1]+R:
end if
end do:
end do:
Pri:=Array(1l..d"n,1..d"n):
for 1 from 1 to d"n do
for j from 1 to d"n do
for k from j by d"n to d~(nx(s-1)) do
Pri[i,jl:=Pri[i,jl+Pr[i,k]:

end do:
end do:
end do:
for i from 1 to d"n do
Ecxa:=0:

for j from 1 to d"n do
Ecxa:=Ecxa+Pr1[i, jl*cxalj]:
end do:
EvalPR[i] :=EvalPR[i]+Pt [s-1]*Ecxa:
end do:
end do:

> EvalPR; # resultado de la evaluacidén de la politica de hori-
zonte rodante en el criterio de rendimiento
> Vaprox; # aproximacién de la funcidén de valor 6ptimo por me-
dio de la resolucién de un problema truncado
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