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INTRODUCCION

La tesis trata con la teorfa de juegos estocasticos (véase [15] y [32]). En ella
se considera el caso de juegos que presentan incertidumbre en la seleccién de
estrategias 6ptimas y se supone que éstos pueden tener diferentes escenarios en
el tiempo. La teorfa de juegos se desarrolla en el contexto de espacios de Borel,
donde las decisiones admisibles de cada jugador se consideran en un espacio
compacto. También se supone que el juego es llevado a cabo en un nimero
finito de etapas. En este contexto, se caracterizan equilibrios dindmicos tipo
Nash (véase [25] y [26]). Después se presenta una versién de la Ecuacién de
Euler (EE) para juegos estocdsticos (véase [22] y [23]).

La teoria de juegos consiste de modelos mateméticos usados para el estudio
de situaciones de conflicto. En donde un conflicto estd compuesto de partici-
pantes (jugadores), quienes pueden seleccionar libremente sus estrategias, las
cuales los conducirdn a varios resultados posibles sobre los cuales ellos tienen
ciertas preferencias. Un participante puede tener control parcial sobre los resul-
tados, pero con la condicién de que otros jugadores, con diferentes estrategias,
también tienen la oportunidad de influir en dicho resultado. La teoria de juegos
abstrae los resultados esenciales de competencias, para ponerlos en un modelo
matemadtico, y de esta manera dar un enfoque cientifico para analizar dichos
problemas. El objetivo principal de teoria de juegos es analizar cudles son las
mejores estrategias de cada jugador cuando se enfrenta a algin conflicto, y de
esta forma proporcionar al jugador una gufa para tomar un comportamien-
to racional frente a estas decisiones. La teoria de juegos fue desarrollada en
un principio como una herramienta para entender el comportamiento de la
Economia, aunque es importante mencionar que en la actualidad es usada en
otros campos, como en la Biologia, Sociologia, Psicologia y Filosofia.

Los primeros estudios de juegos en el drea de economia fueron dados por
Cournot (véase [8]), Bertrand (véase [5]) y Edgeworth (véase [12]) en precios
y produccién de un oligopolio (i.e., un mercado en el que existen sélo pocos
vendedores para un mismo producto). Posteriormente la idea general de la
teoria de juegos fue introducida por John von Neumann y Oskar Morgenstern
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v INTRODUCCION

en su famoso libro de 1944: Theory of Games and Economic Behavior (véase
[35]), el cual propone que los problemas de Economia deben ser abordados
usando la teorfa de juegos. Después John B. Nash introdujo lo que llegé a
ser conocido como “equilibrio de Nash” (véase [25]), el cual fue una forma de
extender el andlisis tedrico de juegos de suma cero.

Aquf se retoman estas ideas para probar, mediante el uso de Programacion
Dindmica (PD), la existencia de un equilibrio de Nash para juegos dindmicos
estocdsticos. La prueba se lleva a cabo por induccién sobre el horizonte del
problema y haciendo uso del teorema del punto fijo de Glicksberg (véase el
Teorema B.0.11 del Apéndice B). Dicha prueba estd motivada por el trabajo
de Dutta y Sundaram (véase [11]).

Posteriormente se aplican los resultados a un modelo econémico de tipo
pesquerias (“fisheries”), donde se caracteriza un equilibrio de Nash en la clase
de politicas estacionarias. Las estrategias son determinadas usando una ver-
sién estocdstica de la Ecuacién de Euler para juegos, la cual es una variante de
la estudiada en [9], para el caso de Procesos de Decisién de Markov (PDM’s).
El estudio del modelo de pesquerias es analizado también para un oligopolio,
en este caso se determina la politica 6ptima de consumo de la utilidad total
descontada. Este modelo es aplicado en un caso particular de un duopolio con
utilidad logaritmica para el cual se caracteriza un equilibrio de Cournot-Nash
y otro de Stackelberg. Finalmente, se presenta una comparacién de los equi-
librios encontrados para el caso cuando el ruido en la transicién se encuentre
concentrado en un punto (el estado inicial del proceso). Es importante men-
cionar que este modelo fue estudiado inicialmente por: [22] y [23]. En estas
referencias se presenta un razonamiento heuristico para el cdlculo de las es-
trategias de equilibrio de Nash, en cambio, aquf se propone un método iterativo
para la solucién del mismo.

En resumen, el trabajo de investigacién se enfocé a encontrar una version
de la Ecuacién de Euler en el contexto de teoria de juegos, y ejemplificar su
uso en un modelo econémico de tipo pesquerias.

La tesis se encuentra organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1
se hace una revision de conceptos bésicos que seran usados en el desarrollo de
la tesis. En el Capitulo 2 se presenta la contribucién principal de esta tesis:
una versién de la EE en el contexto de juegos estocdsticos. En el Capitulo 3 se
dan ejemplos aplicados a economia donde se muestra como usar la EE dada
previamente.



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se presentan las definiciones bédsicas de Procesos de De-
cisién de Markov para el criterio de pago descontado y horizonte finito, en
donde se prueba la existencia de una politica 6ptima. También, como caso
andlogo se presentan las definiciones bédsicas de juegos estocdsticos con crite-
rio de pago descontado y horizonte finito, donde se dan las condiciones para
garantizar la existencia de un equilibrio de Nash.

1.1. Procesos de Decisién de Markov (PDM’s)

Definicién 1.1.1 Un Modelo de Control de Markov (MCM), estacionario, a
tiempo discreto, consiste de una quintupla:

(X, A {A(z) :x € X},Q,1), (1.1)
donde:

(a) X es un espacio de Borel no vacio (i.e., un subconjunto de Borel de un
espacio métrico completo y separable), llamado espacio de estados. A los
elementos de X se les llama estados;

(b) A, es el conjunto de acciones (o controles), el cual también es un espacio
de Borel no vacio;

(c) {A(x):x € X} es una familia de subconjuntos medibles no vacios A(x) de
A, donde A(x) denota el conjunto de acciones admisibles para el estado
x € X y con la propiedad de que el conjunto

K:={(z,a):z € X,a € A(x)},

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

de parejas de estado-accion admisible, es un subconjunto medible de X x
A;

(d) Q es un kérnel estocdstico (véase [18]) definido en X dado K;

(e) 7 : K — R es una funcién medible llamada funcién de recompensa (o
costo) en un paso.

El modelo de control (1.1) representa un sistema de control estocdstico
el cual es observado de manera periédica en los tiempos ¢t = 0,1,2,.... Sean
=2 € X ya =a € A(z), el estado del sistema y la accién (o control)
aplicada en el tiempo ¢, entonces ocurre lo siguiente:

a) se recibe una recompensa r(z,a) y,

b) el sistema se moverd a un nuevo estado x¢11 con la distribucién de pro-
babilidad Q(- | z,a), i.e.,

Q(B | z,a) = Pr(xt41 € B | 24 = z,a1 = a),
B e B(X).
Una vez que el sistema pasa a un nuevo estado, se elige nuevamente una
accién y el proceso anterior se repite.
Politicas. Ahora, para poder definir una politica o estrategia, considérese
un MCM y para cada tiempo t = 0,1, ..., definase el espacio H; que denota las
historias observadas del proceso hasta el tiempo t, el cual estd definido como

Hy = X y Hy = K x Hy_q, para t = 0,1,.... A un elemento h; de Hy, se le
conoce como t-historia admisible, el cual es un vector de la forma

ht = (CC(),CLO,.’L'l,CLl, "'7$t—17at—17xt))
donde (z;,a;) € Kparai=0,....t — 1y z € X.

Definicién 1.1.2 Una politica (aleatorizada admisible) es una sucesion m =
{mi}i2y de kérneles estocdsticos m en A dado Hy, que satisface

me(A(ze) | he) =1,

para hy € Hy yt > 0.
El conjunto de todas las politicas serd denotado por II. En particular, la
clase de politicas estacionarias serd denotado por:

F={f:X— A: f(x) € A(x) para cada x € X y f medible}.
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Construccién canénica: Sea (€2, §) el espacio canénico, donde Q2 := (X x
A)*>® y F es su correspondiente o-dlgebra producto. Luego, sea m = {m;} una
politica de control arbitraria y v una medida de probabilidad en X, la cual es
la “distribucién inicial”. Entonces, por el Teorema de Ionescu-Tulcea (véase
[2]) existe una tnica medida de probabilidad P] definida en (£2,F) tal que
Pl (Hy) = 1, donde Hy, = K, el cual es el conjunto de historias admisibles
(o, a0,1,0a1,...,) con (z;,a;) € K para todo t =0,1,....

Ademas, para cada C € B(A), Be B(X), hy € H; yt=0,1,2,..., se tiene
que

Pl (xzo € B) =v(B),
P;(ateC\ ht):m(C’\ ht), (12)
P;;(«It—&-l €eB | ht,at) = Q(B ’ xt,at). (13)

De acuerdo a (1.3), la distribucién del estado z;41 sélo depende de la
pareja estado-accién (¢, at), dicha condicién es una propiedad tipo Markov.
La esperanza con respecto a P] serd denotada por ET.

El proceso estocéstico ((£2,§, P ), {z:}) es llamado un Proceso de Control
de Markov a tiempo discreto o Proceso de Decision de Markov (PDM).

Criterio de Rendimiento. Cada PDM estard dotado de una funcién
real, llamada funcién objetivo o criterio de rendimiento, que medird en algiin
sentido la calidad de cada politica, a través de la sucesién de recompensas que
genera.

Considérese un MCM y un conjunto de politicas II. Se define el criterio
de rendimiento Recompensa total descontada param € [l y x € X, de la

siguiente forma
N-1
Z t
«Q T<xt7 at) )
t=0

con @ € (0,1). A a se le conoce como factor de descuento y N un entero
positivo conocido, el cual representa el horizonte del problema.

VN(SU, 7T) = E;,T

Definicién 1.1.3 Una politica ©* € 11, es dptima, si para cada © € X

Vn(z,7*) = sup Vn(z, ).
mell

La funcion V definida para x € X como

V(z) :=sup Vn(z,7),
well

se le llama funcion de valor éptimo.
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El problema de control 6ptimo consiste en determinar a la politica 6ptima.

1.1.1. Programacién Dindmica

El objetivo de esta seccién es presentar una herramienta esencial para re-
solver el problema de control éptimo, conocida como Programacién Dindmica.
Este procedimiento permite determinar la funcién de valor éptimo, asi como la
politica 6ptima. Bajo condiciones adecuadas sobre la funcién de recompensa
y la ley de transicién, la funcién de valor éptimo V' se caracteriza mediante
una ecuacién funcional.

La idea principal de la Programacién Dindmica es dividir el problema de
optimizacién de N etapas en subproblemas m4ds pequenos, en los que se re-
quiere optimizar la recompensa recibida en un nimero de periodos menor a
N. De manera intuitiva, los subproblemas son maés sencillos de resolver en la
medida en que involucran menos intervenciones por parte del controlador que
el problema original.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [18].

Teorema 1.1.4 Defina parax € X yn=1,2,...,.N, a

Vo(z) := max {r(:c,a) +O¢/Vn_1(y)Q(dy]:c,a)}, (1.4)
a€A(x)
con Vp(z) = 0.
Supdngase que estas funciones son medibles y que para cadan =1,2,.... N,
existe fn, € F tal que para v € X

Va(z) = (2, ful2)) +a / Vs ()Q(dy| . f(2)).

Entonces la politica determinista de Markov ©* = {f1, fa,..., [N} es dptima y
la funcion de valor éptimo V es V.

FEn algunas aplicaciones la ley de transicién ) es inducida por una ecuacién
de diferencias estocésticas de la forma siguiente:

Tt4+1 = F(CUta ataft)a (1-5)

parat =0,1,2,..., zg = x conocido. Donde {,} es una sucesién de variables
aleatorias (v.a.’s) independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), tomando
valores en un espacio S, con distribucién comun pi e independiente del estado
zg. F: K x S — X es una funcién medible conocida. En este caso la ley de
transicién @ estd dada por:



1.2. DIFERENCIABILIDAD EN PDM’S 5

Q(B’ .’L',CL) =F [[B(F(x7 a:f))] ;

B e B(X), (z,a) € K, y E es la esperanza con respecto a la distribucién f.

Obsérvese que cuando la dindmica es deterministica, es decir, z;11 =
F(x4,a;) con F: K — X, t =0,1,..., y 2o = x conocido, la ley de tran-
sicion es:

Q(B | x,a) = IB(F(CL‘,CL)),

para todo B € B(X).

Usando el teorema de cambio de variable (véase [2]), para cada funcién
medible v : X — R, se tiene que

E[v(ee) e = 2,0 = a] = / o(1)Q( dy| . a)
= [oF e )anty),

en el sentido de que si una de las integrales existe, la otra también y ademés
son iguales.

De esta manera, las funciones de iteracién de valores (1.4) se pueden es-
cribir de la siguiente forma

Vala) = max {r(z.0) + aB [V (F(z.0.)])

para n > 1 con Vj = 0. Ademads la funcién de valor éptimo satisface:

V()= max {r(z.a) + 0B [V(F(r.0.0)]) .

para cada =z € X.

1.2. Diferenciabilidad en PDM'’s

En esta seccién se enunciardn algunos teoremas de diferenciabilidad, los
cuales serdn usados en el siguiente Capitulo.

Sea G : K — R una funcién medible. Y supdngase que existe una funcién
medible A : X — R tal que

G(z,a) < h(z),
para toda x € X y a € A(x). Definase a g : X — R por

g9(z) := sup G(z,a),
acA(x)
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reX.

Considérese la siguiente notacion: C2(X,Y’) denotard el conjunto de fun-
ciones G : X — Y que tienen derivada de segundo orden continua. G, G, y
Gaq denotan la derivada de G con respecto a = y a a, y la segunda derivada
con respecto a a, respectivamente. El interior del conjunto X serd denotado
por int(X).

La prueba del siguiente teorema se puede consultar en [10].

Teorema 1.2.1 (Teorema de la Envolvente) Supdngase que la funcion
G € C? (int(K);R) y Gaa(z,-) es definida negativa, para x € X. Si existe f €
F, tal que para cada x € X, f(x) € int(A(x)) y g(z) = G(z, f(x)). Entonces,
f € C(int(X); A), g € C?(int(X);R) y ademds, para cada z € int(X)

g (@) = Ga(, f(2)).

Definase para (z,a) e Ky n=1,2,...,
G"(z,a) :=r(z,a) + aE [Vo_1 (F(z,a,s))].

Teorema 1.2.2 Supdngase que:

a) r € C?*(int(K);R), F(-,s) € C?*(int(K); X) para cada s € S, ambas
crecientes en X, Gl (x,-) es definida negativa para cadan > 1;

b) fu(x) € int((A(z)) para cada z € X yn=1,2,...;

Entonces para cada n = 1,2, ..., f, € C(int(X); A), V,, € C%(int(X);R)
y para cada x € int(X)

Vi(z) = Gi(z, fu(2)),
donde f, son los maximizadores del algoritmo de programacion dindmica.

Demostracién. Sea = € int(X). Primero se probard para n = 1. Como

Vi(z) = arer%)r(w, a),

ademds por hipétesis fi(x) € int(A(z)) y r es de clase C? con G% (z,a)
definida negativa, entonces por el Teorema de la envolvente (Teorema 1.2.1)
se tiene que f; € C(int(X); A), Vi € C?(int(X);R) y

Vi(z) = ro(2, fi(z)) = Gp(z, fi(2)).
Para n = 2, se tiene que

Va(z) = ag%)GQ(w, a).
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Como r, F' y V; son de clase C? entonces la funcién G2 también lo es,
ademds G2, es definida negativa. Luego, debido a que fa(z) € int(A(x)), por
el Teorema de la envolvente (Teorema 1.2.1) se llega a que fo € C(int(X); A),
Vo € C?(int(X);R) y

Vi(@) = G(x, folx).

Ahora, supéngase que V,,—1 € C?(int(X);R) con n > 2. Comor, F y V1
son de clase C? entonces la funcién G™ también lo es. Por otra parte, G%,(z, a)
es definida negativa, siguiendo los mismos pasos que en el caso anterior (n = 2)
se concluye que f, € C1(int(X); A), V,, € C?(int(X);R) y

Vo(z) = Gi(z, fu(x)).

1.3. Juegos Estocasticos de Suma no Cero

El desarrollo de esta seccién se basa en el articulo [11]. En esta seccién
se demostrard la existencia de un equilibrio de Nash para juegos estocéasticos
con criterio de pago descontado. Se estudiardn juegos con espacio de estados
de Borel, conjunto de acciones compacto y horizonte finito. Para ello primero
se definird lo que es un juego estdtico y se dard la definicién de equilibrio de
Nash.

1.3.1. Juegos Estaticos y Equilibrio de Nash

La teorfa de juegos es un drea de la matemaética aplicada que utiliza mode-
los para estudiar interacciones en estructuras formalizadas de incentivos (los
llamados juegos) y llevar a cabo procesos de decision. Ademds, tiene por ob-
jetivo estudiar las estrategias 6ptimas asi como el comportamiento previsto y
observado de individuos en juegos.

Aunque tiene algunos puntos en comun con la teoria de la decisién, la
teorfa de juegos estudia decisiones realizadas en entornos donde interaccionan
los jugadores. En otras palabras, estudia la eleccién de la conducta éptima
cuando los costos y los beneficios de cada opcién no estén fijados de antemano,
sino que dependen de las elecciones de otros individuos.

Los elementos de un juego estdtico son:

(1) los jugadores

(2) las estrategias que tiene cada jugador y
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(3) la ganancia de cada jugador en cada combinacién posible de estrategias.

Ahora, se definird formalmente, lo que es un juego. Para facilitar la exposi-
cién, supéngase que sélo son dos jugadores ¢ = 1, 2.

Definicién 1.3.1 Un juego estdtico con dos jugadores consta de un conjunto
de estrategias A; para el jugador i, de esta forma a; € A; denotard un elemento
de A;j. Sea (a1,a2) las estrategias para el jugador 1 y 2, respectivamente y sea
' la funcion de recompensa del jugador i. Entonces r'(ay1,as) es la ganancia
del jugador i si los jugadores eligen (a1, az). Dicho juego serd denotado por
G = {Al,AQ;Tl,TQ}.

Ahora, se dar4 el concepto de equilibrio de Nash en un juego estdtico, quien
en su tesis de doctorado (véase [26]) define los equilibrios que hoy llevan su
nombre, tratando las estrategias aleatorizadas (véase [3] y [16]) y demostrando
que cualquier juego con un nidmero finito de estrategias tiene al menos un
equilibrio de Nash (véase [3]).

Definicién 1.3.2 Sea G = {Al,AQ;Tl,TQ} un juego con dos jugadores. Se
dice que las estrategias (a3, al) € Ay x Ay forman un equilibrio de Nash, si a]
es la mejor respuesta del jugador 1 a la respuesta del jugador 2; andlogamente,
a3 es la mejor respuesta del jugador 2 a la respuesta del jugador 1, es decir,

r'(af, a3) > r' (a1, a3)

r?(aj, a3) > 1%(aj, az)

para cada estrategia a1 € A1 y as € As. En otras palabras,

a} = arg max rl(ay,a}),
a1€A1

a3 = arg max r(a}, as).
a2€A2

El Modelo del Juego Estocastico

Definicién 1.3.3 Considérese el modelo del juego estocdstico de suma no cero
para dos jugadores

GM = {X (As, i), 7) ,Q,N} (1.6)

donde,
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(1) X es un espacio de Borel, el cual es llamado espacio de estados.

(2) Cada jugador i = 1,2 es caracterizado por tres elementos (AZ-, @i(x),ri),
donde

(a) A; es el espacio de acciones para el jugador i. Sea A = Ay X As,
a denota un elemento de A; y ademas, dichos espacios se suponen
que son espacios de Borel.

(b) ®; es una multifuncion (véase Apéndice B) de X a A;, la cual de-
fine para cada x € X el conjunto de acciones admisibles para el
Jugador i en el estado x. Sea, ®(x) = P1(x) x Po(x) y K :=
{(z,a) |z € X,a€ ®(zx)} el cual es un subconjunto de Borel de
X X A1 X AQ,

(c) r': K— R, i=1,2, es una funcién medible y acotada que representa
(para cada x € X y cada accion a € ®(x) tomadas por los jugadores
en x) la recompensa v (x,a) para el jugador i.

(3) Q € P(X | K) es un kérnel estocistico en X dado K ¢ ley de transi-
cion del juego (donde P(X | K) es el conjunto de todas las medidas de
probabilidad de X dado K).

(4) N €N es el horizonte del juego.

Observacién 1.3.4 Obsérvese que si N = 1, el juego es estdtico, consideran-
do el espacio de estados como el conjunto singular {zo}.

El juego se desarrolla de la siguiente manera: en cada fase (o tiempo t) t =
0,1,..., cada jugador observa el estado actual z € X del sistema y entonces
independientemente del otro jugador, elige la accién a; € ®;(x), i = 1,2. Como
consecuencia de esto, ocurre lo siguiente:

1. cada jugador i = 1,2, recibe una recompensa r'(z, a),

2. el sistema se mueve a un nuevo estado y con distribucién @ (- | y,a).

1.3.2. Estrategias

Sea Hy := X'y Hy := KxH;_j paracadat =1,2,..., un elemento h; € Hy,
el cual estd dado por

h’t = (x07a07 sy Tt—1, A1, CCt)
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representa una historia del juego hasta el tiempo ¢, donde (z;,a;) € K para
todo j =0,1,...,t — 1y x; € X. Una estrategia para el jugador i = 1,2, es
definida como una sucesion m; = {myt}ivzfol de probabilidades de transicién ; ;
en P(A; | Hy) tal que

mit(Pize) [ he) =1,

Vhy € H,, t=0,1,....
Se denotard por II; a la familia de todas las estrategias para el jugador i.
Sea II := Il x Ils, asi un elemento de II serd denotado por 7 y es llamada una

multiestrategia.
Una estrategia m; = {7ri7t}i61 es llamada de Markov si m; ¢+ € P(4; | X)
para cada t = 0,1,..., es decir, cada m;; depende sélo del estado actual z;

del sistema, el conjunto de todas las estrategias de Markov para el jugador
i = 1, 2; serd denotado por 1I; . Luego, se dice, que una estrategia de Markov
T = {Wi,t}i\i_ol es una estrategia estacionaria si existe f € P(4; | X) tal que
mit+ = f para cada t =0,1,.... En este caso, la estrategia estacionaria m; serd
denotada por f, asi, II; g denota el conjunto de todas estrategias estacionarias
para el jugador i. Entonces

Hi,S C Hz‘,M c 1II;.

De manera similar
HS c Il C H,

donde IlIg := II; g x Il 5 es el conjunto de multiestrategias estacionarias y
IIps := 111 pr x I a7 es el conjunto de multiestrategias de Markov.

Andlogamente como en PDM, sea (£2,§) un espacio medible, que consiste
del espacio muestral Q := (X x A)> con la o-dlgebra producto §. Entonces
para cada estrategia m € II y cada estado inicial x € X, por el Teorema de
Ionescu-Tulcea (véase [2]), existe una medida de probabilidad P y un proce-
so estocdstico {(z¢,a;), t =0,1,...} definido en (2, F) en su forma canénica,
donde z;, a; representa el estado y las acciones para cada uno de los jugadores
en cada tiempo t = 0,1, ..., respectivamente. El operador esperanza con res-
pecto PI es denotado por E7.

1.3.3. Ciriterio de Optimalidad

Definicién 1.3.5 Sea «; un nimero en (0,1) fijo, definase la funcion de pago
esperado descontado en N etapas para el jugador i, como

N—1
Vin (xz,m) = EZ Z afri(xt,at)] , (1.7)
t=0
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para cada multiestrategia m € Il y estado inicial x € X, donde N es un entero
positivo conocido. El nidmero «; se le llama factor de descuento del jugador
i=1,2.

Definicién 1.3.6 Una multiestrategia 7 = (w5, 75) € I es un equilibrio de
Nash del juego en N etapas si

Vin (z,7%) > Vi N (2, (m1,73)),

‘/Z,N (:1:771-*) 2 ‘/27]\7 (.’L’, (ﬂ-Taﬂ-Q))a

para todo w1 € I, mo €Iy yx € X.

Definicién 1.3.7 Sea 7o € Il una estrategia (fija) para el jugador 2. Se
define el conjunto de las respuestas optimas para el jugador 1 con respecto a
la estrategia wo como

ROl(ﬂ'g) = {ﬂ'T eIl : VLN(:L’, (TFT,WQ)) = Ssup Vl,N(LL’, (71'1,71'2))} .

w1 €Il

Andlogamente, el conjunto de las respuestas dptimas del jugador 2 a una es-
trategia w1 € Iy del jugador 1 se define como

ROQ('/TI) = {W§ S H2 : V27N(.%', (7T1,7i';)) = Ssup V27N(SU, (7T1,7T2))} .

ma€lla

Una definicién equivalente a la Definicién 1.3.6 es la siguiente:

Definicién 1.3.8 Se dice que una multiestrategia (77, 75) € II; x Iz, es un
equilibrio de Nash si

7] € RO1(73) y m5 € RO2(77).
Equivalentemente, (75, 7%) es un equilibrio de Nash si

VLN(:E? (WT, 77;)) = sup VLN(CC, (771’ 7[';)),
m1€lly

Van(z, (77, 73)) = sup Van(z, (7], 72)).
o €llg
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Sean v : K— R una funcién medible y mg = (71,0, m2,0) € P(®1(z)) xP(P2(x)),
para algin z € X, donde P(®;(z)) denota el conjunto de medidas de probabi-
lidad definidas en ®;(x), parai = 1,2,y x € X (véase Apéndice A). Sea

v(z,m0) = /Av(as,a)wo(da)
= /Al /A2U(fﬁaa)Wl,o(dal)Wz,o(d@)-

En particular,

ri(ac, o)

_ /A ri(z, a)mo(da)
_ /A 1 /A i aymo(da)mao(das),

Q- |z, m0) = /A Q- | x,a)mo(da)
= / Q(- | z,a)m1 0(da1)m2,0(das).
Ay JAg

1.3.4. Existencia de Equilibrios de Nash

Ahora, se probars la existencia de un equilibrio de Nash para juegos es-
tocdsticos en espacios de Borel con horizonte finito.

Considérese el modelo del juego estocdstico en (1.6) con las siguientes
condiciones.

Condicién 1.3.9 (a) A; compacto.

(b) @, : X — A; es una multifuncién (véase Apéndice B) compacto valuada
en X.

(c) ' es acotada y medible en (x,a); y ademds, continua en a para cada
x € X fijo.

(d) Para cada B € B(X), Q(B | x,-) es continua para cada x € X; i.e., si
a, — a entonces Q(- | x,a,) converge a Q(- | z,a).

Definase para cada z € X

I(z) := P(®1(2)) xP(P2 (). (1.8)



1.3. JUEGOS ESTOCASTICOS DE SUMA NO CERO 13

Lema 1.3.10 II(:) es no vacio, compacto y convezo.

Demostracién. Sea z € X, fijo. Claramente II(z) es no vacio. Para probar
que II(z) es compacto, obsérvese que P(®;(x)) tiene la topologia de la conver-
gencia débil (véase Apéndice A, Definicién A.0.4) y debido a la Condicién 1.3.9
(b) ®;(z) compacto valuada, entonces por el Teorema A.0.5 (véase Apéndice
A) se tiene que P(®;(x)) es compacto. Luego, como el producto de conjun-
tos compactos es un conjunto compacto se concluye que II(x) es compacto.
La convexidad de II(x) se sigue del hecho de que la combinacién convexa de
medidas de probabilidad es nuevamente una probabilidad. =

Definase

BR;(m) := {Tr’{ eP(®y(x)) : ri(z, (7t, 7)) = sup rl(a, (7‘(’1,7‘(’2))} ,
T1EP(P1(x))

y

BRy(7) = {7r§ € P(®y(x)) : r(z, (m1,7m3)) = sup  r(x, (711,772))} ,
T2 €P(P2(x))

para cada m := (w1, m2) € II(z), i = 1,2, y x € X. A BR;(m) se le conoce
como el conjunto de mejores respuestas para el jugador ¢ = 1,2, en 7. Sea
BR(7) := BRi(m) X BRy(m), de esta forma se induce una multifuncién en
II(z) para cada z € X

Lema 1.3.11 BR(7) es un conjunto no vacio convexo para cada m € II(x).

Demostracién. Dado 7 := (71, m2) € II(z), el problema de mejor res-
puesta al que se enfrenta el jugador ¢, es un Modelo de Control de Markov
descontado MCM := {{z},®;(x),7"}, (véase Definicién 1.1.1) donde {z} es
el espacio de estados, ®;(z) es el espacio de acciones admisibles y

M (z,a1) =1 (z, (a1, m2)),

™ (x,a2) := r*(z, (11, 02)),

la cuales son continuas en a; y ag, respectivamente. El conjunto BR;(7) es no
vacio, debido a la continuidad y la compacidad de P(®;(x)) (véase [18]).

Sea 7(z) la funcién de valor del MC'M y sean iy, iy € BR;(m),0 < A <1
vy o=+ (1= Ny (e, p(B) = Ay (B) + (1 — A)po(B) para cada B €
B(®;(z))). Entonces

ﬂ(%ﬂ) :)‘?L(wauﬁ—’—(l_)‘)ﬂ(‘raMQ) (19)
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Como py, e € BR;(7), la expresién anterior (1.9) es lo mismo que
7 (x) = X' (2) + (1 = ) (),

o P2, 1) = 7 ().

Por lo tanto, u € BR;(m) y asi BR;(m) es convexo.
De esta manera, BR(7) es convexo. W

Lema 1.3.12 BR es una multifuncion superiormente semicontinua (u.s.c) y
compacto valuada para cada m € I1(x).

Demostracién. Sea m, 1= (71 ,,72,,) € BR(m) tal que
T — T = (m1,72), (1.10)

Y Vin € BR;(my,) con
Yim — Vi € P(®4i(2)), (1.11)

en la topologia de convergencia débil. Se debe probar que 7; € BR;(7). Luego,
observe que como v, , € BR;(my) se sigue que

(@, (Yo T2m)) 2 7 (2, (B, 72)), (1.12)

~

T2(I’ (7['17”,’)/27”)) > TQ(SU’ (7717B))7 (1'13)

para todo n y (B, 3) € P(P (2)) xP(®o(2)).
Luego, como 7/(z, a) es continua en a, por el Corolario A.0.6 (véase Apéndice
A), cuando n — oo y usando (1.10) y (1.11), se llega a que

Tl(xa (71,n7 7T27n)) - rl(x> ('717 772))7

7"2(1‘, (71-1,”7 72,n)) - 7"2(1‘7 (77—17 ’72))5

r (@, (m10, 8) — (@, (11, B)),
r¥(z (Bmzn)) r?(z, (B,m2)),
(

para todo (5 B) € P(®1(z)) X P(®a(2)).
Entonces, cuando n — oo, por (1.12) se tiene que

Tl(xa (7177(2)) > T‘l<$, (Bv 772))7
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T2(l', (ﬂ-lv 72)) > TQ(:E? (ﬂ-la B))a
para todo (B, 5) € P(®1(z))xP(P2(x)); por tanto, v, € BR;(7), lo cual prue-
ba que BR; es u.s.c..
La propiedad de semicontinuidad superior de BR prueba que «; € BR;()
es un conjunto cerrado en P(®;(z)). Luego, como P(®;(z)) es compacto, BR;(7)
también es compacto. m

Teorema 1.3.13 Para algin x € X fijo, considérese el modelo estocdstico
de dos jugadores en el cual los conjuntos de acciones admisibles son espacios
métricos compactos ®1(x), ®2(z) y las funciones de recompensa son ri(x,-),
r2(x,-) definidas en ®(z) = ®1(z) x Po(x). Siri(x,-) es continua en ®(x) para
cada i = 1,2, el modelo del juego estocdstico {{x}, (@i(x),ri)izl 2} tiene un
equilibrio de Nash. Es decir, existe m* = (w7, 75) € P(®1(x))xP(P2(z)) tal
que

Demostracién. De los Lemas 1.3.11 y 1.3.12 se tiene que para cada ,
BR() es un conjunto no vacio compacto y convexo y por tanto BR(-) es un
k-mapeo (véase Definicién B.0.8, Apéndice B). Entonces, por el Teorema del
punto fijo de Glicksberg (véase Teorema B.0.11, Apéndice B) existe 7* € II(z)
tal que 7" € BR(7*), de esta forma 7* es un equilibrio de Nash. m

Teorema 1.3.14 Sea v; : X — R? una funcién medible y acotada, para i =
1,2. Definase,

Hia) i=r'(z,2) + i [ 0i(y)Q(dy | 2,2,
X

para cada x € X, i = 1,2, y a €Pq(x)xPo(z). Entonces, el modelo del juego
estocdstico {X, (A,-,@Z-(:c),Hi(x,a))i:m} tiene un equilibrio de Nash. Es de-
cir, existe m* := (w3, 75) € P(®1(z))xP(P2(x)) tal que

Hy(z,7) > Hi(z, (71, m3)),

HQ(xvﬂ-*) > H2($7 (71-;7772))7
para todo (w1, ma) € P(P1(z))xXP(Pe(x)) y z € X.
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Demostracién. La idea de la demostracién consiste en usar el Teorema
1.3.13, para probar la existencia de un equilibrio de Nash para cada x € X
(Paso 0), y después usar el Teorema de Seleccién C.0.14 (véase Apéndice C)
y de esta forma obtener un equilibrio de Nash (Paso 1).

Paso 0: Primeramente obsérvese que se puede probar que la Condicién
1.3.9 (d) es equivalente a: si a,, — a, entonces para cada funcién f medible y
acotada,

| fwQy 2.8, — [ 1wty 2.a).
Por lo anterior, se sigue que

Hi(.%',an) - Hi(.%',a),

si a, — a. Por lo cual, H;(z,a) es continua en a. Por el Teorema 1.3.13, para
cada z € X el modelo del juego estocéstico

{2}, (@i(@), Hi(z. ), }

tiene un equilibrio de Nash.

Debido a que es posible encontrar un equilibrio de Nash para cada x € X.
Sea II := P(A;) x P(A2), se define la multifuncién © : X — II definida para
x € X de la siguiente forma

Oz) = { e ll(z) : Hi(z,7*) > Hi(z, (m1,75)) ¥y }
Hy(z,7*) > Ha(x, (7], m2)), (71, m2) € P(P1(2))xP(P2(x)) |’

equivalentemente

2 — e ll(x) : Hi(z, ") = SUD 1, ep(®1 (2)) H V(z, (71, 75))
O(z) { y Ha (2, 7) = SUDy,ep(a, (x)) Ha (2, (77, 72)) } . (L.14)

Supdngase sin pérdida de generalidad que
ri(z,a) =6 — 1,

si a ¢®(z) para cada i = 1,2, donde 0 := inf;,.7'(z,a). Asf, si 7% =
(m3,75) € ©(z), entonces

(e, ) 2 (z, (1, 73)),

r#(a, ) > r¥(z, (11, 1)),
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para. todo 1, € P(A;). Ademds, si 6 := min (inf; 47" (z, ), infi » vi()), en-
tonces
Hl(CC,ﬂ'*) > Hl(ﬂ?, (:U’lvﬂ-;))?

Hy(z, ™) > Ha(x, (77, 112)),

para todo u; € P(4;), incluso si el soporte (u;)N ®;(z)¢ # (. De lo cual se
sigue que H;(z,7) estd bien definida para todo 7w € II. Esta observacién se
usard en el siguiente paso.

En este paso se probard que existe un selector medible para O, i.e., una
funcién medible £ : X — II tal que &(z) € O(z) para cada € X. Para ello
se hard uso del Teorema C.0.14 (véase Apéndice C), por lo cual es necesario
verificar las siguientes propiedades

(i) II satisface la propiedad S (véase Observacién C.0.13, Apéndice C)
(ii) ©(z) es compacto para cada z € X,y

(iii) ©7(F) es un conjunto de Borel en X para todo conjunto cerrado F en
II.

Para demostrar (i) obsérvese que por el Teorema A.0.7 (véase Apéndice
A), II es un espacio métrico separable. Entonces existe un subconjunto denso
y numerable de II tal que las bolas cerradas con radio un nimero racional y
centro un elemento del conjunto denso numerable, separa los puntos de II, asf
(i) se cumple.

Para probar la afirmacién (ii), sea {7} :n=1,2,...} C O(x) (donde 7}, :=
(7] n» 75 ,,)) tal que 7y, — 7*. Como 7}, € ©(z), entonces para cada n se tiene
que

Hi(z,75,) > Hi(z, (11, 73)),

H2(£77r;) > HQ(:L" (WT,n7ﬂ2))a

para todo u; € P(4;), i = 1,2. Luego, por el Corolario A.0.6 (véase Apéndice
A), cuando n — oo
Hy(x,7*) = Hi(z, (1, 73)),

Hy(x,m*) > Ha(x, (7], pa)),

para todo (f, pg) € I
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De esta forma * € O(x), y asi ©(x) es un subconjunto cerrado del espacio
compacto II(z), z € X. Por tanto, © es una multifuncién compacto valuada.

Para la prueba de (iii) se hard uso de (1.14). Sea F : X x II — R? la
funcién definida por

Pz, ) = < Hy (2, m) — Sup,, ep(@, (2)) H1(z, (11, 72)), )
’ Hy(,m) — SUpP,,, cp(ds(2)) Ho(, (71, 112)) )

la cual es conjuntamente medible en X x II. Entonces el conjunto
F1(0,0),

es Borel medible y se puede probar que F~1(0,0) = Gr(©). Entonces por el
Teorema B.0.12 (véase Apéndice B), (iii) es valido.

De acuerdo a lo anterior se prueba que se satisfacen las hipétesis del Teore-
ma C.0.14 (véase Apéndice C) y por lo tanto, existe un selector medible para
(CRN |

Teorema 1.3.15 Supdngase que las Condiciones 1.8.9 (a), (b), (¢) y (d) se
cumplen y que N es finito. Entonces, el modelo del juego estocdstico GM
tiene un equilibrio de Nash en las estrategias Markovianas (posiblemente no
estacionarias).

Demostracién. Supéngase que N = 1. Como, r’(z, -) es continua en ®(x)
para cada x y ademés r* es medible en X x A. Entonces, por el Teorema 1.3.14,
existe una estrategia m := (71, m2) € II tal que para cada =z € X,

’I”l(.’L',W) > T,l(.% (,3,7T2)),
y o~
TZ(CE’T[-) > TZ(:E? (7717/8))7

para todo (5,,@) € P(®1(z)) x P(®(z)).
Denétese a 7 por 7! y sea v;(x) = r’(z,7!), i = 1,2. Entonces 7! es un
equilibrio de Nash del juego {X, (Ai,‘I’i(JT),T’i)i:l 5

pondiente pago. Ahora, sea H;(z,a) como en el Teorema 1.3.14, entonces el

}, donde v; es el corres-

juego estocéstico
{Xa (A’L’ (I)’L(m)a Hl(:pv '))i:l,Q} )

tiene un equilibrio. Denétese por 72 el equilibrio de este juego, entonces (7!, 72)
es un equilibrio de

{X7 (Ai, (I)i(x),r")i:m @, 2} '



1.3. JUEGOS ESTOCASTICOS DE SUMA NO CERO 19

El resto de la prueba se hard por induccién. Para ello, supéngase que

existe una estrategia (771, A *1), tal que es un equilibrio de Nash del

juego estocéstico
{Xv (A’La (Dl(m)’ Ti)izl’g ’ Qa N — 1} )

y sea v;(x) es el correspondiente pago descontado del jugador i y estado inicial
x. Por el Teorema 1.3.14, el juego

{X7 (Ai, ®i(), H;(x, '))i:1,2} )

1 N-1 N)

N ¢ II. De esto se sigue que (7r R (S ¢

tiene un equilibrio 7 es un

equilibrio del juego estocastico {X, (Ai, @i(aj),ri)izl 9 ,Q, N} y el pago des-
contado estd dado por

vi(z, 7)) = (2, a)7 (da |z),
(7Y /AH< o (da J2)
N—

1 =1,2. Nétese que si m = (7r1, e, T 1,7rN), entonces

Ui(x,ﬂ'N) =Vin(z,m).

También obsérvese que 7 € II,s. De esta forma, el teorema queda demostra-
do. m



Capitulo 2

EQUILIBRIOS DINAMICOS

En este capitulo, se dardn las definiciones bésicas de lo que es un equili-
brio de Cournot y Stackelberg en el caso estédtico. Posteriormente se dard una
versién de la Ecuacién de Euler (EE) para juegos estocdsticos la cual permi-
tird encontrar equilibrios dindmicos, en particular el equilibrio dindmico de
Cournot-Nash, el cual se aborda para un problema de pesquerias, donde se
modela la interaccién biolégica y aspectos econémicos de un problema de pes-
querfas en un duopolio, el cual puede ser planteado usando algin otro recurso
renovable. Ademads, en dicho modelo se supone que la poblacién de pescado
es dindmica y que los pafses estdn interesados en el bienestar de su poblacién.
En particular, supéngase que los pafses maximizan las utilidades de suma des-
contada sujeta a las restricciones impuestas por una funcién de crecimiento
biolégico.

Esta parte se encuentra motivada por [22] y [23], en estas citas se hace el
planteamiento del problema estudiado aqui y se resuelve usando un procedi-
miento heurfstico basado en la EE. En esta tesis se retoma este problema y se
resuelve usando un método iterativo, el cual estd fundamentado en la EE.

También se supone que los paises o empresas capturan peces de las mismas
aguas. Ademds, cada pafs obtiene una utilidad por los peces que captura en
cada perfodo y por lo tanto, un interés en el efecto a largo plazo de sus cap-
turas. Por otra parte, cada pais debe asumir la captura del otro pais al decidir
sobre sus propias capturas. El problema se analizard mediante el uso de un
argumento de programacién dindmica y utilizando el concepto de equilibrio de
Cournot-Nash. De esta forma, se formularan las ecuaciones de PD para cada
uno de los paifses y se resolverdn mediante la EE, mostrando que existe un
equilibrio dindmico de Cournot-Nash.

20
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2.1. Definiciones Basicas

En esta seccién se dan las definiciones y suposiciones para encontrar un
equilibrio de Cournot y Stackelberg para el caso estético.

2.1.1. Equilibrio de Cournot en el caso estatico

La competencia de Cournot es un modelo econémico, en donde compiten
dos empresas con respecto a la cantidad que producen dichas empresas y deci-
den al mismo tiempo de forma independiente una de la otra cuanto producir.
Este modelo tiene las siguientes caracteristicas:

1. Hay dos empresas las cuales elaboran un producto homogéneo, es decir,
no hay diferenciacién de productos.

2. Las empresas no cooperan (no hay colusién).

3. Las empresas tienen poder de mercado, en otras palabras, la decisién
de produccién de cada empresa afecta el precio del bien.

4. Las empresas compiten por cantidades y las eligen de forma simultédnea.

5. Las empresas son econémicamente racionales y actian estratégicamente,
por lo que buscan maximizar sus utilidades dadas las decisiones de sus
competidores.

Ahora, supéngase que la empresa i = 1, 2, elige producir la cantidad ¢; > 0,
de esta manera la cantidad total producida por las dos empresas es ¢ = q1 + 2.

Se supone también que el precio del producto es una funcién decreciente
de la cantidad total de las dos empresas. Por ejemplo, considérese la siguiente
funcién de precios

I'—-q si0<q<T;
= — +: ’

donde I" representa el precio méximo que estd dispuesto a pagar el consumidor.

La cantidad producida por las dos empresas juntas es q; +q2, por lo que los
ingresos para la empresa ¢ por producir ¢; unidades es ¢; P(q1 + ¢2). El costo
de produccién para la empresa i es ¢;q;. Cada empresa quiere maximizar su
propia funcién de recompensa (beneficios), la cual es el ingreso total menos el
costo total,

ui(q1,q2) = P(q1 + ¢2)q1 — c1qu,
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u2(q1,92) = P(q1 + ¢2)q2 — c2q2.

Es posible demostrar que las cantidades de produccién éptima estdn en
(0,T), las cuales se encuentran caracterizadas por las siguientes condiciones
de primer orden

Ou1(q1,q2) 0
oq -
Yy
Oua(q1,q2) _ 0
g2 ’
lo cual implica que

—2¢1 —q@+1T —c1 =0, (2.1)
—2QQ —(q1 +I - Cy = 0. (22)

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones (2.1) y (2.2) se obtienen las
cantidades de produccién 6ptima para cada una de las empresas

* I'+c—2¢

qlzfﬂ
y

* I'+c1 — 2¢y

=Ty

Sil' > c; +cg entonces I' > ¢f >0y I' > ¢35 > 0. En estos puntos se tiene que

a?u * %
1(2q1?q2) —_9 < 0’
0*q
0*us(qi, g3)
9%qa
por lo tanto (qf,¢3) son los valores que maximizan ambas funciones de be-
neficios de cada una de las empresas. La cantidad total que las dos empresas
deben producir es

= -2<0,

2" — Cl1 —C2

3 )
yI'>q*>0,si' > c¢;+cs. El precio del mercado de los productos producidos
por ambas empresas cuando producen las cantidades éptimas es

= +a¢=

Plg1+¢) = p=T— (¢ + )
I'+c+ce
—
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Obsérvese que ¢ = P~1(p), i.e.,

g = P '(p)=T-p
2F—61—CQ

3
B F+02—201+F+C1—202
N 3 3
= ¢+

Con lo que se concluye que la cantidad de productos vendidos (demandados)
serd exactamente la cantidad que cada empresa debe producir a este precio.
Esto es llamado equilibrio de mercado, el cual es un equilibrio de Nash (véase
Definicién 1.3.2) que representa las cantidades éptimas de produccién.

Finalmente, sustituyendo el punto de equilibrio de Nash en las funciones
de beneficios, los beneficios resultantes en dicho punto son:

(T + ¢y — 2¢1)?

ur(gf, g3) = 2,

(F +c1 — 262)2

uz(qi, q3) = 9

2.1.2. Equilibrio de Stackelberg: caso estatico

El modelo de liderazgo de Stackelberg es un juego estratégico en economfia,
en donde la empresa lider (empresa 1) selecciona primero su estrategia a seguir
y posteriormente la empresa seguidora (empresa 2). Este tipo de modelo tiene
la caracteristica de que los jugadores estdn compitiendo por las cantidades de
produccién. Ademads, también se supone que el lider debe conocer a priori que
el seguidor observard su accién.

En otras palabras, si una empresa conoce la cantidad de produccién de la
otra empresa, también debe determinar cuanto producir. Para resolver este
problema, supéngase que la empresa lider anuncia que produce ¢; productos a
un costo ¢; pesos por unidad. Entonces la empresa 2 decidird cuanto producir,
por ejemplo go al costo cp. También supéngase que el costo por producir es
constante. El precio por unidad serd considerado como funcién de la cantidad
total producida, para este caso considérese la siguiente funcién P = P(q1, q2) =
(T'—q1 —q2)" = max {T' — ¢1 — ¢2,0}. De esta forma las funciones de beneficio
estdn dadas por

w(q,2) = T'—q —@)a—agq,
u2(q1,q2) = T'—q —q)e — c2¢o.
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Las cuales son las mismas que en el modelo de Cournot, pero ahora ¢
estd dado y es fijo. De esta manera, el problema es calcular cual es la mejor
respuesta para la empresa 2 dado que la produccién de la empresa 1 fue ¢;.
Es decir, la empresa 2 debe saber como elegir g2 = ¢2(q1) con el objetivo de
maximizar uz(q1, g2(q1)) sobre g2, dado g;. Derivando u2(q1, g2(q1)) e igualando
a cero, se llega a

Ouz(q1, q2(q1))

= -2 — @+ —c2=0,
ey CI2(Q1) q1 2

de lo cual se sigue que la empresa 2 debe elegir

'—q—c

—

Esta es la cantidad que la empresa 2 debe producir, tomando en cuenta

que la produccién de la empresa 1 es q;.
Ahora, sustituyendo se tiene que

(@) =

ui(q,2(q1)) = '—aq —@(q))a —aq
_ (r I'—q—c
= _QI_f q1 — C1q1
I — c
= q 2QI+Q1(§2*01>-

La empresa 1 quiere elegir ¢g; para hacer que su beneficio sea lo més grande

posible. Entonces
" I' —2¢1 + ¢
a1 = 9

y la cantidad éptima para la empresa 2 serd

* % F+201—3CQ
a5 = q2(qf) = 4

De esta forma las funciones de beneficio evaluadas en las cantidades 6pti-
mas son )
(F —2c1 + 02)

Ul(qTaQS) = ] )

(T + 2¢1 — 3¢3)
16 )
Sea ¢y = ¢ = ¢, entonces las cantidades de produccién éptimas en el
modelo de Cournot son:

us(qi, q3) =

I'-c¢
3 9

q1 =
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I'—c
7
Asi, las funciones de beneficio estdn dadas

g2 =

I —c¢)?
Ul(QlaQ2) - uu
9
(I —¢)?
9
Comparando con el modelo de Stackelberg se tiene que

. L'—c
q1 = 2 >Q17

y la cantidad 6ptima para la empresa 2 serd
I'—¢
4

Obsérvese que la empresa 1 produce més en el modelo de Stackelberg que en
el modelo de Cournot. Sin embargo, la empresa 2 en el modelo de Stackelberg

produce menos que en el modelo de Cournot. En cuanto a los beneficios de las
empresas se tiene que

U2(Q17CJ2) =

q@ = < q2.

2 2
(F;C) <ui(gf, ¢3) = (Ol

I'— C)2 * % (F B C)2
g > uld, @)=

Por lo tanto, la empresa 1 obtiene mayor beneficio anunciando su cantidad
de produccién, sin en cambio, la empresa 2 obtiene menor beneficio conociendo
la cantidad producida por la empresa 1. De esta manera, a la empresa 1 le
conviene mds anunciar su nivel de produccién, mientras que a la empresa 2 le
conviene que las cantidades de produccion se elijan simultdneamente.

También es posible hacer una comparacién con la cantidad total producida
en ambos modelos

u1(q1,q2) =

u2(q1,q2) =

2 . . 3
Q1+Q2=§(P—C)<Q1 +Q2:1(F—C)z

y finalmente, una comparacién sobre los precios de equilibrio (recuerde que

I'>c¢)

I'+ 3¢ I'+2¢
<Pl +q)= 3

Pt +q3) =



26 CAPITULO 2. EQUILIBRIOS DINAMICOS

2.2. La Ecuacién de Euler en Juegos Estocasticos

2.2.1. Ecuacién de Euler

En el desarrollo subsecuente de esta seccién se considera que en el GM
(véase Definicién 1.3.3), X C R, A = A; xAs C RxRyparacadaz € X, A;(z)
son conjuntos convexos. También se considera que la multifuncién x — A;(x),
es creciente y convexa, para todo ¢ = 1,2. Ademds, suponga que la ley de
transicién es inducida por la siguiente ecuacién en diferencias

Tyl = L(F(l'hat)agt)
L(F(zt,a1¢,a2¢),&)

donde, {&;} es una sucesién de v.a.’s ii.d. tomando valores en un espacio
S C R con densidad comtin A e independiente del estado inicial zg = = € X
se supone que L : X’ x S — X es una funcién medible conocida, con X’ C R"
y F: K — X’ es una funcién medible conocida. Para este modelo también se
supone que se satisfacen las Condiciones 1.3.9 (a), (b), (c) y (d).

Entonces se tiene que para cada n = 0,1,..., N, existen f,,g, € F tales
que las funciones de iteracién de valores para cada jugador son de la forma

Valw) = max {r'(z, a1, 9n(2)) + 1 B Va1 (L (F(z, a1, gn(2)), )]} .

Vale) = max {r(r, fu(e),02) + 0B [Vaa(L (F(a, fa(a), 02),€)] |

con Vo(z) = Volz) =0,z € X yn > 1.
Ademsds, para cada x € X

Va(@) = (@, ful), 90 @)) + 1 B [Vaor (L (F(@, fu2), 9a (@), )],
V(@) = 1@, fu(@). 90(2)) + 02 |Vaca (L (B2, fu(@), g0(2)),©))]
Se define para (z,a1) € X x Ay, (z,a2) € X x Ay yn=1,2,...,N, la funcién
G (@,01) i= 1 (@, 01, 90(2)) + 01 E [Vt (L (F(, 01, 90(2)), )]
G (2,02) = 1(3, fu (), 02) + €2 [V s (L (F (@, fu(), a2),€))|

Teorema 2.2.1 Supdngase que
a) Para cada i = 1,2, r* € C?(int(K);R), 1} o (z,-,a2) yr2,,, (z,a1,") son

7 tajay

definidas negativas. L(-,s) € C%(int(X' x S); X) para cada s € S y Lyu(-, )
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definida negativa. F € C*(int(K); X'), creciente en X y Fy.q,(-) semidefinida
negativa, ademds Fy,(x,a1,a2) invertible, donde v = F(x,a1,a2) para a; €
int(A;(x)) coni=1,2;
b) fn(x) € int((Ai1(x)) y gn(x) € int((A2(x)) para cada z € X yn =
0,1,....,N;
¢) Las funciones definidas para (x,a1,a2) € K como
H1($,a1,gn($)) = [T - TalFallF ] (maalagn(m))a

Hy(z, fr(z),a2) = [r — ra2Fa21F ] (z, fn(x),a2),
son inwvertibles en la sequnda variable y tercera variable, con inversas hy y ho,
respectivamente.
Entonces, paran = 1,2,...,N, f, € C*(int(X); A1), gn € CL(int(X); Az)
Y Vi, Vo € C2(int(X); R). Ademds, Vy, y V,, satisfacen las Ecuaciones de Euler
dadas por

V() Vi(x) _
(TalFal ) (3}, hy <a:, wmﬂu(ﬂﬁ)) , ha (x,fn(a?), 1"‘]%(55))) = (2.3)

~an By (L (F (b (2, 1555 gu(2)) 1o (i, fnfx)%)) )
Lu (F (20 (2, 115505, 90(@) o (o fule), 175 ) ) €)1

Vi@ T\ _
<v~a2Fa2>(m,h1( e ),gn< 0) 1 (x,fn(l"%wm))— (2.4

—O[2E[‘//\;;_1 (L (F (:E hi ( x, 1+g (z , Gn CL‘)) , ho (:L‘ fn(z), %)) ,5))
L (F (21 (2, 2560 0,(@)) b (3, o), 1‘%@))) € :

para cada x € int(X).

Demostracién. La prueba se hard para el caso del jugador 1, en el
caso del jugador 2 la prueba es similar. Sea = € X fijo. Sea M(z,a;) :=
L(F(x,a1,gn(x)), s), con g, fijo. Nétese que M es de clase C? en K, ya que L
y F lo son C?. Pero por Ly, v Fy,q; son semidefinidas negativas, entonces L
y F son céncavas y por lo tanto, M también lo es. En resumen M es de clase
C? y céncava, implicando que M,, 4, es semidefinida negativa.

Por lo anterior se tiene que r' y G™ satisfacen las hipétesis del Teorema
1.2.2 y por lo tanto, se tiene que para cadan = 1,2,..., N, V;,, € C?(int(X); R),
fn € CH(int(X); A1) y

Vi(z) = Gi(z, fu(@)).
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Por otro lado, sea = € int(X), como

Vi(z) = alglfifx){r z,a1,01(2))},

(( 1(x)), por la condicién de primer orden

teniendo en cuenta que fi(z) € in
re (z, fi(z), 91(z)) = 0y por lo tanto V; satisface

se tiene que G} (z, fi(z)) =
la ecuacién (2.3).

Ahora para n > 1, como en la demostracién del Teorema 1.2.2 se sabe
que G" € C?(int(K);R) y dado que f,(z) € int((A1(x)), por la condicién de
primer orden se sigue que Gy (z, fn(z)) = 0. Debido a que Fg,(z,a1,gy) es
invertible se tiene que

f’l“alFa,l (x,fn(ﬂs),gn@)) B OllE LlU(F(w

donde u = F(z,a1,a2).
Dado que V,,(z) = G™(z, fo(x)) y por Teorema 1.2.2, se obtiene que

Vala) = ra(, fa(@), ga(2)) (1 4 g,(2))
+a1 B [Vo_y (L (F(2, fa(2), gn(2)), 5)) Lu(F (2, fa(2), gu(2)), 5)]
Fe(z, fn(z), gn () (1 +gn x))

Al sustituir (2.5) en esta iltima igualdad se llega a que

n(@) = [rg—ra, Fo ' Fo] (@, fa(2), gn(2)) (1 + g, ()
= Hi(z, fu(@), ga(2)) (1 + g,(2)) ,

entonces
Hy(z, fu(z), gn(z)) = 14‘:7}/%

por la invertibilidad de H; en la segunda variable, se concluye que
V/

Ful@) = hy <a7 %, gn(m’)> . (2.6)

Anédlogamente

9u(r) = ( e, 1:)5())) 2.1

Finalmente al sustituir (2.6) y (2.7) en (2.5) se tiene que (2.3) es vélida. Simi-
larmente se obtiene (2.4). m
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2.2.2. Equilibrio Dindmico de Cournot-Nash

Supédngase que dos paises extraen peces de la misma regién, de esta forma
cada pafs tiene sus propias utilidades. Por otro lado, cada pais estd interesado
en maximizar la esperanza de la suma total de las utilidades descontadas
de consumo, tomando en cuenta las acciones del otro paifs, de tal forma que
siempre obtenga su mejor pesca.

Supéngase que el espacio de estados es X = A3 = Ay = [0,00); donde
Ay y As son el conjunto de acciones para el pais 1 y pais 2, respectivamente.
También el conjunto de acciones admisibles para el pais 1 y pais 2 son iguales,
es decir, A1(z) = Aaz(z) = [0,h(x)], para cada x € X (de esta manera se
define una multifuncién ®; : X — A;, dada por z — A;(z)). La dindmica que
rige el crecimiento de la poblacién de pescado en la regién, se encuentra dada
mediante una funcién de produccién h : X — X, la cual cumple las siguientes
suposiciones:

h(0) = 0, h'(0) = +o0; (2.8)

n' >0, B <O0. (2.9)

La condicién (2.8) en la literatura econémica se le conoce como condiciones
de Inada (véase [14]). De esta forma, la ley del movimiento es controlada por
la siguiente ecuacién en diferencias:

Tiy1 = h (11315 — a1t — a2,t) ‘Eta

con g = x conocido y t = 0,1,..., N — 1, donde a;; € A;(x;) representa
la captura de pescado de cada pais, i = 1,2, x4 es el stock (tamano de la
poblacién de peces) al tiempo ¢, y {£,} es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d), las cuales representan
la tasa de mortalidad de peces o la proporcién de stock que migra, con valores
en S = [0,00). Se supone que z; > a1+ azy, en otras palabras, los dos paises
juntos no pueden extraer mas pescado del que se produce, t = 0,1,...,. N —
1. Por 1ltimo, las funciones de recompensa estdn dadas como funciones de
utilidad ui(a1) y uz(ag) para el pais 1 y el pais 2, respectivamente, para cada
a1 € Ai(x) y ag € Ay(x), las cuales cumplen los supuestos siguientes:

u; >0, uf <0y u(0)=+o0 (2.10)

y ademds ] es invertible con inversa H;, para todo i = 1,2.
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También, se considera que existe una constante ¢; € R tal que
|ui(as)| < ¢, (2.11)

para todo a; € A;(z), i =1,2.
Las funciones de valor éptimo estdn dadas por

V(x) = sup VN<1'7 (7T177T§)>v
w1 €l

‘7(:13) = sup ?N(x, (71, m2)),
mo€lla

para cada x € X y 7* = (7], n3) € II = II; x I3, donde se estd usando la

siguiente notaciéon Vy = Vi n y Vv = Vo v (véase (1.7)). Sujeto a la siguiente
ecuacién en diferencias

Tep1 = h(zy — a1y —aze)éy, t=0,1,...,N -1

Trog = x.

Ahora, para que se tenga un juego de tipo Cournot-Nash, el modelo debe
tener las mismas caracteristicas (1), (2), (3), (4) y (5) del caso estdtico. En
particular, la caracteristica (4) dice que los dos paises compiten por la cantidad
de peces que se extraen de la regién, y eligen simultdneamente cuanto pescar.
Ademsds, cada uno de los jugadores elige estrategias estacionarias y sobre esta
clase se determinars un equilibrio de tipo Cournot-Nash.

Lema 2.2.2 Para este ejemplo el Teorema 1.5.15 es vdlido, es decir, existe
un equilibrio de Nash.

Demostracién. Es ficil ver que ®; : X — A;, es una multifuncién com-
pacto valuada, ya que para cada z € X, A;(z) es cerrado y acotado en R, por
lo tanto es compacto para cada x € X. Dado que u; € C%((0,00); R), se tiene
que u; es continua en A;(x) = [0, h(z)]. Claramente, la ley de transicién es
continua en a para cada z fijo.

Ademas, por (2.11) se tiene que la recompensa es acotada y por las condi-
ciones (2.10) de la funcién de utilidad es medible y continua en (z,a1,a2) € K
y por lo tanto la hipétesis del Teorema 1.3.15 se cumplen, lo cual significa que
existe un equilibrio de Nash para este juego. Ademds, obsérvese que por las
caracteristicas (1), (2), (3), (4) y (5) del caso estético, este es un equilibrio de
tipo Cournot-Nash. m
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Sean f, € Fy g, € F las estrategias tomadas por el pais 1 y 2, respecti-
vamente. Dichas estrategias deben satisfacer lo siguiente:

Vo(z) = max G"(z,a1) = G"(z, fu(x)) (2.12)
a1€A1(x)
y AN ~ A~
Vo(z) = max G"(z,a2) = G"(z,gn(x)), (2.13)
az€A2(x)

(véase Teorema 1.3.15) donde Vo(z) = Vo(z) = 0,

G"(z,a1) = ui(ar) + B [Vii1 (h(z — a1 — gn(x))E)] (2.14)

G"(w,a) = uz(az) + a2 |V (h(x — fu(2) — a2)€) |,

para (z,a1) € X X A1, (z,a2) € X X Ag; y a1, ae son los factores de descuento
para el pais 1 y 2, respectivamente.

Debido a la caracteristica (5) del caso estdtico, las ecuaciones (2.12) y
(2.13) indican que cada pais quiere encontrar su captura 6ptima de peces
bajo el supuesto de que el otro pafs tomard la mejor decisién en el sentido de
maximizar sus utilidades.

Lema 2.2.3 Las funciones definidas en (2.12) y (2.13) son estrictamente con-
cavas y sus mazxizadores fn Y gn son Unicos.

Demostracion. La demostracion se hard para el caso del pais 1, el caso
del jugador 2 se prueba de manera similar. Sean x,y € X = [0,00) y A € [0, 1].
Sia; € Ai(z) = [0,h(z)] y a1 € A1(y) = [0, h(y)], entonces 0 < Aa; < Ah(x)
y 0 < (1—-XNa < (1— MNh(y), implicando que 0 < Aa; + (1 — Nay <
Ah(z) + (1 — A)h(y), como h es céncava se concluye que Aay + (1 — N)a; €
A1(Az + (1 = N)y) = [0,h(Az + (1 — N)y)]. Ademds si x < y, es facil ver que
Ai(z) C A1(y). Por lo tanto, la multifuncién © — A;(z) es convexa y creciente.

Por otro lado, como h es estrictamente céncava, entonces la funcién

F($> a1>gn(x)vs) = S(h(.’B —ar — gn(g}»)

es céoncava en K para cada s € S y como la funcién de utilidad u se supone
estrictamente céncava entonces por el Teorema 1.2.2 se concluye que V,, es
estrictamente céncava y el maximizador f, es tinico. m

Lema 2.2.4 Paran = 1,2,...,N — 1, las funciones de iteracion de valores
Vi, Vi € C%(int(X);R) y fn € CL(int(X); A1), gn € CH(int(X); A2).
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Demostraciéon. La prueba se hard para el caso del pais 1. Sea z > 0, fijo.

Noétese que paran = 1, Vi(z) = max wuj(a1)y por (2.10), u; es creciente, de
a1€[0,h(x)]

lo cual se sigue que Vi(z) = ui(h(z)) y fi(x) = h(zx). Debido a las condiciones
(2.8), (2.9) y (2.10) uy y h son de clase C?, por lo tanto V; es de clase C2, y
ademds V{(z) = u}(h(z))h ().

Para n = 2, se cumple la siguiente relacién

Va(z) = max  {ui(a1) +eaBVi(h(z —ar = g2(2))O)l}-

Derivando G? (véase 2.14) con respecto a a; € (0, h(z)), se obtiene que
G, (2 a1) = uy(a1) — o B [V{(h(z — a1 — g2(2))€)€] -

Derivando de nuevo la ecuacién anterior se tiene que G2 Loy (@ a1) = uf(a1)+
a1 E [V!'(h(z — a1 — g2(2))€)€?] de esta manera G2 es de clase C2.

Por otro lado, debido a que fo(x) € (0,h(z)) vy Va(x) = G*(z, f2(z)) estd
en C?, entonces por el Teorema 1.2.2 se tiene que Vo € C%(int(X);R) y fo €
Cl(int(X); Ay).

Ahora, para n > 2 supéngase que V,—1 € C?(int(X);R), V" ;(z) < 0.
Obsérvese que la funcién de iteracion de valores viene dada por

Va(x) = ale%fﬁx)] {ui(ar) + a1 E [V—1(h(z — a1 — gn())E)]} -

De manera andloga al argumento utilizado para el caso n = 2 se cumple que
fn(x) € (0,h(x)). Entonces usando nuevamente el Teorema 1.2.2 se garantiza
que V,, € C%(int(X);R) y f, € CL(int(X); A1).

Para el caso del pais 2, la demostracién es andloga. m

Teorema 2.2.5 Se satisfacen las siguientes Fcuaciones de Euler

Viz) = aE |V, (h (x—Hl <%) — Hy (%)) §> {]
(e Valz) \ Val(z) e
" ( m () H2<1—fé(w)))(1 ) 2:19)
Y
o) = aut [ig (n (o () - () ) o)
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para cadan > 2 yx € int(X).

Demostracién. Primeramente se hard la prueba para el pafs 1. Derivando
con respecto a ap, la funcién G", se tiene que

G, (w,a1) = (1) — on B [V (A(z — a1 — gn(2))8) §] B (z — a1 — gn(2)),

para cada (z,a1) € X x Aj. En particular, la ecuacién anterior se cumple para
el maximizador f, € F, i.e.,

ui (fu(@)) = an B [V, 4 (M@ — fu(2) — gn(2))8) §] K (2= fu(@) —gn(2)) (2.17)

para cada = € int(X).
Por otro lado,

Vi(z) = a1 [Vy_y (M(z — fu(2) — gn(2))§) €] (2.18)
h (@ = falz) = g0 (2))(1 = g, (),
para cada z € int(X), sustituyendo (2.18) en (2.17) se llega a que
/ _ Vil=)
uy (fn(z)) = m7
para cada z € int(X). Luego, por la invertibilidad de u}, se tiene que
ful) = H, (1‘_/;&)) | (2.19)

Ansdlogamente, para el pais 2

gn(z) = H> (%) , (2.20)

para cada x € int(X). Ahora, sustituyendo las ecuaciones (2.19) y (2.20) en
(2.18) se obtiene (2.15). Similarmente, se llega a (2.16). m



Capitulo 3

APLICACIONES EN
ECONOMIA

En este capitulo se planteard un modelo econémico enfocado a un problema
de pesquerfas y se estudiard tanto para el caso del monopolio como para el caso
del duopolio. En el caso del monopolio se determina una estrategia éptima que
debe seguir el jugador para optimizar su utilidad descontada esperada. En el
caso del duopolio se encuentra un equilibrio dindmico de Cournot-Nash y otro
de Stackelberg.

3.1. Maximizacion de la Utilidad en un Monopolio

Supdngase que cierto pais o empresa cuenta con una utilidad, la cual se
encuentra en funcién de los peces capturados en cada periodo, dicho pais o
empresa estd interesado en el efecto a largo plazo de sus capturas. De esta
manera el objetivo del pafs o empresa es maximizar la esperanza total de las
utilidades de la suma descontada.

El problema de optimizacién serd resuelto usando la metodologfa de Pro-
gramacién Dindmica (PD) en tiempo discreto y la solucién se encontrara usan-
do iteracién de valores aplicado a la Ecuacién de Euler (véase [9]).

3.1.1. Planteamiento del Problema

Supéngase que X = A = [0,00). Sea h : X — [0,00) la funcién que
determina el crecimiento de pescado, la cual cumple los supuestos: (2.8) y (2.9)
dados en la Subseccién 2.2.2. Por lo cual, el conjunto de acciones admisibles
estd dado por A(z) = [0,h(z)], z € X.

34
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La recompensa se da como una funcién de utilidad del consumo u : A — R,
de esta forma
r(z,a) = u(a),
si (z,a) € K. Andlogamente, como en la Subseccién 2.2.2 se supone que la

utilidad cumple las condiciones (2.10) y también que u’ tiene inversa H.
La dindmica del sistema se desarrolla de la siguiente forma:

Tep1 = h(2 —ar) &,

t =0,1,..., donde z; es el stock en el tiempo t; y {£;} es una sucesién de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d), con
valores en S = [0,00) y E(In¢) = p < 0.

De esta forma, el problema es maximizar la esperanza total de las utilidades
descontadas

V(z,m) = E] Zatu(at),
t=0

mellyx e X, con 0 < a< 1. Asi, la funcién 6ptima de utilidad es definida
por
V(z) :=sup V(z,n),

mell
x € X, sujeto a
o —=x,
y
xp = h(z—1 — ar)§y,
t=0,1,....

3.1.2. Solucion del Problema

En esta seccién se supone que un pais quiere maximizar la esperanza total
de las utilidades descontadas de consumo, para ello primero se hard la formu-
lacién utilizando PD y luego se resolverd usando un método iterativo basado
en la EE.

Las funciones de iteracién de valores estdn dadas por:

Val(x) = arenlelé) G"(z,a), (3.1)
donde Vp(z) =0, y
G"(z,a) =u(a) + aF [Vp—1(h(x — a)f)], (3.2)

para todo (z,a) € K.
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Observacién 3.1.1 Debido a las propiedades de continuidad y compacidad
que presenta el modelo, se puede garantizar la validez de PD y la existencia
de mazimizadores (véase [18]). Ademds, debido a las hipdtesis sobre u y h
también se puede probar que para cada n > 1, V, es una funcion creciente,
concava y diferenciable (véase [23]).

Teorema 3.1.2 Supdngase que existen f, € F. Entonces, las funciones de
iteracion de valores satisfacen la siguiente ecuacion funcional:

Va(@) = aB [V, (§(h (z = H(V, ()] 1 (z = H(Vy(2))),  (3.3)

para cadan > 2 yx € int(X). La ecuacion (3.3) es conocida en la literatura
como FEcuacion de FEuler.

Demostracién. Derivando con respecto a a, la funcién G™, se tiene que
Ga(z,a) = u'(a) — aE [V, (h(z — a)§) ¢] W (z — a),

(z,a) € K. Evaluando la ecuacién anterior en el maximizador f,, € F se tiene
que
u'(fn()) = B [V (h(z — fu(2))8) §] B (z = fu(x)). (3.4)
Por otro lado,
Vi(@) = aB [V, (h(z — ful(@))€) §] I (z — fu(2)) (3.5)
z € int(X), entonces sustituyendo (3.4) en (3.5)

u'(fo(x)) = Vi(x),

z € int(X). Por la invertibilidad de v/, se tiene que
fu(x) = H(V,(z)). (3.6)

Finalmente, sustituyendo (3.6) en (3.5) se tiene la ecuacién (3.3) . ®

Ahora, como caso particular, supéngase que u(a) = Ina y que h(z) = 29.
De esta manera, el conjunto de acciones admisibles para el estado =z € X es
A(zx) = [0,29].

En este caso la relacién (3.1) presenta la forma siguiente:

Vo(z) = agf(};) {lna +aF [Vn,l((m - a)‘;f)} } , (3.7)

en donde Vp(z) = 0.
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Corolario 3.1.3 Las funciones de iteracion de valores satisfacen la EE

(Y ) ()

V/
Val(z)
para cadan > 2 y xz € (0,400).

n

() = adFE

Demostracién. Para poder usar el Teorema 3.1.2 nétese que es suficiente
identificar a H, h y h’ y sustituir en la ecuacién (3.3). Derivando a la funcién
de utilidad con respecto a a, se tiene que

a € (0,2%) entonces,

z € (0,+00).
Por otro lado,

o )0 () ()

z € (0,+00). Asi, sustituyendo las ecuaciones (3.9) y (3.10) en la ecuacién
(3.3), se tiene la ecuacién (3.8). =

Teorema 3.1.4 Para el caso del monopolio la funcion de valor dptimo y la
politica optima estan dadas por

V(z)=Klnzx+C,

f(z) = Az,
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respectivamente, para cada x € X en donde

1
K=—
1—ad’
1 ad L
C = = o 1_a51n(a6)+ln(1—a5)+1_a5 ,
Yy
v =1—ad.

Demostracién. Primero, nétese que
Vi(z) =dInz,
x € X, de esto se sigue que

Vi(z) =

Y

8|

—~

z € (0,400). Para n = 2, sustituyendo en (3.8) y usando la ecuacién anterior,

se llega a que

o) = o [vi (L) e o ()
B ad?Vy(z)
 aV(x) -1
por lo tanto,
Vi(z) = aél—i— 17

z € (0,+00).
Se probard por induccién que para todo n > 2, V!(z) = % Para esto
supongase que

K,
Viia(e) = =", (3.11)
z € (0,+00), donde
n—2 '
K,1= Z(OKS)Z + o 25n
=0

Asi, sustituyendo (3.11) en (3.8)

adK,_ 1V, (x)

Vé(x) = W,
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de lo cual se sigue que

Vi) = O £1_ Ko

T T
€ (0,400), donde K, = 37 (ad)’ + a6
De esta forma,
Vn(x) =K, Inx + On,

para todo n > 1, x € X. Ahora, tomando el limite cuando n — oo, se tiene
que
Volz) =Kylnz+C, - V(z) = Klnz + C,

x € X, donde
1
K= lm K, = ) 12
A Ko = 10 (3.12)
Asi, para todo x € X
_ PaY
Khae+C = agﬂ(%§5}{lna+aE [V ((a: a) 5)}}

= n[laxﬂ {Ina+ adK In(z —a) + auK + aC'} .
ac|0,z

Derivando la parte que estd entre llaves de la ecuacién anterior se tiene que

1 adK B

a r—a

0,

de la cual despejando y sustituyendo (3.12) se tiene que

f(@) = (1 - ad)e,

x e X.
De esta forma para z € X,

adK

Klnz+C = (1+adK)lnz+ adKIn (a(SK—i—l

> —In(adK + 1)
+auK + aC.
Asi,

K = 1+4aéK

1—ad
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1 ad ap
C= T 1_a61n(a5)+ln(1—0¢5)+1_a5

Obsérvese que cuando la dindmica estd dada por x411 = h(x: —at) se
puede probar que la politica éptima coincide con la del caso estocédstico, de

esta forma la trayectoria éptima del sistema de control determinista sigue la
siguiente ley

zev1 = h(ze— f(2))
= (ad)’ .

Se dice que en el sistema hay un estado de equilibrio, si la poblacién de
pescados es constante. En otras palabras:

Ty = Tt+1,
para todo t. Por lo tanto, si el estado de equilibrio es Z, entonces
T = (ad)’ 7,

de lo cual se sigue que

7 = (ad)T5 .

Dicho sistema se representa en la Figura 1.

Xt+ 1

rmm—-———

Y

5
¥ = ()5 X

Figura 1
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En la Figura 1, la curva ) representa la funcién de crecimiento de pescado
y la curva punteada (a5)6 w? , representa la trayectoria 6ptima para el mono-
polio. Por lo tanto, habrd un equilibrio cuando se cruza la recta x; = z;11 con
la trayectoria éptima.

3.2. Maximizacion de la Utilidad en un Duopolio

En esta seccién se dard un ejemplo de como usar la EE en juegos estocds-
ticos.

Como caso particular del problema que se presenté en el capitulo anterior,
sean h(z) = 2%, u1(a1) = Inay y uz(as) = Inay para cada a; € A;(z), i = 1,2,
donde X = A; = Ay = [0,00) y Ay(z) = As(z) = [0,2°], para 2 € X.
Luego, la dindmica estd dada por zy11 = (¢ —a1p —ag:)’ &, t = 0,1,...
(véase Subseccién 2.2.2).

Nétese, que en este modelo no se cumplen las Condiciones 1.3.9 (a) y (c),
ya que, los espacios de acciones no son conjuntos compactos y las funciones
de utilidad no estdn acotadas. A pesar de ello se determina un equilibrio de
Nash, ain cuando el horizonte es infinito.

De esta forma se tiene que las ecuaciones (2.12) y (2.13) presentan la
siguiente forma

Vo(z) = alrél[%fcé] {ln a1 +a1F [Vn_l ((w —aj — gn(x))5§>] } , (3.13)
y
Vn(:c) = a;él[%,};é] {ln as + asF [an ((:c — fu(x) — ag)‘sf)} } , (3.14)

con Vp(z) = Vo(z) = 0.

Lema 3.2.1 Las funciones de iteracion de valores satisfacen las siguientes
Ecuaciones de Fuler

Vi

(r) = a16E |V,

n—

o
Cl-gi(z) 1-fi(z)
! <$ V. (x) Ur(2) )5 §| B15)

0—1

Vi(z) V! (z)
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Yy
/ — ' (r 8
Vi) = adE |V, <x—1‘_/,9(’;()x)—1‘7/‘?;()>> ¢l el (3.16)
1-gh@) 1-f@\
|l X — —gnx_:nx —/."L‘
( 7 T > (1= fi(z)),

para el pais 1 y 2 respectivamente, para cadan > 2 y x € (0, 400).

Demostracién. Para el caso del pais 1, derivando con respecto a aj la
parte que estd entre llaves de la ecuacién (3.13), se tiene que

. o E {Vé—l ((m — a1 — gn($))5§> 5} 8(z —ay — gn(x))° 1 =0,

para cada a; € (0, :17‘5). En particular, la ecuacién anterior se cumple para el
maximizador f, € F, i.e.

= F Vi (@ = fula) = 92(0)°) €] 6@ = fo(o) = @),
(3.17)
x € (0,400).
Por otro lado,
Vi) = a1l Vi (@ = fal@) = ga(@)’¢) €] (3.18)
0z = fal@) = ga(@)* (1 = g ().
Evaluando (3.18) en (3.17) se llega a que
/ . 1- 97/1('7:)
Vn(‘r) - fn(m) ’
x € (0,400), de lo cual se sigue que
falz) = W (3.19)
Andlogamente, se llega a que
ga(2) = =222 ‘_7,];’/;(;6) (3.20)

z € (0,400).
Luego sustituyendo las ecuaciones (3.19) y (3.20) en (3.18) se obtiene
(3.15). Similarmente se tiene la ecuacién (3.16). m
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Teorema 3.2.2 Las funciones de valor dptimo y las politicas dptimas estdan
dadas por

V(z) =Kz +C,  V(e)=Khna+C
Y
042(5(1 — 0415)
flz) = 1—(1—ad)(1 - O‘Qé)%
g(m) _ 041(5(1 — 0425)

1—(1—a10)(l—a)

para cada x € X, donde

_ 1
N 1-— 041(5’
~ 1
K=—
1-— 0425’
y — -
5 52
c— 1 Toas (1—(1—021033(1—a25)>
C1l-m 1 azd6(1—a19) 4 _ap ’
| +In 1—(1—a18)(1—a2d) 1-a16 |
[ 5 52 i
G 1 Toags I (1—(1—021033(1—0425))
1l —ay 1 a16(1—a3d) Qs )
|t (=00 (-020) ) T T3 |

Ademdas, (fn,gn) es un equilibrio de Cournot-Nash para el juego.

Demostracién. Obsérvese, que cuando n = 1, se tiene que Vi(z) =

Vi(x) = 6Inz, entonces Vi(z) = V{(z) = £, para cada z € (0, +00).

X
Para n = 2, en el caso del paifs 1, usando la ecuacién (3.15)

V@) = aB |V ((@— fo2) - g2())’€) ¢

6z — fa(@) = g2(2))" (1 = g())
a10%(1 — gj(x))
z — fa(x) — g2(x)

Ahora, sustituyendo las ecuaciones (3.19) y (3.20) para n = 2, se tiene que

a16%(1 — gh(x))
p— L@ 1-f5(@)’
Vs () V(x)

Vi(z) =
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de lo cual se sigue que

(n0® + 1)(1 — gh()) V3 ()

Vi(z) = — ,

@) 2Vy(x) — (1 — f(x))
Similarmente

o (a2 1) (1 — fh() Vi)

)= e — (- g

Luego, sustituyendo (3.22) en (3.21) se llega a que

VQI(I‘) — [(05152 + 1)(05262&:_6;36_ 1] (1 - gé(iﬂ))’

nuevamente sustituyendo (3.23) en (3.22) se concluye que

Pi(w) = L@+ 1><a26;+5;9>c —1 (= K@),

para cada z € (0, +00).
Pero de las ecuaciones (3.19) y (3.20) se llega a que

L= f5() = ga(2) V3 (x)

1= gy(x) = fa(2)V3(@),

para cada z € (0, +00).
Otra vez sustituyendo, (3.26) en (3.23) se tiene que

V2,($) _ [(O&l(SQ + 1)(@251;21:)6 — 1] fQ(.’lf)VQI(J})7

de lo cual se sigue que

a2

foz) =

106 + o + o’
para cada z € X. Andlogamente, sustituyendo (3.25) en (3.24)

a1

g2\T) = s
@) Q10002 + o +

para cada z € X.

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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Luego de lo anterior se sigue que

041(52 + 1
Vi(e) = =,

=, 04252—{-1
) =

para cada z € (0, +00).

Se probar por induccién que V/(z) = £z y V! (z) = %, para todo n > 2,
para esto supéngase que

n-1(2) = ) (3.27)

para cada z € (0,+00), donde

n—2

K=Y (d)' +ap 26",
=0
y
Ko=) (020)' +ah 20",
=0

Entonces, para el jugador 1 sustituyendo (3.27) en (3.15)
1K1 (¢ — fa(@) = gn(2))° "' (1 — g, (2))
(@ = fn(z) = gn(x))’ ’

para cada z € (0,400). Luego, sustituyendo de nuevo las ecuaciones (3.19) y
(3.20)

Vilz) =

10 Kp-1(1 — gy (2))

_l-gi(z) _ 1-fi(=)’
) Vi (2)

Vo) =

andlogamente como en el caso n = 2, se tiene que

(16K 1+ 1)(1 — g4 (2)) V()

Viz) = = ,
) e - (= @)

y ~
D10y _ (@201 4 D1 L) Vie)

aVy(x) — (1 = gp(2))
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Una vez mds, haciendo los mismos pasos que en el caso n = 2 se tiene que

[0410(252Kn71[?n71 — 041(5an1 — agéf(n,l] (1 — g%(l‘))

Vi(z) = — 3.28
(z) N (3.28)
y
~ [a1a252Kn—1f?n—1 —a10K,_1 — 0425f(n—1} (1= fi(x))
= . 2
Vo () K, 1z (3.29)

Por otra parte, de las ecuaciones (3.19) y (3.20) se tiene respectivamente que

1~ fi(z) = gal(a)V)(2) (3.30)
y
1— g (z) = fula)V)(2), (3.31)

para cada z € (0, +00).
Luego, sustituyendo (3.31) y (3.30) en (3.28) y (3.29) respectivamente se
obtiene

oKy
fn(x) = = = )
1000 Ky 1K1 + o K1 + ao K
y
Olen_liL‘
gn(z) =

a1090K, 1Ky + a1 Ky g+ asK,

para cada xz € X.

Por lo tanto,
a6K, 1+1 K,

V() = A02not T D B

() . —
y A~ A~

~ Ozg(SKn_l +1 K,

V/ T ——— | e—

(@) = 220 o,

donde K, = Y1) (a18)" + af~1o", K, = S5 (agd)t 4+ a5 716" De esta
forma,
Vi(z) = Kplnz + Cy,

~

nlnx + C,,

=)

Vi (z) =

para cada z € X.
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Ahora, tomando el limite cuando n — oo, se llega a que

Vo(z) = Kylnz+C, - V(z) = Klnz + C,

Vo(#)=K,lnz+Cp, — V(z)=Klnz + C,

para cada = € X, donde

K = lm K,
1
= 3.32
1-— 041(5 ( )
y
K = lim I?n
1
= 3.33
1-— a25 ( )
Asi,
_ _ _ 1
Khhz+C = allg[a};&] {ln ar+ o B [V ((x a; —g(x)) f)]}
= m[ax(;] {Ina; + a1dK In(x — a1 — g(x)) + a1 uK + anC},
a1€(0,x

para cada = € X. Derivando la parte que estd entre llaves de la ecuacién

anterior se tiene que

i Ozl(SK —0
ar r—a—g(x)

de lo cual se tiene que

J(@) = 1CC+ agl(gl)('
Similarmente
g9(x) = = flo)
14+ adK
Resolviendo las ecuaciones anteriores simultdneamente, se llega a que
f(z) = 7S _z (3.34)
100 KK + a1 K + ao K
y
o) = s (3.35)

= —~,
a1 0 KK + a1 K + as K
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Luego, sustituyendo las ecuaciones (3.32) y (3.33) en las ecuaciones anteriores
(3.34) y (3.35) se concluye que

B a25(1 - 0515)

f(z) = 1—(1—ad)(l— 0425)$
y 5(1 J
g(z) = Lt

1— (1 —a10)(1—agd)
para cada xz € X.
De esta forma, para z € X,

K
Klnz+C=(1+ai0K)Inz +In _%2 _
Oéloég(SKK + OllK + OéQK
SKK
+a10K In a192 ~ | +a1 (Kp+C).
a1 0 KK + o K + as K

Por lo tanto,

K = 14+ a0K

- 1
N 1— Oé1(5’
y 2
) §
C— 1 Toa, In (17(17631033(170425))
1= a1 1 az2d8(l—aid) Qg ’
+In (e syi=ae) ) T T=ars
similarmente
K = 1+ a25f?
- 1
N 1— 042(5
y 2
) §
G 1 oo, In <17(170;110:5§(17a25))

_ a16(1l—a2d)
I—az | +In <17(1ia15)(127a26)> + 1055

Avin mas, (fn, gn) cumple con la definicién 1.3.8, y como también tienen
las caracteristicas (1), (2), (3), (4) y (5) del caso estético, se tiene que es un
equilibrio de Cournot-Nash. m

En el caso particular, cuando oy = as = «, se tiene el siguiente corolario:
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Corolario 3.2.3 Las funciones de valor dptimo son iguales y las politicas
dptimas también son iguales, y ademds estdn dadas por

V(z)=V(z) =Kz +C,

f(@) = g(z) = Ao

respectivamente para x € X, donde

1
K=—-
1—ad’
1 ad ad 1—ad aph
C_l—a {l—a5ln<2—a5>+1n<2—a5>+1—a5]

! 1 4]
-«

Ao = :

R

Ademas, (fn,gn) es un equilibrio de Cournot-Nash.

Demostracién. Este resultado es una consecuencia inmediata del Teore-
ma 3.2.1, sélo basta hacer la siguiente sustitucién @« = a3 = ag. ®

Similarmente, como en el caso del monopolio, cuando la dindmica estd dada
por z4+1 = h(xy — a1y — ag) se puede probar que la politica 6ptima coincide
con la del caso estocdstico, de esta forma la trayectoria 6ptima del sistema de
control determinista estd dada por

zer1 = h(ze— f(@e) — g(x))
= h(zs—29(x))

Por lo tanto, si T denota el estado de equilibrio, se tiene que

s (oY

B 2—ad) ’
)

_ ad =

x_<2—a5> '

Esta situacion se describe en la Figura 2.

de donde se llega a que
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X
Xt+1

————
-
-
-

5 Xe

Figura 2

En la Figura 2, se observa que la trayectoria éptima del monopolio estd
por arriba de la trayectoria 6ptima del duopolio para el caso de Cournot-Nash,
es decir, el duopolio para el caso de Cournot-Nash, consume més pescado que
el monopolio.

3.3. Equilibro Dinamico de Stackelberg

Andlogamente, como en el caso de Cournot supéngase que la economia
presenta las mismas caracteristicas del modelo presentado en la Seccién 3.2.
Pero ahora, supéngase que el pafs 1 es el lider y el pais 2 es el seguidor y que
existen f, € Fy g, € F tales que cumplen con

Vo(z) = max {ln ap +o FE :Vn_l <(x —ay; — gn(al))‘sfﬂ } (3.36)

a1€[0,29]
y
% _ [+ _ _ o 3\d
Vi(x) = a;él[%fgé] {ln as + aF _Vn_l ((:)3 fn(x) — as) 5)] } , (3.37)

con Vp(z) = Vo(z) = 0.

Teorema 3.3.1 Para el caso de Stackelberg, se cumple que las funciones de
valor optimo y politicas dptimas estan dadas por

V(z)=Klnx+C, V(z) =Kz +C
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Yy
flz)=(1—a10)z, g(f(x)) =10 (1 —agd) z
para cada x € X, donde
1
K= 1—a1d’
~ 1
K= 1—ayd’
/ 1 0
a1 2 op
= 1 In(1—
c 1—a |:1_a15n(041042(5)—|—n( a15)+1—041(5:|7
~ 1 OéQ(S ) a2l
C = oy [1_a25ln(a1a25 ) +1In (a10(1 — a2d)) + [ agd |

Demostracién. Sea z € X fijo. De las ecuaciones (3.36) y (3.37) se sigue
que Vi(z) = Vi(z) = dInzx. Luego, si n = 2 para el pais 2 se tiene que

Vo(z) = max {ln as + aoE [‘71 <(33 — fa(z) - a2)6§)”

a2€[0,x9]

=  max_{lnas+ a2’ In(z — fo(z) — as) + azdu}
a2€[0,x9]

Derivando la parte que estd entre llaves se tiene que

1w
az  z— foz) —az
de lo cual se sigue que
x — fa(x
g ae)) = L2 (3.38)

Coad? 41
Luego, sustituyendo la ecuacién anterior (3.38) en (3.36) para n = 2, se
llega a que

Va(z) = afél[%,}ié] {ln a1+ o F [Vl ((1: —a; — gg(al))éfﬂ }
B 2 226% (x — ay)
= all’él[g?;é] {ln a + a15 In <a262_’_1 + Oz15,u .

Luego, derivando la parte que estd entre llaves de la ecuacién anterior se tiene

que
1 041(52 a252

al a262(m—(11) OZQ(SZ + 1 -
a262+1
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la cual implica que

x
= —. 3.39
o) = —5— (3.39)
Sustituyendo (3.39) en (3.38)
B a6’z
20 = ) (a4 1)
Por lo tanto,
Va(z) = (1+ a162) Inz —In (a152 +1)

54
521 Q192 5
a0 ((a152+1) (an0® +1) ) T

52
- (1 N ng+1 a1
Va(x) ( + and ) nz+In ((a162+ 1) (a252+ 1)>

041012(54

2] :
a0l <(oz162 1) (a0t + 1)) + ol

Ahora, se probard por induccién que V,(z) = K,lnz + C,, YA/n(x) =
K, Inz + C),. Para esto, supdéngase que:

Vn—l(x) =K, 1lnzx+ Cy_q,

y AN A~ o~
Vn—l(x) =K,_1lnzx+ Ch_q,
donde )
Ko=) (nd) +ay 2"
i=0
y
K,_1= (052(5)2 + Oég_z(snfl.
i=0
Asi, paran > 2
Val) = max, {m as + asE [K,H In ((m — fa(z) — an) g) + G } }

= max {ln as + agél?n,l In(z — fo(x) —az) + ong }
az€[0,29]
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derivando la parte que estd dentro de las llaves se tiene que

1 OQ(SI?n,l
— ol ),
ay  x— fpo(z) — a9
de lo cual se sigue que
z — fn(z)
In(frn(x)) = —————". 3.40
(fn(z)) 0Bt 1 (3.40)

Luego, sustituyendo la ecuacién anterior en (3.36) se llega a que

Va(z)
_ . o 1)
= alrél[%,):iﬂ {lnal + o E [Vn,l ((3: a1 — ga2(ay)) f)]}
K. _
= max Ina; + a10K,,_11n @29 nAl (.’L’ al) + ozl(Kn_lu + Cn—l) ,
a1€[0,29] agéKn_l +1

luego, derivando la parte que estd entre llaves en la ecuacién anterior se tiene
que

i B 041(5an1 042(5[?1171 -0
a1 a2l iGa) apsRy g +1
a0 Kp_1+1
lo cual implica que
T
oz 3.41

Sustituyendo (3.41) en (3.40)

a10K,_1z

gn(fn(x)) = ~
(16K, 1 +1) (a25Kn—1 + 1)

Por lo tanto,

Vi(x) = (14 a16Kp—1)Inz +
alagden_ll?n_l
(@10Kn_1 + 1) <a25f<n_1 + 1)

—In(0Kp,—1+ 1)+ a1puKy—1+ a1Cph

()él(SKn,l In
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y
Vi (z) = (1 + azéKn_l) Inz + In 10K -1 _
(10Kp—1+1) (OéQ(Sanl + 1)
) ~
+a9d0K,_11n 1020 Kn_le_l
(16K, 1 + 1) (azaKn_l + 1)
+042,u[?n71 + onCA’n,l.
Y asi
Vo(z) = Kplnax + C,,
y A~ o~ ~
Vo(z) = Kplnz + G,
con
n—1 '
Ky =Y (nd) +af~'s",
i=0
K,_1= Z(agé)l + ag_ldn
i=0
Yy

10902 Ky 1 Ky
(dK,—1+1) (agdf?nq + 1)
—In(adKp—1+ 1)+ a1puK,—1+ a1Cp_1,

Cn == 011(5an1 In

0415Kn_1

C, = In =
(@16Kn-1 +1) <a25Kn_1 + 1)

) N
1020 Ky 1Ky

(16Kn_1 +1) (azaf(nfl n 1)

+a25f(n_1 In

FaouK, 1+ asCh_1.
Tomando, el limite cuando n — oo, se tiene que

V() = Kpylnz+C,, - V(z) =Kz +C
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’ ?n(x):f(nlna:—&—an—>‘7(x):l?lnx+@,
donde
K = lim K,
T
1— a6
y
K = lim IA(n
T
1—asd’
Asi,
Kinz+C = a;él[zgzé] {lnag + a1 F {V <(a: — f(z) — a2)‘5§)} }
= a;él[%fcé] {lnag + o1 KIn(z — f(z) — ag) + aspukK + a25} ,

para cada = € X. Derivando la parte que estd entre llaves de la ecuacién

anterior se tiene que R
i . Oq(SK —0
ay T —ay—g(x) ’
de lo cual se tiene que
gla) = LI
14+ adK

Sustituyendo, la ecuacién anterior en (3.36) se tiene que

Knx+C
_ o s
= alIél[%,}:(B‘s] {lnal + o B [Vn,l ((CC a1 — g(ay)) f)]}
K (r—
= max <Ilna; +a16KIn M +a1Kpu+a1Cy,
a1€(0,29] a0 K +1

luego, derivando la parte que estd entre llaves de la ecuacién anterior se llega
a que
1 a15K 042(5K

a1 adR(@-a1) qn§K + 1
ad K+1
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lo cual implica que

Entonces,

de esto se sigue que

Ademais,

1
Klnz+C = <1_a16>lnaz+

a1 1 a1
1 —1
1—a15 n(a1a25) n(l—a15>+1—a15+a10
Kinz+C = <1 - 0425) Inz + In (a10(1 — a20))
90 9 ot ~
+1 "t In (0110125 ) + 1— a0 + axC.

De donde también se obtiene que

1 o160 9 Qi
= 1 In(1—
¢ 1—@1 |:1—O¢15 n(a1a26)+ n( a15)+1—a1(5 ’
C = 1 a20 In (@1c26”) +In (a16(1 — a2f)) + Rl
1—a2 1—0(25 152 ! 2 1—0425 '

En el caso particular, cuando a3 = as = «, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.3.2 Las funciones de valor éptimo y las politicas dptimas estdn

dadas por

V(z)=Klnz+C, V(z)=Klnz+C

f(@) = Arz, 9(f(2)) = Asz

para cada x € X, donde

1

K=—
1—ad’
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1 ad 99 op

s [1_a51n(a5)+ln(1—a5)+1_a5],
~ 1 ad 92 o
C= o [1_a51n(a5)+1n(a6(1—a6))+1_a5},

AL =(1—ad) y Ag = ad(1 — ad).

Demostracion. Este resultado es una consecuencia inmediata del Teore-
ma 3.3.1, sélo basta hacer la sustitucién a1 =y =a. ®

Observacién 3.3.3 1. Para el caso del monopolio la politica optima estd
dada por far(x) = Az y para el caso del duopolio la politica de Cournot-
Nash para cada pais es go(x) = Acx. Obsérvese que

1—ad

Mr=1l-ad> A= — 20
M Qa0 > AC 2—&57

(3.42)

A < 2A¢. (3.43)

De las relaciones (3.42) y (3.43) se concluye que en el duopolio, un
sdlo pais consume menos que el pais en el monopolio. Sin embargo en el
duopolio los dos paises juntos, consumen mds que el pais del monopolio.

2. Para el caso de Stackelberg se tiene que las politicas dptimas estdn dadas
por fr(x) = Apx, gs(fr(x)) = Asx la politica dptima del jugador lider y
el jugador sequidor, respectivamente. Nétese que

1—aé
AMi=Av=1—-ad>\= —— .44
L M Qa0 > Ac 5 as’ (3.44)
y 1 0
-«
As =ad(l —ad) < A\g = . 3.45
s =ad(l—ad) <Ac 2 ad (3.45)
Ademds,
Am < 20 < A+ Ag. (3.46)

De la relacion (3.44) se concluye que para el duopolio un sélo pais del ca-
so de Cournot-Nash consume menos que el lider en el caso de Stackelberg.
Por otra parte, (3.45) dice que el pais sequidor, en el caso de Stackelberg,
consume menos que un soélo pais del caso de Cournot-Nash. Ademds, la
desigualdad (3.46) concluye que el pais en el monopolio consume menos
que los dos paises juntos del caso de Cournot-Nash, y que estos consumen
menos que los dos paises juntos del caso de Stackelberg.



Capitulo 4

CONCLUSIONES

En este trabajo se estudiaron los juegos estocédsticos de suma no cero con
criterio de pago descontado para dos jugadores. En esta clase de juegos se
prueba la existencia de un equilibrio de Nash, mediante el uso de Progra-
macién Dindmica. Este estudio se llevé a cabo para proponer una versién de
la Ecuacién de Euler (EE) en el contexto de juegos estocdsticos, la cual es una
de las principales aportaciones en el trabajo de tesis.

Posteriormente se abordé un modelo econémico con el objetivo de ejem-
plificar el uso de la EE, el cual se planted en el contexto de un problema de
pesquerias (fisheries). En este caso se proponen funciones de recompensa pre-
sentadas como la utilidad de cada pais y una ley de transiciéon dada en funcién
del crecimiento de la poblacién de pescado, donde se supone que cada pais
tiene su propio factor de descuento. De esta manera se encontré un equilibrio
de tipo Cournot-Nash.

Por otra parte, también se estudiaron ejemplos aplicados a Economia, abor-
dados en el contexto de pesquerias, para el caso del monopolio usando la EE y
para el caso duopolio usando PD, con el objetivo de determinar un equilibrio
de tipo Stackelberg. Posteriormente, se hizo una comparacién con el caso de
Cournot-Nash, donde se concluyé que la poblacién de peces disminuird més
en el caso del duopolio que en el monopolio. Sin embargo, en el duopolio, para
el caso de Stackelberg, la poblacién de peces disminuird mas que en el caso de
Cournot-Nash.

A lo largo del estudio del presente trabajo surgieron algunos problemas
nuevos, los cuales se pretenden desarrollar a futuro, tales como:

1. Buscar condiciones las cuales garanticen la existencia de equilibrios de
Nash, para juegos estocdsticos con criterio de pago descontado en espacios de
Borel con horizonte infinito.
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2. Estudiar procedimientos de aproximacién para la EE en el contexto de
juegos estocdsticos.

3. Hacer un estudio de equilibrios de Nash para otros criterios de rendimien-
to.



Apéndice A

La topologia de convergencia
débil

Definicién A.0.4 Sea P(X) el conjunto de todas las medidas de probabilidad
en (X,B(X)), donde X es un espacio métrico. La topologia de convergencia
débil en el espacio P(X) es la topologia que tiene las siguientes vecindades
bdsicas,

UE(M?{fla'--vfk}) = {)‘GP(X)‘/szd)\_/)'{fzdﬂ‘<572—1a7k}

para algin elemento p € P(X), donde € es positivo y f1,..., fr son elementos
de C(X) el cual denota el espacio de las funciones continuas y acotadas en X .

Las pruebas de los siguientes resultados se pueden consultar en [7].

Lema A.0.5 Sea (X,d) un espacio métrico. Supdngase que {u,} C P(X) y
w € P(X). Entonces p,, — p en la topologia de convergencia débil si y sdlo si

[ fdu,, — [ fdp para todo f € C(X).

Corolario A.0.6 Sean X; y Xo espacios métricos. Supdngase que {,u,m} es
una sucesion en P(X;) y pu; € P(X;) parai = 1,2. Cada P(X;) tiene la topologia
de convergencia débil. Si

Wipn — M para i = 1,2

entonces
/fdlh,nd/w,n - /fdmdlh
para todo f € C(X1 x X3).
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Teorema A.0.7 Sea (X,d) es un espacio métrico compacto y separable. Si
P(X) tiene la topologia de convergencia débil, entonces P(X) es compacto,
separable y metrizable.



Apéndice B
Teorema de Kakutani

Si cada punto x de un espacio X es mapeado en un conjunto no vacio
T'(x) de un espacio Y, entonces a T" se le conoce como multifuncién. Se escribe
T : X — Y para especificar que esta es una multifuncion.

Definicién B.0.8 Sea T una multifuncion de un espacio topoldgico X a un
espacto topoldgico Y. Se dice que T es un K-mapeo de X en'Y si

i) para cada x en X, T'(x) CY es un conjunto compacto y convezo; y
ii) la grdfica de T', la cual es definida por
Gr(T) ={(z,y) :y € T(x)},
es cerrada en X X Y.

Si i) se cumple, entonces la condicion i) es equivalente a la condicion de
continuidad superior (u.s.c.), i.e. si xn, — x en X, yp € T(xpn) ¥y Yn — ¥,
entonces y € T(z).

Definicién B.0.9 Sea T : X — X wuna multifuncion. Se dice que x es un
punto fijo de T si x € T(x).

Las demostraciones de los siguientes teoremas se pueden consultar en [1],
[13], [17] y [33].

Teorema B.0.10 (Teorema de Kakutani) SiT : X — X es un K-mapeo,
donde X es un subconjunto compacto y convexo de R™ entonces T tiene un

punto fijo.
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Teorema B.0.11 (Teorema de Glicksberg) SeaT : X — X wun K-mapeo,
donde X es subconjunto no vacio, compacto y convexo de un espacio Hausdorff
localmente convexo. Entonces T tiene un punto fijo.

Sean T': X — X una multifuncién y A C Y, entonces la inversa inferior
T~ es definida por

T7YA) :={z e X :T(x)nA#0p}.

Teorema B.0.12 Supdngase que X y Y son espacios de Borel no vacios. Si
T : X — Y es una multifuncion compacto valuada, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) Gr(T) es un subconjunto de Borel X X Y;

b) T~Y(F) es un subconjunto de Borel de X para todo conjunto cerrado F C
Y.



Apéndice C
Teorema de seleccion

Observacién C.0.13 Un espacio topoldgico X se dice que satisface la condi-
cion S si existe una familia numerable {F,} de conjuntos cerrados tales que
separan a los puntos de X, i.e. six ey son dos puntos distintos de X, entonces
existe un conjunto F,, el cual contiene uno de ellos pero no a ambos.

La condicién S se satisface trivialmente cuando X es un espacio de Borel.

Teorema C.0.14 (Teorema de seleccion) Sea (S,§) un espacio medible,
y X un espacio topoldgico el cual satisface la condicion S. 5i © : § — X es
una multifuncion tal que ©(s) es un subconjunto compacto no vacio de X y
O~ L(F) € § para todo conjunto cerrado de F en X, entonces existe un selector
medible £ para © (es decir, una funcion medible de S a X con £(s) € O(s)
para cada s € S).

La prueba del teorema anterior se puede consultar en [21].
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