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Introduccion

En la presente tesis, se consideran sistemas que se desarrollan en el tiem-
po, tales que su comportamiento tiene aspectos aleatorios. El desarrollo de
estos sistemas se puede observar en tiempo discreto o continuo. En el caso
discreto, el eje del tiempo es particionado en segmentos de tamano fijo, dichos
segmentos se llaman etapas o periodos. En un sistema de tiempo continuo
los eventos pueden ocurrir en cualquier instante de tiempo y son registrados
cuando estos ocurren.

El marco tedrico en el que se trabajard se conoce como Procesos de Con-
trol Semi-Markovianos (PCSMs) (véase [3] , [9] y [14]). Estos procesos son una
clase importante de los procesos de control en tiempo continuo. Su desarrollo
se puede describir de la siguiente manera: si en el tiempo de la n-ésima época
de decisién el sistema se encuentra en el estado z,, = x, entonces el contro-
lador elige una accién a,, = a y sucede lo siguiente: el sistema permanece en
el estado = durante un tiempo aleatorio no-negativo ¢, con distribucién H
conocida, lo que genera una recompensa inmediata que depende del estado,
la accién y el tiempo de permanencia, el sistema se mueve a un nuevo estado
ZTni1 = y de acuerdo a una ley de transicién, una vez ocurrido lo anterior, el
proceso se repite. Con el fin de medir el comportamiento de las recompensas
por etapa se define el criterio de rendimiento, para ésto se usard como indice
de funcionamiento la recompensa total esperada a-descontada con horizonte
infinito. A la sucesién de acciones que se elige en cada época de decisién, se
le llama politica. De esta manera el Problema de Control Optimo (PCO) es
hallar una politica de control que optimice el criterio de rendimiento.

Los Procesos de Control Semi-Markovianos fueron introducidos en Howard,
Jewel y DeCani (véase [8]). Estos modelos han sido estudiados y aplicados,
especialmente en lineas de espera con control, Ross, Cinlar y Lippman con-
tribuyen a dicha teorfa (véase [17], [5] y [13]).

Hoy en dia los PCSMs son ttiles para el estudio de una amplia gama de
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v Introduccién

problemas de optimizacién, en una variedad de areas, incluyendo la robética,
de control automatizado, economia y en la industria (véase [6], [12] y [14]).
Este trabajo de tesis se encuentra relacionado con la teoria propuesta
por Puterman [15], el cual ha servido como motivacién para estudiar dichos
procesos. El problema que plantea [15], es el estudio de modelos markovianos
a tiempo continuo, los cuales involucran el tiempo de permanencia en dichos
estados. Ademds de plantear un ejemplo en lineas de espera controladas. La
manera que en [15] se analiza estos modelos es mediante dos formas:

1. Transformando el modelo original a uno equivalente, mediante la téc-
nica de uniformizacion.

2. Usando directamente los resultados de los Procesos de Control Semi-
Markovianos.

La técnica de uniformizacién consiste en convertir un modelo en tiem-
po continuo con tasas de transicién exponenciales a un modelo con estados
independientes y tasas de transicién constantes.

El trabajo de tesis se centra en el estudio de Procesos de Control Semi-
Markovianos. La referencia bésica, para el estudio de los PCSMs se encuentra
en [14]. En [14] se trabaja en ambiente de costos no-negativos. En la tesis se
presenta el modelo usando recompensas y permitiendo cambios de signo. Bajo
condiciones adicionales cldsicas en la teorfa de los PCSMs se muestra una
versién de la Ecuaciéon de Programacién Dindmica. La extensién propuesta
en la teorfa permite el estudio de un problema de linea de espera controlada
M/M/n, el cual se encuentra motivado en [15]. En [15] se plantea dicho
problema considerando un solo servidor y un solo tipo de cliente, el cual es
resuelto inicamente por la técnica de uniformizacién. Ahora, en este trabajo
se propone una extensién a n servidores con dos tipos de clientes, este caso es
resuelto por la técnica de uniformizacién y usando directamente los resultados
del Capitulo 1. Cabe mencionar que en cada caso se proveen algoritmos
numeéricos elaborados en MATLAB.

La tesis se divide en tres capitulos los cuales son distribuidos de la si-
guiente manera.

En el Capitulo 1, se estudia el Modelo de Control Semi-Markoviano y
todas sus componentes bajo el criterio de recompensa descontada. Se presen-
tan una serie de condiciones que garantizan la existencia de politicas 6ptimas.
En Capitulo 2, se presenta el enfoque de uniformizacién el cual serd 1itil en
Capitulo 3.
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En el Capitulo 3, se presenta un problema de control en lineas de es-
pera M/M/1 con un solo tipo de cliente, el cual se plantea como un Modelo
de Control Semi-Markoviando MCSM, asi mismo, se presenta una extension
de dicho problema a un modelo de lineas de espera controlada M/M/n con
dos clases de clientes, que también se plantea como un MCSM, el cual se
analizard aplicando resultados directos de los PCSMs y el enfoque de uni-
formizacion. Ademds se dan ejemplos numeéricos en los que los resultados se
pueden visualizar en tablas, realizadas en MATLAB.
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Capitulo 1

Procesos de Control
Semi-Markovianos

El objetivo principal de este capitulo es presentar formalmente el Modelo
de Control Semi-Markoviano (MCSM) e introducir el Problema de Control
Optimo Semi-Markoviano (PCO). Para la formulacién del PCO se requieren
tres elementos: un modelo de control, un conjunto de politicas admisibles
y un indice de funcionamiento mediante el cual se evaluard el desempeno
del sistema, cuando se usan diferentes politicas. Lo cual se desarrolla en las
Secciones 1.1, 1.2 y 1.3 respectivamente.

Para resolver el PCO se requiere que el modelo de control satisfaga un
conjunto de condiciones que se introducen en la Seccién 1.4. Las condiciones
que se consideran en el trabajo son de tres tipos: las primeras condiciones
son de continuidad y compacidad; estas permiten asegurar la existencia de
maximizadores, las segundas condiciones son de crecimiento, estas nos per-
miten analizar el PCO con funciones de recompensa y costo no acotados. La
tercera condicién es de regularidad, la cual es de tipo probabilistico; dicha
condicién garantiza que los PCSMs son regulares, es decir, que experimenten
un nimero finito de transiciones en intervalos finitos de tiempo (véase [14] y

[15]).
La teoria desarrollada en este capitulo, se encuentra motivada en la refe-
rencia [14]. En [14] se presenta un estudio de los PCSMs en el contexto de

costos no-negativos. En contraste, ahora la teorfa se presenta con funciones
de recompensa permitiendo cambio de signo.
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1.1. Modelo de Control Semi-Markoviano

Definicién 1.1.1 Un Modelo de Control Semi-Markoviano (MCSM)
(XA {A(2) : 2 € X},Q,H,D,d) (1.1)
consiste en lo siguiente:

s X es un espacio de Borel llamado espacio de estados.
= A es un espacio de Borel llamado espacio de controles o acciones.

» Para cada x € X, A(x) C A es un conjunto medible y no vacio, cuyos
elementos representan las acciones admisibles cuando el sistema se en-
cuentra en el estado x.

Observacion 1.1.2 Se supone que el conjunto K = {(z,a) : z € X,
a € A(x)} de pares estado accion admisible, es un subconjunto de Borel
del espacio X x A. También se supone que K contiene a la grifica de una
funcion medible f : X — A, de manera que f(x) € A(z), para todo x € X.

» La ley de transicion Q(- | -) es un kérnel estocdstico sobre X dado K.

» H(- | z,a) es la funcion de distribucion del tiempo de permanencia
sobre R, para cada (z,a) € K.

= D yd son las funciones de recompensa y costo las cuales son medibles
sobre K.

Un MCSM representa un sistema dindmico que evoluciona de la siguiente
manera. En el tiempo de la n-ésima época de decisiéon T,,, el sistema se
encuentra en el estado x, = x y el controlador elige una accién a,, = a €
A(z), generandose con ello lo que se describe a continuacion:

= Se genera una ganancia inmediata D(z,a).

» El sistema permanece en dicho estado x,, = x durante un tiempo aleato-
rio no-negativo 6,41 con distribucién H(-|x,a).

» En el tiempo T}, 41 := T, + 61 (n € N, Ty := 0), el sistema transita a
un nuevo estado z,+1 =y de acuerdo a la distribucién Q(+|z, a).

= Se produce un costo debido al tiempo de permanencia en el estado =,
cuya razén de costo es d(x,a).

= Finalmente, una vez en el estado y el proceso se repite.
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1.2. Politicas de Control

Sea un MCSM fijo, se define el espacio de historias admisibles hasta la
n-ésima época de decisién mediante

HO =X

H, := (KxR;)" x X paran € N.

De lo anterior se desprende que un elemento h,, € H,,, llamado n-historia,
es un vector de la forma,

hn = (x07a07517$17a17527 ~-->xn717an7175naxn)a
donde (7, ax, 0k+1) € Kx Ry para k=0,1,2,..,.n—1y x, € X.

Definicién 1.2.1 Una politica de control admaisible o sitmplemente una politi-
ca es una sucesion w := {m,}, donde cada T, es un kérnel estocdstico sobre
A dado H,, tales que satisfacen la restriccion w(A(z) | h,) = 1 para todo
h, € H, yn € N.

Se denota por II al conjunto de todas las politicas.

Sea F el conjunto de todas las funciones f : X — A, tal que f(x) € A(x)
para todo = € X.

Se denota a la familia de kérneles estocdsticos sobre A dado X, como
P(A | X).

Sea ® el conjunto de todos los kérneles estocdsticos ¢ en P(A | X) tales
que para toda z € X se tiene que p(A(x) | x) = 1.

Observacion 1.2.2 Se dice que w(- | h) estd concentrada en g(h), si, 7(C'|
h) = Ic(g(h)) para cada C € B(A). Donde I es la funcidn indicadora del

conjunto C'.
Definicién 1.2.3 Una politica m € 11 es:
» Markoviana Aleatorizada (Ilgy). Si existe una sucesion {g,} de

kérneles estocasticos con g, € ® (definidas sobre A dado X), tales que,
(| hn) = @, (| xn) para toda h, € H,, yn € N.
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» Markoviana Aleatorizada Estacionaria (Ilgs). Si existe p € ®
kérnel estocdstico, tal que: m,(:| h,) = ¢(|z,) para toda h, € H, y
n € N.

» Determinista (Ilp). Si existe una sucesion {g,} de funciones medibles
con g, : H, — A, tales que, para cada h, € H,, yn € N, se tiene que
gn(hy) € A(xy,) y mo(+| hy) estd concentrada en gy, (hy,).

» Determinista Markoviana (Ilpy). Si existe una sucesion {f,} de
funciones medibles f,, : X — A (o f, € F), tales que f,(x,) € A(x,,) y
7 (+| hy) estd concentrada en f,(z,) para cada h, € H, yn € N.

» Determinista Markoviana Estacionaria (Ilpg). Si existe una fun-
cion medible f : X — A (o f € F), tal que f(z,) € A(z,) y mu(+| hn)

estd concentrada en f(x,) para cada h, € H,, yn € N.
Observacion 1.2.4 Note que Ilgg C gy C 11 Y IIps C Illpy C IIp CII.

Debido a la definicién anterior, en adelante se identificard al conjunto de
todas las politicas estacionarias con [F.

Sea (2, F) el espacio medible canénico en el cual Q es el espacio producto
(K x R, )™ y F la o-algebra producto correspondiente. Se observa que un
elemento w € Q tiene la forma w = (xg, ag, 41, x1, a1, 02, ..., ). A las variables
zp € X, ar € A(xg) y 0gr1 € Ry, se les llamard variables de estado, control
y tiempo de transicién, respectivamente. De acuerdo al Teorema de Ionescu-
Tulcea (véase Apéndice A), existe una tnica medida de probabilidad PJ
sobre (€, F). Ademds, para cada B € B(A), C € B(X), hy €« H; y n € N se

tiene que:

Pr(z=x) =1, (1.2)

Pr(a, € B | hy) = m(B | hn), (1.3)

P (2 € C | By s 0rsn) = Q(C' | Ty ), (1.4)
P (6nsr <t | hyyan) = H(t| 2, ay). (1.5)

Para una politica arbitraria m € II, la variable z,, describe el estado del
sistema en el tiempo de la n-ésisma transicién (o época de decisién) T, y a,
representa el control elegido de acuerdo a la politica 7.

Se denotara por £ al operador esperanza correspondiente a P .
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1.3. Problema de control 6ptimo con recom-
pensa descontada

En el trascurso del trabajo para un MCSM se consideran las recompensas
descontadas en forma continua, es decir, para un factor de descuento a €
(0,1), una ganancia k se genera al tiempo ¢, esto equivale a una ganancia
ke ' en el tiempo ¢t = 0, de acuerdo a la interpretacién del MCSM, la funcién
de recompensa por etapa, cuando el proceso se encuentra en el estado = y se
elige una accién a, toma la forma siguiente:

r(z,a) ;== D(x,a) — d(x,a) /000/0 e “dsH(dt | x,a). (1.6)

Cada MCSM estard dotado de una funcién real, llamada funcién obje-
tivo o criterio de rendimiento, cuyo fin es medir el comportamiento de las
recompensas por etapa, para ello se usard como indice de funcionamiento la
recompensa total esperada a-descontada.

Se considera un MCSM fijo y un conjunto de politicas II.

Definicién 1.3.1 Se define la recompensa total esperada a-descontada, para
cada x € X, 1 €l y a € (0,1) como:

donde r(-,-) es la funcion introducida en (1.6).

Definicién 1.3.2 Una politica 7 € 11 es dptima si

V(z,7*) :=supV(z,m), VreX

mell

Definicién 1.3.3 Se define para cada © € X
V*

[0}

() := supV(z, m),
well

V> se le llama funcion de valores dptimos o valor optimo.

Dado el MCSM (1.1), el problema de control éptimo consiste en encontrar
una politica 6ptima, es decir, maximizar la funcién © — V' (x, 7) sobre I1, para
toda z € X.
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1.4. Condiciones sobre el Modelo de Control

Para resolver el PCO, se requiere que el modelo de control satisfaga un
conjunto de condiciones que se exponen en esta seccion, las condiciones que
se consideran en esta tesis son de tres tipos: condiciones de continuidad y
compacidad, condiciones sobre el crecimiento de las funciones de recompensa
y una tercera condicién de regularidad.

Las primeras condiciones son de continuidad y compacidad, las cuales
permiten asegurar la existencia de maximizadores.

Condicién 1.4.1 Condiciones de continuidad y compacidad.

a) A(x) es un conjunto compacto, para cada x € X.

b) Las funciones de recompensa y costo D(z,a) y d(x,a) respectivamente,
son reales medibles y semi-continuas superiormente (u.s.c.) en a €
A(z), para cada x € X,

c¢) La ley de transicion Q(- | x,a) es fuertemente continua en a € A(z),
es decir, para cada funcion medible y acotada v sobre X, se tiene que,

- / v(1)Q(dy | .a),

es una funcion continua y acotada sobre A(x).

d) La funcion H(t | x,a) es continua en a € A(x) para cada v € X y
teR.

En seguida se presentan condiciones de crecimiento, las cuales permiten
analizar el PCO con recompensa y costos no acotados. Sea w : X — [1, 00)
una funcién medible. Se denota por B,,(X) el espacio lineal normado el cual
consiste de todas las funciones medibles u : X — R, tales que satisfacen la
condicioén,

u = su —‘ U(m) ‘ (0. ¢]

Condicion 1.4.2 Condiciones de crecimiento.
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a) Eziste una funcion medible w : X — [1,00), asi como constantes c1, co >
0ype(0,1), tales que

sup |D(z,a)| < qw(z), sup |d(z,a)|] < cow(z), (1.8)
ach(z) acA(z)
Y
[ vy | 5.0) < pul@), X ae ). (19)
X

b) La funcion
o [ Wty | z.0)
X

es continua en A(x), para cada v € X.

Las demostraciones del Lema 1.4.3 y Proposicién 1.4.6, estdn basadas en
la proposicién que se encuentra en [14].

Lema 1.4.3 Mediante la Condicion (1.4.2), se satisface la siguiente de-
sigualdad, para cada ™€ Il y x € X.

sup B [w(z,)] < oo.
neN

Demostracién. Para mostrar que sup, .y E7 [w(z,)] < oo se tiene que
para cada m € [l y z € X, se observa que de (1.4) y (1.9) se tiene

Eg[umxn)|fuk4,an_1,5n]::]£1u<yx9<dy| Tt 1) < Bu(Eay).

Al tomar esperanzas en ambos lados de la expresion anterior se obtiene
que
E [w(zn)] < BET [w(zn-1)], (1.10)

iterando la desigualdad (1.10) para un nimero n se tiene lo siguiente
EZ [uw(w,)] < B w(as), (111)
es decir, para n = 1, se tiene que

E7 [w(zy)] BE; [w(zo)]

ﬂ’LU(.’L’o),

IA A
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para n = 2,

B [w(@,)]

xT

BET [w(z:)]
B8 [wlzo)]]
6221)(1‘0)7

IA A CIA

asi que para cualquier n se obtiene (1.11).
Como € (0,1) y w(-) es finita resulta que

ET [w(z,)] <w(z) < oo, n>0.

Por lo que,
sup ET [w(z,)] < .
neN

[ |

La siguiente condicion es de tipo probabilistico, la cual garantiza que

los PCSMs son regulares, es decir, que experimentan un nimero finito de

transiciones en intervalos de tiempo acotados, este hecho se probard en la

Proposicién (1.4.6). Cabe mencionar que estd misma condicién se da para el
caso no controlado (véase [16])

Condicién 1.4.4 Condicion de reqularidad.
Existen reales € > 0 y 6 > 0 tales que

HO|z,a)<1—¢ (z,a)€K.

Notacién 1.4.5 Para cada (x,a) € K, se define

Aoz, a) = /O T et H(dt | 2, a), (1.12)

To(z,0) = 17 Aawa) Aaa(x,a)'
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De la relacién (1.1) se tiene que:
r(z,a) = D(z,a)— d(z,a) /Ooo Vot e‘asds} H(dt | 2, a)
~ D(x.a) — d(z,q) /OOO {—l oot — 1] } H(dt | 2, a)

«

— D(z,a) —d(x,a)é {/OOO H(dt | z,a) —/OOO e~ H (dt | x,a)}

~ D(z.q) —d(a:,a)é {1 —/OOO ot (dt | x,a)}.

Es decir,
r(z,a) = D(z,a) — 74(x,a)d(z,a), (z,a) € K. (1.13)
Proposicion 1.4.6 Si se cumple la Condicion 1.4.2, entonces:
a) p, = supg Au(z,a) < 1,
b) Pr[> 7 0, =00]=1,VereX, mell

Demostracién. a) Mediante la férmula de integracién por partes para
integrales de Riemann-Stieltjes

/U f(t)dg(t) + /U g()df (t) = f(v)g(v) = f(<)g(<),
en particular, para ¢ =0, v = 00, f(t) = e, g(t) = H(t | x,a), se tiene

/0 T et (dt | @, a) + /0 T H(t | 2, a)d(e=) = 0. (1.14)

La igualdad (1.14) se deduce de las siguientes relaciones:

e —0,t—o0y H(t|wz,a)—1,t— oo,

para t = 0, se tiene que e =1y H(t| z,a) = 0.
Por lo tanto,

A,(z,a) = / e ™ H(dt| x,a) = a/ e ™ H(t| z,a)dt
0 0

0 00
= « [/ e H(t| z,a)dt +/ e ™ H(t | z,a)dt] .
0 0
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Por la Condicién 1.4.4,

0 0
a/ e H({t | za)dt <all-— e)/ e dt, (v,a) €K,
0 0
< (1-o-e);

?

y ademds, dado que H(t | z,a) < 1, entonces

o0 o0
a/ e ™H({t | wa)dt< a/ e ™dt, (r,a) €K
0 0
< e—aﬁ‘
Esto es,

Ay(z,0) < (1—e)(1—e ) e (1.15)
1—e(l—e ) <1, (z,0) € K.

Por consiguiente,
Po =sup A, (z,a) < 1.
K

b) Se supone que para cada r € X, 7 € II:

B oz Aaln, an)] = E7

exp(—aZ(Sn) | o, ag, x1, a1, ,] ,  (1.16)

n=1
y
E;cr [HZO:O Aa(xn; an)] - O; (117)

entonces

E’TI'

xT

[e.e]
exp(—aZén) | zo, ag, ¥1, a1, 7] =0,

n=1

luego, por la positividad de la funcién exponencial se tiene

Py

Z(Sn:oo] =1, Ve eX, mell
n=1

lo anterior prueba la parte (b), se supone que las igualdades (1.16) y (1.17)
son validas. En seguida se probard la validez de dichas identidades. Para
mostrar (1.16), se observa que:

B 1o Aal@n, an)] = EF [Hffo / e ™ H(dt | 2, an)
0

= B[ [ | 5,00,]].
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se tiene que

E7 ([T B [ | 2, an]]

o0
exp(—aZén) | o, ag, 1, a1, ,” :

n=1

I
&>
83

£y

por lo que, debido a las propiedades de esperanza condicional, lo anterior
implica

Er 10 Aa(zn, an)] = EI eXp(—aZ(Sn) | zo, ag, 1, az, ,] ,

n=1

lo cual muestra (1.16).
Para mostrar (1.17), note que de la parte (a) se tiene que A, (z,a) < 1
para todo (z,a) € K, lo cual implica
HZ:O Aa(fﬂk, &k) < anrl - 07 n — oo,

o

es decir, [ 72, Aa(zn, a,) diverge a cero, de donde

ET 2 A, ay)] = 0.
|

1.5. Criterio de optimalidad con recompensa
descontada

En esta seccién se muestra la existencia de politicas 6ptimas estacionarias
bajo las condiciones presentadas en la Seccién 1.4.
Sean x € Xy 7w € 1I,

V(z,m):=E]

o0
zewxn,an>] |
n=0

el cual define la recompensa total esperada a-descontada al usar la politica 7
dado el estado inicial g = x. Adema4s, la recompensa a-descontada éptima
(funcién de valor 6ptimo) cuando el estado inicial es 2y = x, se define como
V¥ (x) :=supV(z,m), (1.18)

a
mell
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y se dice que 7* € II es una politica 6ptima, si

V(z,7") :=supV(z,m), VoeX. (1.19)

well

La siguiente proposicién muestra una manera diferente de expresar la
recompensa total esperada a-descontada.

Proposicién 1.5.1 Para cada x € X y 7 € Il se tiene que

V(z,7) = EL

r(zo, ag) + Znﬁl Aoz, a))r(Tn, an)] , (1.20)

n:ljZO
donde A,(-,-) se define en (1.12).

Demostracién. Por definicién A, (z,a) se observa que

ET |r(zo,a0) + Y nﬁl Ao(zj, a;)r(wn, an)]

L n:lJZO

n—1
= E 7“(350;610)"'21_[

00 0o
n:ljzO 0

e " H(dt | xj,aj)r(xn,an)]

[ X n-1
= EI |r(zo,a0) + Z [T EZ [e=%+ | j, a4] r(xn,an)] )

n:ljzO

luego por (1.5) se tiene que las variables aleatorias d1, ds, ..., son condicional-
mente independientes dado el proceso xg, ag, x1, ay, ..., asi note que,

n—1
T e e
]:

n—1
[T e+ | 2),0;

Jj=0

= E7 [e_o‘(51+"'+6") | g, ag, 1, a1, } ,

entonces

X n—1
E7 | r(o, ao) + Z [1 Aa(mﬁaj)r(xman)]
=0

n=17=

[ oo

_ I L —aT,

= EI E ET [e " |xo,a0,x1,a1,...} r(mn,an)] ,
n=0
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donde T, (n € N) es una variable aleatoria, la cual representa la n-ésima
época de decision y que admite la expresion Ty = 0y T, = Z?:o d;, para
cada n € N. Por las propiedades de esperanza condicional se obtiene que

Eﬂ'

x

(o, ap) +Z H Ay x],aj)r(xn,an)]

n=17J=

o0

ZE;’ le= T (20, an)] -
n=0

Por lo que,

r(zo, ag) + Z nlz[l Aoz, a5)r(n, an)

n=1J=0

E; =V(x, ).

[ |
Paraz € X, 7 € [l y n € N se denota por V,(z, 7) la recompensa esperada
a-descontada hasta la n-ésima transicién, es decir,

n—1
E T;
e r I],aj .

j=0

Va(x

Se observa que
Volz,m) — V(z, 7).

Por otra parte, V,,(x, 7) puede ser expresado como

Vilz,m) = Ef[r(zo,a0)]

n-ly g
Volz,m) = EI |r(zo,a0) + Z I1 Aa(xj,aj)r(xk,ak)] , =23, ..,
k=170
luego, se introduce la notacién
A =1, (1.21)
k—1
AF =[] Au(zj,a;), k€N,
§=0
se tiene .
Volz,m) = ET Arr(ay, ak)] , paran € N, (1.22)
k=0
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V(z,7) = lim V,(z,7) = EJ

n—oo

Z AEr(zy, ak)] . (1.23)

k=0

1.5.1. Ecuacién de Optimalidad

El objetivo de esta seccién es mostrar que la funcién de valor éptimo
satisface la ecuacién de optimalidad con recompensa a-descontada (EO).

Sea r(x,a) como se definié en (1.13), A,(x,a) definida en (1.12) y o €
(0,1). Se dice que una funcién medible v : X — R es una solucién de la EO,
si satisface

v(z) = max {r(a:,a) +Aa(:13,a)/

a€l(z) X

v(y)Q(dy | x,a)} , Ve e Xo (1.24)

Esto permitird mostrar la existencia de politicas 6ptimas. La idea general
consiste en lo siguiente.

Se denota por v, la funcién de valor 6ptimo hasta la n-ésima transicion,
es decir,

vg : =0
v, =supVy(z,7), x€X|
mell

del algoritmo de Programacién Dindmica se observa que las funciones v,
pueden ser obtenidas de forma iterada, esto es, para x € X,

vo := 0y paran > 1,

vn(2) = max {r(x,a)—{—Aa(x,a) /

a€A(x) X

ons (1) Q(dy | )} S

por lo tanto, si se muestra que v, — V_* se puede esperar que V* satisfaga
la EO. Esto se formaliza en el Teorema 1.5.5 .

Lema 1.5.2 Se supone que A(x), v € X, es compacto y sea v : K — R una
funcion medible.
Siv(z,a) es u.s.c en a € A(x) para cada x € X, entonces

v*(z) == sup v(z,a), (1.26)
a€h(x)
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es medible, y ademds existe f* € F tal que

v (z) = v(z, ) = mﬂx)v(x,a), Vo e X, (1.27)
acA(x

Lema 1.5.3 Se supone que se cumplen las Condiciones 1.4.1(b) y 1.4.4,
entonces la funcion

w(z,a) == / o(1)Q(dy | x.a),

es continua en A(z) para cada x € X y cada funcion u € B, (X).

Demostracion. Las pruebas de los Lemas 1.5.2 y 1.5.3 puede consultarse

en [10]. [
A continuacién se introduce el operador T, de Programacién Dindmica
(PD).

Sea v : X — R una funcién medible y 0 < o < 1, se denota por T,v a la
funcién dada por

T,u(x) := sup {r(:v,a) + Ay(z,a) / v(y)Q(dy | x,a)} , r€X.  (1.28)

A(z) X

Si el méximo en (1.28) es alcanzado en alguna accién a € A(z), para cada
x € X, entonces se escribird méximo en lugar de supremo.
Mediante el uso de T, que se puede reescribir (1.24) y (1.25) como:

Ve=T,V}, (1.29)
y
Uy, = Tovn_1 = Ty, (1.30)
para todo n = 0,1, ..., con vy = 0, respectivamente.

La siguiente proposicién fue revisada en [9].

Proposicion 1.5.4 Se supone que se cumplen las Condiciones 1.4.1, 1.4.2
y 1.4.4, para a € (0,1) y sea T, el operador definido en (1.28), entonces T,
es un operador contraccion sobre B,,(X), con mddulo v :=aff <1y

|Towv — Tou'||, < vllv—=2,, Vo, €B,(X). (1.31)

w ?
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Demostracién. Sea v en B, (X), entonces por el Lema 1.5.3 y la Condi-
cién 1.4.1(b), la funcién

v@&%zdaw+¢a@@y/waMMw@»

es w.s.c en a € A(x), para cada x € X. Por el Lema 1.5.2 se tiene que
T, v es una funcién medible y existe una f € F que satisface (1.27). Por la
Condicién 1.4.2, se tiene que T,v tiene w-norma finita, ya que para todo
reX, yac ),

iz, a)| = Maw+A4aw/¢wmwm$ﬂ>

S|M%M+Adﬁw/h@NM@|%®
Scw@+A4a@mm/@wwumL@
< cw(@) + Dalz,a) [u]l, Bu(x)

< (et BAu(z,a) o, )w(a)

< (et Bl ().

Para cada « € (0,1), se probard que T, es un operador contraccién en el
espacio B, (X).
Para ello sean v y v" en B, (X), tal que

v <V,

entonces
/
T.,vo <Tyv,

esto dice que T, es un operador mondétono. También se observa que para
cualquier r € R,

To(v+rw)(x) < Tyu(z) + (af)rw(z), Vo e X
Por lo que se tiene que T, es una contraccién sobre B,,(X) con médulo

v = af. [ |

Teorema 1.5.5 Se supone que se cumplen las Condiciones 1.4.1, 1.4.2 y
1.4.4. Entonces
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a) El valor de la funcion V. es la dnica solucion de la EO (1.24) en el
espacio B, (X) y

v, — V2, — 0 cuando n — oo, (1.32)
donde,
vn(r) = max {r(m,a) + Az, a) / vn-1(y)Q(dy | x,a)} :
a€l(z) X

b) Existe f* € F que mazximiza el lado derecho en (1.24), es decir,
Vila) = rle )+ Bal ) [ V)QUy |2, 7), Yo € X, (13)
X

y la politica estacionaria m = {f*, f*,...} es dptima.

Demostracién. Para demostrar a) dado el Lema 1.5.2 y el Teorema del
punto fijo de Banach (A.3.2), se tiene que T, tiene un punto fijo inico u* €
B, (X), es decir,

Tou* =u™. (1.34)

Por lo que para probar la parte (a), se necesita mostrar que

1. V* e B, (X).

2.V =u".

Para probar 1, note que de la Condicién 1.4.2(a) y por (1.13) se tiene que

ET r(xn,an)| = EI|D(Tn,an) + To(Tn, an)d(x,, ay,)| (1.35)

T

< ET Elw(xn)+%w($n) = cEy [w(z,)],

de donde ¢ =7 + 2.
Por otro lado, para todo n = 0, 1, .., se obtiene

ET [w(z,)] < fMw(z), (1.36)

ET [r(2n, an)] < B"cw(z). (1.37)
Como (1.36) se cumple para n = 0. Ahora si n > 1, se tiene que
B (o) [ haosvans6) = [ wl)Qdy | 20-1,0,)

S 5w(xnfl)7
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por lo que
E7 [w(z,)] < BET [w(zp-1)], (1.38)

iterando (1.38) como se hizo en Lema 1.4.3, se obtiene (1.36). Para mostrar
(1.37), por (1.35) y (1.36) se tiene

BT |r(n, an)| cEy [w(w,)]

<
< cf"w(x).

Note que 1 se obtiene por (1.20) y la Proposicién 1.4.6(a)

V(m,2)| < ZHA (5, a;) [ (20, an)]

n= 0]7

< ZPnEW ’T xnaan)|

Z pacBw(x)

IN

INA
»—t§M

= (1 —paﬁ) wiz)

Por (1.18) y tomando M := ¢ <ﬁ>, de lo anterior se tiene
Vi(z) < Mw(zx). (1.39)

En consecuencia, V¥ € B, (X).
Para probar 2, note que

lim ALET [u(z,)] =0, Vo ell, 2 € X, u e B, (X). (1.40)

n—oo

Por definicién de w-norma se obtiene
u(zn)] < flull, w(zn),
tomando esperanzas y multiplicando por A

AGET [ulzn)l < lull, AGET [w(zn)]
< lull, Aas"w(z),
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donde A? < 1y haciendo n — oo, se sigue (1.40).
Ahora se considera la igualdad u* = T,u* y por el Lema 1.5.2, existe un
selector f € IF tal que

u (x) =r(z, f) + An(z, f) /u*(y)Q(dy |z, f), VxeX (1.41)

Iterando (1.41) se obtiene lo siguiente

w(20) = (a0, f) + Aalzo, f) / u(@1)Qday | 2o, f)

7"(951>f)
- r(xo,f>+Aa<xo,f>/ Qg;’ ’ fu) Q(day | 20, )

= ’["(aj‘()’f) + Aa(l‘o,f) /T(ZEl,f)Q(dl‘l | IO:]C)+

A ﬁo; 1’1, // $2 d$2|$1, ) (dl‘1|l’07 )

= 7(20, ) + Aa(0, f) /T(xh FQ(dzy | wo, f)+

x?af)
Aulao, f) - Au(r, / / “"2’ Q(day | 71, 1)Q(dxy | 0, f)
d$3|$27f)

= (0, f) + Dala0, ) / rar, £)Q(der | 2o, )+
Ay(zo, f) - Auly, f // r(xe, f)Q(dxe | 1, f)Q(dzy | 20, f)+

Ao (xo, ) - Anlzy, f alxe, f /// (x3)Q(dxs | w9, f)

Q(d@ | fBlaf)Q(d%lWo,f)

u*(zo) = r(wo, f) + Aalwo, /)EL[r(w1, )] + Aalwo, ) - Aalwr, f)EL [r(wa, f)]
+Aa($07 f) ' Aa($1, f) ' Aa(l’g, f)EJJ: [U*<$3)]
= (o, ) + ALEL [r(wn, £)] + ALEL [r(wa, )] + AL E] [u* (3)]

= NS B (o, )] + ARES [ ()]



20 Procesos de Control Semi-Markovianos

en general para cualquier N se tiene que,

N-1
wi(x) = BL Y ALz, )|+ AYEL [u*(en)], YN = 1,2, (1.42)
n=0
donde
AL =1,
k—1
A](; = Aa(xj,aj), ke N,

0

J

y tendiendo N a oo en (1.42) y por (1.40) se obtiene

w'(x) = BL| Y Aor(aa, f)| = V(w, f).
n=0
Asi por la Definicién 1.18, se observa que
u*(z) < Vi(x). (1.43)

Para ver la otra desigualdad, note que (1.34) implica que

u*(z) > r(z,a) + An(z, a) /u*(y)@(dy | z,a), V(z,a) € K. (1.44)

Nuevamente iterando la desigualdad (1.44). Para cualquier politica 7 € II
y un estado incial x € X, se tiene

N—-1

u*(z) > ET {Z AZr(xn,an)] + ANETut (zy), YN =1,2, ...,
n=0

por tltimo, tendiendo N a oo, por (1.40), se sigue que
u*(z) = V(z,m),
como x y 7 son arbitrarios, se concluye que
u*(z) > Vi(x), Ve e X. (1.45)

Por lo tanto, de las desigualdades (1.45) y (1.43) se obtiene 2.
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Para ver que se cumple (1.32) se tiene que para cada z € X, m € II, de
(1.22) y (1.23) se obtiene

V(ma,/T) = E;T ZAZT(mkvak)
L k=0 |

o .
= ET ZAgr(xk,ak) + E7
L k=0 |

Z Afr(zy, ak)]

k=n

=V, (z,m)+ ET (1.46)

AL Z A" (g, ay)

k=n

Por otro lado para cada z € X,

on(2) = Vo ()| =

«

sup V. (z, ) —sup V' (z, )

mell mell
S sup |Vn(x,7r) - V<ZL’,7T)| )
mell

usando las relaciones (1.46) y (1.37), asi por la Proposicién 1.4.6(b) se tiene
lo siguiente

on(2) = V()| < szuEZpZ’"EJZ (@, ar)]
(S k=n

oo

< phsup Y cBrw(z)pt "
mell en,

< paflew() = M(poB)"w(z).

67

Por lo que de la definicién de |||, lo anterior implica que

[on = Vil < M(pa)",

cuando n — oo y usando la Proposicién (1.4.6) del hecho que p, < 1y
B € (0,1) se concluye la demostracién de parte (a).

b) Para esta prueba, se recuerda que A,(z,a) y 74(x,a) son continuas
en A(z) para cada = € X. Entonces por el Lema 1.5.2, existe f* € F que
satisface los siguiente

Val(z)=r(z, [*) + Aa(iﬁ,f*)/XV;(y)Q(dy |z, f*), v € X.
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Iterando esta ecuacién se tiene que

N-1
Va(x) = E:{* Z Agr(zn, an) + Agv;($N) )
n=0
de donde,
Valx) = Vn(z, f7), Ve € X, N > 1, (1.47)

haciendo tender N a oo se tiene que

Vi(x) > V(x, f*), Vo € X, (1.48)
por otra parte, de (1.18) y (1.19) se obtiene que

Vi(z) < V(z, f*), Vo e X. (1.49)

Entonces
V¥ (x)=V(x, f*), Ve € X

«a

y por lo tanto, m = {f*, f*, ...} es 6ptima. [ |



Capitulo 2

Uniformizacion

En este capitulo, se presenta la técnica de uniformizacion, el cual consiste
en transformar un Proceso de Control de Markov a tiempo continuo con tasas
de transicién exponenciales a un modelo equivalente en que los estados son
independientes y las tasas de transicién son constantes. Dicha técnica descrita
en este capitulo serd fundamental para el trabajo de tesis, ya que ésta es una
manera de analizar el modelo, misma que se describird en el Capitulo 3.

2.1. Uniformizacion

Sea S el conjunto de estados numerable, y X = {X, : t > 0} un proceso
estocdstico con espacio de estados 5, se dice que X es una cadena de Markov
a tiempo continuo, si para cualquier u >0y j € S

P{Xt-i-u:j ‘ Xu; tZuzO}:P{Xt-&-u:j | Xt}‘
Ademas, si para todo u > 0
P{Xt+u:j ‘ Xu:s}

es independiente de u, entonces la cadena de Markov a tiempo continuo se
dice que tiene probabilidades de transicién estacionarias u homogéneas.
Dicho proceso se desarrolla como sigue: si en algiin instante ¢, X; = s,
el proceso se mantiene en el estado s en un tiempo aleatorio, determinado
por una distribucién exponencial con pardmetro 3(s), 0 < 3(s) < 0o, y este

23
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transita al estado j con probabilidad Q(j | s). Se puede resumir el compor-
tamiento probabilistico del proceso en términos de un generador infinitesimal,
donde un generador infinitesimal se refiere a una matriz A con componentes
A(j|s) = { _['1_62(5 | 5)] B(s) j_:37
QUi | $)B(s) j#s.

Por consiguiente, los procesos con el mismo generador infinitesimal tienen
distribuciones idénticas finita dimensionales, siempre que éstos tengan la mis-
ma distribucién inicial. Esto sugiere que si se modifica el proceso y al mismo
tiempo no se altera su generador infinitesimal, entonces el proceso modificado
tendrfa la misma estructura probabilistica.

Cuando sup, ¢ f(s) < oo, se deriva un proceso modificado X de X como
sigue.

Se elige una constante C' < oo tal que satisfaga

sup[1 — Q(s | 9)] B(s) < C < o0, (2.1)

ses

y se define un proceso {)?t it > 0} con estados independientes, tiempos de

permanencia exponenciales 3(j) = C, y probabilidades de transicién Q (j1]9)
dado por

1 — [1=Q(s]s)]B(s)

Q(j | s) = { Qi) ¢ jj;ss" (2.2)

Donde A(j | s) = CQ(j | s) para j # s, se dice que A es el generador

infinitesimal de X y satisface que

A=A,
por lo que los dos procesos son equivalentes en distribucion. Se refiere a X
como la uniformizacién de X, por que tiene distribucién de tiempos de per-
manencia idénticas en cada estado. La uniformizacién puede ser vista como
un proceso equivalente, en el cual el estado del sistema es observado en tiem-

pos aleatorios los cuales estdn distribuidos exponencialmente con pardmetro
C, (véase [15]).
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2.1.1. Ejemplo

El siguiente ejemplo muestra la técnica de uniformizacién.

Considérese una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de esta-
dos en S = {s1, s2}, con probabilidades de trancisién descrita de la siguiente
forma:

Q(s1 | s1)=0,
Qs2 | s1) =1,
Q(Sl | 82) =1,
Q(s2 | s2)=0.

Supéngase que los tiempos de permanencia en sy y s tienen una distribu-
ci6én exponencial con pardmetros 2 y 0.8 respectivamente, es decir, 3(s1) = 2
y B( s2) = 0.8. Por lo que el generador infinitesimal para este proceso estd

dado por
-2 2
A= {0 .8 —0. 8} ’

Ahora se deriva la uniformizacion X para este proceso, donde se elige una
constante C' = 4, la cual satisface la condicién dada en (2.1) y usando (2.2),

se obtiene que
~ 0.5 0.5
©= [0.2 0.8}’

@:-[_Q7

usando que

se tiene lo siguiente

|

1

0

-]

0.5 0.5

01 0.2 0.8
0.5 —0.5
—-0.2 0.2 |’
asi que
A= ci-Q

CQ,

|
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haciendo algunas operaciones se tiene que
~ 10 0.5 —0.5
A = 4“0 1}_{—0.2 0.2”

_ 4f0.5 0.5
~ %10.2 0.8

(2 2
~ [0.8 3.2]°

por lo que se cumple que A=A para j # s, por lo tanto los dos procesos
tienen el mismo comportamiento probabilistico.

2.2. Modelo Descontado

Se considera un PCSM, en el cual las épocas de decisiéon son tomadas
en cada transicién de estado y los tiempos entre épocas estan distribuidos
exponencialmente, es decir, la distribucién esta dada por

F(t]s,a)=1—¢e’®D parat > 0.

Sea Q(t | s,a) la probabilidad que en la siguiente época de decisién el
sistema se encuentre en el estado 7, si en la época de decisién actual estd en
el estado s y se elige una accién a € A(s). Se supone que se tiene la misma
estructura de recompensa definida en el Capitulo 1. Por lo que r(s,a) es la
recompensa esperada descontada entre épocas de decisién la cual satisface,

r(s,a) = k(s,a)+ c(s,a)E? {/On e_atdt}

k(s,a) + c(s,a) B¢ {[1 — e ] Jar}
= k(s,a)+c(s,a)/[a—B(s,a)].
Para f € F, sea Qp(j | s) = Q@ | 5,f(5)), r4(s) = r(s, f(5)), By(s) =

B(s, f(s)), y Qf es la matriz con componentes Qs(j | s).
Sea f* = (f*, f*,...,) una politica estacionaria determinista y dado un

proceso de control Markoviando a tiempo continuo se tiene que

vl®(s) = ri(s) + B(s)e” [Nt Q5 | s)vl™ ()
;U et M oy 1

Be( .

= )+ 55 f>+az@ms ().
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Si B(s,a) = C para todo s € S'y a € A(s), B4(s) = C para todo s € S,
asf se tiene que

vl (s) = rp(s) + A Q(G | )vlT (),

JjES

con A = C/(C + «). Por lo que se sigue que

v(s) = maxc {( )+ A3 Q| s>v<j>} .

jeSs

La uniformizacién puede ser aplicada en los procesos de control Marko-
vianos a tiempo continuo obteniendo un modelo con tasas de transicién cons-
tante, por lo que los resultados y algoritmos para los modelos descontados a
tiempo discreto pueden ser usados directamente (véase [15], [4] y [19]).

Asi, r(s,a) depende explicitamente de (s, a), asegurando que el sistema
transformado tiene la misma recompensa total descontada con una tasa de
recompensa continua C(s, a).

Suposicién 2.2.1 FExiste una constante C' < oo para la cual
[1—-Q(s|s,a)]B(s,a) < C, (2.3)
para todo s € S y a € A(s).

Se define una uniformizacién de un proceso de control de Markov a tiempo
continuo con componentes denotados por tilde como sigue. Sea S=8, A( )=

A(s) para todo s € S,

a+ f[(s,a)
r(s,0) = r(s,0) 20, 24)
y
_ | — [=QGlsalsta)
Q(] | S,CL) - i|s,a)B(s,a ¢ . ’ (25)

Sea 7p(s) = 7(s,f(s)), Qs | 5) = Q( | s,f(s)) ¥y Qy es la matriz
con componentes Qf(] | s). Ademas, '1750 denota la recompensa esperada
descontada para el proceso transformado.

El siguiente resultado se refiere a los modelos originales y uniformizados.
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Proposicién 2.2.2 Considérese la Supocision 2.2.1 y que 7 y @ satisfacen
(2.4) y (2.5). Entonces, para cada f € F y s € S,

Ui (s) = vl (s):

La prueba de la proposicién anterior puede consultarse en [15].



Capitulo 3
Ejemplos

El modelo estudiado en el Capitulo 2, tiene algunas aplicaciones en pro-
blemas de control, particularmente en lineas de espera. Dicho modelo es
analizado permitiendo la eleccién de acciones en un tiempo aleatorio sobre
[0,00). En este capitulo se pretende ilustrar un modelo de PCSMs a través
de un modelo de linea de espera controlada a tiempo continuo.

Este modelo se puede analizar mediante dos formas.

1. Usando los resultados de los Procesos de Control Semi-Markovianos del
Capitulo 1 directamente.

2. Transformando el modelo a un modelo equivalente, analizado mediante
uniformizacion, visto en Capitulo 2.

3.1. Una linea M/M/1 de espera controlada,
con un solo tipo de servicio.

El problema se formula como un modelo de control de admisién en forma
de un PCSM. En tal sistema, los tiempos de transicién estan distribuidos ex-
ponencialmente y las acciones son elegidas en cada época de decision. En este
caso, se considera el modelo M/M /1 discutido en [15], en el cual se supone
que todos los tiempos entre llegadas son independientes e identicamente dis-
tribuidos de acuerdo a una distribucién exponencial con tasa pu, es decir, el
proceso de entrada es Poisson, ademds todos los tiempos de servicio estdn
distribuidos de acuerdo a otra distribucién exponencial con tasa .

29
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El objetivo del problema es maximizar la recompensa total esperada des-
contada, donde a € (0,1) es la tasa descontada en tiempo continuo. Se
supone que el estado se denota como (s, b) , es decir, cuando hay s clientes en
el sistema y b ocurre, donde b = 1, si un cliente entra al sistema y b = 0, si no
hay llegada de clientes. En esta situacién, las épocas de decisiones ocurren
cuando llega o parte un cliente.

Para este ejemplo en particular se considera una companifa, que se encarga
en proporcionar un servicio a particulares y empresas.

3.1.1. Descripcion del modelo

A partir de la idea general sobre el sistema, el modelo matemético se
formula con las valores de costo y distribuciones definidas a continuacién:
Se considera un MCSM

(S, A {A(s) :s€ S},Q,H,D,d).
= Espacio de estados

Se define el espacio de estados como el conjunto del nimero posible de
clientes en el sistema, denotado por S.

S =1{0,1,2,3,..} x {0,1}. (3.1)
Se tiene que el estado del sistema es observado en cada arribo o partida.
= Espacio de acciones

Para todo (s,b) € S, donde s € {0,1,2,3,...}, b € {0,1}, el espacio de
acciones A(s) = A, es definido como:

A ={0,1},

es decir, en el estado (s,0) donde hay s clientes en el sistema pero no hay
arribos la accién es continuar, por lo que A((s,0)) = {0} y en el estado (s, 1)
donde hay s clientes en el sistema y un nuevo cliente llega, el controlador
puede admitir o rechazar servicio a la llegada, por lo que A((s, 1)) = {0,1},
donde la accién 0 es rechazar y 1 es admitir.

= Distribucién del tiempo de servicio



3.1 Una linea M/M/1 de espera controlada, con un solo tipo de
servicio. 31

Se tiene que

B uwsi s=0,a=0yb=0,1,
5(<va>aa)—{u+)\ si s=0,a=1yb=10s>0.

donde 3((s,b) , a) denota las tasas de servicio para cada estado dado la accién,
para ver ésto, se puede observar que, cuando el sistema estd vacio, es decir,
cuando se observa el estado (0,0) y a =00 (0,1) y a = 0, la siguiente época
de decisién ocurre cuando el siguiente cliente entra al sistema de acuerdo a
una distribuciéon exponencial con pardmetro p y en cualquier otro estado,
la siguiente época de decisiéon ocurre después de la llegada o culminacion
del servicio. Si T}, el tiempo hasta el iltimo arribo y T} el tiempo hasta la
siguiente terminacién del servicio, entonces el tiempo de la siguiente época
de decisién T, satisface T, = min(7y, Ts), es posible mostrar que T, sigue una
distribucién exponencial con pardmetro p + A. Por lo que se tiene que,

H(t] (s,b) ,a) = (4 A)e” #HV. (3:2)
s Probabilidades de transicién

Las probabilidades de transicién satisfacen:

( 1, j:<0a1>aa:0y32<070>a‘9:<071>7
et j={m—1,0),s=(m,k),a=0param > 1,
yvk=0,1, o

, B j={(m,0),s=(m,1),a =1 param >0,

QU | 5,0) = ﬁ, j={m+1,1),s=(m,1),a =1 param >0,
0
j={(m,1),s=(m,k),a=0param >1y k=0,1,
L 0, en otro caso,

(3.3)
para ver ésto, se observa que, cuando el sistema estd vacio, la siguiente época
de decisi6én ocurre cuando el sistema comienza en (0, 1) . Si en algin instante
de tiempo, el sistema contiene m clientes y no hay llegadas, el sistema estd
disponible para la admisién o un cliente ha rechazado el servicio, entonces
el estado en la siguiente época de decisién puede ser (m,1) o (m —1,0),
dependiendo si hay una llegada o una terminacién de servicio. Si hay m
clientes y una llegada, y estd ha sido admitida, entonces el siguiente estado
puede ser (m + 1,1) o (m,0) .Las probabilidades de transicién se obtienen
por lo siguiente P{T, < T} =X/ (u+\) y P{T, <T,} = p/(pn+ A).
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Con excepcion de los estados (0, 0) y (0, 1) , todas las trancisiones ocurren
con tasa p + A.
Otra forma de observar ésto, es mediante el siguiente diagrama.

Diagrama 1. Representa la estructura de transicién del modelo de admisién.
Los nimeros entre llaves representan las probabilidades de transicion y las
tasas de transicién exponencial respectivamente.

= Funciones de recompensa

La funcién de recompensa definida en el Capitulo 1 (1.6), estd dada por
una ganancia inmediata D, mds un costo debido al tiempo de permanencia
en el estado s, cuya razén de costo es d.

r((s,5) . a) = D({s,b) ) — d((s,b) , ) /000/0 eOSdsH(dE | (s,b) a). (3.4)

Donde D((s,b),a) = Rparab=1y D((s,b),a) = 0 para b = 0. Ademés
se define d((s,0),a) = ¢(s) y d({(s,1) ,a) = ¢(s+ 1), donde c¢ es una funcién
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continua y creciente para todo s € S,y ¢(0) = 0. Por lo que las funciones de
recompensa para cada s € S, son las siguientes.

r((s,0),0) — —cs/ / ~asdsH(dt | (s,0),0) (3.5)

_ )+ / e (Nt _ elotntNn) gy
o 0

s
a+p+ N

r((5,1),1) = R—c(s 1/ / sdsH(dE | (5,1),0)  (3.6)

_ R_ c(s+1) N‘i‘)\/ [e (H+A)t e(o‘ﬂ”)‘)}dt
@ 0

_c(s+1)
a+p+ A

Debido a que los PCSMs permiten tomar decisiones en cualquier instante
de tiempo, en este caso, se considera un modelo en el cual las decisiones
s6lo son tomadas en tiempos de transicién. Esto se analiza, transformando el
modelo a un modelo equivalente, a través de uniformizacién (véase Capitulo
2).

Para uniformizar el sistema se elige una constante C' = p + A\ y se altera
la estructura de transicién en aquellos estados. Para esto se aplica (2.5) y se
tiene las probabilidades transformadas, en el estado (0, 0)

Q({0,1) [{0,0),0) = Q({0,1) [{0,0),0)5((0,1),0)/C = A/(u + X),
Q(<070> | <070>70) = M/(M+)\)-

En el modelo sin transformar, eligiendo a = 0 en el estado (0, 1), instan-
taneamente se mueve al estado (0, 0) ,

Q
©(<071> | <071>70):)‘/<M+)‘)'
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Ahora se analiza el modelo descontado. Se asume que ¢(0) = 0, asi que la
funcién de recompensa para cada caso en el sistema uniformizado satisface:

7((0,0),0) = 7((0,1),0),

- B B c(s+1) .
) = R-SE s,
7((s,0),0) = 7((s,1),0) = A s> 1.

Catpt N

Por lo que las ecuaciones de optimalidad para este sistema son las siguien-
tes:

v((0,0) = 2 [( H 4

a+p+ A ;LJF/\)U“O’O»Jr (u+A)

v ((s —1,0))
—i—(ui/\)v((s,l)) ’

w0,

c(s) JT
—~ +
a+pu+N a+pu+ A

v((s,0)) =

para s> 1,y
( c(s+1) )
R— atpt+A
ety (s, 0) + ells +1.D)]
U(<S, 1>) — max atput+X | (p+A) ) (p+A) ’
T atuta
+A A
| et [ = 100+ gy, 1)]

note que la ecuacién v((s,0)) simplifica a v((s, 1)), es decir,
v((s,1)) = max{R+v((s +1,0)), v((s,0))}, (3.7)

para s > 0. Se sigue del Teorema 1.5.5(b) que la politica estacionaria 7* =
(f*, f*,...,) derivado de la regla de decisién

1 vi((s+1,0)) —vi((s,0)

* o ) _R7
! <S)—{ 0 v ({s+1.0)) — vr((s,0)) < —R, (3.8)

INV

es 6ptima. Por lo tanto v%((s 4+ 1,0)) — v%((s,0)) es monétona decreciente y
es una politica de control éptimo.
Un ejemplo numérico se muestra a continuacion.



3.2 Una linea M/M/n de espera controlada, con dos tipos de
servicio. 35

Ejemplo 3.1.1 Se considera un sistema donde se controla la admision. Supon-
gase que la suma total de ganancias estd dada por R = 20, sea la funcion
de costo por servicio dado por c¢(s) = 1.3% s € {0,1,...,}. Ademds la tasa
de llegada es p = 0.05 y la tasa de servicio es A = 0.2. Supdngase que la
tasa descontada a tiempo discreto es v = 0.9, entonces la tasa descontada
a tiempo continuo es a = Iny = 0.105. La constante de uniformizacion
es C' = p+ A= 0.25. Con esta informacion se da un conjunto de datos
que muestra en la Tabla 1, las diferencias vi({s+1,0)) — v%((s,0)), para
distintos valores de s.

s=0 s=1 s=2 s=8 $=4
3.25 1.20 —0.75 | —2.76 | —4.25
5=H 5=0 s=7 5=8 5=9
—7.46 | —10.42 | —13.87 | —17.53 | —21.32
s=10 s=11 s=12 s=13 s=14
—26.51 | —33.46 | —42.67 | —54.79 | —70.66
Tabla 1

De acuerdo a la regla de decision f*(s), en la Tabla 1 se puede ver que de
acuerdo a la regla de decision el total de clientes que serdn admitidos es
9, ademds se observar que las diferencias vi({s+1,0)) — vi((s,0)), para
distintos valores de s decrecen.

El siguiente ejemplo es una extensién del andlisis del modelo M/M/1 con
un solo tipo de servicio, el problema se puede extender a miiltiples servidores
con multiples tipos de servicio.

3.2. Una linea M/M/n de espera controlada,

con dos tipos de servicio.

Se considera nuevamente una compania de Servicios, en el cual tiene seg-
mentado sus mercados en 2 clases, tipo 1 y tipo 2. El problema se puede
plantear como un modelo de lineas de espera M /M /n donde las tasas de lle-
gada son Poisson con pardmetros A\; y \s respectivamente. Ademds, se supone
las tasas de servicio tipo 1 y 2, estdn dadas por p; y p, respectivamente.

Al igual que en el caso anterior, nuestro objetivo serd maximizar la re-
compensa total esperada descontada, donde a € (0, 1) es la tasa de descuento
a tiempo continuo.
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3.2.1. Descripcién del modelo

A partir de la idea general sobre el sistema, el modelo matemético se
formula con los valores de costo y distribuciones definidas a continuacién:
Nuevamente se considera un MCSM

(S, A {A(s) :s€ S},Q,H,D,d).
= Espacio de estados

Se supone que el estado del sistema se denota como s = (i, j,b), donde
hay ¢ clientes tipo 1 y j clientes tipo 2 en el sistema y b ocurre, donde b = 1
denota la llegada de un cliente tipo 1 y b = —1 denota la salida de un cliente
tipo 1. Similarmente, se denota b = 2 como la llegada de un cliente tipo 2 y
b = —2 como la salida del cliente tipo 2. Supdéngase que hay un total de n
servidores disponibles, asf que ¢ + 7 < n, en todos los tiempos. Por lo que el
espacio de estados se define como sigue.

S={1,2,3,..} x{1,2,3,...} x {—1,-2,1,2}.
= Espacio de acciones

Las épocas de decisiéon se toman cuando un cliente llega o parte del sis-
tema. Cuando un cliente llega, las posibles acciones, a, deberédn ser admitir al
cliente, denotado por a = 1 o rechazar denotado por a = 0. Cuando no hay
llegadas o cuando hay una salida, la inica accién posible debe ser continuar,
denotado por a = 0. Para todo s € S, el espacio de acciones A(s) = A, es
definido como:

A ={0,1}.
» Probabilidades de transiciéon

Sea f3,;, 1a tasa de transicién al estado (7, j,b) dado la accién a. Sean las
probabilidades de transicién denotadas por Q(k| (i, j,b)), que representa la
probabilidad de transicién del estado (7, j,b) al estado k = (i*, %, b*).

Se puede observar, que el estado (i, j, 1) cuando la decisién es aceptar a
un cliente tipo 1 que llega, a = 1, el nimero de clientes tipo 1 en el sistema
incremeta a i+ 1, el siguiente evento podria ser la partida de un cliente tipo
1, es decir, b = —1, la partida de un cliente tipo 2, b = —2, el arribo de un
cliente tipo 1, b = 1, el arribo de un cliente tipo 2, b = 2, es decir,
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* Cuando hay una partida de un cliente tipo 1 el sistema transitard al
estado (i,j, —1) con una tasa de (i + 1)u,, donde hay (i + 1) clientes
en el sistema.

* Cuando hay una partida de un cliente tipo 2, el sistema transitard al
estado (i + 1,7 — 1,—2) con una tasa de jus,,

* Cuando hay una llegada de tipo 1, el sistema transitard al estado
(i+1,7,1) con una tasa A;.

* Cuando hay una llegada de tipo 2, el sistema transitard al estado
(1+1,7,2) con tasa As.

Donde cualquiera de los cuatro eventos podran ocurrir, por lo que en la
siguiente época de decisién ocurre con una tasa 3,1, = (i+1)u; +jpa+A1+Az,
y la probabilidad de transicién dado el estado (i, 7, 1), donde i + j < n, es
descrita como sigue:

(i + 1)#1/52‘3‘117 k= (i,j,—1),
- jMQ/Bi'll? k:<l+]—7j_]-a_2>7 jZL
k 1)) = J ‘ .
Q< |<Z’j’ >) )\1/61']‘117 k= <Z+17j71>7
)\2/51']'117 k= <7‘+17]72>

de manera particular se puede ver en el siguiente Diagrama 2.

(2pa/Passs, Paaaa)

M o<l 1-1>
|:|-lzJ"|31111. Bnu]
b <2,0-2>
<11, 1= (AefPaass, Paaaa)
» <21 1>
(hz/Paass, Pasaa
B L

Diagrama 2

De manera andloga se puede describir las probabilidades de transicién
para los estados (i,7,2) vy (i,7,b), donde i + j < ny b € {-2,—-1,1,2}
escritas como sigue:
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En el estado (i, j,2), donde i + j < n, es decir, cuando un cliente tipo 2
llega y atin hay servidores disponibles, y la accién es admitir, es decir, a = 1,
las probabilidades de transicién pueden ser escritas como:

it/ Bijons k=(—-1j+1,-1),i>1,
s (j+1)/1“2/6217 k:<Z,]—1,—2>,
k| (i, j,2)) = 4 .
Q( ’ <Z J >> )\1/61']'21» k= <27] +1, 1>7
)‘Q/Biﬂl? k= <Z7]+172>

donde la tasa de transicién del estado es (3,0, = ipty + (j + 1)y + A1 + Aa.

En todos los estados (i,j,b), donde i +j < nyb e {-2,-1,1,2}, vy
la accién es rechazar el servicio o continuar, a = 0, las probabilidades de
transicién pueden ser escritas como:

iul/ﬂijbm k= <i_17j7_1>7 L > 17
. _ jMZ/ﬁijbO? k=(i,j—1,-2), j>1,
Q(M <Z7‘7’ 2>) B >\1/ﬁijb0> k= <iaja 1) )
)\2/57;]'170» k= <i>j7 2> :

donde la tasa de transicién del estado es 3,0 = gy + jig + A1 + Az
Note que

5@'11 = 5(i+1)jb07
5¢j21 = 5i(j+1)bo-
= Distribucién de tiempos de servicio

Sea H(t | (i,7,b),a) la funcién de distribucién para cada (i, j,b) € S,
donde los tiempos de servicio para cada estado siguen una distribucién expo-
nencial con pardmetro (3,11, 8501 ¥ Bije0 T€Spectivamente, asi que podemos
escribir a A como sigue:

H(t | (i,j,b),a) = 5¢j11€_5“”t1<i,j,1>(<iaja b)) +
&jzle—ﬁmlt](i,jz) ((7/7 Js b>) + 5ijb0€_ﬁ”b0tj<i,j,fl) ((7’7 Js b>)7

donde para cada b € {—1,—2,1,2}

[<i,j,b> (k‘) = { ](') <<Z:j’7£>> ;k7
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= Funciones de recompensa.

Supdngase que cada arribo de un cliente tipo 1 retribuye una ganancia de
K, y cada arribo de un cliente tipo 2 retribuye una ganancia de K,. Ademas
los costos de permanencia en el sistema debido al uso de los servidores, son
¢1(i) cuando hay i clientes tipo 1 en el sistema, y ¢(j) cuando hay j clientes
tipo 2 en el sistema. De tal manera se definen las funciones de costo para los
diferentes casos:

d(<i>j71>’1) = Cl(i+1)—|—62(j),
d((i,j,2),1) c1(i) +c2(j + 1),
d<<7'7]7b>70> - Cl(i)+02(j)a

para b € {—1,—-2,1,2}.

De acuerdo a (1.6), la recompensa esperada descontada r((7, j, b) , a) entre
épocas de decisién, dado el sistema en el estado (i, 7, b) y la accién a, debera
ser escrita como:

(G 1) 1) = Kl—[c1<¢+1)+c2<j)]/0°° [/Ote_asds] H(dt | (,5.1) 1)

1 . o
— Kl . [Cl (Z + ) + CQ(])] / (1 . e_at)ﬁijlle_aﬂijntdt
o 0
_ Kl— Cl(i+1>+02(j)’
a+ B

de manera similar se obtiene los deméds casos,

a(i) +e(j+1)
a+ Bijor

T(<i7jv 2> ) 1) = Ky —

I

1(i) + e ()

T(<’i,j,—1>,0):— O‘+6"b0
ij

para b€ {—2,—1,1,2}.

En estd parte del trabajo, se analizard el ejemplo planteado, usando di-
rectamente los resultados de los PCSMs, y analizando mediate la técnica de
uniformizacion, es decir, transformando el modelo a un modelo equivalente.



40 Ejemplos

3.2.2. Modelo analizado directamente

Se considera el MCSM
(S, A {A(s) :s€ S},Q,H,D,d),

usando la descripcién del modelo anterior, se tiene que la ecuacién de opti-
malidad tiene la siguiente forma:

V((i,7.b)) =
((i,7,0)) Jnax

{7“(<i7j> b),a) + Aa((i,5,b) ; a) EkIQ(/fl (i, J, b))V(/f)} ,

donde A, ({7, j,b) ,a) estd definida en (1.12), asi que para los diferentes casos
se tiene que,

o Bin

Aa 1, ,]. 71 - e )

(51050 = 5
o Bijo1

Aa 2, 72 71 :L7

(15,21 = 2

’ s
An((i, §,b),0) = —20
(l.5:0),0) = 2
Por lo que las funciones de valor para cada caso son las siguientes:
- c1 (i) + c2(4) 1
V(,j,-1) = +
(6., 1) a+ By a+ By
( c1(i4+1)+ca(y) )
Ky — OH'ﬁ”j]
i pviies )
V({¢,7,1)) = max 1 | HimVi+ L -1, =2
((4,7,1)) S V11 1) :
+)\2V(<Z+1 j? >)
V({i,j,—1))
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( c1(i)+ea(j+1) )
Le a+0B;501

m(lvw)— 1J(<+ 1, —1)}))

o 1| G DV g, -2

V({i,j,2)) = max T B ixlv&z',ﬁlj, 1)) ’
AV ((i, 5 +1,2))

{ V(<Z>.]7_1>) y,

Por lo que se tiene que

_ a(i+l)+ea(d)
I a+0B;511

Aijl = 4 1 |: (2 + 1)M1V(<Za.77 _1>> +]#2V(<Z + 1a] -1 _2>) ‘|

atBijin +>\1V(<Z+17]7 1>)+)\2V(<Z+17]72>)
_V(<Z797 _1>)7
y
Kg i Cl(i)+;2(j+1)
atfii21
Aij2 = 4 1 W1V(<Z - 173 + 17 _1>) + (] + 1)M2V(<27]7 _2>)
atBija FMV (7 +1,1) + V(4,5 +1,2))
- V({i,j, -1)).
Asf que, bajo el Teorema 1.5.5(b) la politica estacionaria
= (f*, f*,...,) derivado de las reglas de decisién
1 Az]l > R
fan={ 328
y

1 A;ix > —R,
saam={ g 22 x

es 6ptima. Por lo tanto, A;;1 y A;j2 son mondtonas decrecientes y politicas
oOptimas.

3.2.3. Modelo mediante uniformizacién

Se analizara este modelo usando uniformizacién (véase Capitulo 2).
Sea
C' = nmax(py, fty) + A1 + Ao.
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Puesto que la constante C' es elegida para ser al menos tan grande como la
mayor tasa vista en el sistema original. Se necesita ajustar las probabilidades
de transicién y recompensa bajo el sistema de uniformizacién como sigue:

1= (L= q(k| {4 b))Bia/C k= (i,.B)
QUK (i, b)) = { R A

(53.0) ) = (o) ) )

La ecuacién de optimalidad tiene la siguiente forma:

V(hd0) = max {70000 @)+ = S V)

a€l(z)

También se puede escribir estas funciones de valor en forma expandida
como:

( c1(i+1)+ea () \ [ a+Bijn )
(Kl_ : iy Oé'i‘é +

jM2V(<i+ Lj—1,-2))+

V((i,7,1)) = max cw%c V(G 41,5, 1))+ , (3.9)
V(i +1,7,2)+
( 51311) ((7,4,1))
X V({i,j,—1)), )
[ (i) ()

poue Ve
4+ D)V (i, 4, —2))+

V((i,4,2)) = max § _L_ ! AIV&i,j + 1], 1))+ , (3.10)
AV ({3, +1,2))

+H(C = Bij)V ({4, 2))

\ V(<Z>]>_1>)7 y,
V(<Z,j, _1>) — (_ (Oé - 1><C$;) + CZ(]))) (acj_fgbO) (311)
b V(= 1,5, -1)

+]M2V(<Zaj - 1a _2>) + >\1V(<Za]a 1>) + >‘2V(<Za]7 2>)7
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y V({i,j,—1)) = V((i, j, —2)). Simplificando las ecuaciones (3.9) y (3.10)
se tiene que

V(G ) = e { L L0

V((i,j,2)) = max { Ky ﬂy&yjj_*&)_”)

Se sigue del Teorema 1.5.5(b) que la politica estacionaria
™ = (f*, f*,...,) derivado de las reglas de decisién

1 UZ(<i+1= 7O>) _UZ(<i7 ?0>)
st ={ o LT o

~
~—

1 UZ(@’ + 170>) - UZ(<i7 70)) > _Ra
f3(06.5,2)) = { 0 oSl 4 1.0)) — 0r (1 7.0) < —R

es 6ptima. Por lo tanto, A;;; = vl ((i +1,7,0)) — vi((7,7,0)),
Ao = vi((i,5+1,0)) — v%((¢,7,0)) son monétonas decrecientes, y son
politicas 6ptimas.

3.2.4. Ejemplos numéricos

A continuacién se presenta un ejemplo numérico.

Ejemplo 3.2.1 Se supone que las sumas globales de ganancias son K; = 20
y Ky = 10 para los clientes tipo 1 y tipo 2 respectivamente. Sean las tasas
de los costos c1(i) = 1.3" y ca(j) = 1.87. Sean =9 el niimero mdximo de
servidores. Supdngase también que la tasa de arribos para los clientes tipo 1
y tipo 2 son Ay = 0.05 y Ao = 0.2 respectivamente y sus tasas de servicio son
fy = 0.5 y py = 0425 respectivamente. Ademds, que la tasa descontada en
tiempo discreto es A = 0.9, entonces la tasa descontada en tiempo continuo
esa=In\=0.105.



44

En la Tabla 2 se da el caso sin uniformizacion y con los datos dados, se
muestra las diferencias A;j1 y Agjo, para diferentes valores de i y j.

i [i=0, b=1] i=0, b=2
0| 19.4308 | 6.3035
11 194275 | 5.745
21 19.4261 | 3.9105
31 194252 | 1.40}5
41 194247 | -2.5/55
51 194243 | -9.1927
6| 194240 | -20.1881
71 194236 | -38.3642
81 19.423] | -52.5188
91 19.233 | -68.0543

Tabla 2. Directamente

En Tabla 3 se da el caso uniformizado, donde la constante de uniformizacion
es C'=nmax(fiq, fty) + A1+ A2 =4.75 y con los mismos datos, se obtiene

i [i=0, b=1] i=0, b=2
01 19.4973 | 7.0372
1] 194973 | 5.7781
2] 194973 | 3.9105
31 194973 | 1.3926
1 194973 | -2.5502
51 194973 | -9.1927
6| 19.4973 | -20.1851
71 194973 | -38.3642
S| 194973 | -51.5183
9 194305 | -62.15/3

Tabla 3. Uniformizado

Ejemplos

De acuerdo a la regla de decision f; y f5, para ambos casos, se puede observar
en la Tabla 1y 2, cuando i =0 yb =1 siempre serdan admitidos un nimero
n de clientes en el sistema, para el caso i = 0,b = 2 no se admiten mds
clientes en el sistema cuando hay alrededor de 5 clientes tipo 2.



Conclusiones

En la presente tesis se centro en el estudio de la teoria de los (PCSMs).

En el Capitulo 1, se presentan los resultados principales sobre los PCSMs,
en éste se define el modelo de control y se da una interpretacién de él. Se
define una politica, un costo asociado al problema el cual pueden tomar
valores positivos y negativos, y se menciona el criterio de rendimiento -
descontado con horizonte infinito, el cual es necesario para evaluar la calidad
de las politicas de control.

En el Capitulo 2, se presenta la ténica de uniformizacién, el cual con-
siste en transformar un modelo de tiempo continuo con tasas de transicién
exponenciales a un modelo con estados independientes y tasas de transicion
constantes. Dicha técnica fue necesaria ya que, parte del trabajo de tesis con-
sistié en hacer un anélisis en un problema de control, mediante dos formas:
primero utilizando los resultados directos de los PCSMs y segundo usando
la técnica de uniformizacién, ésto se analizé en el Capitulo 3 en el que se
plantean ejemplos en lineas de espera.

En el Capitulo 3, se planteé un problema de control en lineas de espera
M/M/1, en la forma de un MCSM, modelo planteado por Puterman [15], en
el cual se analiza usando los resultados del Capitulo 2. En este mismo capi-
tulo se presenta una extensiéon del problema de control en lineas de espera
M/M/1 a un problema de multiples servidores con 2 clases de clientes. Este
ejemplo es planteado como un MCSM, y que es analizado mediante el uso di-
recto de los PCSMs y usando la técnica de uniformizacién. Estos resultados,
también fueron analizados en algunos ejemplos numéricos, los cuales se elabo-
raron algoritmos computacionales realizados en MATLAB, estos resultados
arrojaron que el uso directo como el uso de dicha técnica, son equivalentes.

En resumen las aportaciones de la tesis son las siguientes:

1. Se present6 un estudio del MCSM mediante programacion dindmica. A
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diferencia de la literatura existente se presenta en términos de recom-
pensas y permite el cambio de signo.

2. Se considera un ejemplo de lineas de espera M/M/n controlado, para
el cual se caracteriza una estrategia éptima de operacién.

3. Para los modelos dindmicos estudiados se proveen algoritmos numéricos

elaborados en MATLAB.

Para trabajos futuros se pretende continuar el estudio de los PCSMs, aho-
ra considerando el caso en el que la distribucién del tiempo de permanencia
es deconocida, esto nos llevaria a la implementacién de Procesos de Control
Adaptado.



Apéndice A

Otros resultados

A.1. Funciones

Definiciéon A.1.1 Sea X un espacio topoldgico y v una funcion de X en
RU {o0}. Se dice que la funcion v es:

a) Semi-continua inferiormente (l.s.c.) si el conjunto
{reX:v(z)<r},
es cerrado en X para cada r € R.
b) Semi-continua superiormente (u.s.c.) si el conjunto
{reX:v(z)>r},
es cerrado en X para cada r € R.

Sea X y Y espacios de Borel.

Definicién A.1.2 Un kérnel estocdastico o probabilidad de transicion sobre
X dado Y se define como una funcion Q(dx | y) tal que:

a) Q- | y) es una medida de probabilidad sobre X para cada y € Y.

b) Q(B|y) es una funcion medible sobre Y para cada B € B(X).
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Definicién A.1.3 Sea Q(dx | y) un kérnel estocdstico sobre X dado Y. Se
dice que:
Q es fuertemente continua si la funcion:

y— / Qdz | y) (A1)

es continua y acotada en y € Y, para cada funcion medible y acotada v sobre
X.

A.2. Teorema de Ionescu-Tulcea y Lema de
Fatou

Teorema A.2.1 Sea Xg,Xy,... una sucecion de espacios de Borel y, para
cada n € N, definase

Y, =Xgx Xy x -+ xX,

YI:XOXX1X

Sea v una medida de probabilidad arbitraria en Xy y, para cada n € N, sea
Qn(ds, ., | Yn) un kérnel estocdstico sobre X1 dado Y,. Entonces existe
una unica medida de probabilidad @), sobre Y tal que, para cada rectdngulo
medible Bg X - -+ X B,, en'Y,,,

Qu(Box--x By) — / v(dao) | Qolds, | 20) | Qilds, | 20, 21)
Bo B1

B>

Qn—l(dmn | Lo, '~'7xn—1)-
Br
Mas atn, para cada funcion medible no-negativa u en Y, la funcion

T — / u(y)Qu(dy)

es medible sobre Xy, donde @), denota a @), cuando v es la probabilidad
concentrada en r € Xg.
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A.3. Operador Contraccién

Definicién A.3.1 Sea (S, d) un espacio métrico completo. Un operador T :
S — S es llamado una contraccion si existe un nimero 0 < v < 1 tal que

d(Tsy,Tss) < vd(s1,82), Vs1,80 € S
donde v es llamado el modulo de T.

Proposicién A.3.2 (Teorema del Punto Fijo de Banach.) Un operador con-
traccion T' sobre un espacio métrico completo (S, d) tiene un dnico punto fijo
s* y ademds

d(T"s,s*) <~"d(s,s*) Vse S, neN.

Teorema A.3.3 Sea T' un operador mondtono de B, (X) a si mismo. Si
existe un ndamero positivo v < 1 tal que

T(u+yv) <Tu+yrv, Yu e B,(X), r € R, (A.2)

entonces T es una contraccion con maodulo .
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Otros resultados




Apéndice B
Cdédigos

En estd seccion se presenta el desarrollo de los cédigos usados en este tra-
bajo. Los siguientes programas fueron compilados en MATLAB 7.8 (R2009a)

B.1. Linea de espera con control M/M/1 con
uniformizacion

MM1.m

%/%Par\U{el}metros conocidos
m=0.5; %valor de mu
1=0.2; Y%valor de lamda
a=0.105; %valor de alfa

R=20; hvalor del beneficio fijo
j=40; %n\U{fa}mero de iteraciones
k=20; %n\U{fatmero de clientes

%Inicializaci\U{f3}n de matrices
c=m+l+a;

V=zeros(j,k);

U=zeros(j,k);

D=zeros (j,k);

v;

U;
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for n=1:j %iteraciones
for s=1:k-1 ¥n\U{fa}mero de clientes en el sistema
if s==
U(n+1,8)=(-1)*(((1.3)"s)/c)+(1/c)*(1xV(n,s));
else
U(n+1,8)=(-1)*(((1.3)"s)/c)+(1/c)*(m*U(n,s-1)+1*V(n,s));
end
if s==
V(n+1,s)=max(R-(((1.3)"(s+1))/c)+(1/c) *(m*U(n,s)+1*V(n,s+1)),
(-D)*(((1.3)"s)/c)+(1/c)*(1xV(n,s))) ;
else
V(n+1,s)=max(R-(((1.3)"(s+1))/c)+(1/c)*(m*U(n,s)+1*V(n,s+1)),
(-1)*(((1.3)7s)/c)+(1/c) *(m*U(n,s-1)+1*V(n,s)));
end
end
end
U;
v;
for n=1:j
for s=1:k-1
D(n,s)=U(n,s+1)-U(n,s);
end
end
D
Di=zeros(1,k-2);
for s=1:k-2
D1(s)=D(j,s);
end
D1
plot(D1,°b?);
title(’’);
xlabel(’clientes en el sistema, s’);
ylabel(’D(s)’);
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B.2. Linea de espera con control M/M/n sin
uniformizacion

MMS(SINUNIF).m

Y%%Par\U{el}metros conocidos
K1=20; K2=10; M=9; 11=0.05; 12=0.2; m1=0.5; m2=0.25;
a=0.105; C=4.75; n_iter=100; n_cp=11; n_co=20;

V=zeros(n_cp,n_co,n_iter); %V=v(<s,j,1>)
U=zeros(n_cp,n_co,n_iter); %U=v(<s,j,2>)
W=zeros(n_cp,n_co,n_iter); %W=v(<s,j,b>) b={-1,-2}

for n=2:n_iter
for s=1:n_cp-1

for j=1:n_co-1

if s==1 && j==1 %(s=0, j=0)

W(s,j,n)=(-1)*((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1) *ml
+(j-1)*m2+11+12) ) +(1/(a+((s-1)*ml
+(j-1)*m2+11+12)) ) *(11%V(s,j,n-1)
+12%U(s, j,n-1));

end

if s==1 && j>1 %(s=0, j>0)

W(s,j,n)=(-1)*((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1) *ml
+(j-1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1)*m1
+(§-1)*m2+11+12) ) ) * ((j-1) *m2*W (s, j-1,n-1)
+11%V (s, j,n-1)+12xU(s, j,n-1));

end

if s>1 && j==1 %(s>0, j=0)

W(s,j,n)=(-1)*((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1)*ml
+(j-1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1)*m1
+(j-1)*m2+11+12) ) ) * ((s-1) *m1*W(s-1,j,n-1)
+11%V(s,j,n-1)+12xU(s, j,n-1));

end

if s>1 & j>1 %(s>0, j>O0)

W(s,j,n)=(-1)*((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1) *ml
+(j-1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1)*ml
+(j-1)*m2+11+12)) ) *((s-1) *m1*W(s-1,j,n-1)
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+(j-1)*m2*W(s,j-1,n-1)+11*V(s,j,n-1)
+12%U(s,j,n-1));
end

if s==1 && j==1 %(s=0, j=0)

V(s,j,n)=max(K1-((1.3)"(s-1+1)+(1.8)"(j-1)/(a
+((s—1+1)*ml1+(j-1)*m2+11+12))
+(1/(a+((s-1+1) *m1+(j-1)*m2+11+12) ) ) * ((s-1+1)
*m1*xW(s,j,n-1)+11*V(s+1,j,n-1)+12%xU(s+1,j,n-1)),
W(s,j,n-1));

end

if s==1 && j>1 %(s=0, j>0)

V(s,j,n)=max(K1-((1.3)"(s-1+1)+(1.8)"(j-1))/(a
+((s—1+1)*m1+(j-1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1+1)
*m1+(j-1)*m2+11+12)) ) *((s-1+1)*m1*W(s,j,n-1)
+(j-1)*m2+W (s, j-1,n-1)+11%V (s, j,n-1)+12
*xU(s,j,n-1)),W(s,j,n-1));

end

if s>1 && j==1 %(s>0, j=0)

V(s,j,n)=max(K1-((1.3)"(s-1+1)+(1.8)"(j-1))/(a
+((s-1+1) *m1+(j-1)*m2+11+12) ) +(1/(a+((s-1+1)
*m1+(j-1)*m2+11+12)) ) * ((s-1+1)*m1*W(s-1,j,n-1)
+11%V(s+1,j,n-1)+12+%U(s+1,j,n-1)) ,W(s,j,n-1));

end

if s>1 && j>1 %(s>0, j>0)

V(s,j,n)=max(K1-((1.3)"(s-1+1)+(1.8)"(j-1))/(a
+((s=1+1) *m1+(j-1)*m2+11+12) ) +(1/ (a+((s-1+1)
*ml+(j-1)*m2+11+12)) ) *((s-1+1)*m1*W(s-1,j,n-1)
+(j-1)*m2*W(s,j-1,n-1)+11*V(s+1,j,n-1)
+12%U(s+1,j,n-1)) ,W(s,j,n-1));

end

if s==1 && j==1 %(s=0, j=0)

U(s, j,n)=max(K2-((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1+1))/(a
+((s-1)*m1+(j-1+1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1)
smi+(j-1+1) *m2+11+412))) * ((j-1+1) *m2*W (s, j ,n-1)
+11%V (s, j+1,n-1)+12+U(s, j+1,n-1)) ,W(s,j,n-1));

end

Cédigos
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if s==1 && j>1 %(s=0, j>0)

U(s,j,n)=max(K2-((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1+1))/(a+((s-1)
*ml+(j-1+1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1)*m1+(j-1+1)
*m2+11+12) ) ) * ((j-1+1) *m2*W (s, j,n-1)
+11%V (s, j+1,n-1)+12+U(s, j+1,n-1)) ,W(s,j,n-1));

end

if s>1 && j==1 %(s>0, j=0)

U(s,j,n)=max(K2-((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1+1))/(a
+((s-1)*m1+(j-1+1)*m2+11+12) )+ (1/(a+((s-1) *ml
+(j-1+1)*m2+11+12) ) ) * ((s-1) *m1*W(s-1, j+1,n-1)
+(j-1+1)*m2*W (s, j,n-1)+11xV (s, j+1,n-1)
+12%U(s, j+1,n-1)) ,W(s,j,n-1));

end

if s>1 && j>1 %(s>0, j>0)

U(s,j,n)=max(K2-((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1+1))/(a+((s-1)*ml
+(j-1+1)*m2+11+12) ) +(1/ (a+((s-1) *m1
+(j-1+1)*m2+11+12) ) ) * ((s-1) *m1*W(s-1, j+1,n-1)
+(j-1+1)*m2*W(s, j,n-1)+11*V(s,j+1,n-1)
+12%U(s, j+1,n-1)) ,W(s,j,n-1));

Di=zeros(n_cp,n_co,n_iter);
D2=zeros(n_cp,n_co,n_iter);
for n=2:n_iter
for s=1:n_cp-1
for j=1:n_co-1
%D1(s,j,n)=K1+W(s+1,j,n)-W(s,j,n); %arribo tipol
if s==1 && j==1 %(s=0, j=0)
D1(s,j,n)=K1-((1.3)"(s-1+1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1+1) *ml
+(j-1)*m2+11+12) ) +(1/(a+((s-1+1) *ml
+(j-1)*m2+11+12)) ) * (m1*W(s,j,n-1)
+11%V(s+1,j,n-1)+12*%U(s+1,j,n-1))-W(s,j,n-1);
end
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if s==1 && j>1 %(s=0, j>0)

D1(s,j,n)=K1-((1.3)"(s-1+1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1+1)*ml
+(j-1)*m2+11+12) ) +(1/(a+((s-1+1) *ml
+(j-1)*m2+11+12)) ) *((j-1) *m2*W(s+1,j-1,n-1)
+11%V(s+1,j,n-1)+12*%U(s+1,j,n-1))-W(s,j,n-1);

end

if s>1 && j==1 %(s>0, j=0)

D1(s,j,n)=K1-((1.3)"(s-1+1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1+1) *ml
+(j-1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1+1)*ml
+(j-1)*m2+11+12)) ) *((s-1+1) *m1*W(s, j,n-1)
+11%V(s+1,j,n-1)+12*%U(s+1,j,n-1))-W(s,j,n-1);

end

if s>1 && j>1 %(s>0, j>0)

D1(s,j,n)=K1-((1.3)"(s-1+1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1+1)*ml
+(j-1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1+1) *ml
+(j-1)*m2+11+12)) ) *((s-1+1) *m1*W (s, j,n-1)
+(j-1)*m2*W(s+1,j-1,n-1)+11xV(s+1,j,n-1)
+12%U(s+1,j,n-1))-W(s,j,n-1);

end

#D2(s, j,n)=K2+W(s, j+1,n)-W(s,j,n); %arribo tipo2

if s==1 && j==1 %(s=0, j=0)

D2(s,j,n)=K2-((1.3)"(s-1)+(1.8) " (j-1+1))/(a+((s-1)*ml
+(§-1+1)*m2+11+12) )+ (1/ (a+((s-1) *ml
+(j-1+1)*m2+11+12) ) ) *(11*V (s, j+1,n-1)
+12#U(s, j+1,n-1))-W(s,j,n-1);

end

if s==1 && j>1 %(s=0, j>0)

D2(s,j,n)=K2-((1.3)"(s-1)+(1.8) " (j-1+1))/(a+((s-1)*ml
+(j-1+1)*m2+11+12) ) +(1/(a+((s-1) *m1
+(j-1+1)*m2+11+12) ) ) * ((j-1+1) *m2*W (s, j ,n-1)
+11%V(s, j+1,n-1)+12+U(s,j+1,n-1))-W(s, j,n-1);

end

if s>1 & j==1 %(s>0, j=0)

D2(s,j,n)=K2-((1.3) " (s-1)+(1.8) " (j-1+1))/(a+((s-1) *m1
+(j-1+1)*m2+11+12) ) +(1/ (a+((s-1) *ml
+(j-1+1)*m2+11+12) ) ) * ((s-1) *m1*W(s-1, j+1,n-1)
+11%V(s, j+1,n-1)+12+U(s,j+1,n-1))-W(s, j,n-1);
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end
if s>1 && j>1 %(s>0, j>0)
D2(s,j,n)=K2-((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1+1))/(a+((s-1)*ml
+(j-1+1)*m2+11+12) ) +(1/(a+((s-1) *ml
+(j-1+1)*m2+11+12) ) ) * ((s-1) *m1*W(s-1,j+1,n-1)
+(§-1+1)*m2+W (s, j ,n-1)+11%V (s, j+1,n-1)
+12+U(s, j+1,n-1))-W(s,j,n-1);
end
end
end
end
Di1;
D2;
dl=zeros(l,n_co,n_iter);
d2=zeros(1l,n_co,n_iter);
for n=1:n_iter
for j=1:n_co
di(1,j,n)=D1(2,j,n);
d2(1,j,n)=D2(2,j,n);
end
end
di;
d2;
d=zeros(1,n_co-3);
D=zeros(1,n_co-3);
for j=1:n_co-3
d(§)=d1(1,j,n_iter);
D(j)=d2(1,j,n_iter);
end
d
D
V(:,:,n_iter)
U(:,:,n_iter)
W(:,:,n_iter)
plot(d)
hold on;
plot(D,’r’)
hold off;
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B.3. Linea de espera con control M /M /n con
uniformizacion

MMS(UNIF).m

%/%Par\U{el}metros conocidos
K1=20; K2=10; M=9; 11=0.05; 12=0.2; m1=0.5; m2=0.25;
a=0.105; C=4.75; n_iter=100; n_cp=11; n_co=20;

V=zeros(n_cp,n_co,n_iter); %V=v(<s,j,1>)
U=zeros(n_cp,n_co,n_iter); %V=v(<s,j,2>)
W=zeros(n_cp,n_co,n_iter); %V=v(<s,j,b>) b={-1,-2}

for n=2:n_iter
for s=1:n_cp-1
for j=1:n_co-1

if s==1 && j==

W(s,j,n)=(-1)*((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1)*ml
+(j-1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1) *m1
+(j-1)*m2+11+12)) ) *(11*V(s,j,n-1)
+12%U(s,j,n-1));

end

if s==1 && j>1

W(s,j,n)=(-1)*((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1)*ml
+(§-1)*m2+11+12) ) +(1/(a+((s-1) *m1
+(§-1)*m2+11+12) ) ) * ((j-1) *m2*W (s, j-1,n-1)
+11%V(s,j,n-1)+12%U(s, j,n-1));

end

if s>1 && j==

W(s,j,n)=(-1)*((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1)*ml
+(j-1)*m2+11+12) ) +(1/(a+((s-1)*ml
+(j-1)*m2+11+12)) ) *((s-1) *m1*W(s-1,j,n-1)
+11%V(s,j,n-1)+12%U(s, j,n-1));

end

if s>1 && j>1
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W(s,j,n)=(-1)*((1.3)"(s-1)+(1.8)"(j-1))/(a+((s-1)*ml
+(j-1)*m2+11+12))+(1/(a+((s-1)*ml
+(j-1)*m2+11+12)) ) *((s-1) *m1*W(s-1,j,n-1)
+(j-1) *m2*W(s, j-1,n-1)+11%V(s,j,n-1)
+12%U(s, j,n-1));

end
V(s,j,n)=max(K1+W(s+1,j,n-1),W(s,j,n-1));
U(s, j,n)=max(K2+W(s,j+1,n-1) ,W(s,j,n-1));
end
end
end

Di=zeros(n_cp,n_co,n_iter);
D2=zeros(n_cp,n_co,n_iter);
for n=1:n_iter
for s=1:n_cp-1
for j=1:n_co-1
Di(s,j,n)=K1+W(s+1,j,n)-W(s,j,n); %harribo tipol
D2(s,j,n)=K2+W(s,j+1,n)-W(s,j,n); %arribo tipo2
end
end
end
D1; % diferencia DELTA(i,j,1)
D2; % diferencia DELTA(i,j,2)
dl=zeros(l,n_co,n_iter);
d2=zeros(1l,n_co,n_iter);
for n=1:n_iter
for j=1:n_co
d1(1,j,n)=D1(2,j,n);
d2(1,j,n)=D2(2,j,n);
end
end
d1l; % valores de DELTA(1,j,n iteraciones)
d2; % valores de DELTA(1,j,n iteraciones)
d=zeros(1,n_co-3);
D=zeros(1l,n_co-3);
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for j=1:n_co-3
d(j)=d1(1,j,n_iter);
D(j)=d2(1,j,n_iter);
end

d

D

V(:,:,n_iter)
U(:,:,n_iter)
W(:,:,n_iter)

plot(d)

hold on;

plot(D,’r’)

hold off;
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