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Capitulo 1

Introduccion

La Teorfa de Juegos es un drea de la matemética aplicada que utiliza
modelos para estudiar interacciones entre individuos con reglas especificas y
llevar a cabo procesos de decisiéon. Los fundamentos de la Teorfa de Juegos
fueron establecidos por John Von Neumann en 1928, y expuestos en el libro
Theory of games and economic behaviour [13], que publicé junto a Oskar
Morgenstern en 1944.

La Teorfa de Juegos se encarga del estudio de estrategias éptimas asi como
el comportamiento previsto y observado de individuos en juegos. En un juego,
varios agentes buscan maximizar su utilidad eligiendo determinadas acciones.
La mayoria de las situaciones estudiadas por la teoria de juegos implican
conflictos de intereses y estrategias. De particular interés son las situaciones
en las que se puede obtener un resultado mejor cuando los agentes cooperan
entre si, que cuando los agentes intentan maximizar sélo su utilidad.

Un caso particular son los juegos de suma cero los cuales describen una
situacién en la que la ganancia o pérdida de un jugador se equilibra con
exactitud con las pérdidas o ganancias de los otros jugadores, recibe este
nombre ya que si se suma el total de las ganancias de los jugadores y se
resta las pérdidas totales, el resultado es cero. Las estrategias 6ptimas para
juegos de suma cero de dos jugadores suelen emplear estrategias minimax,
una forma candnica de encontrar estas estrategias es el uso de programacion
lineal.

La programacion lineal es un drea de la teorfa de optimizacién desarrolla-
da desde la Segunda Guerra Mundial y es utilizada para encontrar el minimo
(o méximo) de una funcién lineal de varias variables sujetas a un conjunto
de restricciones lineales. Un método de solucién para los programas lineales
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fue propuesto por George Dantzig en 1940, llamado método simplex, el cual
es usado eficazmente en problemas lineales que presentan varias variables y
diversas restricciones lineales [4].

Por otro lado, la Teorfa de Juegos es un drea que actualmente ha sido
empleada en diversas disciplinas, entre las cuales se encuentran: economfa,
ciencia politica, biologia y filosoffa [10]. Sin embargo, economia es el principal
cliente para las ideas producidas por los especialistas en teorfa de juegos. En
economia los modelos de crecimiento econémico son usados para optimizar
sectores, los cuales poseen cierta cantidad de bienes con precios asignados de
antemano [2]. Uno de los modelos més conocidos es el modelo input/output
(insumo/producto).

Las tablas input/output son un instrumento estadistico por el que se
divide la produccién nacional entre los sectores que la han originado y los
sectores que la han absorbido. La palabra inglesa output designa el producto
que sale de una empresa o industria, mientras que los inputs son los fac-
tores o recursos que se requieren para realizar esa produccién. Las tablas
input/output nos muestran la produccién total de cada sector productivo y
cudl es el destino de esa produccién: cudnto de lo producido lo adquiere el
consumidor y cudnto es adquirido por cada uno de los demds sectores. Esta
técnica de andlisis fue desarrollada por el economista americano de origen
ruso Wassily Leontief (1906-1999), que en el ano 1973 obtuvo el premio No-
bel de economia precisamente por haberlas ideado y desarrollado ([8], [12],
15)).

Ademas del modelo de Leontief, existe otro modelo de crecimiento econémi-
co muy conocido, el modelo de Von Neumann el cual fue propuesto en el ano
de 1945. Este modelo es de interés histérico porque en ese momento era el
tnico modelo econémico que podria ser usado para probar la existencia de
puntos de equilibrio ([1], [3], [11]).

El propésito de esta tesis es realizar un anélisis acerca de los conceptos
bésicos de la Teorfa de Juegos de suma cero, y con base en estos hacer una
aplicacién a un modelo econémico, el modelo input/output.

La tesis esta organizada de la forma siguiente: en el Capitulo 2 se dan las
definiciones bésicas de la Teorfa de Juegos de suma cero como, el valor mé&xi-
mo y minimo del juego, valor del juego, el punto silla en las estrategias puras
con las cuales se obtendrdan algunos resultados bésicos, entre ellos el Teore-
ma minimax de Von Neumann ([3], [14]). Posteriormente se analizardn las
estrategias mixtas y juegos matriciales. La metodologia usada para resolver
estos juegos es programacion lineal, con ella se determinardn las estrategias



CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

o6ptimas y el valor del juego.

En el Capitulo 3, se hard el andlisis de un modelo de crecimiento econémi-
co, el modelo input/output 6 modelo de Leontief, en el cual se dard un ejemplo
de la economia mexicana con 18 sectores y se hard el desarrollo en base a esta
teorfa. También, se aplicardn las técnicas expuestas en el Capitulo 2 al mode-
lo de crecimiento econémico input/output de Von Neumann. Posteriormente
se verd que una forma sencilla de resolverlo es usando la Teorfa de Juegos.
Finalmente se dard un ejemplo considerando 18 sectores de la economia me-
xicana del ano 2003, en donde se aplicara la teorfa desarrollada referente a
Teorfa de Juegos.



Capitulo 2

Juegos de suma cero

Un juego consiste en una serie de jugadores, un conjunto de estrategias
(finitas) para cada jugador, y un pago (finito) que describe cuantitativamente
los resultados de cada jugada del partido en funcién de la cantidad que cada
jugador gana o pierde. Una estrategia para cada jugador describe lo que un
jugador va a hacer en cada situacion posible.

En este capitulo se dardn definiciones bésicas de los juegos de suma cero,
se veran algunos ejemplos los cuales se resolverdn de forma rapida con ayuda
del programa MAPLE, se analizardn los juegos matriciales y por ultimo se
verdn dos métodos sobre como formular un juego matricial a partir de un
programa lineal en los cuales se desarrollardn dos ejemplos que se resolverdan
en MAPLE.

2.1. Preeliminares

El anédlisis de la Teorfa de Juegos se realizard en este trabajo para dos
jugadores, pero el desarrollo para n jugadores es similar. Se denotaran a los
dos jugadores por los nimeros romanos I y I1. Se supondra que el jugador [
tiene una eleccién de n (n entero positivo) posibles estrategias y el jugador 17
tiene una elecciéon de m (m entero positivo) posibles estrategias. El desarrollo
del juego se describe de la forma siguiente, si el jugador I elige una estrategia,
por ejemplo, la estrategia i, 2 =1,...,n, y el jugador I] elige una estrategia
7, = 1,...,m, entonces se lleva a cabo el juego y la recompensa a cada
jugador se calcula.
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En los juegos de suma cero el beneficio total para todos los jugadores
del juego, en cada combinacién de estrategias, siempre suma cero (en otras
palabras, un jugador se beneficia solamente a expensas del otro), es decir
si a;; es la cantidad que recibe el jugador I, entonces II obtendrd —a;;.
Ambos jugadores quieren elegir estrategias que maximicen sus recompensas
individuales. Ahora se tiene una coleccién de nimeros {a;;}, i = 1,....n,
j=1,...,m,lo cuales se podrén organizar en una matriz. A esa sucesién de
nimeros se le llamara la recompensa para el jugador I y la matriz es llamada
la matriz del juego. En resumen se tiene:

Estrategias
JI: {Ll,Lg,...,Ln},
JIT : {Ul,Ug,...,Um}.
Matriz del juego
[JI/JII U; U, ... U,]
L, a1; G2 ... QGim
L, G21 Q22 ... Q2m
L; a1 A2 ... Qip
| L, An1 Gp2 oo Gpm

En los juegos de suma cero cuando un jugador intenta maximizar su pago, a
la vez estd intentando minimizar el pago a su oponente.

Definicién 2.1.1 Una estrategia pura es aquélla en la cual no hay aleato-
rizacion en su implementacion y/o seleccion.

Cada jugador considera el peor resultado que puede conseguir con cada
una de sus estrategias y después escoge la estrategia que le proporciona el
mejor de los peores resultados.

Desde el punto de vista del jugador I para cada fila i, el jugador I1
selecciona la estrategia j* que satisfaga

min - a;; = Qi+
je{1,...,m}
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Asi, el jugador I puede garantizar que por lo menos puede obtener:

V- = max min _a;j,
1e{l,...,n} je{l,...m}
donde, v~ representa el Valor Minimo del juego.
Ahora, se considera el punto de vista del jugador 11, para cada columna
j el jugador I selecciona la estrategia i* que satisfaga:

(L 1T
El jugador II puede elegir por lo tanto su columna j tal que garantice
una pérdida de no més de:

vT = min max _ j,

je{l,...m}ie{l,...,n}
vt representa el Valor Mdximo del juego.

De aqui v~ representa la cantidad menor que el jugador I puede garantizar
recibir y v representa la cantidad mayor que el jugador 11 puede garantizar
perder. Esta descripcién deja en claro que se debe tener que

v- <uvt.
A continuacién se verificard éste resultado. Para alguna columna j se sabe

que para cualquier fila fija ¢, min }ai]- < a;;, tomando maximos de ambos
je{l,....m

lados sobre las filas, se obtiene que

vV~ = max min _a;; < max a;j.
ie{l,...,n} je{l,...,m} ie{l,...,n}
Esto es cierto para cualquier columna j € {1,...,m}. El lado izquierdo es

un nimero independiente de la fila y la columna que se elija.

Ademss se tiene que v~ < min = max a; = vt con lo cual se con-
je{1,...,m}ie{l,...,n}

cluye que v~ < v™.

Definicién 2.1.2 Se define el valor del juego como el valor comin a v y
v~, es decir,
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De esta manera la estrategia 6ptima es una pareja (i*, j*) tal que:
V = Qjxj*.

Definicién 2.1.3 La pareja (i*, j*) es un punto silla en las estrategias puras

del juego, si
Ajjr < Qjrjr < Qe

para todo i € {1,...,n} yje{l,...,m}.
Proposicién 2.1.4 Un punto silla existe si y solo si v7 = v~

Demostracién. =) Se sabe que
vo<vut

— Y

de esta manera sélo es necesario probar que

vt <.
Como
v"' = min max @;; < max
Je{lvvm} Ze{lvvn} ?

V- = max min _ a;; > min a;;,
1€{1,....,n} je{1,....m} J

se tiene que

vt < max g < Qe < minaq; < v,
7 J

De lo cual se deduce que

vt <uvT,
de esta forma
vt =v
<) Por hip6tesis
vt=v = i j*
+_ . _ : - —
v" = min max a;; = max min - a;; = v = G jx,

i
je{1,...m}ie{l,...,n} ie{l,...,n} je{l,...m}

es decir,
Y- = min  max a,
je{1,...,m}ie{l,...,n}
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y
vt = max min _ a;;.
1€{1,....,n} je{1,....m}
Entonces
aij < maxag s = vt = aps,
1
Por otro lado,
Q=j+ =V = min max a; < min Qg < Gy,
je{1,...m}ie{l,...,n} je{1,...,m}
Qe < Qe (2:2)

Por (2.1) y (2.2) se concluye que (i*, j*) es un punto silla. m

En la préctica el célculo de v+ y v~ se puede llevar a cabo de forma
computacional. En particular, en este trabajo se ha usado el software MAPLE
(ver [7]).

A continuacién se presentan dos ejemplos particulares, pero las érdenes de
MAPLE pueden ser modificadas para permitir cualquier otro juego matricial.

Ejemplo 2.1.5 Considere la siguiente matriz:

0.5 0.6 0.8
0.4 0.5 0.9
0.2 0.7 0.5

para determinar el valor mdrimo y minimo del juego matricial asociado a la
matriz anterior, se usardn las siguientes ordenes del software MAPLE.

> with(LinearAlgebra);

> A := Matriz([[.5, .6, .8], [4, .5, .9], [.2, .7, .5]]);

> rows := 3; cols := 3;

> wvu := min(seq(max(seq(Afi, jj, i = 1 .. rows)), j = 1 .. cols));

> vl := max(seq(min(seq(Afi, j, 7 =1 .. cols)), i = 1 .. rows));

De lo cual se obtiene que v~ =0.5 y vt = 0.5, lo cual muestra que hay
un punto silla en las estrategias puras.
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Ejemplo 2.1.6 Ahora se tiene la siguiente matriz

0.30 0.25 0.20
0.26 0.33 0.28
0.28 0.30 0.33

con las mismas ordenes del ejemplo anterior se obtiene que v~ = 0.28 y
vt =0.30. De lo cual se concluye que no hay un punto silla en las estrategias
puras. Las ordenes usadas son las siguientes:

> with(LinearAlgebra);

> A := Matriz([[.30, .25, .20], [.26, .33, .28], [.28, .30, .33]]); > rows :=
3; cols := 3;

> vu = min(seq(max(seq(Afi, jj, i = 1 .. rows)), j = 1 .. cols));

> vl := mazx(seq(min(seq(Afi, j, 7 =1 .. cols)), i = 1 .. rows));

La definicién del punto silla se puede dar en términos de funciones definidas
en espacios euclidianos, como a continuacién se observa.

Definicién 2.1.7 Sean C CR" y D C R™ (cerrados y acotados). Sea f :
C x D — R una funcion continua.

a) Un punto silla (z*, y*) satisface que
flxy) < fl@y) < fz"y),
para todo x € C,y € D.

b) Se define el valor méximo y minimo para el juego, definido por la fun-
cién f (llamado juego continuo), por

+ o .
v = minmax f(z,y),
~ = maxmi .
v )

El siguiente teorema es uno de los mas importantes en la Teorfa de Juegos
de suma cero y es extremadamente usado en muchas ramas de las matemaéti-
cas.
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Teorema 2.1.8 (Von Neumann) Sea f : C x D — R una funcion continua,
sean C' CR"™ y D CR™ conjuntos no vacios, convexos, cerrados y acotados.
Supongase que x — f(x,y) es concava yy — f(x,y) es convexa. Entonces

+ i - i =~
vt o= Iyrélgr;leagcf(:z:,y) = Iileagifylélgf(xay) =v.

es decir, existe un punto silla.

Demostracién. Se consideran los siguientes conjuntos para z € C'y
yeD

B~ {sf € D | o) = mig o)}

Ay = {xo eC| f(a%y) = gleagf(x,y)},

Primero se demostrard que los conjuntos B, y A, son conjuntos no vacios,
cerrados y convexos.

Observemos que para cada x € C, existe y° € B,, debido a que la funcién
f es continua y el conjunto D es cerrado y acotado (compacto) entonces f
alcanza su minimo 7°, lo cual implica que B, es no vacio. Andlogamente para
el conjunto A,.

Cerradura: Para demostrar que B, es cerrado se verd que si {y,} C B,
tal que y, — 3° entonces y° € B,. Como para cada n, ¥, € B, entonces

[, yn) = min f(x,y),
para todo n > 1, cuando n — oo

. .
Jim f(z,yn) = min f(z,y)

f(z,y°) = min f(z,y)

yeD

Asi, y° € B,, andlogamente se demuestra la cerradura para el conjunto A,.
Convexidad: Para probar que A, es convexo sean 29,19 € A,, y A € [0, 1].
Se debe demostrar que Az{ + (1 — \)z3 € A,. Como =9, 29 € A, se tiene que

f(al,y) = max f(x,y),
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f(a3,y) = max f(x,y).

Por hipétesis se tiene que C' es convexo, lo cual implica que, Az9+(1—\)z) €
C' entonces

FOf + (1= Na3,y) < (21, y) = max f(z,y), (2.3)
y
= max f(z,y),

de (2.3) y (2.4) se obtiene que

fQa + (1= Na3,y) = max f(z,y) € 4y,

se concluye que
Az + (1 - N2 € A,

Similarmente se demuestra la convexidad para el conjunto B,.
Considérese la funcién siguiente

g:CxD— A, x B,

la multifuncién g satisface la propiedad de semicontinuidad superior, requeri-
da por el teorema de Kakutani (ver [5]).

A continuacién se demuestra que la multifuncién g(z,y) = A, X B, es no
vacia, cerrada y convexa:

Se demostrard que A, x B, es cerrado, es decir, si (z,,y,) € A, x B, tal
que (z,,y,) — (x,y) entonces (z,y) € A, x B,.

Como z,, € Ay, y, € B, entonces z € A, y € B,, por tanto (z,y) € A,
X B, por definicién de producto cartesiano.

Para probar que A, X B, es convexo, se necesita mostrar que si (x1,41),
(z2,y2) € Ay X By, X € [0,1] entonces N(z1,y1) + (1 — ) (z2,92) € A, X B,.

Se tiene que x4, 3 € Ay, Y1, y2 € B,. Por ser A, convexo

)\ZL’l -+ (1 — )\) To € Ay, (25)

y como B, es convexo
Ay1 + (1 — Ny € By, (2.6)
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de (2.5) y (2.6) se obtiene que:
AMz1,y1) + (1= A) (22,42) € Ay X B, .
Por el teorema de Kakutani, existe (z*,y*) € C' x D tal que
(", y") € g(x",y") = Ay X B,
es decir, * € A+, y* € By«. Siax* € Ay

fl@™,y") = max f(z,y"),

y sl y* € By«

f@™,y") =2éigf(x*,y)-

Ast:

v minmax f(z,y) < max f(z,y")

= f(a",y)

= min f(z%,y)

IN

maxmin f(x =v
zeC yeD f< ’y) ’
de esta forma

vt <y

Por otro lado, se tiene que

por lo tanto,

2.2. Estrategias Mixtas

En los juegos sin punto silla, si un jugador descubre la estrategia elegida
por el otro, este 1ltimo puede salir perjudicado. Por ello, lo ideal es mantener
la eleccién de las estrategias a seguir, fuera del alcance del oponente. Una for-
ma de conseguir esto consiste en seleccionar las estrategias al azar. Es decir,
mezclar las estrategias de acuerdo con alguna distribucién de probabilidad
en el conjunto de las estrategias puras del jugador.
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Definicién 2.2.1 Una estrategia mixta para un jugador es una distribucion
de probabilidad en el conjunto de sus estrategias puras, para el jugador I es
un vector X = (x1,xq,...x,) con las caracteristicas siguientes:

a)

b)
i=1

donde z; = Pj(el jugador I selecciona la estrategia i),i = 1,2,...,n.
Analogamente para el jugador 11, en este caso y; = Pyy(el jugador 11
selecciona la estrategia j), j = 1,2, ...,m.

Se denotard el conjunto de estrategias mixtas con & componentes por

k
zizO,izl,Z...,k,Zzizl}.
=1

En esta terminologia una estrategia mixta para el jugador I es algin
elemento X € S, y para el jugador /] algin elemento Y € S,,. Ahora, si el
jugador usa estrategias mixtas el pago puede ser calculado sélo en el sentido
esperado. En forma m4s precisa:

Sy = {(21,22, CeZk)

Definicién 2.2.2 Dada una eleccion de la estrategia mixta X € S, para el
gugador I yY € S, para el jugador I1 , elegidas independientemente, el pago
esperado para el jugador I es

EX)Y) = ZZOLUPI(I elija i y I1 elija j)

i=1 j=1

= D) ayPi(I elijai)Py(I1 elija j)

i=1 j=1

= Xn: Zm: TiQijY; = XAYT,

i=1 j=1

en un juego de suma cero el pago esperado para el jugador 11 seria —E(X,Y).
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Definicién 2.2.3 El pago minimo y mdximo del juego para estrategias miz-

tas estan dados por
vT = minmaxFE(X,Y)

YESm TESY
v~ =maxmin £(X,Y).
xGSnyESm
Definicién 2.2.4 Un puntosilla en una estrategia mizta es una pareja (X*,Y™)
que satisface

E(X,Y") < BE(X",Y") < E(X",Y),
para todo X € S,, Y € S,,.

Teorema 2.2.5 Si A € M« entonces v = v~.

Demostracion. La prueba de este resultado se basa en el teorema 2.1.8,
en este caso se identifican sus componentes de la forma siguiente:

fX,Y) = E(X,Y),

C=S,yD=_5,,.

Entonces se tendrd que demostrar que f(X,Y) = E(X,Y) es una funcién
continua, también que C' = S, y D = S, son conjuntos convexos, cerrados
y acotados, y finalmente que X — f(X,Y") es céncavay Y — f(X,Y) es
convexa.

Claramente puede observarse que la funcién de pago E(X,Y) es continua,
ya que es una forma bilineal.

Ahora se prueba que C' = S, es un conjunto convexo, es decir, se tiene
que demostrar que AX + (1 = A\)Y € S,, con A € [0,1], X y Y € S,.

Equivalentemente, es necesario probar que Az; +(1—M\)y; € [0,1] y Z(ALEZ +
i=1

(1=Ny) = 1.
Sean X, Y € 5,, por la definicién 2.2.1
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también se cumple que

i=1 i=1

Por (2.7), (2.8) y como A € [0, 1], se tiene
0< Azy+ (1— Ny, <1,

luego por (2.9)

n

Z()\in + (1= Nyi)

=1

= A mt+1=-0)) p=A+(1-))=1,
=1 =1

de esta manera se tiene que AX + (1 — \)Y € S,,, con lo cual se concluye que
C = S, es un conjunto convexo. De forma andloga se demuestra que D = S,
es convexo.

Para ver que D = §,,, es cerrado se demostrarad que si {yk} C S, tal que
y* — y € R" entonces y € S,,,.

Como y" € S,,, para todo n > 1 con

yn: (y?7y72177y21) - (yby?a'-'?ym) =Y,

0<y <1,
m
dyr=1,
j=1
para todo 5 = 1,2..., m. Tomando el limite cuando n — oo en las relaciones
anteriores se tiene que
0 S Yj S 17

Z y; = L.
j=1

Por lo tanto, y € S,,. De forma andloga se prueba que C' = S,, es cerrado.
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Ahora se probara que C' = S,, es acotado, por la definicién 2.2.1 se tiene
que

0<uaz<1,i anl—l} 0,1]"

donde [0,1]" = [0,1] x ... x [0,1], por lo tanto S, estd acotado. De manera
andloga se prueba para D = 5,,,.

Finalmente, se demuestra que X —— f(X,Y) = E(X,Y) es céncava es
decir, que f(AX + (1 = )X,Y) > M(X,Y)+ (1 - Nf(X,Y)y Y —
f(X,Y) = E(X,Y) es convexa, ésto significa que f(X,\Y + (1 —\)Y) <
MXY)+ (1= N f(X,Y).

Entonces, como

S, = {(xl,xg, C )

n

FXY)=BX,Y) =) mayy;,
i=1

=1 j=1
se tiene que
FIXA+(1-NX,Y)

A
= ()\(.731,%‘2, Ce ,In> + (1 — )\)(fl,fg, e ,fn), (yl,yg, e ,ym))
= ()\l'1+( )\)fla)\xZ—i_(l_)\)E%7)‘$n+(1_)\>fn>(ylay27ym))

- Z Z Az + T3] aizy;
=1 j=1

- Z Z AT a5y + Z Z(l — N)Tiai;y;
i=1 j=1 i=1 j=1

= MXY)+ (1= NfX,Y).

Como se cumplen las hipétesis del teorema 2.1.7 se concluye que v = v
[ |

Observacion 2.2.6 El valor del juego es denotado por v(A) = vt =v~ =
X*AY*T | donde (X*,Y™) es un punto silla.

Definicién 2.2.7 Suponga que el jugador I selecciona una estrategia pura

JI — 1,
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(donde la notacion anterior, significa que el jugador I usa la estrategia pura
i) 1 <i<n. Sieljugador II usa la estrategia mizta Y € S,,, i.e.

JII =Y.

Entonces el pago generado se define por

m

E [Z, Y] = Z QiY== AZ'YT,
j=1
donde A; = (a1, Gz, . - ., Q). Sitmilarmente, si el jugador I decide usar la

estrategia pura j (1 < j < m) y el jugador I una estrategia aleatorizada se
tiene que el pago generado es

i=1

donde A; = (a1j, as;, . . . ,anj)T.

Lema 2.2.8 Sear e Ry X € 5, si
E[X,j] =,

para todo j € {Uy,Us, ..., Uy} entonces
EX,Y] >,

para todo Y € .S,,.

Demostracion. Por la definicién 2.2.7 se tiene que
E[Xhﬂ = Zmiaij7
i=1

entonces
n
E Tili; > T,
i=1

para todo j € {Uy,Us, ..., Uy}, es decir,

n
Z TiiY; = TYj,

=1
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al sumar sobre j se obtiene que

szzamy] 27“23/] =T

7j=1 =1

De esta manera se obtiene que

Teorema 2.2.9 Sea A € My, con valor del juego v (A). Sean r € R,
X*eS,yY*eS,. Entonces

(a) Sir < E(X*, j) para toda j entonces r < v (A).
(b) Sir > E(i,Y™*) para todo i entonces r > v (A).

(¢c) Si E(i,Y*) <r < E(X* j) para todo i, j entonces r = v(A) yr =
E(X*,Y*), ademds (X*,Y*) es un punto silla.

(d) Una estrategia X* para el jugador I es dptima si y sdlo si v(A) =

{mln }E(X*,j) Una estrategia Y™ para el jugador 11 es optima si y
je{l, ..,
solo siv(A) = max FE(i,Y").

ie{l }

.....

Demostracion.

(a) Se supondré que
r< E(X* XA—Zwaw,

para toda j = 1,2,...,m. Sea Y? = (y;) € S,, una estrategia mixta
6ptima para el jugador I/. Multiplicando en ambos lados por y; y
sumando sobre j se obtiene que

r= Zyj'r < ZZ:{: ay; = X*AY" = B(X* YY) < v (A),

7=1 =1

de esta forma resulta que
r<v(A).
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(b) Similarmente al (a) se supondré que
r>E(i,Y") = AYT = Zawyj,

para todo i =1,2,...,n. Sea X° = (z;) € S,, una estrategia mixta 6p-
tima para el jugador I. Multiplicando en ambos lados por x; y sumando
sobre ¢ se obtiene que

r = Zx r> ZleaUyJ XAV = B(X°, V™) > v (A),

7j=1 =1

de esta forma resulta que
r>v(A).
(c) En este caso se tiene que:

m

n
Za@'jy}‘ <r< Z:c?aij,

j=1 =1

entonces
E(X*,Y") sz aijy; < Zx r=r (2.10)
=1 j=1
y n m
E(X*Y™") ZZx:a”y] > Zy]r =T (2.11)
=1 j=1
Por (2.10) y (2.11)
= E(X",Y").

Ahora se tiene que
EG,Y*) < B(X*,Y*) < E(X*, ),

para todo ¢ = 1,2,...,n y para toda j = 1,2,...,m. Se tomard
cualquier estrategia X € S, y Y € 5,, y usando el Lema 2.2.8, se
obtiene que

EX,)Y") < E(X"Y") < E(X"Y),

de esta forma (X*,Y™*) es un punto silla y v(A) = E(X*,Y*) =r
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(d) =) Primero se demostrard la siguiente identidad

inE(X.Y)= 1 E(X.q
Qin B(X,Y) = _min | E(X,j),

para algin X € S, fijo, ya que cada estrategia pura es también una
estrategia mixta. Se tiene que

inE(X,Y)< 1 E(X,q). 2.12
Juin B(X, )_jeg}}_gm} (X, ) (2.12)
Sea
a= min F(X, 7).
je{1,....m} ( j)
Entonces
< m N o _
O_}gelgi ' 1(E(X,j) a) y; ;IGHSI},,,E(X’Y) a,
J:

En consecuencia se tiene que

. S .
1}rrelglr}nE(X, Y) > a, (2.13)

de (2.12) y (2.13) se concluye que

min £(X,Y) = min F(X,j).

YES’"L ]E{l ..... m}
Usando la definicién de v(A), se tiene que

V(A) = max min £(X,Y) = max min F(X,j).

XeShYeSm XeSnje{l,...m}
Si X* es 6ptima para el jugador I, entonces

v(A) = max min F(X,Y) < ;ngn E(X*)Y)= min E(X" ),
o .

XeSnYeSn je{1,...,m}

por lo tanto
v(A) < min E(X* 7). (2.14)

Luego

e e .
Y= R, ) 2 i, P
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en particular
v(A) > min E(X",j), (2.15)

je{1,....m}
entonces
v(A) < E(X7,j),
para toda columna j € {1,...,m}, y por lo tanto

v(4) < E(X",Y),

para todo Y € §,,, debido al Lema 2.2.8. De esta forma se tiene que
X* es 6ptima para el jugador I. Andlogamente para el jugador I1.

Propiedades de las estrategias 6ptimas (2.16)

. Si r es cualquier nimero real tal que E(i,Y) < r < E(X,j), i =
1,...,n,5=1,...,m, donde X es una estrategia para el jugador I y
Y es una estrategia para el jugador /7, entonces r = v(A) y (X,Y) es
un punto silla.

. Si X es una estrategia para el jugador I yv(A) < E(X,j),j=1,...,n,
entonces X es 6ptima para el jugador 1. Si Y es una estrategia para el
jugador 11y v(A) > E(i,Y),i=1,...,m, entonces Y es 6ptima para
el jugador I1.

. SiY es 6ptima para el jugador I y y; > 0, entonces E(X, j) = v(A)
para cualquier estrategia X éptima mixta para el jugador I. Similar-
mente, si X es 6ptima para el jugador I y z; > 0, entonces E(i,Y) =
v(A) para cualquier Y éptima para el jugador I1.
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4. Si X es cualquier estrategia 6ptima para el jugador I y E(X,j) > v(A)
para cualquier columna j, entonces para cualquier estrategia éptima
Y para el jugador I/, se tendrd que y; = 0. Similarmente, si ¥ es
cualquier estrategia 6ptima para el jugador ITy E(i,Y) < v(A), en-
tonces cualquier estrategia 6ptima X para el jugador I, se tendrd que
z; = 0.

5. Si cualquier estrategia éptima Y para el jugador I/, y; = 0, entonces
existe una estrategia 6ptima X para el jugador I tal que F(X,j) >
v(A). Si cualquier estrategia 6ptima X para el jugador I, z; = 0,
entonces existe una estrategia 6ptima Y para el jugador I tal que
E@i,Y) <v(A).

Cada jugador tiene exactamente dos estrategias, por lo que la matriz y
las estrategias son
A— |:a11 Cl12} :

Qg1 Q22
Jugador I: X = (z,1 — x),
Jugador II: Y = (y,1 — y).
Para cualquier estrategia mixta se tiene que

E(X,Y)=XAYT,

sustituyendo se obtiene lo siguiente

ajix Qg Y
EX)Y) = (z,1—2x
( ) ( ) le a22} [1 - y}
= ay(an — aia — Az + ag) + x(a12 — ag) + y(ag — ass) + ass.

A continuacion se escribird un teorema que dard la solucién a este juego.

Teorema 2.2.10 En un juego 2 X 2 con matriz

ain  ai2
A= ,
21 (22
supongase que no hay estrategias puras optimas. Sean
* Q22 — (21
Tr =

b
a1l — G12 — Q21 + Q22
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* Q22 — 12

ay1 — a1z — a9y + age’
entonces X* = (z*,1 — %), Y* = (y*,1 — y*) son estrategias mixtas dptimas
para los jugadores I y I1 respectivamente. Ademdas, el valor del juego es:

U(A) _ E(X*,Y*) _ a11G22 — A12G21

a1l — G12 — Q21 + Q22

Observaciéon 2.2.11 1. La hipdtesis principal que se necesita para poder
utilizar las formulas del teorema anterior es que el juego no tenga punto
silla puro. Si existe el punto silla puro, se puede encontrar directamente,
de acuerdo a la siguiente relacion v™ = v—. Una regla para usar las
formulas anteriores es verificar que a1 — ayo — asy + ase # 0, pero como
se supone que no hay estrategias puras optimas, entonces la condicion
se cumple. En otras palabras, no es dificil comprobar que, st a;; — a2 —
a1 + azy = 0, entonces v = v~ y eso contradice la suposicion del
teorema.

2. En su forma matricial las estrategias miztas del teorema 2.2.10 se
pueden escribir de la siguiente manera:

(1 1)A*
(1 1)A[;)

*

A
(1 1)A[}]

(A — det(A)
W=Tnam

*_

donde
Q22  —Q12
A = ,
—Qag21 Q11
d@t(A) = 11022 — A1204921.

Recordar que se tendrd que asequrar que la matriz no tiene estrategias
puras optimas. En el caso de que det(A) = 0, el valor del juego es cero.
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Ejemplo 2.2.12 En un juego con matriz

~2 5
=1

primero se calculan los valores v y v~ en las estrategias puras, se tiene que

vt=1l<v =2

Y

lo cual significa que no hay un punto silla en las estrategias puras, entonces
se pueden ocupar las formulas del teorema 2.2.10 con las cuales se obtienen
las siguientes estrategias miztas

1
X*: _7Z aY*: lvz )
88 88

v(A) = g

y el valor del juego

2.3. Juegos con matriz invertible

En esta seccién se resolverd juegos matriciales en los cuales la matriz
es cuadrada de dimensién n e invertible, es decir, A~! existe y satisface
ATTA = AA = T1,.,.

Supoéngase que el jugador I tiene una estrategia éptima que es com-
pletamente mixta, es decir, X = (z1,...,x,), donde x; > 0, para toda
1 =1,2,...,n. De esta forma el jugador I juega cada fila con probabilidad
positiva, lo cual implica por (2.16), propiedad 3 que cada estrategia 6ptima
Y para el jugador I/, debe cumplir que

E@,Y)=AYT =v(4), (2.17)

para cada filai =1,2,...,n.

El jugador I jugard en contra de cualquier fila que le dé el valor del juego.
Se tiene que J, = (1 1 ...1) es el vector fila con todas sus entradas iguales
a 1, de esta forma (2.17) se podré escribir como

AYT =v(A) ! = : : (2.18)



CAPITULO 2. JUEGOS DE SUMA CERO 26

Si v(A) = 0, AYT = 0JI = 0, el cual es un sistema lineal homogéneo de
n ecuaciones con n incégnitas {y1,...,y,}. Como A es invertible, el sistema
tiene una y sélo una solucién ¥ = A0 = 0, lo cual es imposible ya que
Y es una estrategia (las componentes deben sumar 1). Lo cual implica que
el valor del juego no puede ser cero, y se obtendra al multiplicar en ambos
lados de (2.18) por A~!, la siguiente ecuacién

AT7TAYT = YT = p(A) AT

Si se conociera v(A) se podria obtener el valor de Y. La pieza adicional de
informacién que se tiene es que los componentes de Y suman 1 (es decir,
Y1y = JYT =1). Asf que

JYT =1 =v(A)J,A T,

por lo tanto,

1
V(A) = —JnA—IJZ”
y entonces
A—lJT
T n
= J,A-LJT

Se ha encontrado el tinico candidato para la estrategia 6ptima para el jugador
11 suponiendo que cada componente de X es mayor que 0. Sin embargo, si
resulta que esta férmula para Y tiene al menos un y; < 0, algo tendria que
estar mal. Pero, si resulta que y; > 0 para cada componente, se encontrara
un X éptimo para el jugador I por el mismo método. De lo cual se obtiene
que

J, A7t
J, AT
Este método funciona si las férmulas obtenidas para X y Y terminan satis-
faciendo la condicién de que son estrategias.

Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema.

X —

Teorema 2.3.1 Supdngase que

1. A, ., tiene una inversa A~'.

2. J,A"LJT £ 0.



CAPITULO 2. JUEGOS DE SUMA CERO 27

3. v(A) #0.

Sea X = (x1,...,20), Y = (Y1, -, Ym), ¥

1 r AT AT
AT AT g, AL

v

Siz; >0,i=1,2,...,nyy; >0,j=12,...,n, se tiene que v = v(A) es
el valor del juego con matriz A y (X,Y) es un punto silla en las estrategias
mixtas.

Demostracién. Se mostrara que (X,Y’) es un punto silla y v es el valor
del juego asumiendo que z; > 0, y; > 0. Sea Y’ € S, cualquier estrategia
mixta y sea X dada por la férmula

J, A
A= J AT

Entonces, ya que J,,Y'" = 1, se tiene que

E(X,Y") = XAY'"T = ! J AT AYT

T AT
1
— Y/T
JpA-LJT I
1

= —— =.

T AT

Similarmente para algin X' € S,,, E(X',Y) = v, de esta forma se tiene que
E(X',Y') = v. Se concluye que (X,Y) es un punto silla y v es el valor del
juego por el teorema 2.2.9 c). m

A fin de garantizar que el valor de un juego no es cero, se puede sumar
una constante a cada elemento de la matriz del juego, de tal forma que sea lo
suficientemente grande para lograr que todas las entradas de la matriz sean
positivas. En este caso el valor del juego nuevo no podrd ser cero. Ademads se
tiene que V(A +bl,«,) = v(A) + b, donde b es un nimero real. La validez de
esta identidad es debido a que

vt (A) = min  max {a;},
( ) je{l,...m}ie{1,..., n}{ j}
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vi(A+0bl,x,) = min  max } {ai; + b}

je{1,..,m}ie{l,..,n
= min max {a;;++0b
je{l,...m} <i€{1,...,n}{ it )

= min max (a;)+b
je{1,...m}ie{l,...,n}

= v(A)+b.

Anglogamente se tiene que v~ (A + bl,x,) = v~ (A) + b, por lo tanto, v(A +
bl,xn) = v(A) + b. Sumando la constante a todos los elementos de A las
probabilidades de usar cualquier fila o columna no cambiardn.

Ejemplo 2.3.2 Se tiene la siguiente matriz

0 1 -2
A=1]1 -2 3],
—2 3 —4

esta matriz tiene entradas positivas y negativas, por lo que es posible que el
valor del juego sea cero. La matriz asociada al juego no tiene inversa porque
el determinante de A es cero. Entonces se sumard una constante a todas
las entradas de la matriz asociada al juego para hacer que la nueva matriz
asociada al juego sea invertible. Como la entrada negativa mds grande es —4,
se sumard la constante 5 de lo cual se obtiene que:

A+5=

w O Ot
co W O™
= 00 W

Ahora se verd que con los comandos del programa MAPLE es posible calcular
el valor del juego y las estrategias mixtas de forma rdpida, es claro que estos
cdlculos se pueden hacer usando las formulas del teorema anterior.

> restart; with(LinearAlgebra);

> A := Matriz([J0, 1, -2], [1, -2, 3], [-2, 3, -4]));

> Determinant(A);

> A := MatrizAdd(ConstantMatriz(5, 3, 3), A);

> Determinant(A);

> B :=1/4;
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> J := Vector[row/([1, 1, 1]);
> J.B. Transpose(J);

> v := 1/ (J.B.Transpose(J));
> X := v*(J. B);

> Y := v*(B. Transpose(J));

Con lo cual resulté que v = 5 y las estrategias dptimas mixtas son
X = (3,53, Y = (5.5.3)- Entonces el valor del juego original se ob-

tiene restando la constante que se sumo en un principio, de lo cual se tiene
que v = 0.

2.4. Uso de la programacion lineal en teoria
de juegos

Desde que George B. Dantzig desarrollé el método simplex en 1947, la
programacion lineal se ha utilizado extensamente en el drea militar, indus-
trial, gubernamental y de planificacién urbana, entre otras. Los matematicos
y economistas que trabajan en la Teorfa de Juegos una vez que tuvieron
conocimiento acerca del Algoritmo Simplex, reconocieron su relacién con la
Teorfa de Juegos. Después de todo, un juego consiste en minimizar y ma-
ximizar funciones lineales con objetos lineales. Asi, se desarroll6 un método
para formular un juego matricial como un programa lineal de modo que el
Algoritmo Simplex podria aplicarse.

La programacién lineal es un procedimiento matematico mediante el cual
se resuelve un problema , formulado a través de funciones lineales sujetas a
una serie de restricciones que se expresaran mediante un sistema de inecua-
ciones lineales, optimizando una funcién objetivo, también lineal.

Asociado con cada problema de programacién lineal se tiene otro proble-
ma de programacién lineal llamado el problema dual. El programa lineal dual
posee muchas propiedades importantes relativas al programa lineal original.

Supdngase que el programa lineal primal estd dado de la forma siguiente:

Minimizar z = cx,

sujeto a
xA>b, x>0,

donde ¢ = (¢1,...,¢), x = (T1,...,Tpn), Anxm €S una matriz de n X m, y

b:(bl,...,bn).
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El problema principal busca minimizar una funcién lineal objetivo, z(x) =
cx, sobre un conjunto de restricciones (xA > b) también lineales.
Entonces el programa lineal dual estd definido por:

Maximizar w = yb’,

sujeto a
Ay <’ y>0.

Un resultado importante de programacion lineal, es el llamado teorema de
la dualidad ([3], [4]), el cual establece que si se resuelve el problema primal
obteniendo el objetivo 6ptimo z = z* y resolviendo el dual obteniendo a su
vez el 6ptimo w = w*, entonces z* = w*, en la formulacién de la teoria de
juegos este teorema dird que los valores de los objetivos dual y primal dardn
el valor del juego.

A continuacién se analizaran dos métodos sobre como formular un juego
matricial a partir de un programa lineal.

Primer método. Sea A la matriz del juego, se supondrd que a;; > 0
en caso contrario se sumard una constante lo suficientemente grande a la
matriz A. Como se vié en la Seccién 2.3 el sumar una constante no cambia
las estrategias. De esta forma se supone que el valor del juego v = v(A) > 0.
El pago para el jugador I puede ser expresado de la forma siguiente:

E(X,j) = inaij = xAj, (2.19)
i=1
donde x = (z1,...,2,) y j=1,...,m. Como

xA; = E(X,j) > E(X",Y") =v,

se tiene que

xA; > v,

donde

n

in = 1,

i=1
y, 0 < z; < 1. Sean

Z;

Pi= —,

v
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1<1<n,
p:<p17"'7pn)-
Como v > 0,

- 1
;Pi =

Por lo tanto, maximizar v es equivalente a minimizar ) .  p; = %, con el
cual se obtiene la funcién objetivo. Para las restricciones, se dividirdn las
igualdades de (2.19) por v y se cambiardn a las nuevas variables, y asi se
obtendra el conjunto de restricciones:

T T
7&1]' —l——|— Vnanj :plalj —|—+pnan] Z 1,

para todo j =1,...,m.
Lo anterior se resumird en el siguiente programa lineal.

Minimizar z; = pJI =" v,
Programa para el jugador I = J,=(1,1,...,1)
Sujeto a: pA > J,, p>0,

donde 0 =(0,0,...,0),
Una vez resuelto el programa para el jugador 7, se tendrd la solucién
éptima p = (py, ..., p,) que minimice la funcién objetivo z; = pJ7T, la cual

dard la funcién objetivo minima z;. De esta forma se tiene que la estrategia
X optima para el jugador [ y el valor del juego son:

1 1

v(A) = =5 = —yx;=p; V(A),
(A) ST o (A4)

para todoz=1,...,n.

Recordar también que si se suma una constante a la matriz para asegurar
que v(A) > 0, entonces se tendré que restar la misma constante para obtener
el valor del juego original.

Ahora se resolverd el problema para el jugador I1. El jugador I tiene
las estrategias mixtas Y = (y1,...,¥m) tal que

m

Zyj = 17

j=1
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y, 0 <wy; <1, en este caso se tiene que

E(i,Y) = ayy; = 110 + - + Ymlim <V,
j=1
paratodoi=1,...,n.
Sea, ”
q; = ;]7

1<j7<m.Siq=(q1,---,qn), se puede reformular el problema para el
jugador II como el problema estandar de la programacion lineal.

Maximizar z;; = qJL,
Programa para el jugador 11 = I =(1,1,...,1),
Sujeto a: Aq” < JL, q>0.

El problema del jugador /1 es dual al del jugador I, se tendra la solucién
éptima q = (q1,...,¢,) que maximice la funcién objetivo z;; = qJZL y el
valor objetivo z7;. Se tiene que la estrategia Y éptima para el jugador 17 y
el valor del juego son:

1 1
V(Ad)==m— = vy =¢ v(A).
(A) ST YT (A)

Ejemplo 2.4.1 Se usard el primer método de la programacion lineal y se
encontrard una solucion del juego con matriz

-2 1 0
A=12 -3 -1
0o 2 =3

es posible que el valor del juego sea cero ya que hay entradas negativas, se
empezard por hacer las entradas de la matriz positivas sumando la constante
b entonces se tiene que:
3 6 5
A=1|7 2 4
5 7 2
Para el jugador I se tiene las estrategias miztas X = (x1,x2,x3), ; > 0,
Z?:l x; = 1, las cuales se encontrardn con el programa lineal. Sea p; = **,
el programa del jugador I es:
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( Minimizar z; = p1 + ps + ps3
Sujeto a:
3p1 + Tpa+5dps > 1
6p1 + 2pat+Tps > 1
5p1 + 4pa+2ps > 1
| p>0, i=1,23.
Después de encontrar los valores para p1,ps y ps (ver (2.20)) , se fijard

S
27 p1+p2 + ps3’

Programa para el jugador I =

UV =

y entonces V(A) = v —5 es el valor del juego original con matriz A, y v es el
valor del juego con matriz A’. Entonces x; = v(A)p; dard la estrategia éptima
para el jugador 1.

Para el jugador 11 se tienen las estrategias miztas Y = (y1,v2,y3), y; > 0,
Z?Zl y; = 1, las cuales se encontrardn con el programa lineal. Sea q; = %,

de esta forma el programa para el jugador I1 es:

( Mazimizar zrp = q1 + 2 + 3
Sugeto a:
3q1 + 6q2+5q3 < 1
Tq1 + 2go+4q3 < 1
5q1 + Tg2+2g3 < 1
\ ¢; >0, j=123.

Programa para el jugador 11 =

Después de haber creado el programa lineal para cada jugador, se re-
solverd el programa lineal con el método simplex del programa MAPLE. Para
el jugador I se usardn los siguientes comandos de MAPLE

> with(simplex);

> cnsts = {3*p[1]+T*p[2]+5%p[3] >= 1, 6%p[1]+2%p[2]+T*p[3] >= 1,
OFp[1]+47p[2[+27p[3] >= 1};

> obj := p[1]+p[2]+p[3]:

> minimize(obj, cnsts, NONNEGATIVE);

MAPLE da la siguiente solucion para este programa

T, i1 (2.20)
P = 53>P2 = 1597273 = 159 Yyp1rTPp2TP3= 159° .
Se tiene que el valor del juego es
1 1
v=————=pA)= ig
D1+ p2+p3 35
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Por lo tanto, la estrategia mixta dptima para el jugador I, sabiendo que x; =

piv(A), es X* = (8,32, ), y el valor del juego original es v(A) =12 —5 =
16

35
Ahora se resolverd el programa para el jugador I1. Usando los comandos

de MAPLE

> with(simplex);

> cnsts = {3%q[1]+6%q[2]+5%q[3] <= 1, T*q[1]+2%q[2]+4*q[5] <= 1,
5¥q[1]+7*q[2]+2%¢[3] <= 1};

> obj = q[1]+q[2]+q[3]

> mazimize(obj, cnsts, NONNEGATIVE)

MAPLE da la solucion

13 10 4 35

QI:E’pQZE’m:ﬁ y611+Q2+Q3=1—59-

Se tiene otra vez que el valor del juego es

35 1 159

—=—-=vylA)=—.

w9~ VW=
De aqui la estrategia dptima para el jugador 11 es Y* = %(11—59, %, %) =
(%, %, %), y el valor del juego original es v(A) = % —5= —§—5.

Segundo método: En este método no es necesario hacer las transforma-
ciones que se hicieron en el primer método con el fin de convertir un juego a
un problema de programacién lineal. En este método se dard una forma méds
simple y directa de resolver el problema.

Se sabe que el jugador I quiere elegir una estrategia mixta X* = (27, ..., 27)
con el fin de

Maximizar v

sujeta a las siguientes restricciones
n
> ayr; = X*A; = B(X",j) > v,
i=1

paratodo j=1,....m,y

n
§ *
ZE,L — 17
i=1
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El jugador [ quiere obtener el mayor valor posible de v tal que el pago
esperado en contra de cualquier columna para el jugador /7 sea al menos v.
Por lo tanto, si se encuentra una solucién del programa sujeto a las restric-
ciones, este nos dard como resultado las estrategias 6ptimas para el jugador
I y el valor del juego. Similarmente, el jugador I quiere elegir una estrategia
Y* = (yf,...,ys) con el fin de

Minimizar v

sujeta a las siguientes restricciones
m
Zaijy}‘ =AY = E(@G,Y") <v,
Jj=1

paratodoi=1,...,n,y
>y =1
j=1

y; > 0,7=1,...,m.

La solucién de este problema dual de programacién lineal dard la estrate-
gia 6ptima para el jugador /7 y el mismo valor del juego que se encontré para
el jugador I. Se podran resolver estos programas directamente sin necesidad
de cambiar a nuevas variables. Dado que no se tiene que dividir por v en
la transformacién, no es necesario asegurar que v > 0, y por lo tanto no es

necesario sumar una constante a la matriz A. Esta formulacién es mucho mds
facil de hacer en MAPLE.

Ejemplo 2.4.2 Fl siguiente ejemplo se resolverd usando el seqgundo método
de la programacion lineal con la siguiente matriz antisimétrica:

con las siguiente drdenes en MAPLE se encontrard el valor del juego vy las
estrategias optimas para el jugador I y I1.

> with(LinearAlgebra); with(simplex);

> A := Matriz([[0, -1, 1], [1, 0, -1], [-1, 1, 0]]);

> X := Vector(3, symbol = x);
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> B := Transpose(X). A;

> cnstr := {seq(Bfi] >=wv, i =1 .. 8), add(zfi], i =1 .. 8) = 1};

> mazimize(v, cnstt, NONNEGATIVE);

> Y= <yl1], y[2], y[3]>;

>B:=A.Y;

> cnsty := {seq(Bfjj <=wv,j=1..8), add(yfjl, j=1.. 3) =1}

> minimize(v, cnsty, NONNEGATIVE);

Como A es antisimétrica se sabe de antemano que el valor del juego es
cero. MAPLFE da las siguientes soluciones para las estrategias miztas:

111

R :Y*
(37373) )

y se puede observar que las estrategias son las mismas para ambos jugadores.



Capitulo 3

El modelo de insumo/producto

El modelo de insumo/producto (también conocido como input/output),
desarrollado por Wassily Leontief en 1936 estudia la relacién de dependencia
entre los sectores productivos en los que se considera dividida la economia
de un determinado pafs o territorio ([8] [12], [15]).

A grandes rasgos, la economia en su conjunto se divide en el sector pro-
ductor y en el sector consumidor; el sector productor, a su vez se divide en
un gran nimero de industrias (sectores) en el cual se supone que cada sector
produce un producto homogéneo.

El punto de partida para la elaboracién de un analisis de insumo/producto
es la formulacion de una tabla cuyas componentes muestran, ya sea cuantita-
tivamente o en términos de valor, de que manera se distribuye la produccién
total de un sector (o sectores) en forma de produccién intermedia (es decir,
como materia prima) y a los usuarios finales.

El objetivo del modelo es permitir a los economistas predecir los niveles
de produccién futuros de cada sector a fin de satisfacer las demandas fu-
turas para diversos productos. Tal prediccién se complica porque un cambio
en la demanda de un producto de un sector puede modificar los niveles de
produccién de otros sectores.

En este capitulo se hard un desarrollo del modelo de Leontief el cual
permitird analizar la economia mexicana del ano 2003, considerando sélo 18
sectores, también, se desarrollara el modelo input/output de Von Neumann,
y se verd que el problema planteado por Neumann es mas sencillo de resolver
usando teorfa de juegos, sin la necesidad de usar teoremas cuyo estudio es
méds complicado. Para finalizar este capitulo se retomara el ejemplo de los 18
sectores de la economia mexicana, para el cual se encontrardn las variables

37
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deseadas por medio del modelo Von Neumann.

3.1. Modelo de Leontief

El anilisis de insumo/producto tiene implicita una teoria de la produccién
donde los componentes de la demanda final se asumen como datos conoci-
dos, por lo cual los supuestos que soportan esta teoria estdn basados en la
naturaleza de la produccién. Los supuestos bésicos son:

1. Es posible dividir las actividades productivas de un sistema econémico
en sectores, cuya interdependencia se expresa de manera objetiva a través
de funciones lineales de insumos de forma tal que al variar los niveles de
produccién, los insumos requeridos varfan en el mismo sentido y proporcion,
es decir, existen rendimientos constantes de escala.

2. Los coeficientes de insumo/producto se asumen fijos, es decir, no existe
sustitucién de insumos en el proceso productivo ni apertura de nuevas activi-
dades, por lo que se considera que no existe cambio tecnolégico significativo.

3. Cada sector se especializa en la produccién de un solo bien, para el
cual existe un proceso de produccién tnico.

Se puede expresar la tabla insumo/producto con n sectores de la manera
siguiente:

St |S2 |S3 |...|S; |...| Sy | DF | VBP
Sl T11 | 12 | T13 cee | T4 oo | T1n Yi Xl
Sz To1 | 2o | T23 cee | T2j oo | Top ng Xg
S3 T31 | 32 | T33 cee | T35 ... | T3n }/3 X3
Si Ti1 Ti2 i3 coe | Tij o | Tin Y; Xz
Sn Tl | Tp2 | Tn3 | oo | Tnj | oo | T | Yo | X
VBP | X; | Xy | X5 | ... | Xi | ... | X,

Donde el Valor Bruto de la Produccién (VBP) es X; =377 w550 =1,...,n.
Cada elemento z;; dentro del cuerpo de la tabla representa en valor mo-
netario, las ventas que las empresas del sector ¢ (i = 1,...,n) han efectuado
a otras empresas del sector j (j =1,...,n).
Podemos observar que:
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xij, © # j, representa las compras de un sector con respecto a otro
distinto.

xij, © = j, representa las compras de un sector con respecto al mismo
sector.

Y,, = Demanda final (DF) del sector i (i =1,...,n).

La columna de la demanda final no corresponde a un sector, en ella apare-
cen los consumos: compras de los consumidores finales (que no se encuadran
en ningun sector productivo), inversiones (es la parte de la produccién del
periodo que se acumula para los siguientes), exportaciones, etc.

Si se representa la tabla como un sistema de ecuaciones, dado que las
ventas de cada sector sumadas a la demanda final coinciden con el valor
bruto de la produccién, se tiene que:

T t+rTtrs+. o+ = Xy
To1 + Tog + Toz + ... 4+ Ty + Yo
T3l + X3+ w33+ ...+ w3, + Y3 = X3

I
s

Tpl +Tp2 +Tuz+ .o + T + Y, = X

Las columnas de la tabla de insumo/producto representan la estructura
de costos de cada sector. Si se divide el valor de cada insumo por el valor
bruto de la produccién correspondiente (el total de la columna), se obtienen
los coeficientes técnicos (que registran la necesidad de insumos de cada sector
para producir una unidad del producto que dicho sector produce):

Tig
X
donde 7 indica el sector que vende y j el que produce. Es decir, se divide cada
coeficiente de una columna por el total de la misma.

Como a;; = 3, entonces x;; = a;;X;. Usando esto, se puede reescribir el
J

a,;j =

sistema de ecuaciones de la forma siguiente:

a1 X1+ appXo +aXz+ ... +a,, X, +Y1 = X
a X1 + apXo +axnXs+ ... +aX, +Ys = Xy
az1 X1+ azXs + a3 X3+ ...+ a3, X, +Ys = Xj

aanl + an2X2 + angXl 4+ ...+ a,an =+ Yn = Xn
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Sean,
@11 a2 aiz ... Qin
G21 Q22 Q23 ... Q2
A= |G31 a3 aG33 ... A3n|
_@nl Ap2  QAp3 ann_
X1
X
X = |Xs],
Xn
Y1
Ys
Y = | Y3
Ya

Donde A representa la matriz de coeficientes técnicos, X es un vector columna
del VBP, Y es un vector columna de la demanda final. De ésta manera el
sistema, expresado en forma matricial, queda:

X = AX +Y. (3.1)

Para medir las necesidades de produccion de cada sector ante un cambio de
la demanda final (la matriz Y') se opera algebraicamente con las matrices [9]
a partir de la ecuacién (3.1):

X = AX+Y
IX-AX =Y

(I-A)X =Y. (3.2)
Si despejamos X de (3.2) se obtiene:
X =(I-A)"1Y, (3.3)

donde I es la matriz identidad, I — A es denominada la matriz de Leontief,
y (I — A)™! se le llama matriz de coeficientes totales, también llamada de
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requerimientos directos e indirectos. Una de las caracteristicas de ésta matriz
es que toda entrada es mayor o igual que cero y mayor o igual a la unidad
sobre la diagonal. La explicacién desde el punto de vista econémico, es que,
en el primer caso, como no puede haber produccién negativa, todo debe ser
positivo, y cero cuando no existe interdependencia alguna con los demas sec-
tores y en el segundo caso, toda entrada en la diagonal de la matriz debe
ser mayor a la unidad, debido a que debe producir una unidad de demanda
final a parte de fabricar los insumos necesarios que satisfagan directa o indi-
rectamente la produccién de esa unidad, y es igual a uno, cuando no existe
ninguna relacién intersectorial, mds que consigo misma.

Es evidente que la matriz (I — A)~! es la llave de la solucién del problema
de produccion, por lo que resulta interesante conocer bajo qué condiciones
existe esta matriz inversa, la respuesta la da el siguiente teorema, el cual
puede ser consultado en [6]:

Teorema 3.1.1 (Ezistencia de la inversa de la matriz de Leontief) Sea A
la matriz de coeficientes técnicos (matriz de consumo) de una economia y'Y
la matriz columna de demanda final.

i) Si ambas A yY tienen coeficientes no negativos y

it) Si la suma de las entradas de cada columna en A es menor que uno,

entonces existe la matriz (I — A)~L.

Utilizando la ecuacién (3.3) a partir de una variacién de la demanda final
Y™, se obtiene un nuevo vector de producciéon X* de esta forma se puede
construir la nueva tabla

X*=(I—-A)"y~

En este paso se tiene la hipétesis principal del modelo de Leontief la cual
dice que la matriz de coeficientes técnicos A es siempre la misma, aunque
cambie la demanda final Y. También la matriz de requerimientos directos e
indirectos (I — A)™! es la misma, ya que sélo depende de A.

En la préictica, estas matrices varfan por distintos motivos (adelantos
tecnolégicos, aparicién de nuevos sectores o desaparicién de otros, etc.) y
suelen ser re-calculadas cada cierto tiempo.
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3.2. Ejemplo 1

Ejemplo 3.2.1 Supdngase que la economia mezicana consiste de solo 18
sectores, y que la demanda de todos los agentes se agrupa en un solo rubro,
el modelo general de insumo/producto (Matriz de insumo/producto del arno
2003, vedse la matriz 1 del apéndice). En este ejemplo se hard el andlisis del
modelo de Leontief para la economia de México en el ano 2003, el primer paso
consiste en determinar los coeficientes técnicos de la demanda intermedia:

xij

X

Ojij =

la matriz de coeficientes técnicos como puede obeservarse en la matriz 2 del
apéndice, es la representacion que permite medir la productividad de cada
sector, si las entradas en una columna de una industria particular suma
menos que uno, la industria es productiva, de lo contrario no lo es.

En sequndo lugar, se resuelve la matriz de Leontief (I — A) (vedse la
matriz 3 del apéndice), es decir, se resta la matriz de coeficientes técnicos
que en el primer paso se obtuvo de la matriz identidad.

A continuacion se obtiene la inversa de la matriz de Leontief (vedse
matriz 4 del apéndice), también conocida como la matriz de requerimientos
directos e indirectos y se puede observar que toda entrada es mayor que cero
y las entradas de la diagonal son mayores que 1.

Se comprueban los resultados del modelo de produccién X = (I — A)7'Y,
de lo cual resulta el siguiente vector:

423187220 . 1]
541047666 . 5
227218893 .6
966230662 . 4

X = | 3999781837
1445491996

808140018 . 6
17117222 .54

302711504 . 3 |
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298684033 . 2]
876400789 . 5
374616283 . 1
41274257 .34
168280731 .6
412402869 . 1
39904835 . 07
273737941 . 4
271983976 . 1

Como puede observarse los resultados del modelo de produccion son muy
cercanos a lo establecido en la tabla inicial, las diferencias se deben princi-
palmente a los problemas de redondeo. De esta forma, si la demanda final,
en vez de ser

[ 158905279 ]
235540129
85163278
887257188
1605345533
929600787
596959367
8584217
169717830
111983348
673168314
110189483

0
23965976
410347890
39487725
244482929
| 204364802 |
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fuera

[ 364575607 |
551210457
109833606
972927516
1921015861
1195271115
982629695
21254545
355388208
197653676
898838642
235859811
15670328
49636304
626018218
85158053
460153257

| 520035130 |

Y*

Se podrd calcular el nuevo valor bruto de la produccion total X* haciendo,
X*=(1-A)"Y,

como ya se habia mencionado anteriormente, la matriz (I — A)~! es la mis-
ma, el resultado de este cdlculo es:

722306236 . 4
944615347
312930135.8
1065547981
5125144455
1896680112
1277248914
33799667 . 61
562237317 .6 |

X*
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(479121211 . 4]
1200719558
619342358

82397541 .78
266993319

629251796 . 4

85905660 . 22

502162870 . 2

618912398 . 3

Ya que se tienen los nuevos valores brutos de la produccion X7, (j =

1,...,n), se puede armar la nueva tabla, conociendo que
*
Ot — Lij
Z] - * )
Xj
como la matriz de coeficientes técnicos A = a;; no varia, se tiene que,

aij = aj; entonces xj; = aj; X7, la nueva matriz de insumo/producto (vedse
la matriz 5 del apéndice), indica cuanto es lo que debe producir cada sector

ante un cambio de la demanda final.
3.3. Modelo de Von Neumann

El anslisis de la tabla de insumo/producto (también conocida como in-
put/output), fue desarrollada como el instrumento de interpretacién de las
interdependencias de los diversos sectores de la economia. Es decir, en el
andlisis de insumo/producto consideramos cualquier sistema econémico co-
mo un conjunto de sectores mutuamente interrelacionados. Se considera que
todo sector recibe materias primas (insumos) de los demds sectores del sis-
tema y que, a su vez, proporciona su produccién a los demds sectores en
calidad de materia prima. Fundamentalmente se trata de un andlisis general
del equilibrio estatico de las condiciones tecnolégicas de la produccion total
de una economia, durante el periodo de tiempo en cuestién.

En esta seccion se presentard una aplicacién de la Teorfa de Juegos para
un modelo de crecimiento econémico input/output, también, conocido como
el Modelo de Von Neumann, el cual estd relacionado en gran medida con el
sector de produccién.
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Supdngase que en cierta economia se cuenta con n > 1 bienes (o servicios)
en donde a cada uno de ellos se les asigna un precio: pi, ps, ..., p,. De esta
forma el vector de precios queda determinado por

pP= <p17p27 s 7pn)

Se supondrd que los precios unitarios son no negativos
p;>0,0=1,2,... n,

ademads de ser precios normalizados, es decir,

Zpi = 1.
=1

Cada proceso de produccion se lleva a cabo gracias a m > 1 actividades. Sea
yT = (yla Y2, ... 7ym)T

donde y es el vector de cantidades en donde la componente y; denota el

nivel de actividad sobre el cual opera el j-ésimo proceso de produccion. Esos

niveles de actividad son positivos o cero

yjzoa j:1727"'7m7

y estan normalizados
m
D vi=1
j=1

Supéngase que se trata de una economia con rendimientos constantes en el
que las entradas y salidas dependen linealmente de los niveles de actividad.
En otras palabras, la economfa esta descrita por un par de matrices A = (a;;)
yB=(bj),coni=1,2,....nyj=12...,m.

En donde el coeficiente a;; de la matriz A representa la cantidad de bienes
(¢ =1,2,...,n) utilizados por el proceso j =1,2,...,m,y es tal que a;;y; >
0, mientras que el coeficiente b;; de la matriz B representa la cantidad de
bienes (i = 1,2,...,n) producidos por el proceso j tal que b;;y; > 0.

Supdngase que cada fila y cada columna de las matrices A y B tienen al
menos un elemento positivo. Lo cual implica que

=1 j=1
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Fl significado econémico es que cada proceso requiere al menos un bien, y
cada bien es producido por al menos un proceso. Se asumird, también, que
a;; > 0, bj; > 0 para todos lo elementos de las matrices A y B.

Considerése el bien 7, su consumo total es

(AYT)Z» = Z @ijYj,

j=1

y su produccion total es
(ByT)i - Z bijy;-
j=1

Supongdse que el proceso de produccién se lleva a cabo durante un perfodo
de tiempo. Por lo que se supone que el consumo del bien 7 al final del periodo
de produccién es menor a la produccién de ese bien al inicio del perfodo

AW =BG (3.4)

Se dird que hay un crecimiento equilibrado si los niveles de actividad aumen-
tan al mismo ritmo, en otras palabras, si existe p, tal que

(y")' =1 +p,) (¥7)" (3.5)

Si existe tal p, se le llamard la tasa de rendimiento. Las condiciones (3.4) y
(3.5) implican que y° es una solucién de las desigualdades

(1+p)A (") < B(y")". (3.6)

El problema ahora es encontrar los precios de tal forma que el valor de los
outputs al inicio del periodo no exceda al valor de las entradas al final del
periodo

Ap' > Bp°. (3.7)
Supongdse que el precio p' esta relacionado con el precio p° por
1 p' —p’
0 1
= , donde p, = . 3.8
Pi=1 P p o0 (3.8)

En donde p, es interpretada como la tasa de interés.
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Las condiciones (3.7) y (3.8) implican que p® es la solucién de las de-
sigualdades
(1+p,)Ap® > Bp".

En resumen las condiciones del modelo input/output en forma matricial
pueden expresarse como:

1. By > pgAyT.

2. p(p,A— B)yT =0.
3. p,pA > pB.

4. p(p,A—B)y" =0.
5. pBy! > 0.

La condicién 1 dice que los mercados de bienes estdn balanceados, es
decir, la producciéon de un periodo es suficiente para cubrir los insumos para
el siguiente. La condicién 2 es conocida como la regla de precios competitivos,
la cual dice que si hay exceso de produccién de un bien (sobreproduccién de
un bien) éste llega a ser un bien libre y su precio sera cero. La condicién 3
considera que en un periodo dado es imposible para un consumidor usar mas
de un bien de lo que fue producido en el periodo anterior, y que en situacién
de equilibrio no pueden haber ganancias por encima del promedio de la tasa
de interés. La condicién 4, también llamada regla de la eficiencia dice que si
un proceso produce ganancia negativa (funciona con pérdidas), éste no serd
usado, y su nivel de actividad serd cero. Finalmente, la condicién 5 indica
que p;b;; ij > 0 para al menos un ¢ y j ya que la economia debe producir
al menos un bien con un precio positivo y con nivel de actividad positiva.

La pregunta es si existen vectores p, y y factores de crecimiento p,., p, de
modo que se satisfacen estas cinco condiciones. Facilmente se podré llegar a
algunas conclusiones en relacion con los supuestos del modelo.

Lema 3.3.1 Para una economia que cumpla los supuestos del modelo in-
put/output, debe ser cierto que el factor de rendimiento debe ser el mismo

que la tasa de interés, es decir, p, = p,.

Demostracién. Usando las condiciones 1-5, se tiene que

p(p,A— B)y" =0= p,pAy" =pBy" >0 (3.9)
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y
p(p,A— B)y" =0= p,pAy" = pBy’, (3.10)

de (3.9) y (3.10) se obtiene que

pypAy" = p,pAy”" >0,

ya que este resultado es estrictamente positivo, dividiendo por pAy’ a ambos
lados de la igualdad se concluye que p, = p,. =

Considerando el Lema 1, a partir de ahora solo se escribird p = p, = p
Entonces, de las condiciones 1-5, se tendrén las desigualdades

p(pA—B) 202> (pA-B)y". (3.11)

e

Ademas,
p(pA— B)y" =0=p(pA - B)y". (3.12)

Se utilizard la nocién de punto silla, como criterio de optimizacién, y se verd
que es posible encontrar y”, p y un escalar p tales que las desigualdades (3.11)
y (3.12) se satisfacen. Aqui es donde entra la teoria de juegos. Considérese el
juego de suma cero de dos personas con matriz pA — B. Este juego tiene un
valor usando estrategias mixtas denotado por v(pA — B), asi como un punto
silla en las estrategias mixtas, es decir, (X*, Y™*), satisfaciendo la condicién
del punto silla.

X(pA—-B)Y* <v(pA—- B) < X*(pA— B)Y,

para todo X € 5,,, Y € 5,,.

Estas estrategias dependerdn también de p. El enfoque ahora estd sobre la
constante p > 0. Para resolver el problema input/output usando la teoria de
juegos es necesario que exista una constante p = p,, tal que v(p,A — B) =0,
ya que de esta forma se satisfacen las desigualdades siguientes:

X(ppA—B)Y" <0< X*(pyA — B)Y,

para todo X € 5,,, Y € 5.

En particular, para cada fila y columna E(i,Y*) < 0 < E(X*,j), 6 en
forma matricial,

(ppA— B)Y" <0 < X*(pyA — B).

Lo cual es lo mismo que (3.11) con p sustituida por X* y y* sustituida por
Y*. Ademas, v(pyA — B) = 0 = X*(pyA — B)Y™, lo cual es lo mismo que
(3.12) con p sustituida por X* y yT sustituida por Y*. A continuacién se
escribird la segunda conclusion.
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Lema 3.3.2 Eriste una constante p, (la cual es unica si a;; +b;; > 0) y los
vectores de precio (p) e intensidad (y) son tales que pBy” > 0,

p(pA—B) > 0> (pA—B)y"

p(pA— B)=0=p(pA - B)y"

En otras palabras existe p, > 0 tal que v(pyA — B) = 0, hay un punto silla
(Y,?O, Py, ) ¥ el punto silla satisface ppoByZ:) > 0.

Demostracién. Se demostrard que en realidad existe p, satisfacien-
do v(pyA — B) = 0. Se tiene que, si f(p) = v(pA — B) = 0 entonces
f(0) = v(—B). Sea (X,Y) la estrategia 6ptima para el juego con matriz
—B. Entonces

v(—B) = mlnEB X, 7) mlnz bij)z; < 0.

Dado que al menos un b;; > 0, al menos un z; serd positivo. Ya que cada fila
de A tiene al menos un elemento a;; estrictamente positivo, siempre es posible
encontrar p > 0 suficientemente grande tal que f(p) > 0. Ademds, f(p) es
una funcién continua, por el teorema del valor intermedio existe p, > 0 tal
que f(py) = 0. m

La conclusién de este desarrollo es que bajo las suposiciones del modelo,
hay un conjunto de precios de equilibrio, los niveles de actividad, y la tasa
de rendimiento que coincide con la tasa de interés, los cuales permiten la
expansion de la economia.

En esta tesis se mostré que una forma sencilla de resolver el problema
planteado en el Modelo de Von Neumann es usando teorfa de juegos. También
es posible analizar el modelo usando teoremas de punto fijo, pero en este caso
resulta mds complicado su desarrollo (ver [1]).

Ejemplo 3.3.3 Considere las matrices input/output
1 5 2 1 2 2
R

Se usaré MAPLE para encontrar p, > 0 tal que v(pyA — B) = 0 y las
estrategias mixtas optimas. Notése que a;; + bi; > 0, por lo tanto, existe un
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solo py > 0 el cual cumple las condiciones. Los comandos que se usardn son
los siguientes

> with(LinearAlgebra);

value:=proc(A,rows,cols)

local X,Y,B,C,cnstx, ensty,vl,vll,vu,vi;

X:=Vector(rows,symbol=x): Y:=Vector(cols,symbol=y):

B:=Transpose(X).A;

C:=A.Y;

ensty:={seq(C[lijj<=vll,j=1..rows),add(y[j,j=1..cols)=1}:

enstr:={seq(B[i]>=vli=1..cols),add(z[i],i=1..rows)=1}:

with(simplex):

vu:=mazximize(vl,cnstt, NONNEGATIVE);

vl:=minimize(vll,cnsty, NONNEGATIVE);

print(vu,vl);

end proc;

>A = a->Matriz([[a-1, 5%a-2, 2%a-2], [-2, 2%a-1, 3%a-1]]);

>B1 := a-> A(a);

> Value(B1(1), 2, 3);

FEventualmente se llego a la conclusion de que cuando a = 1, se obtiene:

v(B1(1),2,3) = v(aA — B) = 0, y por lo tanto, p, = 1. Las estrategias

optimas que resultan en MAPLE sonp =X = (1,0) yy = (%7 0, %)

3.4. Ejemplo 2

Ejemplo 3.4.1 Fl siguiente ejemplo es un caso con algunos datos reales en
el cual se considerardn las matrices input/output (vedse las matrices 7y 8 del
apéndice) de la economia mexicana del ano 2003, informacion proporcionada
por INEGI , se usardn los comandos del programa MAPLE para encontrar a
p >0 tal que v(pA — B) = 0 y las estrategias miztas dptimas.

En este ejemplo se utilizaron los mismos comandos del Ejemplo 3.3.3, y
probando con distintos valores de p se obtuvo un valor cercano al cero para
v(pA— B), como la matriz es de dimensiones muy grandes existen errores en
el programa MAPLE, entonces una aprorimacion aceptable para p, tal que
se cumpla la suposicion de que v(pA— B) =0 es que p = 1.5 con lo cual se
obtiene, v(pA — B) = 0.0190486. Finalmente, MAPLE obtuvo las siguientes
estrategias miztas:

p =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.39602132, 0,0 .603978670,0,0,0,0) y
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y = (0.3192180889,0,0,0,0,0,0,0.6807819111,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), los
cuales denotan el vector de precios y niveles de actividad, respectivamente.

El valor obtenido de p = 1.5 es la tasa de rendimiento, la cual coincide con
la tasa de interés, cuyo valor indica que se tendrd un equilibrio para los sec-
tores considerados en el ano 2003 y en consecuencia un crecimiento econémico
del Pais. En trabajos futuros se planea hacer un anélisis considerando la to-
talidad de los sectores que intervienen en la economia mexicana y de ésta
manera tener una mejor aproximaciéon a la tasa de rendimiento real.
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Conclusiones

En el trabajo de Tesis se analizaron varios conceptos de la teoria de juegos
de suma cero, se demostré el Teorema Minimax de Von Neumann, el cual
fue de mucha ayuda para resolver otro teorema similar a éste, pero para
estrategias mixtas, se dedujeron férmulas para encontrar el valor del juego
y las estrategias éptimas. También se estudié un método mds sencillo para
resolver juegos matriciales usando Programacion Lineal, la cual se analizé en
el Capitulo 2 y se desarrollaron algunos ejemplos los cuales fueron resueltos
a través del programa MAPLE.

Como se mencioné anteriormente la teorfa de juegos tiene muchas apli-
caciones en diferentes disciplinas, de las cuales sobresale la Economia, por
esta razén se trabajé con un modelo econémico, el modelo input/output.
Inicialmente se hizo un anélisis de este modelo en su forma clasica usando la
metodologia propuesta por Leontief, después se analizé este mismo modelo
con la teorfa de juegos. El modelo en este contexto es conocido como modelo
de Von Neumann, en este caso se usaron los conceptos descritos en el Capi-
tulo 2 y se demostro6 que el problema planteado por Von Neumann es sencillo
de resolver en base a la Teorfa de Juegos. Finalmente se ejemplificaron estos
modelos considerando 18 sectores de la economia mexicana en el ano 2003. El
primero de ellos se desarrollé mediante la teoria del modelo de Leontief, en el
primer paso se calculé la matriz de coeficientes técnicos con la cual se observé
que todos los sectores eran productivos, ya que la suma de cada columna por
sector fue menor que uno. Después se calcul6 la matriz de Leontief, para pos-
teriormente determinar la matriz de coeficientes directos e indirectos. Como
el problema principal del cual se deriva el modelo de Leontief es saber cudnto
debe producir cada sector ante un cambio de la demanda final, se propusé
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un vector de demanda final diferente al establecido en la tabla original y se
encontré el nuevo vector de produccién, con este iltimo se obtuvieron las
nuevas entradas de la matriz de insumo/producto que representa lo que cada
sector debe producir, si la demanda cambiara. El segundo ejemplo fue de-
sarrollado usando la Teorfa de Juegos y en este caso se analizé un posible
escenario en donde se determiné una tasa de rendimiento p, la cual bajo los
supuestos del modelo debe coincidir con la tasa de interés. La conclusién de
este ejemplo fue que el valor de la tasa de rendimiento de 1.5 hace que los 18
sectores considerados presenten un equilibrio, para encontrar este valor fue
necesario realizar un programa en MAPLE.
En trabajos futuros se planea:

1.- Continuar trabajando en temas referentes a teorfa de juegos, ahora
enfocados a juegos dindmicos.

2.- Con respecto al problema estudiado en este trabajo de tesis se tiene
pensado considerar las matrices input/output con la totalidad de los
sectores que intervienen en la economia mexicana y de este modo tener
una mejor aproximacién de la tasa de rendimiento.
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3.2. Ejemplol

1. Matriz de insumo/producto

2. Matriz de coeficientes técnicos

3. Matriz de Leontief

4. Matriz de requerimientos directos e indirectos

5. Matriz nueva
3.4. Ejemplo 2

6. Matriz input

7. Matriz output
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