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Introducciéon

La relevancia de la teorfa matemética de ramificaciéon se debe a que trata con
uno de los procesos primordiales de la naturaleza: la reproduccion (véase [2]).

En este trabajo de tesis se hace un desarrollo acerca del Proceso de Ramificacion
de Galton-Watson (véase [9, 16, 17, 20]).

Los Procesos de Ramificacion suelen describir el comportamiento de una po-
blacién la cual estd compuesta generalmente por individuos (o particulas), las par-
ticulas o individuos de un sistema ramificado pueden ser de tipos muy diversos,
va que hay muchas poblaciones cuyos elementos pueden reproducirse, fragmentarse
o desaparecer. Por ejemplo: moléculas, genes, virus, células, bacterias, animales,
especies de animales, personas, apellidos, grupos étnicos, plantas, enfermedades,
lenguajes, religiones, por mencionar algunos (véase [7]). Por ello, las aplicaciones
de la teoria de ramificacién se encuentran en diferentes areas como lo son: gené-
tica, biologia, epidemiologia, medicina, economia, demografia, finanzas, fisica de
particulas, sociologia, etc, (véase [4, 7]).

En el Siglo XVIII se empezo6 con el desarrollo y uso de los Procesos de Rami-
ficacién con el libro de tres volimenes del investigador Thomas Malthus, titulado
"Essay onthe Principles of Population", en el cual Malthus relata el problema de
extincion de familias burguesas existentes en el lapso de dos siglos (1583-1783). El
primero en tratar de explicar el fenomeno relatado por Malthus fue el matemético
francés 1. J. Bienaymé (1796-1878), quien relaciond correctamente la probabilidad
de extincion con el promedio de hijos varones de cada individuo.

Posteriormente Galton y Watson, formularon en 1874 un modelo matemético
para el problema de extincién de familias, dicho modelo indica que el namero de
hijos que cada individuo tiene es independiente de su historia familiar y del namero
de hijos de los demés individuos, entonces el proceso {Z,} el cual indica el nimero
de individuos en la n-ésima generacion forma una cadena de Markov (véase [3, 10,
11, 18, 19, 20]).

Si los individuos tienen probabilidad positiva de morir sin dejar descendientes,
el sistema se puede extinguir en tiempo finito, es decir, a partir de algin instante
aleatorio ya no queda ningin individuo. Por ello, uno de los problemas principales
de la teoria es calcular la probabilidad de extincién del sistema.

Se tiene que una de las caracteristicas del Proceso de Galton-Watson es la dis-
tribuciéon de descendientes y el promedio de reproducciéon. En la practica, es de
interés estimar dichos parametros por lo tanto, es necesario aplicar técnicas esta-
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VI INTRODUCCION

disticas que permitan determinar dicha estimaciéon. En la tesis se aplica el método
de méaxima verosimilitud para la estimacion de los parametros de interés (véase
[8, 13, 14]).

Existe una forma de clasificar a los procesos de ramificaciéon de acuerdo a su
condicion critica, su parametro tiempo, el caso simple o miltiple de individuos (par-
ticulas), el caracter Markoviano y no-Markoviano. En esta tesis se hace el estudio
del caso Markoviano con tiempo y espacio de estados discreto.

También se puede considerar el caso en el que las poblaciones tienen distintos
tipos o grupos de individuos y cada uno de estos individuos puede generar descen-
dientes de todos los tipos que coexisten en la poblacién, dicho caso es llamado el
Proceso de Galton-Watson Multitipo.

En resumen, el trabajo de tesis se enfoca en los puntos siguientes: un analisis
de los conceptos importantes del Proceso de Ramificacion de Galton-Watson con
tiempo y espacio de estados discreto para que posteriormente se pueda generalizar
al caso multitipo. Una vez realizado este anélisis, se procede a trabajar con la
estimacion de los parametros importantes del Proceso de Galton-Watson y con
ayuda de simulacién mediante el software R se comparan.

La tesis se ha estructurado en cuatro capitulos, un apartado de conclusiones y
tres apéndices.

En el Capitulo 1, se dan algunas definiciones y resultados importantes los cuales
son utilizados en el desarrollo del tema.

En el Capitulo 2 se define el Proceso de Galton-Watson {Z,,}, a partir de esta
definicion se trabaja con su funcion generadora de probabilidades, sus momentos y
se calcula la probabilidad de extincion del sistema.

En el Capitulo 3 se estiman los pardametros probabilidad de descendientes y
promedio de reproducciéon mediante el método de maxima verosimilitud, ademas
se dan estimadores no-paramétricos de la probabilidad de extincién propuestos por
algunos autores, los cuales son comparados mediante una simulacion.

En el Capitulo 4 se revisa la teoria para el Proceso de Galton-Watson Multitipo
y posteriormente se analiza un ejemplo en el cual la teoria es utilizada.

Finalmente se escriben las conclusiones y se incluyen tres apéndices, el Apéndice
A en el cual se estudia la distribucion limite de {Z,,} cuando n tiende a infinito
para ello es importante analizar los resultados asintoticos del proceso (véase [6]),
posteriormente el Apéndice B en el cual se hace un desarrollo breve del Proceso
Markoviano de Ramificaciéon a Tiempo Continuo y se da un ejemplo que es usado en
el Capitulo 4 y finalmente el Apéndice C que incluye algoritmos de los programas
que fueron usados en esta tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

Se empieza por dar algunas definiciones y resultados importantes los cuales son
necesarios para el desarrollo del tema. En este capitulo se define una Cadena de
Markov y la clasificaciéon de estados, posteriormente se da la definicion de Martin-
gala (véase [3, 12]) y finalmente se da un resultado el cual es importante para un
caso que se veré en el Apéndice A.

1.1. Cadenas de Markov

Considérese un sistema que puede estar en cualquiera de un ntmero finito o
infinito numerable de estados. Sea S este conjunto de estados y supéngase que es
un subconjunto de los enteros. El conjunto S es llamado el espacio de estados del

sistema. Supongase que el sistema es observado en tiempo discreto t =0,1,2,...y
sea X; la variable que denota el estado del sistema en el tiempo ¢.

Sean Xy, X1,... variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad
comun.

Muchos sistemas (por ejemplo: inventarios, lineas de espera, entre otros) tienen
la propiedad de que dada la situaciéon actual, los estados pasados no tienen ninguna
influencia sobre el futuro. Esta propiedad es llamada la propiedad de Markov, y los
sistemas que cumplen esta propiedad se denominan Cadenas de Markov.

Definicién 1.1.1. Un proceso estocastico {X; : t =0,1,...}, con espacio de es-
tados discreto es una cadena de Markov, si cumple la siguiente propiedad:

P(Xt+1 - y|X0:x07X1:xla"'vthlzmtflaXt:x)
= P(Xf_;,_l:lef:ZE)

X0, L1y, i1, 2,y € S. Sea P(Xy1 =y | Xt = x) := P(x,y), P(x,y) es llamada
la probabilidad de transicién en un paso de la cadena.

Las probabilidades de transicién se pueden representar de forma matricial por:

3



4 PRELIMINARES

P(0,0) ... P(0,d)
P(d,0) ... P(d,d)
En este caso el espacio de estados es {0,1,2,...,d}.

Las probabilidades de transicién asociadas a los estados juegan un papel im-
portante en el estudio de las cadenas de Markov. Para describir con mas detalles
las propiedades de una cadena de Markov es necesario presentar algunos conceptos
y definiciones que se refieren a estos estados.

Definicién 1.1.2. Sea {X;,¢ > 0} una cadena de Markov con espacio de estados
S y funcién de probabilidad de transicion P. Se define el tiempo de alcance a un
estado y, como

T, =inf{t: X, =y}

Se define,
Pay =Py (T < 0),

como la probabilidad de que una cadena de Markov empiece en x y en algin tiempo
positivo se encuentre en el estado y € S. En particular p,, denota la probabilidad
de que una cadena de Markov empiece en y y que en algiin momento regrese a y.

Definicién 1.1.3. Un estado y es llamado recurrente, si p,, = 1. Es decir, si y es
un estado recurrente, una cadena de Markov empieza en y y regresa a y, en algin
momento, con probabilidad 1.

Observacion 1.1.4. Un estado y € S es absorbente si P(y,y) = 1. De esta forma
un estado absorbente es recurrente ya que

y por lo tanto, py, = 1.

Definicién 1.1.5. Un estado y es llamado transitorio, si py, < 1. Es decir, si y
es un estado transitorio, una cadena de Markov empieza en y y tiene probabilidad
positiva, 1 — py,, de nunca regresar a y.

A continuacién se hablara de otro proceso estocastico, las Martingalas. La pro-
piedad de Martingala (véase Definicion 1.2.2) expresa una relaciéon que se produce
en numerosos contextos, y se ha convertido en una herramienta bésica en la proba-
bilidad teorica y practica.



1.2. MARTINGALAS 5

1.2. Martingalas

La teoria de la probabilidad tiene sus raices en juegos de azar por lo cual es fre-
cuente interpretar resultados en términos de situacion de juegos. Sea { X1, Xs,...}
una sucesion de variables aleatorias, se puede pensar a X,, en este contexto como
la ganancia total después de n etapas en una sucesion de juegos.

Sea (€2, F) un espacio medible y T' un subconjunto de R o Z.

Definiciéon 1.2.1. Una coleccion de o—algebras {F;,t € T} C F, es llamada
filtracion si Fs C F; para todo s < t.

A continuacion se da la definicién de Martingala.

Definicién 1.2.2. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, {X,, : n=0,1,...}
una sucesion de variables aleatorias en (2, F, P), y {F, } una sucesion no-decreciente
de sub o—algebras de F; X,, se supone F,-medible. La sucesion {X,,} se dice ser
una martingala relativa a la filtracion F,, (alternativamente se dira que {X,, F,}
es una martingala) si cumple:

1. E]| X,, |] < o0, para cada n.

2. E[X,,, | Fu] = X,, para cada n con probabilidad 1.

En las mismas condiciones de la definiciéon anterior, si se cumple 1 y en lugar de 2
se verifica:

1. E[X,u11 | Fu] > X, para cada n con probabilidad 1, se dird que es una
submartingala.

2. EXp41 | Fn] < X,, para cada n con probabilidad 1, se dird que es una
supermartingala.

Definicién 1.2.3. Si {X,,:n>1} y {Y,:n > 1} son dos procesos estocasti-
cos entonces se dice que {X,, : n > 1} es una martingala (respectivamente super
o submartingala) con respecto a {Y;, :n > 1}, si {X,} es una martingala (res-
pectivamente super o submartingala) con respecto a {F, :n > 1} donde F,, =
g (Y17Y27 s 7Yn)

A continuaciéon se dan algunas propiedades elementales de las Martingalas, éstas
son de gran utilidad para las pruebas del Lema 1.2.4 y Teorema 1.2.5 los cuales
se enuncian posteriormente, y seran usados para la demostracion del Teorema de
Convergencia para Martingalas (véase [21]).

1. Si {X,, :n >1} es una martingala (supermartingala) con respecto a {Y,}
entonces E [ X, ,, | Yo,V1,...,Y,] = (<) X, para todo k > 0,
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2. Si {X,} es una martingala (supermartingala) con respecto a {Y,,}, entonces
para 0 < k < n se satisface

E[Xy] = () E[X4].
Lema 1.2.4. Si{X,, : n > 1} es una martingala y f una funcion conveza, enton-
ces {f(Xn),n > 1} es una submartingala.

Demostracion.

E[f (Xn-‘rl) | Y17Y27 s 7Yn]
(E(Xpnt1) | N1, Y2, ..., Y,])
(

O

Teorema 1.2.5. Si{X, : n > 1} es una submartingala no-negativa, entonces pa-
ra todos a,k > 0, se tiene que:

B [X]

P ({max(X1,Xs,...,X%) >a}) <
Demostracion. Se define al tiempo de paro

N {min{jZO;Xj >a} siX;>a, paraalgan j =0,1,...,k,

k siX; <a,para j=0,1,... k.
Note que max(X;, Xa,...,Xk) > a es equivalente a X > a. Por lo tanto,
P ({max(X1,X2,...,X) >a}) = P(Xy>a)
< E[Xn]
a
< B
a
pués N< k.

O]

Corolario 1.2.6. Sea {X, :n > 1} una martingala. Entonces para a > 0, se
satisface que:

1.
P({maz(| X1 |,...,| X |) > a}) < E”f"‘”,

2.
]

P({maz(| X1 |,...,| Xi ) > a}) < ——
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Demostracion. Para probar la parte 1, considérese la funcion ¢ (z) =| z | con
x € R la cual es convexa. En este caso se tiene, debido a que {X,,,n > 1} es una
martingala y usando el Lema 1.2.4, se tiene que {| X, |,n > 1} es una submartingala
no-negativa. Por el Teorema 1.2.5 se obtiene que

P ({max (| X1 |,...,| X& |)>a}>SM'

Para demostrar el inciso 2, considérese la funcién 1 (x) = 22 con x € R la cual

es convexa. Por otro lado, se tiene que {X,,,n > 1} es una martingala, se sigue de
nuevo por el Lema 1.2.4 que {X,QL, n > 1} es una submartingala no-negativa. Por lo
tanto,

2
P({max (Xf,-.-,Xi) >a2}) < E[jjk}’
es decir 2
Fll X
P({maz (| X1 |,..-,| Xi|) >a}) < %'

O

A continuacion se enuncia y se prueba el Teorema de Convergencia para Martinga-
las.

Teorema 1.2.7. Si {X,, n > 1} es una martingala tal que para algin M < oo
se satisface que E[| X, || < M para todo n, entonces con probabilidad 1, lim X,

n— oo
existe y es finito.

Demostracion. El teorema se prueba bajo la suposicion de que (E [X2]) estd
acotada, considérese la funcién f(x) = 22 con z € R la cual es convexa, se sigue
del Lema 1.2.4 que {X%,n > 1} es una submartingala, por lo tanto, (E [X,%]) es
no-decreciente. Como (E [X,ﬂ) esta acotada, se sigue que converge cuando n — co.
Sea.

n:= lim E[X2].

n—oo
Para probar que el limite de X, existe y es finito se probara que {X,,,n > 1} es, con
probabilidad 1, una sucesion de Cauchy. Es decir, se demuestra que con probabilidad
1
| Xtk — Xm| — 0,

cuando k,m — 0.
Ahora

P{| Xp+r — Xim |> €, para algink, m < n}
E [(Xern - Xm)Q} /€
= E[X2 ., = 2Xm4nXm + X2] /€2

m—+n

IN
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Pero

E [XmE [Xm-l-n | Xm]]
Blx2)].

Por lo tanto, se tiene que
P{| Xisk — X |> €, para algtink <n} < (E[X},,,] — E[X2]) /€%
cuando n — oo y recordando la definicion de 7 se obtiene

n-E[X2]

P{| Xpm+k — Xm |> €, para algink} < 5 ,

€

y por lo tanto,
P{| Xtk — X |> €, para algink < n} — 0,

cuando m — oo. De lo cual se concluye que con probabilidad 1, (X,,) es una sucesion
de Cauchy y por lo tanto, lim X, existe y es finito.
n—oo

O]

El siguiente es un Corolario inmediato del Teorema 1.2.7.

Corolario 1.2.8. Si {X,,,n > 1} es una martingala no-negativa, entonces con
probabilidad 1, lim X,,, existe y es finito.
n—oo



Capitulo 2

Proceso de Galton-Watson

En este capitulo se hace un analisis del Proceso de Galton-Watson (PG-W)
con tiempo y espacio de estados discreto, se da una definicion formal del proceso,
ademads se trabaja con sus funciones generadoras de probabilidades (f.g.p.) y sus
momentos, se dan dos ejemplos, uno de ellos se resuelve mediante la iteracién de
la f.g.p. y en el ultimo se usa un teorema el cual permite calcular la probabilidad
de extincién, cabe mencionar que para el primer método se realizé una simulacion
con el software Mathematica. El Proceso de Galton-Watson también se puede tra-
bajar con espacio de estados discreto y tiempo continuo el cual es conocido con
el nombre de Proceso de Ramificacion a Tiempo Continuo (véase Apéndice B), el
analisis de este proceso no es tan simple, pero se pueden obtener sus momentos y
la probabilidad de extincién (véase [9]).

2.1. Analisis del Proceso de Galton-Watson

Para introducir el Proceso de Galton-Watson, considérese un proceso que inicia
con un individuo, el cual constituye la 0-ésima generacién. Supdngase que sus hijos
forman la primera generacion, sus nietos la segunda y asi sucesivamente.

Se denota la variable aleatoria Z,, (véase Figura 2.1.1) como el namero de
individuos en la n-ésima generacién de una poblacién, se supone que Zy = 1, a
menos que se establezca lo contrario y

Zn = Z Xn—l,z'a (211)

para todon € N, donde X, ; es una familia de variables aleatorias e indica el nimero
de descendientes del i-ésimo individuo en la n-ésima generacion con P[X,, ; = k] =
pr para cualquier k,i € N, donde pgp1, ... € [0,1] tales que pr >0y > 7 pr = 1.
En este caso py es la probabilidad de que un individuo de la n-ésima generacion
tenga k hijos. Al proceso {Z,} se le llamara Proceso de Galton-Watson.

9



10 PROCESO DE GALTON-WATSON

Figura 2.1.1: Proceso Z,

Con toda la informacion anterior se puede obtener una probabilidad de transi-
cion para el proceso, la cual se denota con P(y, z) y representa la probabilidad de
que en la (n+ 1)-ésima generacion haya z individuos dado que en la generacion pa-
sada (n-ésima) la poblacién total era de y individuos. La probabilidad de transicion
para toda y, z,n € {0,1,2,...} esta dada por

P(y,Z) = P(Zn+1:z|Zn:y)

Yy
= PO Xpi=2)=p,
i=1

donde p%¥ indica la z-ésima componente de la y-ésima convoluciéon de p.

Observacion 2.1.1. En este caso la matriz de transicion est4d dada por

1 0 0
Pyt pi‘; p3'

S

A continuacién se da un ejemplo en el cual se ve de forma explicita la matriz
de transicion.

Ejemplo 2.1.2. Considérese un proceso de Galton-Watson cuyas variables alea-
torias X, ; ~ Poi(A) con A > 0. Primero se encuentran las probabilidades de
transicion para que posteriormente se pueda formar la matriz de transicién.
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Se tiene que

P(0,0) = 1lyparaP(0,n)=0,n>1,
1
)\n
— - _ A A
P(1,0) = P(;XH,Z—O)—e ypara P(1,n) =e n!,nZI,
3 (Ar+20)"
P(2,0) = PO Xni=0)=e M) ypara P(2,n) = e~ (1) 22 = 2,

i=1
n>1,

se prosigue de la misma forma para encontrar las demas probabilidades de transi-
cion. Asi, se tiene que la matriz de transicion para este ejemplo esta dada por:

1 0 0
e e M\ e*)‘)‘—2

2
67()\1+>\2) e*(}\lJr)\g) ()\1 + )\2) 67(/\1+)\2) ()\1";)\2)27

Lema 2.1.3. El proceso (Z,),,cy, €s una Cadena de Markov.

La demostracion del Lema 2.1.3 es directa de la definicion de Cadena de Markov.

2.2. La f.g.p. para el Proceso de Galton-Watson

Una herramienta importante para la investigaciéon de los procesos de ramifica-
cion son las funciones generadoras de probabilidades.

Definicién 2.2.1. La funcién generadora de probabilidades de la variable alea-
toria Xo1 := X se define como:

U(s) = s,
k=0

donde |s| < 1.
De esta forma la funciéon generadora de probabilidades para la variable aleatoria
Z,, esta dada por

para todo n € Ny.

Se supone que P(Zy = 1) = 1, de esta forma se obtiene la siguiente relacion

Yo (s) =Y P(Zy=k)s" =s.
k=0
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Notando que la variable aleatoria Z; se distribuye igual que la variable aleatoria
X, se obtiene que

Yi(s) =Y P(Z1 =k)s" = ¢(s).
k=0

Las iteraciones de la funcion generadora v (s) estan definidas por

Yo (s) = s, 1 (s) =1 (s), (2.2.1)

U1 (8) =0 [ ()], n=1,2,.... (2.2.2)

Se puede verificar que cada una de las iteraciones son una funciéon generadora
de probabilidades, y que las siguientes relaciones son una consecuencia de (2.2.1) y
(2.2.2)

'(/}m-i-n(s) = w’m [wn (8)] y My, = 07 17 27 ]

y en particular,

Unt1 (s) =t [¥ (5)] - (2.2.3)

Ahora, iterando la ecuacion (2.2.3) se obtiene el siguiente resultado:

Ynii(s) = Pn(i(s)) = n1(P((s))) = Yn-1(¢2(s))
= Pn2(P(th2(s))) = Yn-2(¥s(s)).

Siguiendo con este procedimiento por induccién se obtiene que para cualquier k €
{0,1,2,...,n}
Vn41(8) = Yn—k(Yr41(5)),

y si k=n —1 se tiene

Vnt1(s) = V(Pn(s)). (2.24)

A lo largo de este capitulo se toma en cuenta la siguiente suposicion: Ninguna de
las probabilidades pg, p1,... es igual a 1 y pg + p1 < 1. Por lo tanto, la f.g.p. ¥ es
estrictamente convexa en el intervalo unitario.

Note que Z,, (véase (2.1.1)) es medible ya que:
{Zn=k}=J{Znr =} {Xnra+ X124+ X1z, =k}
i=0

Lema 2.2.2. Si las variables aleatorias X,_11,Xn-12,..., son i.i.d entonces la
funcion generadora de probabilidades de Z,, estd dada por

Vz,(s) =¥z, (¥ (s)).
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Demostracion.

Yz, (s) = > PlZy=ks"
k=0
oo (oo}
= ZP U {Zn—l = Z} ﬂ {Xn—l,l + Xn—1,2 +...+ Xn—l,Zn,l = k} sk
k=0 i=0

= Z ZP [anl = Z} P [anl,l + Xn71,2 +...+ anl,znil = k‘] Sk
k=0 =0

= ZP[Zn,1 =]

= ZP [Zn—l = ’L] w(s) = ZP [Zn—l = Z] (T/’(S))Z
1=0 =0
= Yz, (¥(s))

hgE

PXy 11+ Xn124.. 4+ Xn-1,2, , =k] s

£
I

0

Del Lema 2.2.2 se puede obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.2.3. 1z (s) = ¥n(s), para todo n € N. Es decir, la f.g.p. de Z,, es la
n-ésima iteracion de (s).

Demostracion. Para n = 1, la afirmacion es verdadera por definicién. Paran € N,
se concluye por el Lema 2.2.2 que ¥z, , =Y o9z, =Y o, = Pni1.
]

2.3. Los momentos del PG-W

Los momentos del proceso, cuando existen, pueden ser expresados en términos
de las derivadas de 9 (s) en s = 1.
Lema 2.3.1. Sea

donde m es el promedio de reproduccion, o = Var[X] y supdngase que ambas son
finitas. Entonces

2, ,n—1m"—1
orfm"T = m#£ ],

no?,

E|Z,)=m" yVar|Z,] = {
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Demostracion. Notese que ¢/(1) = m y 02 = 9”(1) + m — m?. Derivando la
ecuacion (2.2.3) se tiene

V1 (8) = ¥ (¥ (5)) ¥ (5),

y si se toma a s = 1 se obtiene

Py (1) =4, (1) 9" (1).

Iterando de nuevo esta tltima relacion se tiene que

Vgr (1) =0 ()9 (1) = ¢,y (1) [ (1] = ¢, (1) [ (1))

hasta llegar a que

3

Y (1) = [ (D" (1) = [ ()"

Como la primera derivada de la funciéon generadora de X evaluada en uno es igual

a m entonces se tiene que
E[Z, 1] = m™,

Para obtener la Var[Z,1] notese que

Uo(1) =3 k(k = 1)P(Zy, = k) = B[Z}] - E[Zy] = B[Z2] — ¢, (1),
k=2

de esta forma véase que

Var(Zy) = v, (1) + ¢, (1) = (¥,(1))*. (2.3.1)

Ahora, derivando dos veces la ecuacion (2.2.4) se obtiene la siguiente relacion:
1"

Uni1(8) = 0" (Vn ()W ()2 + & (W (), (5),

evaluando en s = 1 se tiene

" 1"

Y (1) = 9" (D), (D] + 4 (1), (1),

sustituyendo

"

raa(l) = (0% +m? —mym® + my; (1)
= (@ +m®—mm® +m[(c®+m> —m)m* '+ mp, (1]
= (o +m? —m)(m*>™ +m? 1)

+m?[o? + m? — m)m2(n72) =+ mi/’;;—z(l)]

1"

— (02 + m2 _ m)(m2n + m2n—1 + m2n—2) + m3¢n—2(1)7

siguiendo la iteraciéon por induccion se llega a

"

Vpi1(1) = (0 +m* —m)(m*" + m*> '+ m? 2 4+ L+ m").
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Ahora, sustituyendo en (2.3.1) se obtiene

var(Zn11] = (62 +m? —m)(m*" +m* L+ m? T 4+ m")
Ll 202
= M 4+m T2 e mn)
+(mP 4T w4 )
C(m2 om0 L) ol 22
o2(m® +m? 4w L m)

_ 02mn(mn+mn l+mn 2+ +1)

Y por lo tanto se concluye que

ormn MLy ]
— m—1 )
Va/f'[Zn+1] - {02(71 + 1)7 m = 1.

O

De acuerdo al valor del promedio de reproduccién m, un Proceso de Galton-
Watson se puede clasificar de la forma siguiente:

a) Subcritico, si m < 1.

b) Critico, si m = 1.

¢) Supercritico, si m > 1.

En el Apéndice A se analiza el comportamiento asintotico de cada uno de los
casos anteriores.

2.4. La probabilidad de extincién

Considérese el problema originalmente propuesto por Galton, el cual fue en-
contrar la probabilidad de extincién del proceso {Z,, : n € N}. Para ello definase el
evento

o0
ext1nc1on = U

A continuacién se calcula
q := P [extincion],

como {Z,, =0} C {Z,+1 = 0}, se tiene por la propiedad de continuidad que

¢ = P||JZ.= 0]]
n=1
= lim P[Z, =0
n—oo

= lim ¢,(0) = lim g, donde g, := ¥, (0)
n—roo n—oo

= lim P [extincién en o antes de la generacion n].
n—r oo
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Teorema 2.4.1. Se tiene que para 0 < s < 1

lim ¥n(s) = q.

n—oo

Demostracion. Supongase que s < g, entonces

Y(s) <@ =aqyv(s)<q

Por lo tanto,

P2 (s) =P (P (s) <¥(g) = ¢

entonces
P2 (s) < q.

En general, continuando con este procedimiento se obtiene
/(/}n (S) S q,

de lo cual, para 0 < s < ¢

y como ¢, — ¢, cuando n — oo se obtiene que

Yn <s> —q-

Para finalizar este teorema se debe suponer que, ¢ < 1 para ver qué pasa en el
dominio ¢ < s < 1, para este rango se tiene

q=vY(q) <P (s) <s.

La ultima desigualdad se sigue del hecho de que la grafica de y = 9 (s) esta ba-
jo la diagonal del conjunto {s: ¢ < s < 1}. Ya que 1 (s) es no-decreciente, de las
desigualdades previas se obtiene

¥(g) =q<ta(s) <9(s) <s,

continuando de esta forma, para el caso general se obtiene

q<Yn(8) <Yno1(s) <... <Y (s) <s

Se concluye que v, (s) es no-creciente para g < s < 1.
Sea a := lim 1, (s). Supongase que para algin sg € (g,1) se tiene que a > g,
n—oo

entonces

V(o) = nlllglow (¢n (50)) = nliﬂgolbnﬂ (s0) =

y en el dominio (g, 1) se tiene que ¥ (s) < s.

Si 1 (s) es lineal entonces 1 (s) = s en (¢,1), pero entonces se deberia tener
que pr = 0 para k > 2y m < 1 entonces ¢ = 1, lo cual contradice la suposiciéon de
que g < 1. Si 9 (s) es no lineal, entonces por convexidad, ¥ (s) < s para s € (g, 1).
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Por lo tanto, se tiene que
qg<a<y(s) <so<l,

pero también
a=19(a),

lo cual contradice el hecho de que no hay soluciones de s = ¥ (s) en (g,1), esta
contradiccién surge debido a la suposicion de que a > gq.

O]

En seguida se da un método para calcular la probabilidad de extincién ¢ sin
tener que calcular las iteraciones de la f.g.p. ¥(s). Dicho método para resolver lo
anterior estd dado en el siguiente Teorema 2.4.2. Se supone que 0 < pg < 1 (si
po = Oentonces ¢ = 0 y si pg = 1 entonces ¢ = 1).

Teorema 2.4.2. Sim = E(Z;) <1 entonces g =1. Sim > 1, entonces ¢ <1y
es la unica solucidon no-negativa para la ecuacion

s =1(s), (2.4.1)
s < 1.

Demostracion. PASO1L.- Primero se prueba que ¢ es una solucion de la ecuacion
s=1(s), como
{Zn = 0} - {Zn-H = 0}7
se tiene que ¢, = P [Z, = 0] es una sucesion no-decreciente la cual converge a un
nimero real g € [0, 1].
Como

wn+1(8) = w(¢n(5))7

tomando a s = 0 se tiene que

Yn11(0) = ¥ (¥n(0)),

Tnt1 = Y(qn),
cuando n — oo y usando la continuidad de ¢(s), se obtiene
a=1(q).

PASO 2.- Se muestra que ¢ es la minima solucién de s = 9(s) en [0, 1].
Supongase que 7 es cualquier solucion de la ecuacion s = 1(s), satisfaciendo
0 <r <1, entonces como

y por lo tanto,
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g2 = ¥2(0) < Y(r) =1

En general se obtiene que
Q'Il S r?

tendiendo n a oo, se tiene que g < r, mostrando de esta forma que g es la solucion
minima en [0, 1].
PASO 3.- Como py, es la densidad de Z7, se tiene que

Y (s) =po +p15+pas®+...

' (s) =p1 +2pas+....

Por lo tanto

¥ (0) =po, ¥ (1) =1,

limy' (s) = p1 +2p2 + ... =m.
s—1
Supoéngase primero que m < 1. Entonces

lima)’ 1
s <t
como ’(s) es no decreciente en s, 0 < s < 1, se concluye que ¢’ (s) < 1 para
0<s<1.

Supongase que m = 1y P(Z; = 1) < 1 entonces P(Z; = n) > 0 para algin
n > 2. Por lo tanto, ¢’ (s) es estrictamente creciente en s, 0 < s < 1. Como

. 12 _

nuevamente se concluye que ¢’ (s) < 1, para 0 < s < 1.

Ahora supongase que m < 1y P(Z; = 1) < 1. Se ha demostrado que ¢’ (s) < 1
para 0 < s < 1. Por lo tanto,

d
LW () —5) <0,
0< s < 1, como ¢ (1) — 1 =0 se tiene que ¥ (s) —s > 0,0 < s < 1, y por lo tanto,
(2.4.1) no tiene raices en [0,1). De lo cual se concluye que ¢ = 1.

Ahora supongase que m > 1, entonces

limy' (s) > 1,

s—1

por la continuidad de ¢’, existe sq en el intervalo (0, 1) tal que para toda s € (s, 1),
¥’ (s) > 1y por el Teorema del Valor Medio se tiene que

¢ (1) =¥ (s0)

> 1,
1750
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como ¥ (1) = 1, se concluye que 9 (s9) — so < 0.

Ahora, ¥ (s)—s es continua en s y no-negativa en s = 0, entonces por el Teorema
del Valor Intermedio se va a tener un cero en g € [0, s9). Por lo tanto, se afirma que
se tiene una raiz en q.

Por dltimo se demostrara que existe una sola raiz. Supongase que existe otra
raiz ¢; entonces la funcién ¢ (s) — s vale cero en ¢, en ¢; y en 1. Por el Teorema de
Rolle la primera derivada tiene al menos dos raices en (0, 1) . Aplicando nuevamente
el Teorema de Rolle su segunda derivada " (s) tiene al menos una raiz en (0, 1).

Pero si m > 1, entonces al menos uno de los niimeros ps, ps, . . ., €s estrictamente
positivo y por lo tanto

V" (s) = 2p2 + 6pss + ...,

no tiene raices en [0,1). Esta contradiccién muestra que s = 9 (s) tiene una tnica
raiz en [0,1).

O

Observacion 2.4.3. Se puede dar el caso en el que las hipotesis del Teorema de
Banach del punto fijo se cumplan, es decir, se necesita saber que la funcién genera-
dora de probabilidades ¥ es una funcion contractil (| (z) — ¥ (y)| < a |z — y| para
algin a € (0,1) y ,y € Dom ), entonces de esta forma se tiene por el Teorema
de Banach que 1 admite un tnico punto fijo.

2.5. Ejemplos

Los siguientes ejemplos son en base a lo que se ha visto hasta este momento, el
objetivo es mostrar una aplicacion de los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2.

Ejemplo 2.5.1. Considérese una poblacion que se desarrolla segin un Proceso
de Galton-Watson, bajo una ley de reproduccién inicial Geométrica con parametro
r € (0,1). El primer método que se utiliza es el del Teorema 2.4.1, entonces se
empieza por calcular la f.g.p. para la distribucién Geométrica (véase 2.5.1),

r

P(s) = T—s(1—r) (2.5.1)

Posteriormente, se calculan las iteraciones de la f.g.p., para dicho calculo se imple-
ment6 un programa en el software Mathematica (véase Apéndice C), cuyo algoritmo
que se utiliza para su realizacion es el siguiente:

1. Dar un valor y error inicial (zg,eg) .
Generar las iteraciones en base a la f.g.p. (z; = F [r,-1]).

Obtener los errores de aproximacion.

- W

Si el error obtenido es menor que el error inicial, se imprime a (2;) y termina.
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5. Si no, regresar al paso 2.

Cabe mencionar que dicho programa ademas de calcular las iteraciones de la f.g.p.
también calcula la probabilidad de extincion.

Los datos que se obtuvieron cuando se implement6 el algoritmo antes mencio-
nado al software Mathematica son (véase Cuadro 2.1):

Cuadro 2.1: Tteracién de la f.g.p. para la distribucién Geométrica
r

0.2 ] 0.2380
0.5 | 0.99012
0.7 | 0.99995
0.9 | 0.99999

Posteriormente se muestra la grafica que representa a la funciéon generadora de
probabilidades de la distribucion Geométrica cuando r = 0.2 (véase Figura 2.5.1),
donde la linea azul es la funcién identidad y la roja es la grafica de la f.g.p..

Figura 2.5.1: Probabilidad de extincion g = 0.2380, cuando r = 0.2
/7

02—

Para el caso cuando r = 0.9 la gréfica de la f.g.p. es la siguiente (véase Figura
2.5.2):

Figura 2.5.2: Probabilidad de extin

cion ¢ = 0.99999, cuando r = 0.9

08
06
04l

02

Enseguida se va a calcular la probabilidad de extincién usando los mismos datos,
con la diferencia de que ahora se aplica el resultado del Teorema 2.4.2, para ello se
procede de la siguiente forma:
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= Primero se calcula F(Z;) = m para la distribucion Geométrica(r) donde r

toma los valores 0.2, 0.5, 0.7 6 0.9.

= Una vez calculada m, se aplica el Teorema 2.4.2 es decir, si m < 1 entonces
g =1y sim > 1 seresuelve la ecuacion s = 9(s), conociendo que la f.g.p. es
la misma que (2.5.1) para la distribucion Geométrica.

Se tiene el siguiente Cuadro 2.2 en el cual se ilustra lo descrito anteriormente.

Cuadro 2.2: Teorema 2.4.2

’ r m q
02| 4 | 025
05| 1 1
0.7 | 42 1
09| .11 1

Las graficas de la f.g.p. en este caso serian las mismas que se presentaron an-
teriormente, cuando r = 0.2 (véase Figura 2.5.1) se puede observar en esta figura
que la grafica de la f.g.p. esta por abajo de la funcion identidad y que hay una raiz,
caso contrario cuando r = 0.9 (véase Figura 2.5.2) donde se ve que la gréfica de la
f.g.p. esta por arriba de la funcion identidad.

Se tiene que utilizando los dos métodos para calcular la probabilidad de ex-
tincion ¢, es decir en base al calculo de las iteraciones de la f.g.p. (Teorema 2.4.1)
y usando el Teorema 2.4.2 se puede observar que el valor de la probabilidad de
extincion para los dos casos son muy aproximados.

Ejemplo 2.5.2. El siguiente ejemplo es analogo al Ejemplo 2.5.1, con la dife-
rencia de que ahora se considera una poblacién cuya ley de reproduccién inicial es
Poisson(\) donde A € (0,00). Se tiene que la f.g.p. para la distribucion Poisson es
la siguiente (véase 2.5.2)

Y (s) = e N9, (2.5.2)

Se calcula la probabilidad de extincion usando el método de las iteraciones de
la f.g.p. para encontrar a éstas se usa el algoritmo dado en el Ejemplo 2.5.1 y se

obtienen los siguientes resultados para la probabilidad de extincion ¢ (véase Cuadro
2.3):

Cuadro 2.3: Tteracion de la f.g.p. para la Poisson

(A ] a
0.3 | 0.99997
2 | 0.203256

5 | 0.006977
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Se muestra la grafica de la f.g.p. para la distribuciéon Poisson cuando A = 0.3
(véase Figura 2.5.3), en la cual la linea azul representa la funcion identidad y la

roja es la gréfica de la f.g.p.,

Figura 2.5.3: Probabilidad de extincion ¢ = 0.99997, cuando A = 0.3

06

04

02t

08 _—

la gréfica de la f.g.p. cuando A = 2 es la siguiente (véase Figura 2.5.4).

Figura 2.5.4: Probabilidad de extincion ¢ = 0.203256, cuando A = 2

08

06

04

02t __

Enseguida se calcula la probabilidad de extincion usando los mismos datos, con
la diferencia de que ahora se aplica el resultado del Teorema 2.4.2, se procede de la

siguiente forma:

= Primero se calcula E(Z;) = m para la distribucién Poisson(\) donde A =

0.3,265.

= Una vez calculada m, se aplica el Teorema 2.4.2 es decir si m < 1 entonces
g =1y sim>1seresuelve la ecuacion s = 9(s), conociendo que la f.g.p. es

la misma que (2.5.2).

Como consecuencia de lo anterior se tiene el siguiente Cuadro 2.4

Cuadro 2.4: Teorema 2.4.2

’ Al m q
03103 1
2 2 ] 0.203188
5 5 | 0.006977
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Se puede concluir como en el Ejemplo 2.5.1 que los valores de la probabilidad
de extincion en base a los dos métodos son muy aproximados.

Se observa que para el caso del Ejemplo 2.5.1 en el cual se trabaja con la
distribucién Geométrica, calcular la probabilidad de extincién seria méas facil usando
el Teorema 2.4.2 ya que la ecuacion que se debe resolver es una funcion cuadréatica.
Sin embargo, para el Ejemplo 2.5.2 para la distribucion Poisson utilizar este método
manualmente seria mas complicado y es necesario recurrir a la implementacion de
algoritmos computacionales.
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Capitulo 3
Estimacion

La teoria de muestreo puede emplearse para obtener informacién acerca de
muestras obtenidas aleatoriamente de una poblaciéon conocida. Sin embargo, desde
un punto de vista préactico, suele ser mas importante el ser capaz de inferir infor-
macién acerca de una poblacién a partir de muestras de ellas. Dichos problemas
son tratados por la inferencia estadistica que utiliza principios de muestreo. Un
problema importante de la inferencia estadistica es la estimacion de parametros
poblacionales o simplemente parametros (como la media y la varianza poblaciona-
les), a partir de los estadisticos muestrales correspondientes o estadisticos (como la
media y varianza muestral). Entonces se dice que la estimacion es un conjunto de
técnicas que permiten dar un valor aproximado de alguno de los parametros de una
poblacién a partir de los datos proporcionados por una muestra.

Un posible enfoque consiste en considerar que la funcién de densidad que se
desea estimar pertenece a una determinada clase de funciones parameétricas, por
ejemplo a algunas de las distribuciones cléasicas: Normal, Exponencial, Poisson, etc.
Dicha suposicion usualmente se basa en informaciones sobre la variable que son
externas a la muestra, pero cuya validez puede ser comprobada con posterioridad
mediante pruebas de bondad de ajuste. Bajo esta suposicion la estimacién se reduce
a determinar el valor de los pardmetros del modelo a partir de la muestra. Esta
estimacion es la que se denomina estimacion paramétrica de la densidad.

En los métodos no paramétricos (véase [22]) se hace inferencia acerca de la
distribucién o los parametros de la cual provienen las observaciones, sin hacer su-
posiciones especiales acerca de la forma de la distribucion, es decir, la estimacion
no paramétrica permite que los datos determinen de forma totalmente libre, sin
restricciones, la forma de la densidad que los ha de representar.

3.1. Estimacion de los parametros del PG-W

El propoésito de este capitulo es considerar el problema de estimaciéon de los
diversos parametros del Proceso de Galton-Watson, a saber: estimacion de la media

25
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m, estimaciéon de la probabilidad de extincién ¢ y la probabilidad de descendientes
Pk-

El Proceso de Galton-Watson se caracteriza por la distribucion de descendientes
pr v por el promedio de reproduccién m; para calcularlos se usa la estimacion via
maxima verosimilitud.

Sea pr, Kk =0,1,... la distribucién de descendientes, supongase que se observa
el proceso Z,, hasta la generacion n, es decir, las variables aleatorias:

(X, l=0,1,....n—Li=1,...,2Z}.
Sea

Z
k)= Tx=k),
=1

k>0,0<!<n-1,donde Z;(k) representa el nimero de individuos de la {—ésima
generacién con exactamente k descendientes. De esto se deduce que:

Teorema 3.1.1. Sea {Z,} un Proceso de Galton-Watson. El estimador de mdi-
ma verosimilitud de py, para k > 0, basado en

{Zy(k):1=0,1,...,n—1;k=0,1,...}

es

. zy‘&z(k)
O Y Zi(k)

Demostracion. La funcién de verosimilitud basada en las observaciones Z; (k),
7=0,1,...,n— 1 estd dada por
n—1
L = [[PZi=21%=2),

J=0

donde la distribucion conjunta de Z; (k), k =0,1,... dado Z; es
P(Z;1==z; Z; =
(Zj+1 = zj41 | Zj = 2j) Hk Olk Hp

con Y po ik = 2.
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Tomando logaritmo a la funcion de verosimilitud se obtiene

InL =

27

Para determinar el valor que maximiza la funcion InL se utiliza el método de los

multiplicadores de Lagrange.
Sea

donde p:=(py : k=0,1,...)

n—1 oo
) =Y (npg) Z; (),
j=0 k=0
, sujeta a:
gp)=> =1,
k=0

se empieza por construir la funciéon de Lagrange

H(p,\) = f(p)—2Ag(p)

(Inpy) Z; (k) — A

>

j=0 k=0

()

con A # 0. Derivando la funcién de Lagrange respecto a p y A e igualando a cero

se tiene

de la ecuacion (3.1.1)

OH (p) _ ”i Zithy

dp par i

OH (p) B
a)\ —I;pk 1—0

1n—l
— Zi (k) =X
POl

=0

(3.1.1)

(3.1.2)
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entonces

de la ecuacion (3.1.2)

S X0 Zj (k)
Pr = \

M8

:1,

£
I
o

entonces
oo n—1

A=) > 7k,

k=0 j=0
y por lo tanto
5 — Z_:;;ol Z;(k) .
Z?:o 220:0 Zj(k)

O

Observacion 3.1.2. El estimador de méxima verosimilitud pr es un estimador
intuitivamente razonable porque estima la probabilidad de que un individuo dé lugar
a k descendientes por la proporcion relativa de progenitores con k descendientes.

Ahora se quiere estimar el promedio de reproduccion m (véase Seccion 2.3),

para esto nétese que
o0
m="_kpk,
k=0

utilizando Py , se puede estimar a m, de la forma siguiente
= ST L)
im0 22j=0 2k=0Zj(K)
St X ks (k)
Y10 Yoo Zik)
Y020 Zia (k)
S im0 Yo Zi(k)’

es decir m es el nimero total de hijos dividido por el niimero total de progenitores.

Otro de los parametros importantes para el Proceso de Galton-Watson es ¢ el
cual representa la probabilidad de extincion.

A continuaciéon se proponen estimadores no paramétricos de la probabilidad
de extincion del Proceso de Galton-Watson. Dichos estimadores los cuales son pro-
puestos por Martin-Andrés (véase [13]), Crump y Howe (véase [14]) son comparados
mediante simulacion.
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Sean Z,, Z.11,...,Z; los tamanos de las generaciones sucesivas r,r + 1,...,1,
observadas en donde se supone que Z; > 0. También se supone que m > 1, pués de
otra forma la poblacion se extingue con probabilidad uno.

Crump y Howe (véase [14]) proponen como estimador no-paramétrico de ¢ el
siguiente:

G1=exp{-2(m—1)/6°}, (3.1.3)

con

donde 62 es un estimador de o2 que corresponde aproximadamente a una varianza
de la muestra. De modo que para conocer a ¢;, hacen falta al menos tres generaciones
sucesivas, donde m es el estimador del promedio de reproducciéon que se calculd
anteriormente.

Martin-Andrés (véase [13]) propone como estimador de ¢ (para el caso general
en que Zg = t, donde t indica el namero de individuos con el que inicia el proceso),

el siguiente
= (14 71 B
= Zy — pri! 7

y, cuando t = 1:

G = (Z—m') [ (Z - 1). (3.1.4)

3.2. Comparaciéon de estimadores por simulaciéon

Para la comparaciéon de los estimadores del parametro g presentados en la Sec-
cion 3.1 se implement6 un programa en el software R (véase Apéndice C), para
una poblacion que tiene distribucion Poisson (A) donde A = 1.362. Para ello se to-

man las realizaciones Z,., Z,1, ..., Z; las cuales son los tamanos de las generaciones
sucesivas 7,7 + 1,...,[, observadas.
Entonces, tomando una muestra de tamano n = 100, para r = 6, [ = 10,

conociendo que la poblacion se distribuye de acuerdo a una Poisson con parametro
A = 1.3, se tiene que m = 1.3 y calculando la probabilidad de extincién usando
el Teorema 2.4.2 en el cual se obtuvo que g = 0.52. Posteriormente se calculan los
estimadores §¢; (véase (3.1.3) ) y Go (véase (3.1.4)), y finalmente se calcula la raiz
del error cuadrado medio para ambos estimadores (véase Cuadro 3.1):
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Cuadro 3.1:
Raiz del error cuadrado medio
q1 | 0.61 0.093
g2 | 0.69 0.174

Para r = 10, | = 20, m = 1.3 y ¢ = 0.52, se obtuvieron los valores para los
estimadores ¢ y ¢2 con raiz del error cuadrado medio respectivamente mostrados

en el Cuadro 3.2:

Cuadro 3.2:
Raiz del error cuadrado medio
g1 | 0.59 0.075
g | 0.88 0.364

Para r = 6, | = 10, cuya poblacién tiene una distribucién Poisson con A = 2 se
tiene que m = 2 y ¢ = 0.36, se obtuvieron los siguientes resultados véase Cuadro

3.3:
Cuadro 3.3:
Raiz del error cuadrado medio
qr | 0.37 0.0067
g2 | 0.66 0.303

Para r =10, I = 20, m = 2 y q¢ = 0.36, los resultados son los siguientes véase

Cuadro 3.4:
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Cuadro 3.4:
Raiz del error cuadrado medio
q1 | 0.44 0.086
g2 | 0.59 0.232

Se puede observar en los cuadros anteriores que el estimador ¢; fue mejor es-
timador que el estimador ¢», al menos para una poblacién que se distribuye de

acuerdo a una Poisson con A = 1.3 6 2.
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Capitulo 4

Proceso de Galton-Watson
Multitipo

Un primer paso en la generalizacién del Proceso de Galton-Watson es la consi-
deracion de los procesos que involucran varios tipos de individuos.

El objetivo de este capitulo es considerar poblaciones con distintos tipos o
grupos de individuos, cada uno de estos individuos puede generar descendientes
de todos los tipos que coexisten en la poblacion, se hace un desarrollo acerca del
Proceso de Galton-Watson Multitipo (PG-WM) y, finalmente se analiza un ejemplo
en base a esta teoria.

4.1. Andalisis del PG-WM

Para analizar el Proceso de Galton-Watson Multitipo es necesario introducir
notacion, definiciones y algunos resultados importantes.

Notacion: T denota el conjunto de todos los vectores k-dimensionales cuyos
componentes son enteros no-negativos. e;, 1 < i < k, denota el vector cuyo i-ésimo
componente es 1 y cuyos otros componentes son 0.

Definicién 4.1.1. El Proceso de Galton-Watson multitipo (o vectorial) es un
vector temporalmente homogéneo del proceso de Markov Zg, Z1, Zo, . . ., cuyos es-
tados son vectores en T'. Se supondré que Zg es no aleatorio. Se interpreta a Z!,
el i-ésimo componente de Z,,, como el nimero de objetos de tipo ¢ en la n-ésima
generacion.

La ley de transicién para el proceso es como sigue. Si Zg = e;, entonces Z;
tiene la funcién generadora

V(51,0 .., 88) = Z P (re, .. TR) ST s, (4.1.1)
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Is1|,|s2],--.,|sk] < 1, donde p’(ri,r2 ...,7) es la probabilidad de que un ob-
jeto de tipo ¢ tenga ri hijos de tipo 1,...,r; de tipo k. En general , si Z, =
(r1,7r9,...,7%) € T, entonces Z, 11 es la suma de r1 +ry+. . .+ 7 vectores aleatorios

independientes, donde r; tiene la funcién generadora 1!, ry la funcién generadora
Y2, ..., la funcién generadora ¥*.

Definicién 4.1.2. La funcion generadora de probabilidades de Z,,, cuando Zg =
e;, es denotada por

w;(slw-’sk):?ﬁi(s),

i=1,...,k,n=0,1,.... Entonces, 1! es la funciéon )¢ de la ecuacién (4.1.1). El
vector (¢! (s),...,9" (s)) se denota por 9 (s).

Directamente de lo anterior, se puede deducir el siguiente Teorema

Teorema 4.1.3. Las funciones generadoras de probabilidades 1! son funciones
iteradas, definidas por las relaciones

Yhi(s) = ¢ [Uh(s),...,vn(s)], (4.1.2)
Yo (s) = s

n=0,1,...,i=12 ... k.
En forma vectorial se tiene que

’lpn-&-N (S) = "pn ["pN (S)] )
n,N=01,2,....

Definicién 4.1.4. Sea M=(m;;) la matriz de primeros momentos,

; oi(1,...,1)
mlj:E<Z{|Z0:62> :T,
i,7 = 1,...,k. M es la matriz del niumero esperado de progenitores de todos los

tipos de individuos. Se supondra que todos los primeros momentos m;; son finitos y
no todos iguales a 0. Mediante el uso de la regla de la cadena en (4.1.2), se obtiene
que E(Zp41 | Zy,) = Z, M.

En forma més general,

E(Znin | Zy) = ZyM". (4.1.3)

Los siguientes son resultados basicos de la teoria de Perron-Frobenius de matri-
ces positivas (véase [1]). Esta teoria demuestra que la iteracion de matrices regulares
no-negativas pueden ser aproximadas usando las potencias del valor propio domi-
nante de la matriz, lo cual demuestra que son positivas. Como una consecuencia de
ello, las propiedades asintoticas del Proceso de Galton-Watson Multitipo en el caso
regular positivo pueden ser expresadas usando las potencias de esos valores propios.
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Definicién 4.1.5. Un vector 6 matriz positiva, no-negativa 6 0 es llamada asf si
todos sus componentes tienen esas propiedades. Si u y v son vectores o matrices,
entonces u > v (u > v) significa que u — v es positiva. Se usa signos de valor
absoluto que encierran un vector 6 matriz para denotar la suma del valor absoluto
de los elementos; por lo tanto, |Z,| = >, |Z}|, donde |Z,| indica el nimero total
de individuos en la n-ésima generacion.

Teorema 4.1.6. Sea M una matriz no-negativa de orden k, tal que MY es positiva
para algin entero positivo N. FEntonces M tiene una raiz positiva p la cual es
simple y mayor en valor absoluto que cualquier otra raiz positiva; p corresponde
a los wvectores propios por la derecha y por la izquierda p = (uz) yv = (1/"),
1 = 1,2,...,k, los cuales son los tinicos vectores propios no-negativos. Por otra
parte, se tiene que:

M" = p"M; + M7, (4.1.4)

n=12,..., donde M = (/ﬂui), con la normalizacion > u‘vt = 1. Por lo tanto,
M;M; = M;. Ademds

L] M1M2 = MQMl =0.
= [M3| = O (™) para cualquier «, 0 < o < p.

. , r
m Para cada r, 1 <r <k, se tiene 1@}2 ijl m; < p.

= Si j es un entero positivo entonces p’ corresponde a M7, s6lo cuando p
corresponde a M.

Definicioén 4.1.7. Un proceso de Galton-Watson Multitipo es llamado positiva-
mente regular o irreducible si MY es positiva para algin entero positivo N.

Se puede observar como en el Capitulo 2 que los estados del proceso diferentes de
cero son transitorios.

El estado z es transitorio si P(Z,, = z para algin n =1,2,... |Zo=2) <16
equivalentemente si P(Z,, = z infinitamente frecuente | Zo = z) = 0.

Definicién 4.1.8. Un proceso de Galton-Watson Multitipo es llamado singular si
las f.g.p. ¥ (51,...,8%), 02 (51,...,8k),...,9* (51, 52,...,5;) son todas lineales en
S1, 82, .., Sk, con términos no constantes; es decir, cada objeto tiene exactamente
un individuo.

Teorema 4.1.9. Supdngase que el proceso es positivamente reqular y no singular,
y suponga que z € T, z # 0. Entonces P(Z,, = z infinitamente frecuente) = 0.

Probabilidad de extincion
El valor propio p de la matriz M = (m;;) juega un rol similar al de la esperanza
m utilizada en el Capitulo 2, para determinar si la extincién ocurre.
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Definicion 4.1.10. Sea ¢’ la probabilidad de extincién si inicialmente existe un
objeto de tipo i, ¢t = 1,2,...,k, es decir,
q' = P(Z, =0 paraalginn | Zo = e;).

El vector (q*,q%...,¢%) es denotado por q. Sea 1 denotando el vector
1,1,...,1).

Ahora se enuncia un Teorema el cual indica la generalizacion del Teorema 2.4.2
del Capitulo 2.

Teorema 4.1.11. Supongdse que el proceso es positivamente reqular y no singu-
lar. Si p <1, entonces q =1. Si p > 1, q satisface la ecuacion

qa=1v(q). (4.1.5)

Demostracion. Del Teorema 4.1.9 se sigue que si N es algtin ntmero positivo
entonces

P (Z, = z infinitamente frecuente) = P ( lim sup{Z, = z})
n—oo
oo
= Pl U N{Z=2]|=0,
n=1k>n

existe n > 1 tal que para todo k > n: Zj = z, entonces
P(0<|Z,| < N para una infinidad de valores de n) = 0.

Por lo tanto, P(|Z,| — 0) + P (|Z,,| — o0) = 1. Ahora de (4.1.3), del Teorema
4.1.6 y la suposicion de que p < 1 se sigue que E (|Zy,|) es una funcién acotada de
n. Por consiguiente P(|Z,,| — o) = 0 y por lo tanto, P(|Z,,| — 0) = 1, probando
de esta forma el caso cuando p < 1.

Suponga que p > 1, se tiene que

Yy (0) =, (¥ (0)), (4.1.6)
n, N =0,1,2,.... Por otra parte, al igual que en el caso simple del Capitulo 2, se
tiene que 9! es no-decreciente en n y que se aproxima a ¢*, i = 1,2,..., cuando

n — 0o. Tomando a n = 1 en la ecuacion (4.1.6) y N — oo, se tiene que la ecuacion
(4.1.5) se satisface.
O

4.2. Ejemplo del PG-WM

En 2009 fue identificada una nueva cepa de influenza A (HIN1) la cual caus6 una
pandemia mundial (véase [5, 15]). En el presente estudio se examina la probabilidad
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de extincion de la pandemia Influenza A(H1N1), dicho estudio se basa en datos de
Meéxico (véase [5]).

Se emplea la teoria del Proceso de Galton-Watson Multitipo para aproximar
la probabilidad de extinciéon de la rama de la infeccién que se deriva de un solo
indice de casos. Considérese una poblacién muy grande la cual es completamente
susceptible, dividida en dos subpoblaciones, ninos y adultos.

Por simplicidad se ignorard inmunidad pre-existente entre adultos. En este ca-
pitulo, se denota a los ninos como tipo 1 y los adultos como tipo 2.

Sea v; (i =1,2) la tasa de recuperacion de individuos infectados de tipo i y
Bi; (1 <14,j <2) la tasa de natalidad (es decir, la tasa de una nueva infeccién) de
individuos infectados de tipo ¢ causado por un individuo infectado particular de
tipo j durante la etapa inicial de una epidemia.

Se supone que el tiempo de generacion tiene una distribucién exponencial, y
por lo tanto, R;; = B;;/7; - Se supondra que la edad de la matriz de la siguiente
generacion R;; se atribuye completamente a la tasa de infeccién 3,5, y por lo tanto,
el periodo de infeccién ; se supondra que es una constante v, independiente del
tipo de huésped.

El vector aleatorio Z, = (Z}lZﬁ) representa el nimero de ninos y adultos
respectivamente infectados de la poblaciéon en la n-ésima generacion; se considera
al proceso {Z,} como un proceso de ramificacion Multitipo. Suponiendo que un
individuo de tipo j tiene probabilidad p’ (r = 71,72) de infectarse, en la siguiente
generacion, r, ninos y ro adultos, se define a la funciéon generadora de probabilidades
como

W (s1,82) = > _p! (r1,72) 81552, (4.2.1)

j = 1,2. Se tiene por la ecuacion (4.2.6) (véase Apéndice B) que la funcion 7 (s)
con un tiempo de generacion distribuida exponencialmente esta dada por

J(s) — 1) , 4.2.2
v Vi Sones Brg (1= 58) (122)

para j = 1,2. Puesto que v; se supone que es independiente del tipo de huésped j,
M :=R;; = i /7, v; = con j = 1,2 entonces (4.2.2) se simplifica a

1
- 1+R1j(17.§1)+R2j(1782)-

W7 (s)

Las ramas de las infecciones, {Z,}, que se deriva del indice de casos iniciales llegan
a extinguirse con probabilidad 1 si y soélo si el valor propio dominante de M es
menor que o igual a la unidad, es decir, p (M) < 1.

Sea ¢' la probabilidad de extincién dado que un individuo particular infectado
de tipo i se introduce en la poblacién. De acuerdo al Teorema 4.1.11 si p > 1 la
probabilidad de extincion es la raiz no negativa de las ecuaciones

¢ =7 (q),
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j = 1,2. Como es usual en los modelos de procesos de ramificacion, cada uno de
los casos secundarios de tipo ¢ generado por un caso primario se convierte en un
antepasado de un subproceso independiente (el cual se reinicia con un individuo
de tipo i) comportandose idénticamente entre los del mismo tipo i. Debido a este
caricter multiplicativo, se tiene que la probabilidad de extincién es

2
p(a) = H {g™, ¢},

donde a=(a1, az).

En la poblacién de dos huéspedes, es decir, una poblacién compuesta de ninos
y adultos, las probabilidades de extincién dado un solo nino o la persona adulta
infectada, g1 y ¢o satisfacen

1
1 _
7 1+Rin(1—q1)+ R (1—qo)’
1
)

. 4.2.3
1+ Ria(1—q1) + Ra2(1—qo) ( )

En otras palabras, dada la matriz de la siguiente generacién M, el problema de
calcular la probabilidad de extincién dado un cierto namero de individuos infectados
de tipo i y j en la 0-ésima generacion es reemplazado por el problema de resolver dos
ecuaciones cuadraticas con dos parametros desconocidos. Existen cuatro posibles
combinaciones de las soluciones para (4.2.3) incluyendo nimeros complejos, pero
iterativamente so6lo se encuentran los ntmeros reales no-negativos en el rango de
0 < ¢',¢? < 1, excepto para la combinacion (¢*,¢%) = (1,1).

Se tiene que para encontrar la probabilidad de extinciéon de ¢! y ¢ para la
pandemia A(HIN1), se usan estimadores publicados de la matriz M para México

(véase [5])
1.41 0.34
M= (0.35 0.87) ’

el valor propio de la matriz M estimado es de 1.58, es decir p (M) > 1 lo cual indica
que la infeccién no se extingue con probabilidad 1. Entonces, por el Teorema 4.1.11
se procede a resolver las ecuaciones (4.2.3) simultaneamente con la informacion
anteriormente obtenida y resulta que

¢t =060y ¢*>=0.72.

Las cuales son las probabilidades de extincién para ninos y adultos respectivamente.

Se observa que la probabilidad de extincién de la infeccién considerando homo-
geneidad dado un caso de tipo 2, es decir, de adultos es mayor que la de ninos y
por lo tanto, resulta que la poblacién en general es infectada por el caso de tipo 1.



Conclusiones

Los Procesos de Ramificacion, ademéas de plantear una serie de desarrollos teo-
ricos interesantes, tienen un buen nimero de aplicaciones practicas en areas como
medicina, biologia, demografia, etc.

En resumen las aportaciones del trabajo de tesis son las siguientes:

= Anaélisis detallado del Proceso de Ramificacién de Galton-Watson con tiem-
po y espacio de estados discreto, en esta parte se trabaj6é con la funcién
generadora de probabilidades del proceso y momentos del mismo.

= Calculo de la probabilidad de extincién para una poblacién que se desarrolla
segun un Proceso de Galton-Watson, primero bajo una ley de reproduccion
inicial Geomeétrica y posteriormente para la distribucién Poisson, donde se
consideran diferentes valores de los parametros de cada distribucion. En este
caso se uso un enfoque de punto fijo para garantizar la existencia de la proba-
bilidad de extincion (Teorema 2.4.2), asi como un procedimiento iterativo de
la funciéon generadora de probabilidades (Teorema 2.4.1) para la aproxima-
cion del mismo, se puede notar que en algunos ejemplos el uso del Teorema
2.4.2 es mas facil de emplear como en el caso de la distribucion Geométrica,
para ello se consideraron los dos ejemplos con distribuciones diferentes.

= Estimacién del promedio de reproduccion y de la probabilidad de descen-
dientes via méaxima verosimilitud. Posteriormente se dieron estimadores no
parametricos propuestos por algunos autores los cuales fueron comparados
mediante una simulacién. La conclusion fue que el estimador ¢; tiene un error
cuadrado medio menor que el estimador ¢ en este sentido se obtiene que el
mejor estimador es ¢i, al menos para una poblaciéon que se distribuye de
acuerdo a una Poisson.

= Finalmente, se desarroll la teoria para el Proceso de Galton-Watson Mul-
titipo, y posteriormente es aplicada a un ejemplo, en el cual se investigd la
probabilidad de extincién de la infeccion causada por la pandemia influenza
A(HIN1-2009) basado en datos de México; en esta parte se considero dividir
la poblacién en ninos y adultos. Este ejemplo considera homogeneidad en la
poblacion, es decir, no pueden entrar individuos ajenos infectados a la pobla-
cion. Se concluye que la probabilidad de extincion de la infecciéon para ninos

39
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es 0.60 y para adultos 0.72 con p = 1.58, con lo cual se puede observar que
los ninos son mas propensos a contraer esta infeccion.

Como trabajos a futuro se tienen los siguientes:

= Analizar y estimar el tiempo de extincion del Proceso de Ramificacion de
Galton-Watson.

= Desarrollar la teoria para el Proceso de Ramificacion de Galton-Watson con
espacio de estados discreto y tiempo continuo, para que posteriormente se
pueda aplicar a ejemplos.



Apéndice A

Resultados Asintoticos

En este primer apéndice se estudia la inestabilidad de Z,, cuando n — oo, y el
comportamiento de la sucesion aleatoria 77, Zs, . ... La distribucién limite no puede
en general ser obtenida explicitamente, excepto cuando m = 1.

Los conceptos usuales de convergencia de una sucesion de variables aleatorias
{W,} a una variable W son los siguientes:

1. Para la convergencia en probabilidad se tiene que, para cada € > 0

lim P (|W, —W|>e¢€) =0.

n— oo

2. Convergencia en media cuadrada significa que

lim E (W, —W)* = 0.

n— oo
3. En la convergencia casi segura se cumple que

P(lz’mWn:W>:1.

n—oo

4. Convergencia en distribucion significa que

lim Fx, (z) = Fx (x),

para todo punto de continuidad = € R, donde Fx (z) es continua.

Cualquiera de los tres primeros modos de convergencia implican el cuarto.

Inestabilidad de Z,,
Se tiene que

P(Z,=0] =g,

41
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cuando n — o0, y

P[Zy, = k] =0,

cuando n — oo, para todo k > 1, de hecho se puede obtener el siguiente resultado

Pl|Z,—006Z, = o] =1,

gq=PlZ,—0=1-P[Z, = x].
El proceso de ramificacion exhibe una inestabilidad, es decir, el proceso se extingue
o explota.
Esto se puede resumir en el siguiente teorema.
Teorema 4.2.1. Sea m = E(Z;) < o0, como lim P(Z, =k)=0,k=1,2,....
n—oo
Entonces Z,, — oo con probrabilidad 1 — q y Z,, — 0 con probabilidad q.

Demostracion. Primero se muestra que cada uno de los estados k = 1,2,... son
transitorios.

Supoéngase para evitar una situacion degenerada que p; # 1, como 0 es un
estado absorbente entonces 0 es recurrente. Se tiene, sin embargo que, 1,2,... son

transitorios. Si pg = 0, entonces el namero de descendientes por individuos es por
lo menos 1, y por lo tanto, {Z,} es no decreciente. Si se empieza en el estado k, el
tnico camino posible para regresar al estado k es si cada uno de los £ miembros de
la generacion actual tiene exactamente un descendiente, por lo tanto, para k > 1

prk = P [regresar eventualmente a k]
= P[Zpir=k| Z0 =K
= PlZp1;=1j3=1,....k=pF <1,

se tiene que en el caso py = 0, k es transitorio. Para el siguiente caso se considera que
po = 1, entonces pxg = 1, asi que pgr = 0 < 1 y otra vez el estado k es transitorio.
Finalmente se considera el caso donde 0 < py < 1. Como 0 es absorbente,

prk < Py[Z1 #0/=1-Py[Z; =0/ =1-p} < 1.

Asi que para este caso también, k > 1 es transitorio.
Por lo tanto, para cada k = 1,2... se tiene que lim P(Z, =k)=0y P(Z, =
n—oo
k para un namero infinito de valores de n)= 0. Dado que Z,, no toma el mismo
valor positivo infinitas veces, la sucesion converge a 0 6 co. Del Teorema 2.4.2 se sabe
que q es la probabilidad de que Z,, — 0. Con lo cual se concluye la demostracion.

O

A continuacion se describen brevemente los 3 casos para el promedio de repro-
duccion m los cuales se mencionaron en la Seccién 2.3.
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Caso supercritico
Se tiene que una caracteristica adicional de los procesos de ramificacion es la
siguiente. Sea
Wy = Zn/E [Zn] = Zn/mna
n > 1. Se demostrara que {W,, : n € N} es una martingala adaptada a la filtracion
{F,=0(Zy,Z:,...,Z,) : n>1}. La propiedad de martingala del proceso anterior
es de gran ayuda en el estudio asintético del proceso original.

Lema 4.2.2. {W,} es una martingala.

Demostracion. Es necesario probar que se cumplen las dos condiciones de la De-
finiciéon 1.2.2.
El inciso 1 de la Definicién 1.2.2 se cumple, ya que

E[|Wull = Ell Zn/m"|]
1
|

mTL
Ahora se verificara que se cumple 2 de la Definicion 1.2.2.

|E[| Za ] =1 < 0.

E [WnJrl | ]:n] = mi(nJrl)E [Zn+1 | ‘Fn}

Zn
ZXn,i | fn‘|

i=1

m- "t p

O Bl gk X | 7
k=1

o)
= m ") Bk Iz, | P
k=1

m " Z, =W,.

O

Entonces se tiene que W, es una martingala con respecto a {F,, }, mas ain, como
W, > 0 entonces por el Corolario 1.2.8 existe una variable aleatoria no negativa W
tal que con probabilidad 1, lim W,, = W.

n—oo
Bajo las condiciones m > 1, 02 < 0o 'y Zg = 1 se obtiene:

1.
lim E(W, —W)? =0.

n—oo
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Caso subcritico

En el caso subcritico m < 1, se sabe que con probabilidad uno la poblacién
se extingue, por lo cual la distribuciéon limite de Z, no es interesante. Sin em-
bargo, se esté interesado en analizar el comportamiento asintético del proceso Z,
condicionado por la hipétesis Z,, # 0.

Teorema 4.2.3. Supdngase que m < 1 y E(Z%) < oo. Entonces, para cada
i=1,2,...,
limP(Z,=j|Z,#0):=b;

n—oo

existe y > poobr = 1. Ademas, la f.g.p. g(s) = >_ b;s? satisface la ecuacion funcional

glf ()] =mg(s)+1—-m,

[s| < 1.

Demostracion. Véase [9].

Caso critico

Si m = 1 se tiene que P(Z, — 0) = 1 o equivalentemente P (Z,, > 0)— 0
cuando n — oco. En este caso se esté interesado en analizar la tasa de convergencia
a cero. Se deduce que param =1, 02 < ooy Zy = 1.

1. nP[Z, >0 = &.

o
-

2. ElZ,| Zy,>0] —

3. lim P|(Zn/n) >a | Zy >0 =c o5,
n—oo
El resultado anterior indica que el decrecimiento de una poblacién que se comporta
segun un Proceso de Galton-Watson con m = 1 es exponencial.
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En esta parte se ve una extension del Proceso de Galton-Watson anteriormente
estudiado (véase Capitulo 2), en este caso se trabaja con espacio de estados discreto
y tiempo continuo, se le denomina Proceso Markoviano de Ramificacion a Tiempo
Continuo (PMRTC), su andlisis es muy breve y se puede ver de forma mas detallada
en [9].

Este proceso también modela el crecimiento de una poblacién, salvo que ahora el
tiempo de vida de cada individuo es una variable aleatoria continua. Posteriormente
se da un ejemplo el cual es utilizado en el Capitulo 4, Secciéon 4.2.

Proceso de Ramificacién a Tiempo Continuo

En el modelo de Galton-Watson de tiempo discreto cada individuo vive una
unidad de tiempo, y por lo tanto, todos los individuos que coexisten pertenecen a
la misma generacion. Al contrario, en el PMRTC Z = Z(t),t > 0, donde Z(t) es el
nimero de individuos al tiempo ¢ cada uno de esos individuos tiene una duracién de
vida aleatoria, al término de la cual se muere o reproduce un niimero aleatorio de
individuos descendientes. Asi, coexisten siempre varias generaciones. Este proceso
en general no es de Markov, al menos que los tiempos de vida sean independientes
y se distribuyan como variables aleatorias exponenciales, lo cual se va a suponer.

Para empezar con la construccion del PMRTC se definen a las probabilidades
de transiciéon

Pij (1,t) = P(Z(T + 1) = j | Z(7) = i),

para toda 4,j € {0,1,2,...}, 0 <7 <t ¢t >0.
Debido a la hipétesis de homogeneidad del tiempo, estas satisfacen que

Pij (1,t) = Pi(t).

Definicién 4.2.4. Un proceso estocastico {Z(t) :t > 0} definido en un espacio
de probabilidad (€2, F, P) es llamado el PMRTC unidimensional si:

1. Su espacio de estados esta dado por el conjunto de enteros no-negativos.

2. Es una cadena de Markov estacionaria con respecto a F; = o{Z(s) :s < t}.

45
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3. Las probabilidades de transicion P;;(t) = P(Z(t) = j | Z(0) = ¢) satisfacen:

ZPij(t)Sj = ZPlj(lf)Sj s
- =0

j=0

para todai >0y |s] < 1.

Los incisos 1 y 2 indican que Z(t) es un Proceso Markoviano a Tiempo Continuo
en los enteros, la condicién 3 dice que considerar un proceso de ramificaciéon con i
individuos iniciales, es exactamente lo mismo que considerar la suma de 7 procesos
de ramificaciéon independientes con un individuo inicial.

Las ecuaciones de Kolmogorov son las siguientes:

4p;(t) = —jaPi; (t) + aZiill kP (t) Dj—k+1,
Pij(T7T+0): 6ij7

llamada ecuacién prospectiva, y

%Pij (t) = —ia Py (t) +ia Y02y Prj (t) Pr—it1,
Pij (t—O,t): 5ij7

denominada como la ecuacion retrospectiva, donde

1 sii=yj,

0ij = o

0 sii#j.
Definicién 4.2.5. El conjunto de funciones {P;; (t)} es llamado una solucion
de las ecuaciones retrospectivas y prospectivas de Kolmogorov si son no negativas,

absolutamente continuas en 0 y en ¢, satisfacen las ecuaciones de Kolmogorov y las
siguientes condiciones

1. Py (t) = > peo Pik (t1) Prj (t), con i,j = 0,1,..., 0 < ¢1 < ¢, (ecuacion de
Chapman-Kolmogorov).

2. Y2 Py (1) <1,i=0,1,2,....

Funcién generadora
Se supone que {P;; (t)} es una tnica solucién de las ecuaciones de Kolmogorov,
como es tnica se tiene que satisface
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La funcién generadora juega un papel importante en el analisis de los procesos
continuos. Antes de definir a la funcion generadora del proceso, se define una funciéon
¥(s) como

oo

U(s) = ps,

§=0
donde |s| < 1, y otra funcion u(s) como
u(s) =al(s)—s.

El nimero a, que toma valores en el intervalo (0, 00), y la funcién {p; :  =0,1,2,...}
son los datos totales del proceso {Z (t) : t > 0}. Se define a la funcién generadora
del proceso {Z (t) : t > 0} como

Fi(st) = S P(Z()=j|Z(0)=k)s
j=0

= ) Pyt)s
7=0

= F {sz(t)} .

Si k = 1 entonces la funcion generadora se denota por F'(s,t). Por las ecuaciones
de Kolmogorov se puede ver que F (s,t) satisface las siguientes relaciones

%F (s,t) = u(F (s,t)) (ecuacionretrospectiva), (4.2.4)
y
0 0 . .
EF (s,t) =u(s) %F (s,t) (ecuacion prospectiva), (4.2.5)

con condicién de frontera

F(s,0) = s.

Para obtener la iteracion de la funcién generadora es necesario utilizar la ecuaciéon
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de Chapman-Kolmogorov, de esta manera se tiene que

F(s,t+u) = ZPlk(t—i—u)sk
k=0

= > > Piy(u) P (t)s*
k=0 j=0

= > Piy(w) P (t) s
j=0 k=0

= > Py Pp(t)s

j=0 k=0

= F(F(s,t),u).

Dicha relacion es analoga a la formula iterada para i, (s) en el Proceso de Galton-
Watson.

Resolver las ecuaciones de Kolmogorov resulta en la mayoria de los casos una
tarea muy dificil y por ello la distribucién de Z (t) muy pocas veces puede deter-
minarse de manera explicita. Sin embargo, existen ejemplos importantes que si se
pueden resolver, a continuaciéon se resolvera uno de ellos.

Ejemplo 4.2.6. El Proceso de Yule de Fision binaria.

Sea {Z (t) : t > 0} un PMRTC, en donde cada particula vive una longitud de
tiempo que se distribuye de manera exponencial y enseguida se divide en dos par-
ticulas. Lo que se quiere ver es que la funcién generadora es de la forma

—at

se
Flot) = Ty

con F'(s,0) = s. Como cada particula al morir se divide en dos particulas se puede
afirmar que p = 1, como consecuencia se ve que 1 (s) = s2. Con todos estos resul-
tados la ecuacién retrospectiva de Kolmogorov para la funcion generadora queda
de la siguiente forma

OF (s,t) 9

——1 L =a|F*(s,t) — F(s,t)].
Para obtener la solucién a esta ecuacion diferencial parcial se va a fijar a s, entonces
el problema se restringe a solucionar una ecuacion diferencial ordinaria. Primero se
va a proponer una funcion 4 (t) con p (0) = 1, entonces

p () D o) F (1) = o () F2 (5.0)
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y
dF (s,t) 1 ap (t)
t = ap(t
)= e T ey W
Entonces se propone a d*:l(tt) €como
dp (t)
AT t
o ap (t),

cuya solucion se obtiene de la siguiente manera

dp (1)

W = —adt
Inlp@) = —at
pt) = e .

De esta manera se tiene que

i _efat B aefat
dt \ F(s,t))

@ t t
F_e Y — _e %
(s:9)|, o
_efat 1 at
I = e 1
F(s,t) s ¢« b

multiplicando por menos uno y al desarrollar esta relacién se tiene

e 1-(1-e")s
F(s,t) s ’
despejando
F(s,t) = s (4.2.6)
(s, =T s 2.

La funcién generadora (4.2.6) es de gran ayuda para el ejemplo que se presentd en
el Capitulo 4.
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Apéndice C

Algoritmos

El siguiente programa se realizo en el software Mathematica y se utiliz6 en el
Capitulo 2, Seccién 2.5 para encontrar el valor de la probabilidad de extincién en
los ejemplos estudiados.

For[i=1 ,x9 =0.2; i++, x; = F[z;_1]1;
€0=0.0001; yl[il=abs[z; —x;—1];
If[y[il<eg, Print[x;];Break[]]

En el Capitulo 3 para realizar la comparacion de los diferentes estimadores de
la probabilidad de extincién ¢; y ¢= se tiene el siguiente coédigo que se implemento
en el software R.

El siguiente c6digo es para encontrar el valor del estimador ¢ .

gwpoi <- function(n){
z <- numeric()
m<-10
1<-20
mi<-0
m2<-0
z[1] <- 1
z[2] <- rpois(1,2)
for (j in 3:(n+1))
{
if (z[j-11==0) {z[jl<-z[j-1] & break}
else {z[j] <- rpois(1,z[j-1]1*2)}

}
j<-m+1
for(j in j:1)
{

mi<-mi+z[j]

51
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}
k<-m
for(k in k:1-1)
{

m2<-m2+z [k]
}
mu<-m1/m2
i<-m+1
s<-0
for(i in i:1)
{
s<-s+z[i-11*(((z[i]/z[i-1])-mu) **2)
}
s1<-(1-m-1)**(-1)
s2<-slx*s
pil<-exp(-2#(mu-1)/s2)
print(pil)
pi<-0.36
recm<-(pil-pi)
print (recm)

3

Después para calcular el estimador ¢» se tiene el siguiente codigo.

gwpoi <- function(n){

Zz <- numeric()

m<-10

1<-20

ml<-0
m2<-0

z[1] <- 1
z[2] <- rpois(1,2)
for (j in 3:(n+1))
{
if (z[j-11==0) {z[jl<-z[j-1]1 & break}
else {z[j] <- rpois(1,z[j-11%*2)3}}
j<-m+1
for(j in j:1)
{
mi<-mi+z[j]
}
k<-m
for(k in k:1-1)
{
m2<-m2+z [k]



}

mu<-ml/m2
pi2<-(z[n]-mu**n)/(z[n]-1)
print (pi2)

pi<-0.36

recm<- (pi2-pi)

print (recm)

93
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