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Introducción

La relevancia de la teoría matemática de ramificación se debe a que trata con
uno de los procesos primordiales de la naturaleza: la reproducción (véase [2]).

En este trabajo de tesis se hace un desarrollo acerca del Proceso de Ramificación
de Galton-Watson (véase [9, 16, 17, 20]).

Los Procesos de Ramificación suelen describir el comportamiento de una po-
blación la cual está compuesta generalmente por individuos (o partículas), las par-
tículas o individuos de un sistema ramificado pueden ser de tipos muy diversos,
ya que hay muchas poblaciones cuyos elementos pueden reproducirse, fragmentarse
o desaparecer. Por ejemplo: moléculas, genes, virus, células, bacterias, animales,
especies de animales, personas, apellidos, grupos étnicos, plantas, enfermedades,
lenguajes, religiones, por mencionar algunos (véase [7]). Por ello, las aplicaciones
de la teoría de ramificación se encuentran en diferentes áreas como lo son: gené-
tica, biología, epidemiología, medicina, economía, demografía, finanzas, física de
partículas, sociología, etc, (véase [4, 7]).

En el Siglo XVIII se empezó con el desarrollo y uso de los Procesos de Rami-
ficación con el libro de tres volúmenes del investigador Thomas Malthus, titulado
"Essay on thePrinciples of Population", en el cual Malthus relata el problema de
extinción de familias burguesas existentes en el lapso de dos siglos (1583-1783). El
primero en tratar de explicar el fenómeno relatado por Malthus fue el matemático
francés I. J. Bienaymé (1796-1878), quien relacionó correctamente la probabilidad
de extinción con el promedio de hijos varones de cada individuo.

Posteriormente Galton y Watson, formularon en 1874 un modelo matemático
para el problema de extinción de familias, dicho modelo indica que el número de
hijos que cada individuo tiene es independiente de su historia familiar y del número
de hijos de los demás individuos, entonces el proceso {Z

n

} el cual indica el número
de individuos en la n-ésima generación forma una cadena de Markov (véase [3, 10,
11, 18, 19, 20]).

Si los individuos tienen probabilidad positiva de morir sin dejar descendientes,
el sistema se puede extinguir en tiempo finito, es decir, a partir de algún instante
aleatorio ya no queda ningún individuo. Por ello, uno de los problemas principales
de la teoría es calcular la probabilidad de extinción del sistema.

Se tiene que una de las características del Proceso de Galton-Watson es la dis-
tribución de descendientes y el promedio de reproducción. En la práctica, es de
interés estimar dichos parámetros por lo tanto, es necesario aplicar técnicas esta-
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vi INTRODUCCIÓN

dísticas que permitan determinar dicha estimación. En la tesis se aplica el método
de máxima verosimilitud para la estimación de los parámetros de interés (véase
[8, 13, 14]).

Existe una forma de clasificar a los procesos de ramificación de acuerdo a su
condición crítica, su parámetro tiempo, el caso simple o múltiple de individuos (par-
tículas), el carácter Markoviano y no-Markoviano. En esta tesis se hace el estudio
del caso Markoviano con tiempo y espacio de estados discreto.

También se puede considerar el caso en el que las poblaciones tienen distintos
tipos o grupos de individuos y cada uno de estos individuos puede generar descen-
dientes de todos los tipos que coexisten en la población, dicho caso es llamado el
Proceso de Galton-Watson Multitipo.

En resumen, el trabajo de tesis se enfoca en los puntos siguientes: un análisis
de los conceptos importantes del Proceso de Ramificación de Galton-Watson con
tiempo y espacio de estados discreto para que posteriormente se pueda generalizar
al caso multitipo. Una vez realizado este análisis, se procede a trabajar con la
estimación de los parámetros importantes del Proceso de Galton-Watson y con
ayuda de simulación mediante el software R se comparan.

La tesis se ha estructurado en cuatro capítulos, un apartado de conclusiones y
tres apéndices.

En el Capítulo 1, se dan algunas definiciones y resultados importantes los cuales
son utilizados en el desarrollo del tema.

En el Capítulo 2 se define el Proceso de Galton-Watson {Z
n

}, a partir de esta
definición se trabaja con su función generadora de probabilidades, sus momentos y
se calcula la probabilidad de extinción del sistema.

En el Capítulo 3 se estiman los parámetros probabilidad de descendientes y
promedio de reproducción mediante el método de máxima verosimilitud, además
se dan estimadores no-paramétricos de la probabilidad de extinción propuestos por
algunos autores, los cuales son comparados mediante una simulación.

En el Capítulo 4 se revisa la teoría para el Proceso de Galton-Watson Multitipo
y posteriormente se analiza un ejemplo en el cual la teoría es utilizada.

Finalmente se escriben las conclusiones y se incluyen tres apéndices, el Apéndice
A en el cual se estudia la distribución límite de {Z

n

} cuando n tiende a infinito
para ello es importante analizar los resultados asintóticos del proceso (véase [6]),
posteriormente el Apéndice B en el cual se hace un desarrollo breve del Proceso
Markoviano de Ramificación a Tiempo Continuo y se da un ejemplo que es usado en
el Capítulo 4 y finalmente el Apéndice C que incluye algoritmos de los programas
que fueron usados en esta tesis.



Índice general

Agradecimientos iii

Introducción v

1. Preliminares 3

1.1. Cadenas de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Martingalas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2. Proceso de Galton-Watson 9

2.1. Análisis del Proceso de Galton-Watson . . . . . . . . . . . . . 9
2.2. La f.g.p. para el Proceso de Galton-Watson . . . . . . . . . . 11
2.3. Los momentos del PG-W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.4. La probabilidad de extinción . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.5. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3. Estimación 25

3.1. Estimación de los parámetros del PG-W . . . . . . . . . . . . 25
3.2. Comparación de estimadores por simulación . . . . . . . . . . 29

4. Proceso de Galton-Watson Multitipo 33

4.1. Análisis del PG-WM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.2. Ejemplo del PG-WM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Conclusiones 39

Apéndice A 41

Apéndice B 45

Apéndice C 51

vii



ÍNDICE GENERAL 1

Bibliografía 53



2 ÍNDICE GENERAL



Capítulo 1

Preliminares

Se empieza por dar algunas definiciones y resultados importantes los cuales son
necesarios para el desarrollo del tema. En este capítulo se define una Cadena de
Markov y la clasificación de estados, posteriormente se da la definición de Martin-
gala (véase [3, 12]) y finalmente se da un resultado el cual es importante para un
caso que se verá en el Apéndice A.

1.1. Cadenas de Markov

Considérese un sistema que puede estar en cualquiera de un número finito o
infinito numerable de estados. Sea S este conjunto de estados y supóngase que es
un subconjunto de los enteros. El conjunto S es llamado el espacio de estados del
sistema. Supóngase que el sistema es observado en tiempo discreto t = 0, 1, 2, . . . y
sea X

t

la variable que denota el estado del sistema en el tiempo t.
Sean X0, X1, . . . variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad

común.
Muchos sistemas (por ejemplo: inventarios, lineas de espera, entre otros) tienen

la propiedad de que dada la situación actual, los estados pasados no tienen ninguna
influencia sobre el futuro. Esta propiedad es llamada la propiedad de Markov, y los
sistemas que cumplen esta propiedad se denominan Cadenas de Markov.

Definición 1.1.1. Un proceso estocástico {X
t

: t = 0, 1, . . .}, con espacio de es-
tados discreto es una cadena de Markov, si cumple la siguiente propiedad:

P (X
t+1 = y | X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xt�1 = x

t�1, Xt

= x)

= P (X
t+1 = y | X

t

= x).

x0, x1, . . . , xt�1, x, y 2 S. Sea P (X
t+1 = y | X

t

= x) := P (x, y), P (x, y) es llamada
la probabilidad de transición en un paso de la cadena.

Las probabilidades de transición se pueden representar de forma matricial por:

3



4 PRELIMINARES

2

64
P (0, 0) . . . P (0, d)

...
...

P (d, 0) . . . P (d, d)

3

75 .

En este caso el espacio de estados es {0, 1, 2, . . . , d}.
Las probabilidades de transición asociadas a los estados juegan un papel im-

portante en el estudio de las cadenas de Markov. Para describir con mas detalles
las propiedades de una cadena de Markov es necesario presentar algunos conceptos
y definiciones que se refieren a estos estados.

Definición 1.1.2. Sea {X
t

, t � 0} una cadena de Markov con espacio de estados
S y función de probabilidad de transición P . Se define el tiempo de alcance a un
estado y, como

T
y

:= ı́nf{t : X
t

= y}.

Se define,
⇢
xy

:= P
x

(T
y

< 1) ,

como la probabilidad de que una cadena de Markov empiece en x y en algún tiempo
positivo se encuentre en el estado y 2 S. En particular ⇢

yy

denota la probabilidad
de que una cadena de Markov empiece en y y que en algún momento regrese a y.

‌

Definición 1.1.3. Un estado y es llamado recurrente, si ⇢
yy

= 1. Es decir, si y es
un estado recurrente, una cadena de Markov empieza en y y regresa a y, en algún
momento, con probabilidad 1.

Observación 1.1.4. Un estado y 2 S es absorbente si P (y, y) = 1. De esta forma
un estado absorbente es recurrente ya que

P
y

(T
y

= 1) = P (y, y) = 1,

y por lo tanto, ⇢
yy

= 1.

Definición 1.1.5. Un estado y es llamado transitorio, si ⇢
yy

< 1. Es decir, si y
es un estado transitorio, una cadena de Markov empieza en y y tiene probabilidad
positiva, 1� ⇢

yy

, de nunca regresar a y.

A continuación se hablará de otro proceso estocástico, las Martingalas. La pro-
piedad de Martingala (véase Definición 1.2.2) expresa una relación que se produce
en numerosos contextos, y se ha convertido en una herramienta básica en la proba-
bilidad teórica y práctica.
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1.2. Martingalas

La teoría de la probabilidad tiene sus raíces en juegos de azar por lo cual es fre-
cuente interpretar resultados en términos de situación de juegos. Sea {X1, X2, . . .}
una sucesión de variables aleatorias, se puede pensar a X

n

en este contexto como
la ganancia total después de n etapas en una sucesión de juegos.

Sea (⌦,F) un espacio medible y T un subconjunto de R o Z.

Definición 1.2.1. Una colección de ��álgebras {F
t

, t 2 T} ✓ F , es llamada
filtración si F

s

✓ F
t

para todo s  t.

A continuación se da la definición de Martingala.

Definición 1.2.2. Sean (⌦,F , P ) un espacio de probabilidad, {X
n

: n = 0, 1, . . .}
una sucesión de variables aleatorias en (⌦,F , P ), y {Fn } una sucesión no-decreciente
de sub ��álgebras de F ; X

n

se supone F
n

-medible. La sucesión {X
n

} se dice ser
una martingala relativa a la filtración F

n

(alternativamente se dirá que {X
n

,F
n

}
es una martingala) si cumple:

1. E [| X
n

|] < 1, para cada n.

2. E
⇥
X

n+1 | F
n

⇤
= X

n

, para cada n con probabilidad 1.

En las mismas condiciones de la definición anterior, si se cumple 1 y en lugar de 2
se verifica:

1. E [X
n+1 | F

n

] � X
n

, para cada n con probabilidad 1, se dirá que es una
submartingala.

2. E [X
n+1 | F

n

]  X
n

, para cada n con probabilidad 1, se dirá que es una
supermartingala.

Definición 1.2.3. Si {X
n

: n � 1} y {Y
n

: n � 1} son dos procesos estocásti-
cos entonces se dice que {X

n

: n � 1} es una martingala (respectivamente super
o submartingala) con respecto a {Y

n

: n � 1}, si {X
n

} es una martingala (res-
pectivamente super o submartingala) con respecto a {F

n

: n � 1} donde F
n

=

� (Y1, Y2, . . . , Yn

).

A continuación se dan algunas propiedades elementales de las Martingalas, éstas
son de gran utilidad para las pruebas del Lema 1.2.4 y Teorema 1.2.5 los cuales
se enuncian posteriormente, y serán usados para la demostración del Teorema de
Convergencia para Martingalas (véase [21]).

1. Si {X
n

: n � 1} es una martingala (supermartingala) con respecto a {Y
n

}
entonces E

⇥
X

n+k

| Y0, Y1, . . . , Yn

⇤
= ()X

n

para todo k � 0,
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2. Si {X
n

} es una martingala (supermartingala) con respecto a {Y
n

}, entonces
para 0  k  n se satisface

E [X
n

] = ()E [X
k

] .

Lema 1.2.4. Si {X
n

: n � 1} es una martingala y f una función convexa, enton-

ces {f(X
n

), n � 1} es una submartingala.

Demostración.

E [f (X
n+1) | Y1, Y2, . . . , Yn

]

� f(E [(X
n+1) | Y1, Y2, . . . , Yn

])

= f(X
n

).

Teorema 1.2.5. Si {X
n

: n � 1} es una submartingala no-negativa, entonces pa-

ra todos a, k > 0, se tiene que:

P ({max(X1, X2, . . . , Xk

) > a})  E [X
k

]

a
.

Demostración. Se define al tiempo de paro

N =

(
min {j � 0;X

j

> a} si X
j

> a, para algún j = 0, 1, . . . , k,

k si X
j

 a, para j = 0, 1, . . . , k.

Note que max(X1, X2, . . . , Xk

) > a es equivalente a X
N

> a. Por lo tanto,

P ({max(X1, X2, . . . , Xk

) > a}) = P (X
N

> a)

 E [X
N

]

a

 E [X
k

]

a
,

pués N k.

Corolario 1.2.6. Sea {X
n

: n � 1} una martingala. Entonces para a > 0, se

satisface que:

1.
P ({max(| X1 |, . . . , | X

k

|) > a})  E [|X
k

|]
a

,

2.

P ({max(| X1 |, . . . , | X
k

|) > a}) 
E
h
|X

k

|2
i

a2
.
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Demostración. Para probar la parte 1, considérese la función ' (x) =| x | con
x 2 R la cual es convexa. En este caso se tiene, debido a que {X

n

, n � 1} es una
martingala y usando el Lema 1.2.4, se tiene que {| X

n

|, n � 1} es una submartingala
no-negativa. Por el Teorema 1.2.5 se obtiene que

P ({max (| X1 |, . . . , | X
k

|) > a})  E [| X
k

|]
a

.

Para demostrar el inciso 2, considérese la función  (x) = x2 con x 2 R la cual
es convexa. Por otro lado, se tiene que {X

n

, n � 1} es una martingala, se sigue de
nuevo por el Lema 1.2.4 que

�
X2

n

, n � 1

 
es una submartingala no-negativa. Por lo

tanto,

P
��

max
�
X2

1 , . . . , X
2
k

�
> a2

 �


E
⇥
X2

k

⇤

a2
,

es decir

P ({max (| X1 |, . . . , | X
k

|) > a}) 
E
⇥
| X

k

|2
⇤

a2
.

A continuación se enuncia y se prueba el Teorema de Convergencia para Martinga-
las.

Teorema 1.2.7. Si {X
n,

n � 1} es una martingala tal que para algún M < 1
se satisface que E [| X

n

|]  M para todo n, entonces con probabilidad 1, lim
n!1

X
n

existe y es finito.

Demostración. El teorema se prueba bajo la suposición de que
�
E
⇥
X2

n

⇤�
está

acotada, considérese la función f(x) = x2 con x 2 R la cual es convexa, se sigue
del Lema 1.2.4 que

�
X2

n

, n � 1

 
es una submartingala, por lo tanto,

�
E
⇥
X2

n

⇤�
es

no-decreciente. Como
�
E
⇥
X2

n

⇤�
esta acotada, se sigue que converge cuando n ! 1.

Sea
⌘ := lim

n!1
E
⇥
X2

n

⇤
.

Para probar que el límite de X
n

existe y es finito se probará que {X
n

, n � 1} es, con
probabilidad 1, una sucesión de Cauchy. Es decir, se demuestra que con probabilidad
1

|X
m+k

�X
m

| ! 0,

cuando k,m ! 0.
Ahora

P {| X
m+k

�X
m

|> ✏, para algún k,m  n}

 E
h
(X

m+n

�X
m

)

2
i
/✏2

= E
⇥
X2

m+n

� 2X
m+n

X
m

+X2
m

⇤
/✏2.
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Pero

E [X
m+n

X
m

] = E [E [X
m+n

X
m

| X
m

]]

= E [X
m

E [X
m+n

| X
m

]]

= E
⇥
X2

m

⇤
.

Por lo tanto, se tiene que

P {| X
m+k

�X
m

|> ✏, para algún k  n} 
�
E
⇥
X2

m+n

⇤
� E

⇥
X2

m

⇤�
/✏2,

cuando n ! 1 y recordando la definición de ⌘ se obtiene

P {| X
m+k

�X
m

|> ✏, para algún k} 
⌘ � E

⇥
X2

m

⇤

✏2
,

y por lo tanto,

P {| X
m+k

�X
m

|> ✏, para algún k  n} ! 0,

cuando m ! 1. De lo cual se concluye que con probabilidad 1, (X
n

) es una sucesión
de Cauchy y por lo tanto, lim

n!1
X

n

existe y es finito.

El siguiente es un Corolario inmediato del Teorema 1.2.7.

Corolario 1.2.8. Si {X
n

, n � 1} es una martingala no-negativa, entonces con

probabilidad 1, lim
n!1

X
n

, existe y es finito.



Capítulo 2

Proceso de Galton-Watson

En este capítulo se hace un análisis del Proceso de Galton-Watson (PG-W)
con tiempo y espacio de estados discreto, se da una definición formal del proceso,
además se trabaja con sus funciones generadoras de probabilidades (f.g.p.) y sus
momentos, se dan dos ejemplos, uno de ellos se resuelve mediante la iteración de
la f.g.p. y en el último se usa un teorema el cual permite calcular la probabilidad
de extinción, cabe mencionar que para el primer método se realizó una simulación
con el software Mathematica. El Proceso de Galton-Watson también se puede tra-
bajar con espacio de estados discreto y tiempo continuo el cual es conocido con
el nombre de Proceso de Ramificación a Tiempo Continuo (véase Apéndice B), el
análisis de este proceso no es tan simple, pero se pueden obtener sus momentos y
la probabilidad de extinción (véase [9]).

2.1. Análisis del Proceso de Galton-Watson

Para introducir el Proceso de Galton-Watson, considérese un proceso que inicia
con un individuo, el cual constituye la 0-ésima generación. Supóngase que sus hijos
forman la primera generación, sus nietos la segunda y así sucesivamente.

Se denota la variable aleatoria Z
n

(véase Figura 2.1.1) como el número de
individuos en la n-ésima generación de una población, se supone que Z0 = 1, a
menos que se establezca lo contrario y

Z
n

=

Z

n�1X

i=1

X
n�1,i, (2.1.1)

para todo n 2 N, donde X
n,i

es una familia de variables aleatorias e indica el número
de descendientes del i-ésimo individuo en la n-ésima generación con P [X

n,i

= k] =
p
k

para cualquier k, i 2 N, donde p0,p1, . . . 2 [0, 1] tales que p
k

� 0 y
P1

k=0 pk = 1.
En este caso p

k

es la probabilidad de que un individuo de la n-ésima generación
tenga k hijos. Al proceso {Z

n

} se le llamará Proceso de Galton-Watson.

9
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Figura 2.1.1: Proceso Zn

Con toda la información anterior se puede obtener una probabilidad de transi-
ción para el proceso, la cual se denota con P (y, z) y representa la probabilidad de
que en la (n+1)-ésima generación haya z individuos dado que en la generación pa-
sada (n-ésima) la población total era de y individuos. La probabilidad de transición
para toda y, z, n 2 {0, 1, 2, . . .} esta dada por

P (y, z) = P (Z
n+1 = z | Z

n

= y)

= P (

yX

i=1

X
n,i

= z) := p⇤y
z

,

donde p⇤y
z

indica la z-ésima componente de la y-ésima convolución de p.

Observación 2.1.1. En este caso la matriz de transición está dada por

2

6664

1 0 0 · · ·
p⇤10 p⇤11 p⇤12 · · ·
p⇤20 p⇤21 p⇤22 · · ·
...

...
...

...

3

7775
.

A continuación se da un ejemplo en el cual se ve de forma explícita la matriz
de transición.

Ejemplo 2.1.2. Considérese un proceso de Galton-Watson cuyas variables alea-
torias X

n,i

s Poi (�) con � > 0. Primero se encuentran las probabilidades de
transición para que posteriormente se pueda formar la matriz de transición.
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Se tiene que

P (0, 0) = 1 y para P (0, n) = 0, n � 1,

P (1, 0) = P (

1X

i=1

X
n,i

= 0) = e�� y para P (1, n) = e��

�n

n!
, n � 1,

P (2, 0) = P (

2X

i=1

X
n,i

= 0) = e�(�1+�2) y para P (2, n) = e�(�1+�2) (�1 + �2)
n

n!
,

n � 1,

se prosigue de la misma forma para encontrar las demás probabilidades de transi-
ción. Así, se tiene que la matriz de transición para este ejemplo está dada por:

2

66664

1 0 0 · · ·
e�� e��� e��

�

2

2 · · ·
e�(�1+�2) e�(�1+�2)

(�1 + �2) e�(�1+�2) (�1+�2)
2

2 , · · ·
...

...
...

...

3

77775
.

Lema 2.1.3. El proceso (Z
n

)

n2N0
es una Cadena de Markov.

La demostración del Lema 2.1.3 es directa de la definición de Cadena de Markov.
‌

2.2. La f.g.p. para el Proceso de Galton-Watson

Una herramienta importante para la investigación de los procesos de ramifica-
ción son las funciones generadoras de probabilidades.

Definición 2.2.1. La función generadora de probabilidades de la variable alea-
toria X01 := X se define como:

 (s) =
1X

k=0

p
k

sk,

donde |s|  1.
De esta forma la función generadora de probabilidades para la variable aleatoria

Z
n

está dada por

 
n

(s) =
1X

k=0

P (Z
n

= k) sk,

para todo n 2 N0.

Se supone que P (Z0 = 1) = 1, de esta forma se obtiene la siguiente relación

 0 (s) =
1X

k=0

P (Z0 = k)sk = s.
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Notando que la variable aleatoria Z1 se distribuye igual que la variable aleatoria
X, se obtiene que

 1(s) =
1X

k=0

P (Z1 = k)sk =  (s).

Las iteraciones de la función generadora  (s) están definidas por

 0 (s) = s,  1 (s) =  (s) , (2.2.1)

 
n+1 (s) =  [ 

n

(s)] , n = 1, 2, . . . . (2.2.2)

Se puede verificar que cada una de las iteraciones son una función generadora
de probabilidades, y que las siguientes relaciones son una consecuencia de (2.2.1) y
(2.2.2)

 
m+n

(s) =  
m

[ 
n

(s)] , m, n = 0, 1, 2, . . . ,

y en particular,
 
n+1 (s) =  

n

[ (s)] . (2.2.3)

Ahora, iterando la ecuación (2.2.3) se obtiene el siguiente resultado:

 
n+1(s) =  

n

( (s)) =  
n�1( ( (s))) =  

n�1( 2(s))

=  
n�2( ( 2(s))) =  

n�2( 3(s)).

Siguiendo con este procedimiento por inducción se obtiene que para cualquier k 2
{0, 1, 2, . . . , n}

 
n+1(s) =  

n�k

( 
k+1(s)),

y si k = n� 1 se tiene

 
n+1(s) =  ( 

n

(s)). (2.2.4)

A lo largo de este capítulo se toma en cuenta la siguiente suposición: Ninguna de
las probabilidades p0, p1, . . . es igual a 1 y p0 + p1 < 1. Por lo tanto, la f.g.p.  es
estrictamente convexa en el intervalo unitario.

‌
Note que Z

n

(véase (2.1.1)) es medible ya que:

{Z
n

= k} =

1[

i=0

{Z
n�1 = i}

\�
X

n�1,1 +X
n�1,2 + . . .+X

n�1,Z
n�1 = k

 
.

Lema 2.2.2. Si las variables aleatorias X
n�1,1, Xn�1,2, . . ., son i.i.d entonces la

función generadora de probabilidades de Z
n

está dada por

 
Z

n

(s) =  
Z

n�1 ( (s)) .
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Demostración.

 
Z

n

(s) =

1X

k=0

P [Z
n

= k] sk

=

1X

k=0

P

" 1[

i=0

{Z
n�1 = i}

\�
X

n�1,1 +X
n�1,2 + . . .+X

n�1,Z
n�1 = k

 
#
sk

=

1X

k=0

1X

i=0

P [Z
n�1 = i]P

⇥
X

n�1,1 +X
n�1,2 + . . .+X

n�1,Z
n�1 = k

⇤
sk

=

1X

i=0

P [Z
n�1 = i]

1X

k=0

P
⇥
X

n�1,1 +X
n�1,2 + . . .+X

n�1,Z
n�1 = k

⇤
sk

=

1X

i=0

P [Z
n�1 = i] (s) =

1X

i=0

P [Z
n�1 = i] ( (s))i

=  
Z

n�1( (s)).

Del Lema 2.2.2 se puede obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.2.3.  
Z

n

(s) =  
n

(s), para todo n 2 N. Es decir, la f.g.p. de Z
n

es la

n-ésima iteración de  (s).

Demostración. Para n = 1, la afirmación es verdadera por definición. Para n 2 N,
se concluye por el Lema 2.2.2 que  

Z

n+1 =  �  
Z

n

=  �  
n

=  
n+1.

2.3. Los momentos del PG-W

Los momentos del proceso, cuando existen, pueden ser expresados en términos
de las derivadas de  (s) en s = 1.
Lema 2.3.1. Sea

m = E [X] =

1X

k=0

kp
k

=  0
(1),

donde m es el promedio de reproducción, �2
= V ar[X] y supóngase que ambas son

finitas. Entonces

E[Z
n

] = mn

y V ar[Z
n

] =

(
�2mn�1m

n�1
m�1 , m 6= 1,

n�2, m = 1.
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Demostración. Nótese que  0
(1) = m y �2

=  00
(1) + m � m2. Derivando la

ecuación (2.2.3) se tiene

 0
n+1 (s) =  0

n

( (s)) 0
(s) ,

y si se toma a s = 1 se obtiene

 0
n+1 (1) =  0

n

(1) 0
(1) .

Iterando de nuevo esta última relación se tiene que

 0
n+1 (1) =  0

n

(1) 0
(1) =  0

n�1 (1) [ 
0
(1)]

2
=  0

n�2 (1) [ 
0
(1)]

3

hasta llegar a que

 0
n+1 (1) = [ 0

(1)]

n

 0
(1) = [ 0

(1)]

n+1
.

Como la primera derivada de la función generadora de X evaluada en uno es igual
a m entonces se tiene que

E[Z
n+1] = mn+1.

Para obtener la V ar[Z
n+1] nótese que

 
00

n

(1) =

1X

k=2

k(k � 1)P (Z
n

= k) = E[Z2
n

]� E[Z
n

] = E[Z2
n

]�  
0

n

(1),

de esta forma véase que

V ar[Z
n

] =  
00

n

(1) +  
0

n

(1)� ( 
0

n

(1))

2. (2.3.1)

Ahora, derivando dos veces la ecuación (2.2.4) se obtiene la siguiente relación:

 
00

n+1(s) =  
00
( 

n

(s))[ 
0

n

(s)]2 +  
0
( 

n

(s)) 
00

n

(s),

evaluando en s = 1 se tiene

 
00

n+1(1) =  
00
(1)[ 

0

n

(1)]

2
+  

0
(1) 

00

n

(1),

sustituyendo

 
00

n+1(1) = (�2
+m2 �m)m2n

+m 
00

n

(1)

= (�2
+m2 �m)m2n

+m[(�2
+m2 �m)m2n�1

+m 
00

n�1(1)]

= (�2
+m2 �m)(m2n

+m2n�1
)

+m2
[�2

+m2 �m)m2(n�2)
+m 

00

n�2(1)]

= (�2
+m2 �m)(m2n

+m2n�1
+m2n�2

) +m3 
00

n�2(1),

siguiendo la iteración por inducción se llega a

 
00

n+1(1) = (�2
+m2 �m)(m2n

+m2n�1
+m2n�2

+ . . .+mn

).
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Ahora, sustituyendo en (2.3.1) se obtiene

var[Z
n+1] = (�2

+m2 �m)(m2n
+m2n�1

+m2n�2
+ . . .+mn

)

+mn+1 �m2n+2

= �2
(m2n

+m2n�1
+m2n�2

+ . . .+mn

)

+(m2n+2
+m2n+1

+m2n
+ . . .+mn+2

)

�(m2n+1
+m2n

+m2n�1
+ . . .+mn+1

) +mn+1 �m2n+2

= �2
(m2n

+m2n�1
+m2n�2

+ . . .+mn

)

= �2mn

(mn

+mn�1
+mn�2

+ . . .+ 1).

Y por lo tanto se concluye que

V ar[Z
n+1] =

(
�2mn

m

n+1�1
m�1 , m 6= 1,

�2
(n+ 1), m = 1.

De acuerdo al valor del promedio de reproducción m, un Proceso de Galton-
Watson se puede clasificar de la forma siguiente:

a) Subcrítico, si m < 1.
b) Crítico, si m = 1.
c) Supercrítico, si m > 1.
En el Apéndice A se analiza el comportamiento asintótico de cada uno de los

casos anteriores.

2.4. La probabilidad de extinción

Considérese el problema originalmente propuesto por Galton, el cual fue en-
contrar la probabilidad de extinción del proceso {Z

n

: n 2 N}. Para ello defínase el
evento

[extinción] =
1[

n=1

[Z
n

= 0] .

A continuación se calcula
q := P [extinción] ,

como {Z
n

= 0} ⇢ {Z
n+1 = 0}, se tiene por la propiedad de continuidad que

q = P

" 1[

n=1

[Z
n

= 0]

#

= lim
n!1

P [Z
n

= 0]

= lim
n!1

 
n

(0) = lim
n!1

q
n

, donde q
n

:=  
n

(0)

= lim
n!1

P [extinción en o antes de la generación n] .
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Teorema 2.4.1. Se tiene que para 0  s < 1

lim
n!1

 
n

(s) = q.

Demostración. Supóngase que s  q, entonces

 (s)   (q) = q y  (s)  q.

Por lo tanto,
 2 (s) =  ( (s))   (q) = q,

entonces
 2 (s)  q.

En general, continuando con este procedimiento se obtiene

 
n

(s)  q,

de lo cual, para 0  s  q

q
n

=  
n

(0)   
n

(s)  q,

y como q
n

! q, cuando n ! 1 se obtiene que

 
n

(s) ! q.

Para finalizar este teorema se debe suponer que, q < 1 para ver qué pasa en el
dominio q  s < 1, para este rango se tiene

q =  (q)   (s)  s.

La última desigualdad se sigue del hecho de que la gráfica de y =  (s) está ba-
jo la diagonal del conjunto {s : q  s < 1}. Ya que  (s) es no-decreciente, de las
desigualdades previas se obtiene

 (q) = q   2 (s)   (s)  s,

continuando de esta forma, para el caso general se obtiene

q   
n

(s)   
n�1 (s)  . . .   (s)  s.

Se concluye que  
n

(s) es no-creciente para q  s  1.
Sea ↵ := lim

n!1
 
n

(s). Supóngase que para algún s0 2 (q, 1) se tiene que ↵ > q,
entonces

 (↵) = lim
n!1

 ( 
n

(s0)) = lim
n!1

 
n+1 (s0) = ↵,

y en el dominio (q, 1) se tiene que  (s)  s.
Si  (s) es lineal entonces  (s) = s en (q, 1) , pero entonces se debería tener

que p
k

= 0 para k � 2 y m  1 entonces q = 1, lo cual contradice la suposición de
que q < 1. Si  (s) es no lineal, entonces por convexidad,  (s) < s para s 2 (q, 1).
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Por lo tanto, se tiene que

q < ↵   (s0) < s0 < 1,

pero también
↵ =  (↵) ,

lo cual contradice el hecho de que no hay soluciones de s =  (s) en (q, 1), esta
contradicción surge debido a la suposición de que ↵ > q.

En seguida se da un método para calcular la probabilidad de extinción q sin
tener que calcular las iteraciones de la f.g.p.  (s). Dicho método para resolver lo
anterior está dado en el siguiente Teorema 2.4.2. Se supone que 0 < p0 < 1 (si
p0 = 0 entonces q = 0 y si p0 = 1 entonces q = 1).

Teorema 2.4.2. Si m = E(Z1)  1 entonces q = 1. Si m > 1, entonces q < 1 y

es la única solución no-negativa para la ecuación

s =  (s), (2.4.1)

s < 1.

Demostración. PASO1.- Primero se prueba que q es una solución de la ecuación
s =  (s) , como

{Z
n

= 0} ⇢ {Z
n+1 = 0} ,

se tiene que q
n

= P [Z
n

= 0] es una sucesión no-decreciente la cual converge a un
número real q 2 [0, 1].

Como
 
n+1(s) =  ( 

n

(s)),

tomando a s = 0 se tiene que

 
n+1(0) =  ( 

n

(0)),

q
n+1 =  (q

n

),

cuando n ! 1 y usando la continuidad de  (s), se obtiene

q =  (q).

PASO 2.- Se muestra que q es la mínima solución de s =  (s) en [0, 1].
Supóngase que r es cualquier solución de la ecuación s =  (s), satisfaciendo

0  r  1, entonces como

0  r,

q1 =  (0)   (r) = r,

y por lo tanto,
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q2 =  2(0)   (r) = r.

En general se obtiene que
q
n

 r,

tendiendo n a 1, se tiene que q  r, mostrando de esta forma que q es la solución
mínima en [0, 1] .

PASO 3.- Como p
k

es la densidad de Z1, se tiene que

 (s) = p0 + p1s+ p2s
2
+ . . .

y
 0

(s) = p1 + 2p2s+ . . . .

Por lo tanto
 (0) = p0,  (1) = 1,

y
lim
s!1

 0
(s) = p1 + 2p2 + . . . = m.

Supóngase primero que m < 1. Entonces

lim
s!1

 0
(s) < 1,

como  0
(s) es no decreciente en s, 0  s < 1, se concluye que  0

(s) < 1 para
0  s < 1.

Supóngase que m = 1 y P (Z1 = 1) < 1 entonces P (Z1 = n) > 0 para algún
n > 2. Por lo tanto,  0

(s) es estrictamente creciente en s, 0  s < 1. Como

lim
s!1

 0
(s) = 1,

nuevamente se concluye que  0
(s) < 1, para 0  s < 1.

Ahora supóngase que m  1 y P (Z1 = 1) < 1. Se ha demostrado que  0
(s) < 1

para 0  s < 1. Por lo tanto,

d

ds
( (s)� s) < 0,

0 s < 1, como  (1)� 1 = 0 se tiene que  (s)� s > 0, 0  s < 1, y por lo tanto,
(2.4.1) no tiene raíces en [0, 1). De lo cual se concluye que q = 1.

Ahora supóngase que m > 1, entonces

lim
s!1

 0
(s) > 1,

por la continuidad de  0, existe s0 en el intervalo (0, 1) tal que para toda s 2 (s0, 1),
 0

(s) > 1 y por el Teorema del Valor Medio se tiene que

 (1)�  (s0)

1� s0
> 1,
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como  (1) = 1, se concluye que  (s0)� s0 < 0.
Ahora,  (s)�s es continua en s y no-negativa en s = 0, entonces por el Teorema

del Valor Intermedio se va a tener un cero en q 2 [0, s0). Por lo tanto, se afirma que
se tiene una raíz en q.

Por último se demostrará que existe una sola raíz. Supóngase que existe otra
raíz q1 entonces la función  (s)� s vale cero en q

,

en q1 y en 1. Por el Teorema de
Rolle la primera derivada tiene al menos dos raíces en (0, 1) . Aplicando nuevamente
el Teorema de Rolle su segunda derivada  00

(s) tiene al menos una raíz en (0, 1).
Pero si m > 1, entonces al menos uno de los números p2, p3, . . ., es estrictamente

positivo y por lo tanto
 00

(s) = 2p2 + 6p3s+ . . . ,

no tiene raíces en [0, 1). Esta contradicción muestra que s =  (s) tiene una única
raíz en [0, 1).

Observación 2.4.3. Se puede dar el caso en el que las hipótesis del Teorema de
Banach del punto fijo se cumplan, es decir, se necesita saber que la función genera-
dora de probabilidades  es una función contráctil (| (x)�  (y)|  ↵ |x� y| para
algún ↵ 2 (0, 1) y x, y 2 Dom  ), entonces de esta forma se tiene por el Teorema
de Banach que  admite un único punto fijo.

2.5. Ejemplos

Los siguientes ejemplos son en base a lo que se ha visto hasta este momento, el
objetivo es mostrar una aplicación de los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2.

Ejemplo 2.5.1. Considérese una población que se desarrolla según un Proceso
de Galton-Watson, bajo una ley de reproducción inicial Geométrica con parámetro
r 2 (0, 1). El primer método que se utiliza es el del Teorema 2.4.1, entonces se
empieza por calcular la f.g.p. para la distribución Geométrica (véase 2.5.1),

 (s) =
r

1� s(1� r)
. (2.5.1)

Posteriormente, se calculan las iteraciones de la f.g.p., para dicho cálculo se imple-
mentó un programa en el software Mathematica (véase Apéndice C), cuyo algoritmo
que se utiliza para su realización es el siguiente:

1. Dar un valor y error inicial (x0, e0) .

2. Generar las iteraciones en base a la f.g.p. (x
i

= F [x
i�1]).

3. Obtener los errores de aproximación.

4. Si el error obtenido es menor que el error inicial, se imprime a (x
i

) y termina.



20 PROCESO DE GALTON-WATSON

5. Si no, regresar al paso 2.

Cabe mencionar que dicho programa además de calcular las iteraciones de la f.g.p.
también calcula la probabilidad de extinción.

Los datos que se obtuvieron cuando se implementó el algoritmo antes mencio-
nado al software Mathematica son (véase Cuadro 2.1):

Cuadro 2.1: Iteración de la f.g.p. para la distribución Geométrica
r q

0.2 0.2380
0.5 0.99012
0.7 0.99995
0.9 0.99999

Posteriormente se muestra la gráfica que representa a la función generadora de
probabilidades de la distribución Geométrica cuando r = 0.2 (véase Figura 2.5.1),
donde la línea azul es la función identidad y la roja es la gráfica de la f.g.p..

Figura 2.5.1: Probabilidad de extinción q = 0.2380, cuando r = 0.2
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Para el caso cuando r = 0.9 la gráfica de la f.g.p. es la siguiente (véase Figura
2.5.2):

Figura 2.5.2: Probabilidad de extinción q = 0.99999, cuando r = 0.9
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Enseguida se va a calcular la probabilidad de extinción usando los mismos datos,
con la diferencia de que ahora se aplica el resultado del Teorema 2.4.2, para ello se
procede de la siguiente forma:
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Primero se calcula E(Z1) = m para la distribución Geométrica(r) donde r
toma los valores 0.2, 0.5, 0.7 ó 0.9.

Una vez calculada m, se aplica el Teorema 2.4.2 es decir, si m  1 entonces
q = 1 y si m > 1 se resuelve la ecuación s =  (s), conociendo que la f.g.p. es
la misma que (2.5.1) para la distribución Geométrica.

Se tiene el siguiente Cuadro 2.2 en el cual se ilustra lo descrito anteriormente.

Cuadro 2.2: Teorema 2.4.2
r m q

0.2 4 0.25
0.5 1 1
0.7 .42 1
0.9 .11 1

Las gráficas de la f.g.p. en este caso serían las mismas que se presentaron an-
teriormente, cuando r = 0.2 (véase Figura 2.5.1) se puede observar en esta figura
que la gráfica de la f.g.p. esta por abajo de la función identidad y que hay una raíz,
caso contrario cuando r = 0.9 (véase Figura 2.5.2) donde se ve que la gráfica de la
f.g.p. está por arriba de la función identidad.

Se tiene que utilizando los dos métodos para calcular la probabilidad de ex-
tinción q, es decir en base al cálculo de las iteraciones de la f.g.p. (Teorema 2.4.1)
y usando el Teorema 2.4.2 se puede observar que el valor de la probabilidad de
extinción para los dos casos son muy aproximados.

Ejemplo 2.5.2. El siguiente ejemplo es análogo al Ejemplo 2.5.1, con la dife-
rencia de que ahora se considera una población cuya ley de reproducción inicial es
Poisson(�) donde � 2 (0,1). Se tiene que la f.g.p. para la distribución Poisson es
la siguiente (véase 2.5.2)

 (s) = e��(1�s). (2.5.2)
Se calcula la probabilidad de extinción usando el método de las iteraciones de
la f.g.p. para encontrar a éstas se usa el algoritmo dado en el Ejemplo 2.5.1 y se
obtienen los siguientes resultados para la probabilidad de extinción q (véase Cuadro
2.3):

Cuadro 2.3: Iteración de la f.g.p. para la Poisson
� q

0.3 0.99997
2 0.203256
5 0.006977
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Se muestra la gráfica de la f.g.p. para la distribución Poisson cuando � = 0.3
(véase Figura 2.5.3), en la cual la línea azul representa la función identidad y la
roja es la gráfica de la f.g.p.,

Figura 2.5.3: Probabilidad de extinción q = 0.99997, cuando � = 0.3
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la gráfica de la f.g.p. cuando � = 2 es la siguiente (véase Figura 2.5.4).

Figura 2.5.4: Probabilidad de extinción q = 0.203256, cuando � = 2
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Enseguida se calcula la probabilidad de extinción usando los mismos datos, con
la diferencia de que ahora se aplica el resultado del Teorema 2.4.2, se procede de la
siguiente forma:

Primero se calcula E(Z1) = m para la distribución Poisson(�) donde � =

0.3, 2 ó 5.

Una vez calculada m, se aplica el Teorema 2.4.2 es decir si m  1 entonces
q = 1 y si m > 1 se resuelve la ecuación s =  (s), conociendo que la f.g.p. es
la misma que (2.5.2).

Como consecuencia de lo anterior se tiene el siguiente Cuadro 2.4

Cuadro 2.4: Teorema 2.4.2
� m q

0.3 0.3 1
2 2 0.203188
5 5 0.006977
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Se puede concluir como en el Ejemplo 2.5.1 que los valores de la probabilidad
de extinción en base a los dos métodos son muy aproximados.

‌
Se observa que para el caso del Ejemplo 2.5.1 en el cual se trabaja con la

distribución Geométrica, calcular la probabilidad de extinción sería más fácil usando
el Teorema 2.4.2 ya que la ecuación que se debe resolver es una función cuadrática.
Sin embargo, para el Ejemplo 2.5.2 para la distribución Poisson utilizar este método
manualmente sería más complicado y es necesario recurrir a la implementación de
algoritmos computacionales.
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Capítulo 3

Estimación

La teoría de muestreo puede emplearse para obtener información acerca de
muestras obtenidas aleatoriamente de una población conocida. Sin embargo, desde
un punto de vista práctico, suele ser más importante el ser capaz de inferir infor-
mación acerca de una población a partir de muestras de ellas. Dichos problemas
son tratados por la inferencia estadística que utiliza principios de muestreo. Un
problema importante de la inferencia estadística es la estimación de parámetros
poblacionales o simplemente parámetros (como la media y la varianza poblaciona-
les), a partir de los estadísticos muestrales correspondientes o estadísticos (como la
media y varianza muestral). Entonces se dice que la estimación es un conjunto de
técnicas que permiten dar un valor aproximado de alguno de los parámetros de una
población a partir de los datos proporcionados por una muestra.

Un posible enfoque consiste en considerar que la función de densidad que se
desea estimar pertenece a una determinada clase de funciones paramétricas, por
ejemplo a algunas de las distribuciones clásicas: Normal, Exponencial, Poisson, etc.
Dicha suposición usualmente se basa en informaciones sobre la variable que son
externas a la muestra, pero cuya validez puede ser comprobada con posterioridad
mediante pruebas de bondad de ajuste. Bajo esta suposición la estimación se reduce
a determinar el valor de los parámetros del modelo a partir de la muestra. Esta
estimación es la que se denomina estimación paramétrica de la densidad.

En los métodos no paramétricos (véase [22]) se hace inferencia acerca de la
distribución o los parámetros de la cual provienen las observaciones, sin hacer su-
posiciones especiales acerca de la forma de la distribución, es decir, la estimación
no paramétrica permite que los datos determinen de forma totalmente libre, sin
restricciones, la forma de la densidad que los ha de representar.

3.1. Estimación de los parámetros del PG-W

El propósito de este capítulo es considerar el problema de estimación de los
diversos parámetros del Proceso de Galton-Watson, a saber: estimación de la media

25
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m, estimación de la probabilidad de extinción q y la probabilidad de descendientes
p
k

.
El Proceso de Galton-Watson se caracteriza por la distribución de descendientes

p
k

y por el promedio de reproducción m; para calcularlos se usa la estimación vía
máxima verosimilitud.

Sea p
k

, k = 0, 1, . . . la distribución de descendientes, supongáse que se observa
el proceso Z

n

hasta la generación n, es decir, las variables aleatorias:

{X
li

, l = 0, 1, . . . , n� 1; i = 1, . . . , Z
l

} .

Sea

Z
l

(k) :=
Z

lX

i=1

I{X
li

=k},

k � 0, 0  l  n�1, donde Z
l

(k) representa el número de individuos de la l�ésima
generación con exactamente k descendientes. De esto se deduce que:

Z
l

=

1X

k=0

Z
l

(k).

Teorema 3.1.1. Sea {Z
n

} un Proceso de Galton-Watson. El estimador de máxi-

ma verosimilitud de p
k

, para k � 0, basado en

{Z
l

(k) : l = 0, 1, . . . , n� 1; k = 0, 1, . . .}

es

p̂
k

:=

P
n�1
j=0 Z

j

(k)
P

n�1
j=0

P1
k=0 Zj

(k)
.

Demostración. La función de verosimilitud basada en las observaciones Z
j

(k),
j = 0, 1, . . . ,n� 1 está dada por

L =

n�1Y

j=0

P (Z
j+1 = z

j+1 | Z
j

= z
j

) ,

donde la distribución conjunta de Z
j

(k), k = 0, 1, . . . dado Z
j

es

P (Z
j+1 = z

j+1 | Z
j

= z
j

) =

z
j

!Q1
k=0 ik!

1Y

k=0

pik
k

,

con
P1

k=0 ik = z
j

.
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Tomando logaritmo a la función de verosimilitud se obtiene

lnL =

n�1X

j=0

ln

 
z
j

!Q1
k=0 ik!

1Y

k=0

pik
k

!

=

n�1X

j=0

 
ln

✓
z
j

!Q1
k=0 ik!

◆
+

1X

k=0

(ln p
k

) i
k

!

=

n�1X

j=0

ln

✓
z
j

!Q1
k=0 ik!

◆
+

n�1X

j=0

1X

k=0

(ln p
k

) i
k

=

n�1X

j=0

ln

✓
z
j

!Q1
k=0 ik!

◆
+

n�1X

j=0

1X

k=0

(ln p
k

) z
j

(k) .

Para determinar el valor que maximiza la función lnL se utiliza el método de los
multiplicadores de Lagrange.

Sea

f (p) :=
n�1X

j=0

1X

k=0

(ln p
k

)Z
j

(k) ,

donde p := (p
k

: k = 0, 1, . . .), sujeta a:

g (p) =
1X

k=0

p
k

= 1,

se empieza por construir la función de Lagrange

H (p,�) = f (p)� �g (p)

=

n�1X

j=0

1X

k=0

(ln p
k

)Z
j

(k)� �

 1X

k=0

p
k

� 1

!
,

con � 6= 0. Derivando la función de Lagrange respecto a p y � e igualando a cero
se tiene

@H (p)

@p
=

n�1X

j=0

Z
j(k)

p
k

� � = 0 (3.1.1)

y
@H (p)

@�
=

1X

k=0

p
k

� 1 = 0 (3.1.2)

de la ecuación (3.1.1)
1

p
k

n�1X

j=0

Z
j

(k) = �
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entonces

p
k=

P
n�1
j=0 Z

j

(k)

�
,

de la ecuación (3.1.2)

1X

k=0

p
k

=

P1
k=0

P
n�1
j=0 Z

j

(k)

�
= 1,

entonces

� =

1X

k=0

n�1X

j=0

Z
j

(k) ,

y por lo tanto

p̂
k

=

P
n�1
j=0 Z

j

(k)
P

n�1
j=0

P1
k=0 Zj

(k)
.

Observación 3.1.2. El estimador de máxima verosimilitud p̂
k

es un estimador
intuitivamente razonable porque estima la probabilidad de que un individuo dé lugar
a k descendientes por la proporción relativa de progenitores con k descendientes.

Ahora se quiere estimar el promedio de reproducción m (véase Sección 2.3),
para esto nótese que

m =

1X

k=0

kp
k

,

utilizando p̂
k

, se puede estimar a m, de la forma siguiente

m̂ =

1X

k=0

k

P
n�1
j=0 Z

j

(k)
P

n�1
j=0

P1
k=0 Zj

(k)

=

P1
k=0

P
n�1
j=0 kZ

j

(k)
P

n�1
j=0

P1
k=0 Zj

(k)

=

P
n�1
j=0 Z

j+1 (k)
P

n�1
j=0

P1
k=0 Zj

(k)
,

es decir m̂ es el número total de hijos dividido por el número total de progenitores.
‌
Otro de los parámetros importantes para el Proceso de Galton-Watson es q el

cual representa la probabilidad de extinción.
A continuación se proponen estimadores no paramétricos de la probabilidad

de extinción del Proceso de Galton-Watson. Dichos estimadores los cuales son pro-
puestos por Martín-Andrés (véase [13]), Crump y Howe (véase [14]) son comparados
mediante simulación.
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Sean Z
r

, Z
r+1, . . . , Zl

los tamaños de las generaciones sucesivas r, r + 1, . . . , l,
observadas en donde se supone que Z

l

> 0. También se supone que m > 1, pués de
otra forma la población se extingue con probabilidad uno.

Crump y Howe (véase [14]) proponen como estimador no-paramétrico de q el
siguiente:

q̂1 = exp
�
�2 (m̂� 1) /�̂2

 
, (3.1.3)

con

�̂2
=

1

l � r � 1

lX

k=r+1

Z
k�1

✓
Z
k

Z
k�1

� m̂

◆2

,

donde �̂2 es un estimador de �2 que corresponde aproximadamente a una varianza
de la muestra. De modo que para conocer a q̂1, hacen falta al menos tres generaciones
sucesivas, donde m̂ es el estimador del promedio de reproducción que se calculó
anteriormente.

Martín-Andrés (véase [13]) propone como estimador de q (para el caso general
en que Z0 = t, donde t indica el número de individuos con el que inicia el proceso),
el siguiente

q̂ =

✓
1 +

m̂l � 1

Z
l

� pm̂l

◆�1

,

y, cuando t = 1:

q̂2 :=

�
Z
l

� m̂l

�
/ (Z

l

� 1) . (3.1.4)

3.2. Comparación de estimadores por simulación

Para la comparación de los estimadores del parámetro q presentados en la Sec-
ción 3.1 se implementó un programa en el software R (véase Apéndice C), para
una población que tiene distribución Poisson (�) donde � = 1.3 ó 2. Para ello se to-
man las realizaciones Z

r

, Z
r+1, . . . , Zl

las cuales son los tamaños de las generaciones
sucesivas r, r + 1, . . . , l, observadas.

Entonces, tomando una muestra de tamaño n = 100, para r = 6, l = 10,
conociendo que la población se distribuye de acuerdo a una Poisson con párametro
� = 1.3, se tiene que m = 1.3 y calculando la probabilidad de extinción usando
el Teorema 2.4.2 en el cual se obtuvó que q = 0.52. Posteriormente se calculan los
estimadores q̂1 (véase (3.1.3) ) y q̂2 (véase (3.1.4)), y finalmente se calcula la raíz
del error cuadrado medio para ambos estimadores (véase Cuadro 3.1):
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Cuadro 3.1:
Raíz del error cuadrado medio

q̂1 0.61 0.093

q̂2 0.69 0.174

Para r = 10, l = 20, m = 1.3 y q = 0.52, se obtuvieron los valores para los
estimadores q̂1 y q̂2 con raíz del error cuadrado medio respectivamente mostrados
en el Cuadro 3.2:

Cuadro 3.2:
Raíz del error cuadrado medio

q̂1 0.59 0.075

q̂2 0.88 0.364

Para r = 6, l = 10, cuya población tiene una distribución Poisson con � = 2 se
tiene que m = 2 y q = 0.36, se obtuvieron los siguientes resultados véase Cuadro
3.3:

Cuadro 3.3:
Raíz del error cuadrado medio

q̂1 0.37 0.0067

q̂2 0.66 0.303

Para r = 10, l = 20, m = 2 y q = 0.36, los resultados son los siguientes véase
Cuadro 3.4:
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Cuadro 3.4:
Raíz del error cuadrado medio

q̂1 0.44 0.086

q̂2 0.59 0.232

Se puede observar en los cuadros anteriores que el estimador q̂1 fue mejor es-
timador que el estimador q̂2, al menos para una población que se distribuye de
acuerdo a una Poisson con � = 1.3 ó 2.
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Capítulo 4

Proceso de Galton-Watson

Multitipo

Un primer paso en la generalización del Proceso de Galton-Watson es la consi-
deración de los procesos que involucran varios tipos de individuos.

El objetivo de este capítulo es considerar poblaciones con distintos tipos o
grupos de individuos, cada uno de estos individuos puede generar descendientes
de todos los tipos que coexisten en la población, se hace un desarrollo acerca del
Proceso de Galton-Watson Multitipo (PG-WM) y, finalmente se analiza un ejemplo
en base a esta teoría.

4.1. Análisis del PG-WM

Para analizar el Proceso de Galton-Watson Multitipo es necesario introducir
notación, definiciones y algunos resultados importantes.

Notación: T denota el conjunto de todos los vectores k-dimensionales cuyos
componentes son enteros no-negativos. e

i

, 1  i  k, denota el vector cuyo i-ésimo
componente es 1 y cuyos otros componentes son 0.

Definición 4.1.1. El Proceso de Galton-Watson multitipo (o vectorial) es un
vector temporalmente homogéneo del proceso de Markov Z0,Z1,Z2, . . ., cuyos es-
tados son vectores en T . Se supondrá que Z0 es no aleatorio. Se interpreta a Zi

n

,
el i-ésimo componente de Z

n

, como el número de objetos de tipo i en la n-ésima
generación.

La ley de transición para el proceso es como sigue. Si Z0 = e
i

, entonces Z1

tiene la función generadora

 i

(s1, . . . , sk) =
1X

r1,...,rk

pi (r1, . . . , rk) s
r1
1 . . . srk

k

, (4.1.1)

33
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|s1| , |s2| , . . . , |sk|  1, donde pi (r1, r2, . . . , rk) es la probabilidad de que un ob-
jeto de tipo i tenga r1 hijos de tipo 1, . . . , r

k

de tipo k. En general , si Z

n

=

(r1, r2, . . . , rk) 2 T , entonces Z
n+1 es la suma de r1+r2+. . .+r

k

vectores aleatorios
independientes, donde r1 tiene la función generadora  1, r2 la función generadora
 2, . . . , r

k

la función generadora  k.

Definición 4.1.2. La función generadora de probabilidades de Z

n

, cuando Z0 =

e

i

, es denotada por
 i

n

(s1, . . . , sk) =  i

n

(s) ,

i = 1, . . . , k, n = 0, 1, . . .. Entonces,  i

1 es la función  i de la ecuación (4.1.1). El
vector

�
 1

(s) , . . . , k

(s)
�

se denota por  (s).

Directamente de lo anterior, se puede deducir el siguiente Teorema

Teorema 4.1.3. Las funciones generadoras de probabilidades  i

n

son funciones
iteradas, definidas por las relaciones

 i

n+1 (s) =  i

⇥
 1
n

(s) , . . . , k

n

(s)

⇤
, (4.1.2)

 i

0 (s) = s
i

,

n = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . , k.
En forma vectorial se tiene que

 
n+N

(s) =  
n

[ 
N

(s)] ,

n,N = 0, 1, 2, . . ..

Definición 4.1.4. Sea M=(m
ij

) la matriz de primeros momentos,

m
ij

= E
⇣
Zj

1 | Z0 = e
i

⌘
=

@ i

(1, . . . , 1)

@s
j

,

i, j = 1, . . . , k. M es la matriz del número esperado de progenitores de todos los
tipos de individuos. Se supondrá que todos los primeros momentos m

ij

son finitos y
no todos iguales a 0. Mediante el uso de la regla de la cadena en (4.1.2), se obtiene
que E (Z

n+1 | Z
n

) = Z

n

M.
En forma más general,

E (Z

n+N

| Z
N

) = Z

N

M

n. (4.1.3)

Los siguientes son resultados básicos de la teoría de Perron-Frobenius de matri-
ces positivas (véase [1]). Esta teoría demuestra que la iteración de matrices regulares
no-negativas pueden ser aproximadas usando las potencias del valor propio domi-
nante de la matriz, lo cual demuestra que son positivas. Como una consecuencia de
ello, las propiedades asintóticas del Proceso de Galton-Watson Multitipo en el caso
regular positivo pueden ser expresadas usando las potencias de esos valores propios.



4.1. ANÁLISIS DEL PG-WM 35

Definición 4.1.5. Un vector ó matriz positiva, no-negativa ó 0 es llamada así si
todos sus componentes tienen esas propiedades. Si u y ⌫ son vectores o matrices,
entonces u > ⌫ (u � ⌫) significa que u � ⌫ es positiva. Se usa signos de valor
absoluto que encierran un vector ó matriz para denotar la suma del valor absoluto
de los elementos; por lo tanto, |Z

n

| =
P

i

��Zi

n

��, donde |Z
n

| indica el número total
de individuos en la n-ésima generación.

Teorema 4.1.6. Sea M una matriz no-negativa de orden k, tal que M

N

es positiva

para algún entero positivo N . Entonces M tiene una raíz positiva ⇢ la cual es

simple y mayor en valor absoluto que cualquier otra raíz positiva; ⇢ corresponde

a los vectores propios por la derecha y por la izquierda µ =

�
µi

�
y ⌫ =

�
⌫i
�
,

i = 1, 2, . . . , k, los cuales son los únicos vectores propios no-negativos. Por otra

parte, se tiene que:

M

n

= ⇢nM1 +M

n

2 , (4.1.4)

n = 1, 2, . . ., donde M1 =

�
µi⌫i

�
, con la normalización

P
µi⌫i = 1. Por lo tanto,

M1M1 = M1. Además

M1M2 = M2M1 = 0.

|Mn

2 | = O (↵n

) para cualquier ↵, 0 < ↵ < ⇢.

Para cada r, 1  r  k, se tiene min
1ir

P
r

j=1 mij

 ⇢.

Si j es un entero positivo entonces ⇢j corresponde a M

j , sólo cuando ⇢
corresponde a M.

Definición 4.1.7. Un proceso de Galton-Watson Multitipo es llamado positiva-
mente regular o irreducible si MN es positiva para algún entero positivo N .

Se puede observar como en el Capítulo 2 que los estados del proceso diferentes de
cero son transitorios.

El estado z es transitorio si P (Z

n

= z para algún n = 1, 2, . . . | Z0 = z) < 1 ó
equivalentemente si P (Z

n

= z infinitamente frecuente | Z0 = z) = 0.

Definición 4.1.8. Un proceso de Galton-Watson Multitipo es llamado singular si
las f.g.p.  1

(s1, . . . , sk) , 2
(s1, . . . , sk) , . . . , k

(s1, s2, . . . , sk) son todas lineales en
s1, s2, . . . , sk, con términos no constantes; es decir, cada objeto tiene exactamente
un individuo.

Teorema 4.1.9. Supóngase que el proceso es positivamente regular y no singular,

y suponga que z 2 T , z 6= 0. Entonces P (Z
n

= z infinitamente frecuente) = 0.

Probabilidad de extinción

El valor propio ⇢ de la matriz M = (m
ij

) juega un rol similar al de la esperanza
m utilizada en el Capítulo 2, para determinar si la extinción ocurre.
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Definición 4.1.10. Sea qi la probabilidad de extinción si inicialmente existe un
objeto de tipo i, i = 1, 2, . . . , k, es decir,

qi = P (Z

n

= 0 para algúnn | Z0 = e

i

) .

El vector
�
q1, q2, . . . , qk

�
es denotado por q. Sea 1 denotando el vector

(1, 1, . . . , 1).

Ahora se enuncia un Teorema el cual indica la generalización del Teorema 2.4.2
del Capítulo 2.

Teorema 4.1.11. Supongáse que el proceso es positivamente regular y no singu-

lar. Si ⇢  1, entonces q = 1. Si ⇢ > 1, q satisface la ecuación

q =  (q) . (4.1.5)

Demostración. Del Teorema 4.1.9 se sigue que si N es algún número positivo
entonces

P (Z
n

= z infinitamente frecuente) = P
⇣
lim
n!1

sup {Z
n

= z}
⌘

= P

0

@
1[

n=1

\

k�n

{Z
k

= z}

1

A
= 0,

existe n � 1 tal que para todo k � n: Z
k

= z, entonces

P (0 < |Z
n

| < N para una infinidad de valores de n) = 0.

Por lo tanto, P (|Z
n

| ! 0) + P (|Z
n

| ! 1) = 1. Ahora de (4.1.3), del Teorema
4.1.6 y la suposición de que ⇢  1 se sigue que E (|Z

n

|) es una función acotada de
n. Por consiguiente P(|Z

n

| ! 1) = 0 y por lo tanto, P(|Z
n

| ! 0) = 1, probando
de esta forma el caso cuando ⇢  1.

Suponga que ⇢ > 1, se tiene que

 
n+N

(0) =  
n

( 
N

(0)) , (4.1.6)

n,N = 0, 1, 2, . . .. Por otra parte, al igual que en el caso simple del Capítulo 2, se
tiene que  i

n

es no-decreciente en n y que se aproxima a qi, i = 1, 2, . . ., cuando
n ! 1. Tomando a n = 1 en la ecuación (4.1.6) y N ! 1, se tiene que la ecuación
(4.1.5) se satisface.

4.2. Ejemplo del PG-WM

En 2009 fue identificada una nueva cepa de influenza A (H1N1) la cual causó una
pandemia mundial (véase [5, 15]). En el presente estudio se examina la probabilidad
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de extinción de la pandemia Influenza A(H1N1), dicho estudio se basa en datos de
México (véase [5]).

Se emplea la teoría del Proceso de Galton-Watson Multitipo para aproximar
la probabilidad de extinción de la rama de la infección que se deriva de un solo
índice de casos. Considérese una población muy grande la cual es completamente
susceptible, dividida en dos subpoblaciones, niños y adultos.

Por simplicidad se ignorará inmunidad pre-existente entre adultos. En este ca-
pítulo, se denota a los niños como tipo 1 y los adultos como tipo 2.

Sea �
i

(i = 1, 2) la tasa de recuperación de individuos infectados de tipo i y
�
ij

(1  i, j  2) la tasa de natalidad (es decir, la tasa de una nueva infección) de
individuos infectados de tipo i causado por un individuo infectado particular de
tipo j durante la etapa inicial de una epidemia.

Se supone que el tiempo de generación tiene una distribución exponencial, y
por lo tanto, R

ij

= �
ij

/�
j

. Se supondrá que la edad de la matriz de la siguiente
generación R

ij

se atribuye completamente a la tasa de infección �
ij

, y por lo tanto,
el período de infección �

i

se supondrá que es una constante �, independiente del
tipo de huésped.

El vector aleatorio Z
n

=

�
Z1
n,

Z2
n

�
representa el número de niños y adultos

respectivamente infectados de la población en la n-ésima generación; se considera
al proceso {Z

n

} como un proceso de ramificación Multitipo. Suponiendo que un
individuo de tipo j tiene probabilidad pj (r = r1, r2) de infectarse, en la siguiente
generación, r1 niños y r2 adultos, se define a la función generadora de probabilidades
como

 j

(s1, s2) =
X

r

pj (r1, r2) s
r1
1 sr22 , (4.2.1)

j = 1, 2. Se tiene por la ecuación (4.2.6) (véase Apéndice B) que la función  j

(s)

con un tiempo de generación distribuida exponencialmente está dada por

 j

(s) =

�
j

�
j

+

P2
k=1 �kj (1� s

k

)

, (4.2.2)

para j = 1, 2. Puesto que �
j

se supone que es independiente del tipo de huésped j,
M := R

ij

= �
ij

/�, �
j

= � con j = 1, 2 entonces (4.2.2) se simplifica a

 j

(s) =

1

1 +R1j (1� s1) +R2j (1� s2)
.

Las ramas de las infecciones, {Z
n

}, que se deriva del índice de casos iniciales llegan
a extinguirse con probabilidad 1 si y sólo si el valor propio dominante de M es
menor que o igual a la unidad, es decir, ⇢ (M) < 1.

Sea qi la probabilidad de extinción dado que un individuo particular infectado
de tipo i se introduce en la población. De acuerdo al Teorema 4.1.11 si ⇢ > 1 la
probabilidad de extinción es la raíz no negativa de las ecuaciones

qj =  j

(q) ,
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j = 1, 2. Como es usual en los modelos de procesos de ramificación, cada uno de
los casos secundarios de tipo i generado por un caso primario se convierte en un
antepasado de un subproceso independiente (el cual se reinicia con un individuo
de tipo i) comportándose idénticamente entre los del mismo tipo i. Debido a este
carácter multiplicativo, se tiene que la probabilidad de extinción es

p(a) =
2Y

j=1

{qa1 , qa2} ,

donde a=(a1, a2).
En la población de dos huéspedes, es decir, una población compuesta de niños

y adultos, las probabilidades de extinción dado un solo niño o la persona adulta
infectada, q1 y q2 satisfacen

q1 =

1

1 +R11 (1� q1) +R21 (1� q2)
,

q2 =

1

1 +R12 (1� q1) +R22 (1� q2)
. (4.2.3)

En otras palabras, dada la matriz de la siguiente generación M, el problema de
calcular la probabilidad de extinción dado un cierto número de individuos infectados
de tipo i y j en la 0-ésima generación es reemplazado por el problema de resolver dos
ecuaciones cuadráticas con dos parámetros desconocidos. Existen cuatro posibles
combinaciones de las soluciones para (4.2.3) incluyendo números complejos, pero
iterativamente sólo se encuentran los números reales no-negativos en el rango de
0 < q1, q2 < 1, excepto para la combinación

�
q1, q2

�
= (1, 1).

Se tiene que para encontrar la probabilidad de extinción de q1 y q2 para la
pandemia A(H1N1), se usan estimadores publicados de la matriz M para México
(véase [5])

M =

✓
1.41 0.34
0.35 0.87

◆
,

el valor propio de la matriz M estimado es de 1.58, es decir ⇢ (M) > 1 lo cual indica
que la infección no se extingue con probabilidad 1. Entonces, por el Teorema 4.1.11
se procede a resolver las ecuaciones (4.2.3) simultáneamente con la información
anteriormente obtenida y resulta que

q1 = 0.60 y q2 = 0.72.

Las cuales son las probabilidades de extinción para niños y adultos respectivamente.
Se observa que la probabilidad de extinción de la infección considerando homo-

geneidad dado un caso de tipo 2, es decir, de adultos es mayor que la de niños y
por lo tanto, resulta que la población en general es infectada por el caso de tipo 1.



Conclusiones

Los Procesos de Ramificación, además de plantear una serie de desarrollos teó-
ricos interesantes, tienen un buen número de aplicaciones prácticas en áreas como
medicina, biología, demografía, etc.

En resumen las aportaciones del trabajo de tesis son las siguientes:

Análisis detallado del Proceso de Ramificación de Galton-Watson con tiem-
po y espacio de estados discreto, en esta parte se trabajó con la función
generadora de probabilidades del proceso y momentos del mismo.

Cálculo de la probabilidad de extinción para una población que se desarrolla
según un Proceso de Galton-Watson, primero bajo una ley de reproducción
inicial Geométrica y posteriormente para la distribución Poisson, donde se
consideran diferentes valores de los parámetros de cada distribución. En este
caso se usó un enfoque de punto fijo para garantizar la existencia de la proba-
bilidad de extinción (Teorema 2.4.2), así como un procedimiento iterativo de
la función generadora de probabilidades (Teorema 2.4.1) para la aproxima-
ción del mismo, se puede notar que en algunos ejemplos el uso del Teorema
2.4.2 es más fácil de emplear como en el caso de la distribución Geométrica,
para ello se consideraron los dos ejemplos con distribuciones diferentes.

Estimación del promedio de reproducción y de la probabilidad de descen-
dientes vía máxima verosimilitud. Posteriormente se dieron estimadores no
parámetricos propuestos por algunos autores los cuales fueron comparados
mediante una simulación. La conclusión fue que el estimador q̂1 tiene un error
cuadrado medio menor que el estimador q̂2 en este sentido se obtiene que el
mejor estimador es q̂1, al menos para una población que se distribuye de
acuerdo a una Poisson.

Finalmente, se desarrolló la teoría para el Proceso de Galton-Watson Mul-
titipo, y posteriormente es aplicada a un ejemplo, en el cual se investigó la
probabilidad de extinción de la infección causada por la pandemia influenza
A(H1N1-2009) basado en datos de México; en esta parte se consideró dividir
la población en niños y adultos. Este ejemplo considera homogeneidad en la
población, es decir, no pueden entrar individuos ajenos infectados a la pobla-
ción. Se concluye que la probabilidad de extinción de la infección para niños

39
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es 0.60 y para adultos 0.72 con ⇢ = 1.58, con lo cual se puede observar que
los niños son más propensos a contraer esta infección.

Como trabajos a futuro se tienen los siguientes:

Analizar y estimar el tiempo de extinción del Proceso de Ramificación de
Galton-Watson.

Desarrollar la teoría para el Proceso de Ramificación de Galton-Watson con
espacio de estados discreto y tiempo continuo, para que posteriormente se
pueda aplicar a ejemplos.



Apéndice A

Resultados Asintóticos

En este primer apéndice se estudia la inestabilidad de Z
n

cuando n ! 1, y el
comportamiento de la sucesión aleatoria Z1, Z2, . . .. La distribución límite no puede
en general ser obtenida explícitamente, excepto cuando m = 1.

Los conceptos usuales de convergencia de una sucesión de variables aleatorias
{W

n

} a una variable W son los siguientes:

1. Para la convergencia en probabilidad se tiene que, para cada ✏ > 0

lim
n!1

P (|W
n

�W | > ✏) = 0.

2. Convergencia en media cuadrada significa que

lim
n!1

E (W
n

�W )

2
= 0.

3. En la convergencia casi segura se cumple que

P
⇣
lim
n!1

W
n

= W
⌘
= 1.

4. Convergencia en distribución significa que

lim
n!1

F
X

n

(x) = F
X

(x),

para todo punto de continuidad x 2 R, donde F
X

(x) es continua.

Cualquiera de los tres primeros modos de convergencia implican el cuarto.
‌
Inestabilidad de Z

n

Se tiene que

P [Z
n

= 0] ! q,
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cuando n ! 1, y

P [Z
n

= k] ! 0,

cuando n ! 1, para todo k � 1, de hecho se puede obtener el siguiente resultado

P [Z
n

! 0 óZ
n

! 1] = 1,

y

q = P [Z
n

! 0] = 1� P [Z
n

! 1] .

El proceso de ramificación exhibe una inestabilidad, es decir, el proceso se extingue
o explota.

Esto se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Sea m = E(Z1) < 1, como lim
n!1

P (Z
n

= k) = 0, k = 1, 2, . . ..

Entonces Z
n

! 1 con probrabilidad 1� q y Z
n

! 0 con probabilidad q.

Demostración. Primero se muestra que cada uno de los estados k = 1, 2, . . . son
transitorios.

Supóngase para evitar una situación degenerada que p1 6= 1, como 0 es un
estado absorbente entonces 0 es recurrente. Se tiene, sin embargo que, 1, 2, . . . son
transitorios. Si p0 = 0, entonces el número de descendientes por individuos es por
lo menos 1, y por lo tanto, {Z

n

} es no decreciente. Si se empieza en el estado k, el
único camino posible para regresar al estado k es si cada uno de los k miembros de
la generación actual tiene exactamente un descendiente, por lo tanto, para k � 1

⇢
kk

= P [regresar eventualmente a k]
= P [Z

n+1 = k | Z
n

= k]

= P [Z
n+1,j = 1, j = 1, . . . , k] = pk1 < 1,

se tiene que en el caso p0 = 0, k es transitorio. Para el siguiente caso se considera que
p0 = 1, entonces p

k0 = 1, así que ⇢
kk

= 0 < 1 y otra vez el estado k es transitorio.
Finalmente se considera el caso donde 0 < p0 < 1. Como 0 es absorbente,

⇢
kk

 P
k

[Z1 6= 0] = 1� P
k

[Z1 = 0] = 1� pk0 < 1.

Así que para este caso también, k � 1 es transitorio.
Por lo tanto, para cada k = 1, 2 . . . se tiene que lim

n!1
P (Z

n

= k) = 0 y P (Z
n

=

k para un número infinito de valores de n)= 0. Dado que Z
n

no toma el mismo
valor positivo infinitas veces, la sucesión converge a 0 ó 1. Del Teorema 2.4.2 se sabe
que q es la probabilidad de que Z

n

! 0. Con lo cual se concluye la demostración.

A continuación se describen brevemente los 3 casos para el promedio de repro-
ducción m los cuales se mencionaron en la Sección 2.3.
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Caso supercrítico

Se tiene que una característica adicional de los procesos de ramificación es la
siguiente. Sea

W
n

:= Z
n

/E [Z
n

] = Z
n

/mn,

n � 1. Se demostrará que {W
n

: n 2 N} es una martingala adaptada a la filtración
{F

n

= � (Z0, Z1, . . . , Zn

) : n � 1}. La propiedad de martingala del proceso anterior
es de gran ayuda en el estudio asintótico del proceso original.

Lema 4.2.2. {W
n

} es una martingala.

Demostración. Es necesario probar que se cumplen las dos condiciones de la De-
finición 1.2.2.

El inciso 1 de la Definición 1.2.2 se cumple, ya que

E [| W
n

|] = E [| Z
n

/mn |]

= | 1

mn

| E [| Z
n

|] = 1 < 1.

Ahora se verificará que se cumple 2 de la Definición 1.2.2.

E
⇥
W

n+1 | Fn
⇤

= m�(n+1)E [Z
n+1 | Fn]

= m�(n+1)E

"
Z

nX

i=1

X
n,i

| Fn

#

= m�(n+1)
1X

k=1

E
⇥
I{Z

n

=k}k ·X
n,i

| Fn
⇤

= m�n

1X

k=1

E
⇥
k · I{Z

n

=k} | Fn
⇤

= m�nZ
n

= W
n

.

Entonces se tiene que W
n

es una martingala con respecto a {F
n

}, más aún, como
W

n

� 0 entonces por el Corolario 1.2.8 existe una variable aleatoria no negativa W
tal que con probabilidad 1, lim

n!1
W

n

= W .
Bajo las condiciones m > 1, �2 < 1 y Z0 = 1 se obtiene:

1.
lim
n!1

E (W
n

�W )

2
= 0.

2.
E (W ) = 1,

y
var [W ] = �2/m (m� 1) .
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3.
P (W = 0) = q.

‌
Caso subcrítico

En el caso subcrítico m < 1, se sabe que con probabilidad uno la población
se extingue, por lo cual la distribución limite de Z

n

no es interesante. Sin em-
bargo, se está interesado en analizar el comportamiento asintótico del proceso Z

n

condicionado por la hipótesis Z
n

6= 0.

Teorema 4.2.3. Supóngase que m < 1 y E(Z2
) < 1. Entonces, para cada

j = 1, 2, . . .,
lim
n!1

P (Z
n

= j | Z
n

6= 0) := b
j

existe y

P1
k=0 bk = 1. Además, la f.g.p. g(s) =

P
b
j

sj satisface la ecuación funcional

g [f (s)] = mg (s) + 1�m,

|s|  1.

Demostración. Véase [9].

‌
Caso crítico

Si m = 1 se tiene que P (Z
n

! 0) = 1 o equivalentemente P (Z
n

> 0)! 0

cuando n ! 1. En este caso se está interesado en analizar la tasa de convergencia
a cero. Se deduce que para m = 1, �2 < 1 y Z0 = 1.

1. nP [Z
n

> 0] ! 2
�

2 .

2. E [Z
n

| Z
n

> 0] ! �

2

2 .

3. lim
n!1

P [(Z
n

/n) > x | Z
n

> 0] = e�
2x
�

2 .

El resultado anterior indica que el decrecimiento de una población que se comporta
según un Proceso de Galton-Watson con m = 1 es exponencial.



Apéndice B

En esta parte se ve una extensión del Proceso de Galton-Watson anteriormente
estudiado (véase Capítulo 2), en este caso se trabaja con espacio de estados discreto
y tiempo continuo, se le denomina Proceso Markoviano de Ramificación a Tiempo
Continuo (PMRTC), su análisis es muy breve y se puede ver de forma mas detallada
en [9].

Este proceso también modela el crecimiento de una población, salvo que ahora el
tiempo de vida de cada individuo es una variable aleatoria continua. Posteriormente
se da un ejemplo el cual es utilizado en el Capítulo 4, Sección 4.2.

Proceso de Ramificación a Tiempo Continuo

En el modelo de Galton-Watson de tiempo discreto cada individuo vive una
unidad de tiempo, y por lo tanto, todos los individuos que coexisten pertenecen a
la misma generación. Al contrario, en el PMRTC Z = Z(t), t � 0, donde Z(t) es el
número de individuos al tiempo t cada uno de esos individuos tiene una duración de
vida aleatoria, al término de la cual se muere o reproduce un número aleatorio de
individuos descendientes. Así, coexisten siempre varias generaciones. Este proceso
en general no es de Markov, al menos que los tiempos de vida sean independientes
y se distribuyan como variables aleatorias exponenciales, lo cual se va a suponer.

Para empezar con la construcción del PMRTC se definen a las probabilidades
de transición

P
ij

(⌧, t) = P (Z(⌧ + t) = j | Z(⌧) = i),

para toda i, j 2 {0, 1, 2, . . .}, 0  ⌧  t, t � 0.
Debido a la hipótesis de homogeneidad del tiempo, estas satisfacen que

P
ij

(⌧, t) = P
ij

(t).

Definición 4.2.4. Un proceso estocástico {Z(t) :t � 0} definido en un espacio
de probabilidad (⌦,F ,P) es llamado el PMRTC unidimensional si:

1. Su espacio de estados esta dado por el conjunto de enteros no-negativos.

2. Es una cadena de Markov estacionaria con respecto a Ft = �{Z(s) :s  t}.
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3. Las probabilidades de transición P
ij

(t) = P (Z(t) = j | Z(0) = i) satisfacen:

1X

j=0

P
ij

(t)sj =

0

@
1X

j=0

P1j(t)s
j

1

A
i

,

para toda i � 0 y |s|  1.

Los incisos 1 y 2 indican que Z(t) es un Proceso Markoviano a Tiempo Continuo
en los enteros, la condición 3 dice que considerar un proceso de ramificación con i
individuos iniciales, es exactamente lo mismo que considerar la suma de i procesos
de ramificación independientes con un individuo inicial.

Las ecuaciones de Kolmogorov son las siguientes:
(

d

dt

P
ij

(t) = �jaP
ij

(t) + a
P

j+1
k=1 kPik

(t) p
j�k+1,

P
ij

(⌧, ⌧ + 0) = �
ij

,

llamada ecuación prospectiva, y
(

d

dt

P
ij

(t) = �iaP
ij

(t) + ia
P1

k=i�1 Pkj

(t) p
k�i+1,

P
ij

(t� 0, t) = �
ij

,

denominada como la ecuación retrospectiva, donde

�
ij

=

(
1 si i = j,

0 si i 6= j.

Definición 4.2.5. El conjunto de funciones {P
ij

(t)} es llamado una solución
de las ecuaciones retrospectivas y prospectivas de Kolmogorov si son no negativas,
absolutamente continuas en 0 y en t, satisfacen las ecuaciones de Kolmogorov y las
siguientes condiciones

1. P
ij

(t) =

P1
k=0 Pik

(t1)Pkj

(t), con i, j = 0, 1, . . ., 0  t1  t, (ecuación de
Chapman-Kolmogorov).

2.
P1

j=0 Pij

(t)  1,i = 0, 1, 2, . . ..

Función generadora

Se supone que {P
ij

(t)} es una única solución de las ecuaciones de Kolmogorov,
como es única se tiene que satisface

1X

j=0

P
ij

(t) = 1.
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La función generadora juega un papel importante en el análisis de los procesos
continuos. Antes de definir a la función generadora del proceso, se define una función
 (s) como

 (s) =
1X

j=0

p
j

sj ,

donde |s|  1, y otra función u(s) como

u (s) = a [ (s)� s] .

El número a, que toma valores en el intervalo (0,1), y la función {p
j

: j = 0, 1, 2, . . .}
son los datos totales del proceso {Z (t) : t � 0}. Se define a la función generadora
del proceso {Z (t) : t � 0} como

F
k

(s, t) =

1X

j=0

P (Z (t) = j | Z (0) = k) sj

=

1X

j=0

P
kj

(t) sj

= E
h
sZ(t)

i
.

Si k = 1 entonces la función generadora se denota por F (s, t). Por las ecuaciones
de Kolmogorov se puede ver que F (s, t) satisface las siguientes relaciones

@

@t
F (s, t) = u (F (s, t)) (ecuación retrospectiva) , (4.2.4)

y

@

@t
F (s, t) = u (s)

@

@s
F (s, t) (ecuación prospectiva) , (4.2.5)

con condición de frontera

F (s, 0) = s.

Para obtener la iteración de la función generadora es necesario utilizar la ecuación
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de Chapman-Kolmogorov, de esta manera se tiene que

F (s, t+ u) =

1X

k=0

P1k (t+ u) sk

=

1X

k=0

1X

j=0

P1j (u)Pjk

(t) sk

=

1X

j=0

1X

k=0

P1j (u)Pjk

(t) sk

=

1X

j=0

P1j (u)
1X

k=0

P
jk

(t) sk

=

1X

j=0

P1j (u) [F (s, t)]j

= F (F (s, t) , u) .

Dicha relación es análoga a la fórmula iterada para  
n

(s) en el Proceso de Galton-
Watson.

Resolver las ecuaciones de Kolmogorov resulta en la mayoría de los casos una
tarea muy difícil y por ello la distribución de Z (t) muy pocas veces puede deter-
minarse de manera explícita. Sin embargo, existen ejemplos importantes que si se
pueden resolver, a continuación se resolverá uno de ellos.

Ejemplo 4.2.6. El Proceso de Yule de Fisión binaria.
Sea {Z (t) : t � 0} un PMRTC, en donde cada partícula vive una longitud de

tiempo que se distribuye de manera exponencial y enseguida se divide en dos par-
tículas. Lo que se quiere ver es que la función generadora es de la forma

F (s, t) =
se�at

1� s (1� e�at

)

,

con F (s, 0) = s. Como cada partícula al morir se divide en dos partículas se puede
afirmar que p2 = 1, como consecuencia se ve que  (s) = s2. Con todos estos resul-
tados la ecuación retrospectiva de Kolmogorov para la función generadora queda
de la siguiente forma

@F (s, t)

@ (t)
= a

⇥
F 2

(s, t)� F (s, t)
⇤
.

Para obtener la solución a está ecuación diferencial parcial se va a fijar a s, entonces
el problema se restringe a solucionar una ecuación diferencial ordinaria. Primero se
va a proponer una función µ (t) con µ (0) = 1, entonces

µ (t)
dF (s, t)

dt
+ aµ (t)F (s, t) = aµ (t)F 2

(s, t) ,
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y

µ (t)
dF (s, t)

dt

1

F 2
(s, t)

+

aµ (t)

F (s, t)
= aµ (t) .

Entonces se propone a dµ(t)
dt

como

dµ (t)

dt
= �aµ (t) ,

cuya solución se obtiene de la siguiente manera

dµ (t)

µ (t)
= �adt

ln |µ (t)| = �at

µ (t) = e�at.

De esta manera se tiene que

d

dt

✓
�e�at

F (s, t)

◆
= ae�at

�e�ay

F (s, y)

�����

t

0

= �e�ax

�����

t

0

�e�at

F (s, t)
� 1

s
= �e�at

+ 1,

multiplicando por menos uno y al desarrollar esta relación se tiene

e�at

F (s, t)
=

1� (1� e�at

) s

s
,

despejando

F (s, t) =
se�at

1� s (1� e�at

)

. (4.2.6)

La función generadora (4.2.6) es de gran ayuda para el ejemplo que se presentó en
el Capítulo 4.
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Apéndice C

Algoritmos

El siguiente programa se realizó en el software Mathematica y se utilizó en el
Capítulo 2, Sección 2.5 para encontrar el valor de la probabilidad de extinción en
los ejemplos estudiados.

‌
For[i=1 ,x0 = 0.2; i++, x

i

= F [x
i�1]];

e0=0.0001; y[i]=abs[x
i

� x
i�1];

If[y[i]<e0, Print[x

i

];Break[]]

‌
En el Capítulo 3 para realizar la comparación de los diferentes estimadores de

la probabilidad de extinción q̂1 y q̂2 se tiene el siguiente código que se implementó
en el software R.

‌
El siguiente código es para encontrar el valor del estimador q̂1.
‌
gwpoi <- function(n){

z <- numeric()

m<-10

l<-20

m1<-0

m2<-0

z[1] <- 1

z[2] <- rpois(1,2)

for (j in 3:(n+1))

{

if (z[j-1]==0) {z[j]<-z[j-1] & break}

else {z[j] <- rpois(1,z[j-1]*2)}

}

j<-m+1

for(j in j:l)

{

m1<-m1+z[j]

51
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}

k<-m

for(k in k:l-1)

{

m2<-m2+z[k]

}

mu<-m1/m2

i<-m+1

s<-0

for(i in i:l)

{

s<-s+z[i-1]*(((z[i]/z[i-1])-mu)**2)

}

s1<-(l-m-1)**(-1)

s2<-s1*s

pi1<-exp(-2*(mu-1)/s2)

print(pi1)

pi<-0.36

recm<-(pi1-pi)

print(recm)

}

‌
Después para calcular el estimador bq2 se tiene el siguiente código.
‌
gwpoi <- function(n){

z <- numeric()

m<-10

l<-20

m1<-0

m2<-0

z[1] <- 1

z[2] <- rpois(1,2)

for (j in 3:(n+1))

{

if (z[j-1]==0) {z[j]<-z[j-1] & break}

else {z[j] <- rpois(1,z[j-1]*2)}}

j<-m+1

for(j in j:l)

{

m1<-m1+z[j]

}

k<-m

for(k in k:l-1)

{

m2<-m2+z[k]
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}

mu<-m1/m2

pi2<-(z[n]-mu**n)/(z[n]-1)

print(pi2)

pi<-0.36

recm<-(pi2-pi)

print(recm)

}
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