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estocástica

Tesis presentada para obtener el t́ıtulo de
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Introducción

Los mercados financieros presentan diversos riesgos por las fluc-
tuaciones adversas en el precio de un activo y por la incertidumbre
de si habrá o no una reforma fiscal que incluya un impuesto sobre
las ganancias por la tenencia de un activo, que a su vez este seŕıa
un riesgo económico por los potenciales niveles que la tasa imposi-
tiva pudiera tomar, ver ([26]).

Ante los incesantes cambios en los mercados internacionales y
nacionales se ha presentado una revolución en la administración
del riesgo. Adicionalmente, el restrictivo ambiente regulatorio ha
incentivado el desarrollo de nuevos métodos y modelos para la me-
dición de riesgos financieros.

Una alternativa para reducir los riesgos financieros que sufren
las empresas ocasionados por la inestabilidad económica son los
instrumentos derivados, estos son contratos financieros que otor-
gan derechos y obligaciones para las partes que los celebran, un
ejemplo son los contratos de opciones, las opciones son acuerdos
que otorgan a su poseedor el derecho pero no la obligación de ven-
der (o comprar) un número espećıfico de acciones o fracción en un
determinado tiempo.

Actualmente existe una gran cantidad de instrumentos finan-
cieros derivados, llamados aśı porque su precio se deriva o depende
del precio de un activo subyacente, el cual puede ser oro, petróleo,
acciones, una tasa de interés, un ı́ndice, y, en general, cualquier
art́ıculo al que se le pueda asignar un precio. Hoy en d́ıa, la ne-
gociación de valores derivados ha experimentado un extraordinario
desarrollo y se negocian en grandes cantidades en todo el mun-
do. Las bolsas en donde se negocian y cotizan productos derivados
proporcionan mayores alternativas de inversión y de cobertura con
más y mejor información. Asimismo, un gran número de modelos
de cobertura y fórmulas para la valuación se utilizan diariamente
en la operación de estos mercados. La gran complejidad de los ne-
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gocios ha promovido a través el desarrollo los derivados financieros
como instrumento de cobertura ante los incesantes fluctuaciones en
los precios del mercado. Es por ello que las instituciones financie-
ras están fijando nuevos estándares para el control de riesgos que
requieren de mejores modelos de valuación.

Entre los derivados que pueden considerarse básicos están las
opciones. Por esta razón, el presente trabajo está orientado a va-
luar una opción, espećıficamente sobre acciones de la International
Business Machines Corporation (IBM), ya que en los últimos años,
esta compañ́ıa ha presentado novedosos avances tecnológicos como
la computación en la nube, avances en computación cuánti-
ca, la cual procesa la información en cubits, unidades que ampĺıan
la capacidad de procesamiento, no como la computación tradicional
que procesa información mediante unos y ceros (lenguaje binario)
y la almacena en bits. Esto permitirá resolver los problemas ma-
temáticos en los que se basa la protección de nuestros sistemas
actuales. Las criptoanclas o huellas digitales a prueba de ma-
nipulaciones y el blockchain o cadenas de bloques, que son
mecanismos de reconocimiento de entidades f́ısicas, que en el ca-
so de los medicamentos, por ejemplo, esto podŕıa ayudar a evitar
su falsificación. Esto permitirá garantizar la autenticidad de un
producto desde su punto de origen hasta las manos del cliente, al
tiempo que encuentran el camino para nuevas soluciones de segu-
ridad, autenticidad e identificación. Entre otros avances que según
la IBM cambiarán al mundo en 5 años, ver ([28]).

El objetivo principal de este trabajo es la aplicación de dos mo-
delos de volatilidad estocástica para la valoración de las acciones
de la compañ́ıa IBM. Este trabajo comprenderá una sección de pre-
liminares y tres caṕıtulos desarrollados de la siguiente forma.

En la sección de preliminares están algunos conceptos funda-
mentales de matemáticas financieras y herramientas de cálculo
estocástico como ecuaciones difereniales estocásticas, movimiento
Browniano, movimiento Browniano geométrico y la fórmula de Ito
para el desarrollo de los modelos de valuación de opciones.

En el primer caṕıtulo, se proporcionan definiciones básicas de
finanzas sobre teoŕıa de derivados para la valuación de opciones.

En el segundo caṕıtulo se presenta el modelo de valuación de
opciones de Black-Scholes (B-S), el cual consiste en una fórmula ce-
rrada para obtener el precio de una opción sobre una acción cuyo
precio evoluciona en el tiempo denotado por St el cual se asume que
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puede modelarse a través de un movimiento Browniano Geométri-
co (MBG). Otro supuesto sobre el que descansa este modelo es el
de volatilidad constante de los precios de las acciones. El precio de
la opción se puede establecer desde el inicio, conociendo el precio
actual S(0), el precio de ejercicio, K, el tiempo de vencimiento del
contrato de opción, T , la volatilidad del precio del subyacente, σ y
la tasa de interés libre de riesgo r.

En este caṕıtulo presentamos la fórmula de valuación de opcio-
nes de (B-S) con el enfoque de ecuaciones diferenciales parciales,
lo cual se logra mediante la construcción de un portafolio formado
por una cierta cantidad de un subyacente más cierta cantidad de
una opción sobre el mismo subyacente. El contexto teórico de es-
te enfoque es que las cantidades que lo conforman sean tales que
se elimine el riesgo del portafolio. A partir de esto, se llega a una
ecuación diferencial parcial, cuya solución es el precio teórico de
una opción de compra europea y dicha solución es obtenida ha-
ciendo algunos cambios de variables y suponiendo la ecuación de
difusión de calor inmersa en la ecuación de (B-S), con lo que se
logra a partir del contexto teórico obtener la condición inicial de
la ecuación de difusión de calor y entonces a partir de su solución
generalizada, se obtiene el precio teórico de la opción europea de
compra.

En vista que la realidad de los mercados financieros, la volatili-
dad de los precios de las acciones no son constantes, no se cumple
en geneal el supuesto de (B-S), por lo que dicha fórmula no refleja
correctamente los precios de las opciones. Por esta razón, estudia-
mos y aplicamos algunos modelos de volatilidad estocástica.

En el tercer caṕıtulo se presentan y derivan dos modelos de va-
luación de opciones de volatilidad estocástica, el modelo de Hull-
White y el modelo de Heston, ver ([26]). Estos modelos asumen que
la volatilidad del activo subyacente es estocástica, más aspećıfica-
mente asumen que el activo y su volatilidad siguen procesos alea-
torios posiblemente correlacionado, relajando el supuesto de vola-
tilidad constante en el modelo de Black-Sholes.

Al final de cada caṕıtulo se llevará a cabo la implementación
del modelo presentado para la valuación de opciones europeas de
compra con distintos plazos de vencimiento a través de cada uno de
estos dos modelos y mediante simulación por Montecarlo. También
se recogen y comparan los resultados obtenidos y se presentan las
conclusiones.
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Índice general

Introducción VII
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ciones diferenciales estocásticas . . . . . . . . . . . . CXII

Referencias CXII

Bibliograf́ıa CXIII





XIV



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo discutiremos el marco conceptual de las opcio-
nes financieras, con el objetivo de comprender su uso en las finanzas
sobre las acciones y su proceso de valoración a través de los mode-
los de volatilidad estocática.

Antes de mostrar el concepto de opción en finanzas, es impor-
tante destacar que este concepto no es exclusivo del campo de las
finanzas. Al contrario, es muy utilizado diariamente y significa te-
ner una posibilidad de aceptar o no una oferta pero no se está
obligado.

1.0.1. Definición de opción en finanzas.

Una opción es un contrato estandarizado, y como en todo con-
trato, siempre hay una parte compradora y una parte vendedora. El
comprador tendrá el derecho (oportunidad) de ejercer (comprar o
vender) cierta cantidad de un activo al que llamaremos activo sub-
yacente. Ese derecho permanecerá válido por un peŕıodo de tiempo
que es especificado previamente en el contrato al igual que el precio
del activo subyacente. Por la adquisición de ese derecho, el com-
prador de la opción deberá pagar una prima. El derecho se puede
ejercer o no según lo que le convenga al poseedor de la opción, sin
embargo, el vendedor esta obligado a cumplir con dicho contrato,
y por adquirir esa obligación, recibirá la prima que pagará el com-
prador de la opción.

La lógica es exactamente la misma que cuando deseamos adqui-
rir un producto. Al pagar por ese producto en la tienda, se tiene
el derecho de llevárselo, mientras que el vendedor estará obligado
a entregarlo, por ello recibirá una prima que seŕıa el valor del pro-
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ducto.

1.0.2. Tipos de opciones

Existen dos formas de clasificar las opciones, bien sea según
el derecho que otorgan o en función del momento en que pueden
ejercerse:

Tipos de opciones según el derecho que otorgan:

1 Opción de compra (call option):

Un contrato de opción de compra otorga a su comprador
(poseedor de la opción) el derecho, pero no la obligación, de
comprar algún activo subyacente, en un intervalo de tiempo
predeterminado, y a un cierto precio preestablecido, mientras
que otorga al vendedor de la opción, la obligación de vender
el activo a ese precio en el momento que el comprador lo re-
quiera.

2 Opción de venta (put option):

Es un contrato por el cual el comprador de la opción adquiere
el derecho de vender una cantidad de cierto activo subyacen-
te, al precio fijado en el contrato en o hasta el vencimiento, y
el vendedor adquiere la obligación de comprarlos a ese precio
cuando el comprador de la opción asi lo requiera.

Es evidente que el comprador y el vendedor de una opción
tienen expectativas opuestas. Por ejemplo, para el caso de
una opción de compra, el comprador estima un acrecenta-
miento en el precio del subyacente, aśı que desea asegurar la
compra a un precio más bajo que el precio del mercado en
el futuro, por esta razón deberá pagar una prima. Contra-
riamente, el vendedor de una opción de compra cree que el
precio del mercado bajará en el futuro, por lo tanto piensa
que el comprador no ejercerá, aśı que no estaŕıa obligado a
desprenderse del activo subyacente, con lo que saldŕıa ganan-
do el valor de la prima. Aśı, el vendedor puede obtener una
ganancia máxima igual a la prima en el caso de que expire la
opción sin ejercerse pero su pérdida es ilimitada en la medida
que el precio del mercado supera al precio de ejercicio. En el
caso de una opción de venta ocurre lo contrario.
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Tipos de opciones según el tiempo en que pueden ser ejer-
cidas por el comprador, resaltan dos tipos de opciones:

Opción europea: Es un contrato en el que el comprador de
la opción, puede ejercer (comprar o vender) el bien subyacen-
te únicamente en la fecha de vencimiento establecida al inicio
del contrato.

Opción americana: Es un contrato en el que el compra-
dor de la opción puede ejercer (comprar o vender) el bien
subyacente durante el lapso de tiempo comprendido entre la
emisión del contrato y la fecha de vencimiento.

1.0.3. Especificaciones en un contrato de opcio-
nes

En un contrato de opción se especifican cinco elementos:

1. Tipo de opción: opción de compra o de venta (americana o
europea).

2. Activo subyacente: es el activo por el cual se hace el contrato
de opción.

3. Cantidad del activo negociado: es la cantidad, en unidades,
del activo subyacente que está estipulado que se puede com-
prar o vender por cada contrato de opción.

4. El tiempo hasta el vencimiento: es la fecha en que se vence el
contrato.

5 Precio de ejercicio: Es el precio al que se podrá ejercer el con-
trato, es decir, el precio al que se podrá comprar o vender el
activo subyacente, según la opción sea de compra o de venta.
Es un aspecto muy relevante ya que determinará si es renta-
ble ejercer la opción, es decir, si obtendremos beneficios o no.

1.0.4. Prima del contrato de opción

Este elemento no figura estipulado en el contrato y no es mas
que el precio de la opción. Actúa como un seguro para el vendedor
de la opción, es decir, es la compensación al vendedor de la opción
por el riesgo que asume, su valor que depende del precio del activo
subyacente y que al tiempo de ejercicio ofrece como pago una canti-
dad denotada por C(t) para el caso de una opción de compra, P (t)
para el caso de una opción de venta, dicha cantidad es un valor
a determinar pues este vaŕıa según varios factores, uno de ellos es
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el precio del activo subyacente, este a su vez vaŕıa según la ofer-
ta y la demanda del mismo. El cálculo del valor de la prima es el
problema conocido como valuación de opciones (option pricing).

Notación en opciones

S(t): Precio de las acciones en el tiempo t.

K: Precio de ejercicio.

T : Fecha de ejercicio.

σ: La volatilidad del precio de las acciones (la volatilidad
se refiere al posible rango de variaciones de los precios del
subyacente).

r: Tasa de interés libre de riesgo.

C(t): Precio de una opción de compra al tiempo t.

P (t): Precio de una opción de venta al tiempo t.

Operaciones Básicas con Opciones

Acabamos de ver que según el derecho que otorgan hay dos
tipos de opciones: Calls y Puts, y debido a que en cada contrato
siempre interviene el comprador (o tomador de una posición larga)
de la opción y el vendedor (o tomador de una posición corta) de la
opción, entonces, sólo hay 4 tipos de posiciones con opciones:

1. Posición larga en una opción de compra.

2. Posición larga en una opción de venta.

3. Posición corta en una opción de compra.

4. Posición corta en una opción de venta.

1.0.5. Estrategias básicas que puede adoptar el
comprador de una opción de compra

La principal razón por la cual un inversionista usa opciones, es
para asegurarse ante las variaciones indeseadas en el precio del bien
subyacente sobre la cual se establece el contrato de opción.

Cuando un inversionista compra una opción de compra, está
pensando que el activo subyacente aumentará su valor en el futuro,
aśı, con la compra de opciones está fijando el precio del subyacente
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a un precio por debajo de lo que espera que esté en el futuro. Con
lo que lograŕıa:

Un mayor rendimiento de su inversión mediante un impor-
tante apalancamiento.

Reducir el riesgo al asegurar el precio del activo en el contrato
de opción.

Aunque carezca de dinero para comprar acciones actualmen-
te, puede optar por obtenerla más adelante y fijando su precio
a través del pago adicional de la opción.

Cubrir una venta en descubierto, es decir, asegurar la venta
de un activo que aún no se posee, pero que se sabe que para
la fecha de vencimiento del contrato si la tendrá.

1.0.6. Valor intŕınseco de una opción europea

Es claro que si en la fecha de vencimiento T el precio de la accion
S(T ) es inferior al precio de ejercicio K, el titular de una opción
de compra preferirá comprar las acciones subyacentes directamente
en el mercado en vez de ejercer la opción, con lo que pagará una
cantidad menor que K por cada acción. En otras palabras, seŕıa
irracional ejercer la opción. Por otra parte, si S(T ) > K, el dueño
de la opción podŕıa ejercer su derecho, de hecho, podŕıa vender las
acciones inmediatamente, con lo que obtendŕıa un beneficio neto
instantáneo S(T )−K.

De aqúı, llegamos a la siguiente expresión para el pago C(T, S(T ))
al vencimiento T de una opción de compra (europea):

C(T, S(T )) :=

{
S(T )−K si S(T ) > K
0 si S(T ) ≤ K

o equivalentemente

C(T, S(T )) = (S(T )−K, 0)+ = max(S(T )−K, 0).

Para el caso de una opción Europea de venta

P (T, S(T )) = (K − S(T ), 0)+ = max(K − S(T ), 0).
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Put-Call Parity

Es una relación entre una opción Europea de compra C y una
opción Europea de venta P , ambas con la misma fecha de venci-
miento T y mismo precio de ejercicio K.

Significa que el precio de una opción de venta europea está de-
terminada por el precio de una opción de compra europea con el
misma fecha de vencimiento, mismo precio de ejercicio, mismo pre-
cio actual del activo subyacente y el valor descontado del precio de
ejercicio.

Consideremos dos portafolios:

A : Una opción de compra más una cantidad en efectivo
Ke−rT .

B : Una opción de venta más una unidad del activo subya-
cente, en este caso, una acción.

En la fecha de vencimiento, los valores de estos portafolios son:

A : max(S(T )−K, 0) +Ke−rT = max(S(T ),K).

B : max(K − S(T ), 0) + S(0) = max(S(T ),K).

Aśı, las carteras siempre dan el mismo resultado,

C(T ) +Ke−rT = P (T ) + S(0) (1.1)

Esta relación es la put-call parity, también conocida como ecua-
ción fundamental de las opciones europeas. Nótese que fue derivado
sin suposiciones sobre el comportamiento de la acción.

Debido a esta relación, si podemos resolver un procedimiento
para la valoración una opción europea de compra, automáticamen-
te obtenemos un procedimiento para valorar un opción europea de
venta, y viceversa.

El argumento de (1.1) puede hacerse más preciso a través del
principio de no arbitraje. Si A vaĺıa más que B en el tiempo 0,
entonces seŕıa posible vender A (es decir, vender la opción de com-
pra y pedir prestado el efectivo) y comprar B (es decir, comprar
una opción de venta y una acción). Esto nos trae un beneficio ins-
tantáneo de A − B (el pago de B compensa exactamente el de A
al vencimiento). Tal beneficio instantáneo viola el principio de no
arbitraje. Un argumento similar aplica si B vale más que A en el
tiempo cero.
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1.0.7. Factores que determinan el precio de una
opción y su notación

A continuación se hace mención de cada uno de estos factores
y simultáneamente mostraremos la relación de cada uno de estos
con el precio la opción cuando los demás están fijos, más adelante
comprobaremos este razonamiento de forma anaĺıtica.

El precio de ejercicio, K. Mientras más alto es K, menor
debe ser la opción de compra y mayor debe ser la opción de
venta.

El tiempo hasta el vencimiento, T . Mientras mayor es
el plazo de vigencia la opción, el titular de la opción habrá
tenido mas tiempo de analizar el comportamiento del acti-
vo y podrá establecer si le conviene ejercer en el momento
establecido o no. Por lo tanto, mayor será el precio de las
opciones, tanto de compra como de venta.

El precio actual del activo subyacente: Cuanto más alto
es su precio en el momento de establecer el contrato, mayor
debe ser el valor de la opción de compra ya que se incrementa
la diferencia entre el valor del activo subyacente y el precio
del ejercicio, es decir la ganancia que se obtiene al comprar.
Ocurre lo contrario para una opción de venta.

La volatilidad del precio de las acciones, σ: La volati-
lidad se refiere al posible rango de variaciones de los precios
del subyacente. Los incrementos en la volatilidad del precio
del bien subyacente siempre tienen el efecto de que aumenta
el precio de las opciones porque aumentan la posibilidad de
que el precio del bien subyacente rebase el precio de ejercicio
o decaiga muy por debajo del precio de ejercicio, provocando
que las opciónes sean ejercidas.

La tasa de interés libre de riesgo, r. Es el valor del
dinero en el tiempo, es decir, es el beneficio que se obtiene
al realizar una inversión en entidades con perfecta solvencia
(que no hay riesgo). A medida que la tasa de interés libre
de riesgo se incrementa, el precio de las opciones de compra
aumenta y el precio de las opciones de venta disminuye, esto
ocurre debido a que la tasa esperada de crecimiento en el
precio de las acciones tiende a subir.

Los pagos de dividendos en efectivo durante la vida
de la opción, también alteran el precio de las opciones. En
relación a las opciones sobre acciones, si se espera que la ac-
ción reparta altos dividendos, el valor de la opción de compra
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disminuye y el valor de la opción de venta aumenta. Esto de-
bido a que el precio del subyacente desciende en el mercado
en una cantidad similar al pago de dividendos. Los dividen-
dos en efectivo afectan de forma significativa el precio de una
acción, reduciéndolo en la misma cuant́ıa que el dividendo,
por eso como el pago de dividendos influye sobre el precio del
subyacente se tiene en cuenta a la hora de calcular el precio
de las opciones.



Caṕıtulo 2

Valuación de opciones
con volatilidad
constante

A partir de este momento se considerará el problema de va-
luación de opciones. Se abordará el modelo de Black−Scholes en
este caṕıtulo, el cual es un modelo para valuar una opción europea
sobre una acción que no paga dividendos y cuyo precio del activo
subyacente es modelado por el movimiento Browniano Geométrico.
Esta ecuación diferencial fue hallada y resuelta por Black y Scho-
les (1973). El modelo fue obtenido haciendo uso de las técnicas de
análisis de cálculo estocástico, también llamado cálculo de Ito. Tal
expresión es una ecuación diferencial parcial de segundo orden, cu-
ya solución depende de las condiciones iniciales y de frontera que
proporciona el valor teórico de una opción Call o Put europea.

El valor de una opción es obtenida basándose en cierta infor-
mación: el precio de ejercicio de la opción, el precio del subyacente,
S(0, w), la tasa de interés libre de riesgo, r, la volatilidad de las
acciones y el tiempo hasta que la opción expire, T . Si, además, el
subyacente paga dividendos durante la vida de la opción, entonces
los pagos de dividendos esperados también juegan un papel muy
importante en la valoración. Si bien todos estos parámetros se pue-
den explicar fácilmente a alguien con solo un poco de conocimiento
de finanzas y matemáticas, la fórmula de Black-Scholes requiere
conocimiento de la teoŕıa de la probabilidad solo para comprender
cómo usarla. Ahora, si queremos llegar más allá de simplemente
entender cómo usar la fórmula e intentar entender de dónde viene
y por qué tiene algo que ver con el valor de una opción, enton-

XXIII
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ces tenemos que trabajar un poco más. Este es el objetivo de este
caṕıtulo.

2.0.1. Supuestos básicos del modelo clásico de
Black-Scholes

El activo subyacente es una acción que no paga dividendos
durante la vida del contrato.

El precio del activo subyacente es conducido por el movimien-
to Browniano Geométrico.

La volatilidad del precio del activo se mantiene constante a
través del tiempo.

Las ventas en corto del subyacente en cuestión son permitidas

El mercado del subyacente es ĺıquido y divisible, es decir, el
subyacente se puede comprar y vender en cualquier fracción
de unidad.

No hay costos de transacción (comisiones e impuestos)

El mercado opera en forma continua, es decir, no hay fines
de semana ni d́ıas festivos.

Existe un mercado libre de crédito, un sistema bancario en
que los agentes pueden prestar y pedir prestado a una tasa
de interés constante a todos los plazos y libre de riesgo de
incumplimiento.

Los mercados están en equilibrio, es decir, no existe oportu-
nidad de arbitraje.

La información es simétrica, es decir, todos los agentes com-
parten exactamente la misma información.

El modelo se puede extender sin mayores complicaciones para
incorporar dividendos y parámetros dependientes del tiempo.

2.0.2. Dinámica del precio del activo subyacente

Ahora presentaremos un modelo que describa la dinámica del
precio de una acción en tiempo continuo. Consideremos un movi-
miento Browniano {Wt, t ∈ [0, T ]} definido en un espacio de proba-
bilidad con su filtración aumentada (Ω,F, (FWt )t∈[0,T ], P ). Se supo-
ne que S(t), el precio del activo subyacente al tiempo t es conducido
por un movimiento Browniano Geométrico
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dS(t, w) = µS(t, w)dt+ σS(t, w)dW (t, w). (2.1)

Su solución será un proceso estocástico {S(t), t ≥ 0} con tra-
yectorias continuas y adaptado a la filtración {Ft, t ≥ 0}.

Vamos a describir cada uno de los componentes de la ecuación
(2.1):

µ ∈ R: es el parámetro de tendencia y representa el rendi-
miento medio esperado.

σ > 0: es la volatilidad instantánea por unidad de tiempo.

dW (t, w): Modela las fluctuaciones propias del mercado del
subyacente.

Recordemos por ser W (t, w) un movimiento Browniano, enton-
ces los incrementos dW (t, w) satisfacen lo siguiente

dW (t, w) ∼ N(0, dt).

E[dW (t, w)] = 0.

V ar[dW (t, w)] = E[(dW (t, w))2] = dt.

La solución de la ecuación estocástica

dS(t, w) = µS(t, w)dt+ σS(t, w)dW (t, w)

es

S(t, w) = S(0, w)exp[(µ− σ2

2
)t+ σW (t, w)]. (2.2)

Dicha expresión es invertible, en el sentido que se puede despejar
Wt, además, conlleva a que,

ln(S(t, w)) ∼ N [ln(S(0, w)) + (µ− σ2

2
)t, σ2dt].

Si dividimos la ecuación (2.2) entre S(0, w) y aplicamos loga-
ritmo, obtenemos la forma log-normal

ln

(
S(t, w)

S(0, w)

)
= (µ− σ2

2
)t+ σW (t, w), (2.3)

lo que muestra que el comportamiento del rendimiento de las ac-
ciones es lognormal.
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Es de notar que

ln

(
S(t, w)

S(0, w)

)
∼ N

[
(µ− σ2

2
)t, σ2t

]
, (2.4)

ya que

W (t, w) ∼ N [0, t], E[W (t, w)] = 0 y
V ar[σW (t, w)] = σ2V ar[W (t, w)] = σ2t.

De la ecuación (2.2) y por las propiedades del valor esperado,
se puede obtener que el valor esperado de S(t, w) es

E[S(t, w)] = S(0, w)exp{(µ− σ2

2
)t}.

Por otra parte, tomando en cuenta que

E[W (t, w)] = 0 y que E[W 2(t, w)] = V ar[W (t, w)] = t,

obtenemos que

V ar[S(t, w)] = S2(0, w)exp{2(µ− σ2

2
)t}[exp{σ2t− 1}].

2.0.3. Precio de una opción europea de compra

Para una mejor comprensión de lo citado anteriormente, con-
sidérese una opción europea de compra, un call sobre un subyacen-
te cuyo precio evoluciona de acuerdo a un movimiento geométrico
Browniano. Recordemos que el valor, o precio de una opción eu-
ropea de compra debe ser función de los distintos parámetros que
intervienen en los términos o cláusulas del contrato:

Consideremos una opción cuyo precio en el tiempo t se puede
escribir como

C(t, w) = C(t, S(t, w)),

donde S(t, w) es el precio de una acción que sigue una ecuación
diferencial estocástica dS(t, w) = µS(t, w)dt + σS(t, w)dW (t, w),
es decir, µ(t, S(t, w)) y σ(t, S(t, w)) constantes. Por el lema de Ito
indicado en el apéndice, la ecuación diferencial del precio de la
opción es

dC = Ctdt+ CSdS +
1

2
CSSdS

2

= Ctdt+ CS(µ.S(t, w)dt+ σ.S(t, w)dW (t, w)) +
1

2
CSSσ

2S2dt

= (Ct + CSµS +
1

2
CSSσ

2S2)dt+ CSσSdW.
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Aśı, obtenemos que si el precio de una opción de compra es
una función del precio de las acciones que sigue un movimiento
Browniano Geométrico, entonces el precio de las opciones sigue un
movimiento Browniano Geométrico.

dC = µCCdt+ σCCdW, (2.5)

donde

µCC = (Ct + CSµS + 1
2CSSσ

2S2).

σCC = CSσS.

Notemos que los parámetros del proceso de Ito del precio de
una opción de compra son más complejos que los del precio de las
acciones.

2.0.4. Modelo de Black-Scholes

El objetivo de esta sección es obtener la ecuación en derivadas
parciales estocástica de Black-Scholes, el cual es el resultado más
trascendental en la valuación de opciones, la solución de la misma
es el precio de una opción europea.

Con el fin de obtener la ecuación diferencial estocástica de
Black-Scholes que debe satisfacer Ct, vamos a construir un por-
tafolios formado por únicamente tres activos: una cantidad N1(t)
de acciones, una cantidad N2(t) de opciones y un bono que pro-
ducen una tasa sin riesgo al vencimiento en que se invertirá Q(t)
unidades monetarias. El valor nominal del portafolio al tiempo t es

P (t) = N1(t)S(t) +N2(t)C(t) +Q(t).

Podemos obtener el cambio en el valor del portafolio

dP = N1(dS) +N2(dc) + dQ

= N1S(µdt+ σdW (t, w)) +N2(µCdt+ σCdW (t, w)) + rQdt.

Denotemos por w1, w2 y w3 la fracción de lo invertido en la
acción, la opción y en el bono sin riesgo, con w1 +w2 +w3 = 1, es
decir, que todos los fondos disponibles se invierten en algún activo
y la estrategia dinámica permanece en todo momento.

Tomemos w1 = N1S
P , w2 = N2C

P y w3 = Q
P = 1 − w1 − w2.

Obtenemos aśı que
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dP

P
= w1(µdt+ σdW (t, w)) + w2(µCdt+ σCdW (t, w)) + w3rdt

= w1(µdt+ σdW (t, w)) + w2(µCdt+ σC)dW (t, w))

+(1− w1 − w2)rdt

= (w1µ+ w2µC + (1− w1 − w2)r)dt+ (w1σ + w2σC)dW (t, w).

La idea es escoger a w1 y a w2 para diversificar el riesgo en
todo momento t > 0, es decir, para eliminar el riesgo de mercado
del portafolio, se debe considerar a w1 y a w2 tales que

V ar(
dP

P
) = 0.

Esto se cumple si w1σ + w2σC = 0, lo que implica que debe cum-
plirse que

w1

w2
= −σC

σ
. (2.6)

Como la cartera no tiene riesgo, se espera que gane la tasa de
rendimiento sin riesgo, ver [26] :

E[
dP

P
] = r(t)dt.

Equivalentemente,

(w1µ+ w2µC + (1− w1 − w2)r(t))dt = r(t)dt

w1(µ− r(t)) = w2(µC − r(t))
w1

w2
(µ− r(t)) = −(µC − r(t)).

Sustituyendo (2.6)

−σC
σ

(µ− r(t)) = −(µC − r(t))

µ− r(t)
σ

=
µC − r(t)

σC
. (2.7)

Esta última ecuación dice que la tasa de rendimiento por uni-
dad de tiempo debe ser igual para ambos activos. Lo cual describe
un concepto de equilibrio económico en este problema.

De no ser aśı, habŕıa oportunidad de arbitraje hasta que se
cumpla la igualdad. Además, notemos que
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µ− r(t)
σ

=
CµC − Cr(t)

σCC

=
(Ct + CSµS + 1

2CSSσ
2S2)− Cr

CSσS
,

es decir,

µ− r(t) =
Ct + CSµS + 1

2CSSσ
2S2 − Cr

CSS
.

(2.8)

Reorganizando los términos, obtenemos la ecuación diferencial
parcial lineal parabólica

1

2
CSSσ

2S2 + r(t)CSS − Cr + Ct = 0. (2.9)

Esta última ecuación es la ecuación diferencial parcial de Black-
Scholes del precio de una opción.

2.0.5. Solución de la ecuación diferencial parcial
del precio de una opción

Para obtener la solución de la ecuación diferencial (2.9), se de-
be tener en cuenta que las condiciones de frontera propias de la
naturaleza del derivado financiero que se esté analizando para aśı
proporcionar el valor del instrumento. En el caso de una opción Call
europea con precio de ejercicio K y madurez T , las condiciones de
frontera son las siguientes:

C(t, 0) = 0 y C(T, S(T )) = max(0, S(T )−K).

Dada estas condiciones, la solución de dicha ecuación diferen-
cial caracteriza el precio de una opción europea de compra sobre
S(T ).

Es necesario considerar algunos cambios de variables convenien-
tes. Sean

x = x(t, S(T )) y = y(t, S(T )).
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La idea es determinar dos funciones f(t) y g(x, y) tales que

C(t, S(t)) = f(t)g(x, y).

Vamos a calcular Ct, CS y CSS para sustituir en la ecuación
diferencial parcial

Ct = f ′(t)g(x, y) + f(t)[
dg

dx

dx

dt
+
dg

dy

dy

dt
]

CS = f(t)[
dg

dx

dx

dS
+
dg

dy

dy

dS
]

CSS = f(t)

[(
(
dg

dx
)(
d2x

dS2
) + (

dx

dS
)

(
(
d2g

dx2
)(
dx

dS
) + (

d2g

dxdy
)(
dy

dS
)

))
+ ((

dg

dy
)(
d2y

dS2
) + (

dy

dS
)((
d2g

dy2
)(
dy

dS
) + (

d2g

dydx
)(
dx

dS
)))

]
. (2.10)

Sustituyendo en la ecuación (2.9) y asumiendo que f 6= 0, divi-
dimos entre f y obtenemos

(
f ′(t)

f(t)
− r)g(x, y) + [(

dg

dx
)(
dx

dt
) + (

dg

dy
)(
dy

dt
)]

+
1

2
σ2S2(t)[((

dg

dx
)(
d2x

dS2
) + (

dx

dS
)((

d2g

dx2
)(
dx

dS
) + (

d2g

dxdy
)(
dy

dS
)))]

+ ((
dg

dy
)(
d2y

dS2
) + (

dy

dS
)((
d2g

dy2
)(
dy

dS
) + (

d2g

dydx
)(
dx

dS
)))] (2.11)

+ rS(t)f(t)[
dg

dx

dx

dS
+
dg

dy

dy

dS
] = 0. (2.12)

De aqúı, obtenemos que

f ′(t) = rf(t)

la solución de la ecuación diferencial junto con su condición
inicial es

f(t) = e−r(T − t), f(T ) = 1.

Es por ello que la función f(t) representa el valor presente en t
de una unidad monetaria en T .

Consideremos

y = (t, S(t)) = B(T − t), y(T ) = 0 (2.13)
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donde B es una constante por determinar. Observemos que

dy

dt
= −B (2.14)

y

dy

dS
=

d2y

dS2
= 0. (2.15)

Aśı, de la ecuación (2.11) se obtiene que

0 = (
dg

dx
)(
dx

dt
)− (

dg

dy
)B +

1

2
σ2S2(t)[(

dg

dx
)(
d2x

dS2
) + (

dx

dS
)2(

d2g

dx2
)]

Si además suponemos que

dg

dy
=

d2g

dx2
, (2.16)

la cual es la ecuación diferencial parcial de calor y con ese supuesto,
reescribimos nuevamente la ecuación (2.11) como:

d2g

dx2
[
1

2
σ2S2(t)(

dx

dS
)2 −B] +

dg

dx
[
dx

dt
+

1

2
σ2S2(t)

d2x

dS2
+
dx

dS
rS(t)] = 0(2.17)

Si ahora suponemos que

1

2
σ2S2(t)(

dx

dS
)2 = B (2.18)

se obtiene que

dg

dx
[
dx

dt
+

1

2
σ2S2(t)

d2x

dS2
+
dx

dS
rS(t)] = 0. (2.19)

Se puede denotar sin problema alguno a B = A2, lo cual es muy
conveniente para obtener la ecuación x(t, S(t)) y reducir mas aún
la ecuación (2.19), esto es,

1

2
σ2S2(t)(

dx

dS
)2 = A2 ⇒ dx

dS
=

√
2A2

σ2S2(t)
=

√
2A

σS(t)
(2.20)

de donde,
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x =

∫
dx =

√
2A

σ

∫
dS

S(t)
=

√
2A

σ
(ln(S(t))− ln(K)) +D(t)

=

√
2A

σ
ln(

S(t)

K
) +D(t).

(2.21)

donde −ln(S(t)) es la constante de integración y D(t) una función
por determinar.

Sustituyendo (2.18) en (2.19), obtenemos que

dx

dt
+

1

2
σ2S2(t)

d2x

dS2
+
dx

dS
rS(t) = 0. (2.22)

Usando x de la ecuación (2.21), obtenemos D(t) a partir de la
ecuación (2.22)

D′(t) +
1

2

(
− 1

S2(t)

) √
2A

σ
σ2S2(t) +

√
2A

σ

(
1

S(t)

)
rS(t) = 0,

de donde

D′(t)− 1

2

√
2A

σ
σ2 +

√
2A

σ
r = 0,

por lo tanto

D′(t) = −
√

2A

σ
r +

1

2

√
2A

σ
σ2 (2.23)

= −
√

2A

σ
(r − σ2

2
). (2.24)

Resolviendo esta ecuación diferencial, y puesto que es una fun-
ción que depende del tiempo, se establece la solución junto con su
condición inicial,

D(t) =

√
2A

σ
(r − σ2

2
)(T − t). (2.25)

Ahora, sustituyendo D(t) en (2.21), obtenemos que

x(t, S(t)) =

√
2A

σ
[ln(

S(t)

K
) + (r − σ2

2
)(T − t)] (2.26)
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y

x(T, S(t)) =

√
2A

σ
ln(

S(t)

K
).

Observemos que x(T, S(t)) implica que x(T,S(t))σ

A
√

2
= ln(S(t)

K ), de

donde

S(t) = Ke
(
x(T,S(t))σ

A
√

2
)
.

El resultado de sustituir las condiciones iniciales f(T ) = 1,
y(T ) = 0 y x(T, S(t)) en C(T, S(t)) es

C(T, S(t)) = f(T )G(x(T, S(t)), y(T, S(t)))

= g(

√
2A

σ
ln(

S(t)

K
), 0)

= max(S(t)−K, 0) (2.27)

Aśı, el valor intŕınsico de la opción en términos de f(t) y g(x, y),

C(T, S(t)) =

{
K(e

(
x(T,S(t))σ

A
√

2
)
− 1), si x(T, S(t)) ≥ 0,

0, si x(T, S(t)) < 0.
(2.28)

Ya que S(t) > K ⇒ e
(
x(T,S(t))σ

A
√

2
)
> 1 ⇒ x(T, S(t)) > 0.

Entonces C(T, S(t)) representa el valor intŕınseco de la opción,
es decir, el pago de la opción en la fecha de vencimiento.

La ecuación diferencial parcial de calor (2.16) junto con su con-
dición inicial g0(x),

dg
dy = d2g

dx2 g = g(x, y) −∞ < x <∞ y > 0

y

g0(x) :=

{
K(e

(
x(T,S(t))σ

A
√

2
) − 1), si x(T, S(t)) ≥ 0.

0, si x(T, S(t)) < 0.

tiene como solución

g(x, y) =
1

2
√
πy

∫ ∞
−∞

g0(x)e
−(h−x)2

4y dh. (2.29)

Ahora considere el siguiente cambio de variable,

v =
h− x√

2y
,



XXXIV

el cual implica que

h = v
√

2y + x y a su vez implica que dh =
√

2ydv.

Además, considerando la condición inicial g0(h) ≡ 0 para h ≤ 0,
reescribimos a g(x, y)

g(x, y) =
1

2
√
πy

∫ ∞
0

g0(x)e
− 1

2 (
(h−x)√

2y
)2
dh

=
1√
2π

∫ ∞
− x√

2y

g0(x+
√

2yv)e−
1
2 v

2

dv. (2.30)

Al evaluar g0(x) para x ≤ 0 en la ecuación (2.0.5), se puede
escribir la integral anterior como

g(x, y) =
1

2
√
πy

∫ ∞
0

g0(x)e
− 1

2 (
(h−x)√

2y
)2
dh

=
1√
2π

∫ ∞
− x√

2y

g0(x+
√

2yv)e−
1
2v

2

dv (2.31)

g(x, y) =
1√
2π

∫ ∞
− x√

2y

K[e
σ

A
√

2
(x+
√

2yv) − 1]e−
1
2v

2

dv.(2.32)

Al sustituir x y y en el ĺımite inferior de integración en el expo-
nente del integrando la ecuación de g(x, y), obtenemos los siguientes
cambios

− x√
2y

= −A
√

2

σ
[ln(

S(t)

K
) + (R− σ2

2
)(T − t)]

×[
1√
2

(
1

√
T − t 1√

2
σS(t)A

√
2

σ
K
S(t)

1
K

)]

= −
ln(S(t)

K ) + (R− σ2

2 )(T − t)
σ
√
T − t

(2.33)

y
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σ

A
√

2(X −
√

2yv)
=

σ

A
√

2
[
A
√

2

σ
(ln(

S(t)

K
) + (r − 1

2
σ2)(T − t))

+ (
√

2
√
T − t 1√

2
σS(t)

A
√

2

σ

K

S(t)

1

K
)v]

=
σ

A
√

2
[
σ

A
√

2
((ln(

S(t)

K
) + (r − 1

2
σ2(T − t))

+ (
√

2
√
T − t 1√

2
σS(t)σ

K

S(t)

1

K
)v)]

= ln(
S(t)

K
) + (r − 1

2
σ2)(T − t) +

√
T − tσv.

(2.34)

De aqúı y haciendo L = { ln(
S(t)
K )+(r− 1

2σ
2)(T−t)

σ
√
T−t }, reescribimos

la ecuación (2.32) como

g(x, y) =
S(t)√

2π

∫ ∞
L

e{(r−
1
2σ

2)(T−t)+
√
T−tσv}e−

1
2 v

2

dv

− K√
2π

∫ ∞
L

e−
1
2 v

2

dv

A partir de esta observación se establecen los cambios corres-
pondientes en los ĺımites de integración, es decir,

g(x, y) =
S(t)√

2π

∫ L

−∞
e{(r−

1
2σ

2)(T−t)+
√
T−tσv}e−

1
2v

2

dv

− K√
2π

∫ L

−∞
e−

1
2 v

2

dv.

Recordemos que C(t, S(t)) = f(t)g(x, y), donde f(t) = e−r(T−t),
por lo tanto, de la ecuación anterior tenemos

C(t, S(t)) =
S(t)√

2π

∫ L

−∞
e{(−

1
2σ

2)(T−t)+
√
T−tσv}e−

1
2 v

2

dv

− Ke−r(T−t)√
2π

∫ L

−∞
e−

1
2 v

2

dv.

Al factorizar el cuadrado del argumento de la exponencial en el
integrando, se tiene
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C(t, S(t)) =
S(t)√

2π

∫ L

−∞
e{−

1
2 (v−σ

√
T−tv)2}dv

− Ke−r(T−t)√
2π

∫ L

−∞
e−

1
2 v

2

dv.

Ahora consideremos para el primer sumando de esta útima
ecuación el cambio de variable ε = v − σ

√
T − t y escribamos

C(t, Ct) en términos de este cambio:

C(t, S(t)) =
S(t)√

2π

∫ L

−∞
e−

1
2 ε

2

dε

− Ke−r(T−t)√
2π

∫ L

−∞
e−

1
2 v

2

dv.

Equivalentemente

C(t, S(t)) =
S(t)√

2π

∫ L

−∞
e−

1
2 ε

2

dε

− K√
2π

∫ L

−∞
e−

1
2 v

2

dv.

Hemos llegado a la famosa fórmula de Black-Scholes. La pode-
mos escribir de forma mas compacta:

C(t, S(t)) = S(t)Φ(d1)−Ker(T−t)Φ(d2) (2.35)

t < T

d1 =
Log(S0

X ) + (r + σ2

2 )T

σ
√
T

)

d2 =
Log(S0

X ) + (r − σ2

2 )T

σ
√
T

) = d1 − σ
√
T

Φ(d) =
1√
2π

∫ d

−∞
e−

1
2y

2

dy. (2.36)

La fómula (2.35), representa el precio teórico de una opción de
compra europea y dicho precio es la solución de la ecuación dife-
rencial parcial de Black-Scholes cuando la condición inicial es su
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valor intŕınseco.

A su vez, el precio de una opción put europea es

P (0) = −S(0, w)N(−d1) +Ke−r(T−t)N(−d2).

La fórmula de Black-Scholes deja clara su dependencia con res-
pecto a los parámetros (T,X, σ, r, s).

2.0.6. Análisis de sensibilidad de la fórmula de
Black-Sholes

En esta sección, analizaremos el cambio en el valor de la opción
al alterar sólo una de las variables y mantener el resto de las va-
riables fijas. Es aqúı cuando nos referimos a las letras griegas, las
cuales son indicadores que nos dan información acerca del cambio
que presenta el precio de la opción cuando alguna de las variables
de las que depende vaŕıa, por lo tanto, son parámetros de sensibi-
lidad de las opciones.

Hab́ıamos adelantado en la sección (1.0.7), un análisis intuitivo
sobre los factores que afectan el precio de una opción call euro-
pea. De ello, podemos decir que la fórmula de B-S es una función
creciente respecto a a la fecha de vencimiento T , respecto a la vola-
tilidad σ, respecto a la tasa de interés libre de riesgo t, respecto al
precio del subyacente S y es una función decreciente con respecto
al precio de ejercicio K. Es decir, al aumentar la fecha de venci-
miento, el precio del subyacente, si hay mayor volatilidad o si la
tasa de interés libre de riesgo, entonces el precio de la opción call
europea aumenta. Mientras que si el precio de ejercicio aumenta
entonces el precio de la opción disminuye, Como veremos en la si-
guiente proposición.

Si C denota el precio de una opción call europea, entonces se
cumplen:

dC

dT
> 0,

dC

dS
> 0,

dC

dσ2
> 0,

dC

dr
> 0,

dC

dK
< 0, (2.37)

Demostración. El precio de una opción europea de compra es

C(0) = S0e
rTN(d1)−Ke−rTN(d2)

donde
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d2 =
Log(S0

X ) + (r − σ2

2 )T

σ
√
T

)

d1 = d2 + σ
√
T =

Log(S0

X ) + (r + σ2

2 )T

σ
√
T

).

(2.38)

Probemos que dC
dT > 0

dC

dT
= S0

dN(d1)

dT
−K[e−rT

dN(d2)

dT
− re−rTN(d2)]

= S0
dN(d1)

dT
−Ke−rT [

dN(d2)

dT
− rN(d2)].

Por la regla de Leibniz se tiene que

dN(di)

dT
= N ′(d1)

ddi
dT

, para i = 1, 2,

donde
dd1

dT
=

2r + σ2

4σ
√
T

y
dd2

dT
=

2r − σ2

4σ
√
T
.

Por lo tanto, obtenemos que

dC

dT
= S0N

′(d1)
dd1

dT
−Ke−rT [N ′(d2)

dd2

dT
− rN(d2)].

Además, observemos que

dd2

dT
=
dd1

dT
− σ2

2σ
√
T
.

Por lo tanto

dC

dT
=

dd1

dT
[S0N

′(d1)−Ke−rTN ′(d2)] +

+
Ke−rTN ′(d2)σ2

2σ
√
T

+ rN(d2)Ke−rT

= S0
dd1

dT
[N ′(d1)− K

S0
e−rTN ′(d2)]

+
Ke−rTN ′(d2)σ2

2σ
√
T

+ rN(d2)Ke−rT .
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Observemos que

Ke−rTN ′(d2)σ2

2σ
√
T

> 0 y rN(d2)Ke−rT > 0.

Vamos a probar que

N ′(d1)−N ′(d2)
K

S0
e−rT = 0, (2.39)

dicha ecuación se conoce como la ecuación fundamental de las grie-
gas del modelo de Black-Scholes.

Para ello, debemos tener en cuenta lo siguiente

d2
1 − d2

2 = 2ln(
S0

K
) + 2rT y

N ′(d1)

N ′(d2)
= e−

1
2d

2
1−d

2
2 .

Aśı, se tiene que

N ′(d1)

N ′(d2)
=
K

S0
e−rT .

Esto implica que

N ′(d1)−N ′(d2)
K

S0
e−rT = N ′(d1)−N ′(d2)

N ′(d1)

N ′(d2)

= 0. (2.40)

Es decir,

N ′(d1)−N ′(d2)
K

S0
e−rT = 0. (2.41)

Por lo tanto

dC

dT
> 0.

Las demás se prueban de forma similar.

2.0.7. Estimación de la volatilidad

De las 5 variables en la fómula de Black-Scholes, la única que
es desconocida al momento de valorar una opción es la volatilidad.
Obtener una buena estimación de la volatilidad es crucial para valo-
rar una opción. Para especificar la volatilidad, un enfoque habitual
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y natural es utilizar un registro de los movimientos del precio de las
acciones y estimarla como la desviación t́ıpica de los logaritmos de
los rendimientos de la acción subyacente. El precio de las acciones
se suele observar en intervalos fijos de tiempo (por ejemplo, cada
d́ıa, cada semana, o cada mes).

Recordemos la ecuación (2.4), la varianza de los logaritmos de
las rentabilidades es σ2

t , donde t es el tiempo de duración del in-

tervalo de tiempo en años. La variable, S2 =
∑n
j=1(Xj−X)2

n−1 , es por

lo tanto una estimación de σ2. De ello puede estimarse como σ̂2,

donde σ̂2 = S2

t .

Suponiendo que hay 252 d́ıas de negociación al año, t = 1
252 .

2.0.8. Aplicación de la fómula de Black-Scholes

La intención de esta sección es exhibir una aplicación de la
fórmula (B-S) para la valuación de una opción europea de compra
sobre 1000 acciones de la IBM, además, comprobar lo expuesto re-
lacionado a la sensibilidad de esta fórmula respecto a cada uno de
sus parámetros. Los datos se escogieron para el periodo 2 de marzo
al 16 de abril del año 2018 y el contrato de opción establece que
se pretende comprar 1000 de dichas acciones y cuyas cantidades a
considerar son:

Para este ejemplo, las cantidades a considerar son:

S0 =157.89 precio actual( 16 de abril).

T =30/365 tiempo de vigencia del contrato pero anualizado.

K = $153 precio de ejercicio.

r =7.68 3 tasa de interés libre de riesgo a tres meses.

σ =0.003755159. Esta fué obtenida como se explicó en la
sección anterior, la varianza muestral de los logaŕıtmos de las
rentabilidades de los precios de la acción.

Previamente, se debe comprobar que los datos formados por los
logaŕıtmos de las rentabilidades siguen una distribución normal por
que es una implicación del supuesto de (B-S) sobre el proceso que
siguen los precios. En el Gráfico 1 se muestra el histograma de las
rentabilidades y se observa que tiene cierto parecido al histograma
de los datos de una distribución normal.
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Gráfico 1: Tabla de frecuencia de la serie ln(SδtSt ).

Usaremos además el software R, el cual dispone básicamente de
6 pruebas de normalidad, Shapiro Wilk, Anderson Darling, Crame-
von Mises, Kolmogorov Smirnov, Pearson y Shapiro - Francia. Re-
cordemos que en todas las pruebas de normalidad se plantean las
hipótesis como sigue:

H0: La muestra proviene de una distribución normal.

H1: La muestra no proviene de una distribución normal.

El nivel de significancia que se trabajará es α =0.05

Criterio de Decisión:

Si p < α. Se rechaza H0

Si p ≥ α. No se puede rechazar H0

Utilizando el software en R para realizar el test de normalidad
de Shapiro Wilk, el p− valor arrojado fué p = 0.8169, por lo que
no podemos rechazar la hipótesis nula, aśı que podemos proceder
con el análisis.

Ahora podemos sustituir los parámetros de la fórmula de (B-S)
para obtener el precio de una opción europea sobre 1000 acciones
de la IBM. Pero es necesario hacer las siguientes observaciones:
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Las cantidades S0, K y C se miden en la misma moneda de
referencia.

T se mide en años. Es por eso que se utilizó T = 30/365.

El precio que se ha determinado de la opción call europea es
sólo para una acción, si el contrato es de N acciones, entonces
el precio total se obtiene multiplicando N por el precio de la
opción call europea de una acción.

Conseguimos primeramente los valores

d1 =
log(S0

K )+(r+σ2

2 )T

σ
√
T

=2742.069

d2 = d1− σ
√
T =2742.068

Por lo tanto, el precio de la opción para una acción es

C = S0N(d1)−Kexp{(−r(Ti))}N(d2)} = $96.58907.

Aśı, el precio de la opción para 1000 acciones es $96589.07.

Ahora bien, vamos a comprobar que la fórmula de B-S para el
precio de esta opción de compra europea es creciente respecto de
r,S,T y de σ pero decreciente respecto de K tal y como lo muestran
las ecuaciones en (2.37).

Con el fin de observar de forma tangible y de comprobar en la
práctica lo que sucede con el precio de la opción europea de compra
cuando vaŕıan los valores de solo una de las variables en la fórmula
de Black-Scholes, mostraremos el gráfico de los precios la opción
para el contrato establecido en esta sección al variar una variable
dejando las demás fijas.
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Sensibilidad respecto a r Sensibilidad respecto a S

Sensibilidad respecto a σ Sensibilidad respecto a T

Sensibilidad respecto K

El comportamiento de estas 5 gráficas muestra claramente que
los precios de una opción europea de compra está en acuerdo con
(2.37).

2.1. Volatilidad impĺıcita

Sabemos muy bien que el estudio de los mercados financieros
tiene como objetivo principal minimizar riesgos de pérdidas y ma-
ximizar los rendimientos de las inversiones. En las últimas décadas
ha sido de gran interés por parte de investigadores matemáticos
enfocarse principalmente en la valuación de derivados financieros,
en modelos de tasas de interés y en el manejo del riesgo, en éste
último enfoque, la variable o parámetro más importante es la vo-
latilidad.

Muchas opciones se comercializan en el mercado y, por lo tanto,
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tienen un precio ver ([26]). El precio de dicha opción se llama pre-
cio de mercado. Entonces, si la opción tiene un precio de mercado,
podemos preguntar: ¿Qué volatilidad tendŕıamos que conectar a la
fórmula Black-Scholes (junto con los otros parámetros) para obte-
ner el precio de mercado? Dicho de otra manera, ¿qué volatilidad
hace que el valor de Black-Scholes concuerde con el precio del mer-
cado?. La volatilidad que responde a esta pregunta se denomina
volatilidad impĺıcita del stock para la opción dada.

Entonces, el concepto de volatilidad impĺıcita nace de despejar
la volatilidad de la fórmula de Black-Scholes partiendo de un precio
de la opción ya conocido en el mercado. Este enfoque alternativo
para inferir sobre la volatilidad de un activo determinado consiste
en examinar los precios de las opciones financieras ya negociadas
de cierto activo, para aśı determinar justamente el valor de σ que
al ser sustitúıdo en la fómula de Black-Scholes, da como resultado
el precio de la opción que ya fué observado en el mercado. Dicho
de otra manera, se procede al revés, y dados precios de opciones
observables en los mercados, se determina la volatilidad impĺıcita
con la fórmula de Black-Scholes.

2.1.1. Cálculo de la volatilidad impĺıcita

No hay una fórmula general para la volatilidad impĺıcita ([26]).
Es decir, dado un precio de opción C en una acción S(t), no existe
una fórmula simple para producir la volatilidad impĺıcita de S(t)
con respecto a un precio C de una opción. Pero, si conocemos el
precio de cierre de una opción de cierto d́ıa, aśı como r,K, S y T ,
podemos determinar la volatilidad que asumió el mercado para ese
d́ıa.

Podŕıamos pensar en invertir la fórmula de Black-Sholes para
σ. Desafortunadamente, esto no es posible, no podemos despejar
expĺıcitamete el valor en función de los otros parámetros, por lo
tanto, la fórmula de B-S no permite que tengamos una solución
anaĺıtica. Esto se debe a que los componentes de la fórmula de
Black-Scholes son bastante complicados, especialmente la función
de distribución normal acumulativa. Tales fórmulas complicadas a
menudo no se invierten fácilmente, y se deben buscar otros métodos
para obtener lo contrario. Por esta razón, si queremos calcular la
volatilidad impĺıcita de una opción, tenemos que utilizar un método
numérico, por ejemplo, el método de Newton-Raphson o algún otro
método iterativo, de modo que cada vez que se repite el método nos
acercamos a la respuesta final, obteniendo aśı una aproximación de
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σ.

Un algoritmo simple para determinar la volatilidad impĺıcita
consiste en lo siguiente:

El proceso deberá calcular un valor de volatilidad de prueba
aproximándolo sucesivamente mediante suposiciones cada vez me-
jores. Pero debemos saber cuándo detenernos, porque el procedi-
miento en śı nunca arroja la respuesta correcta. Por el contrario,
solo produce una respuesta que es lo suficientemente cerca. Por
ejemplo, si calculamos que la volatilidad impĺıcita es 20.5234 por
ciento, ¿importa si la volatilidad impĺıcita correcta es 20.5235 por
ciento? Esta es una pregunta subjetiva que debe ser respondida
dentro del contexto del escenario de fijación de precios en particu-
lar.

El lugar más obvio para parar es cuando tenemos una vola-
tilidad que produce un precio Black-Scholes exactamente igual al
precio de mercado. También podemos tener un ”error de toleran-
cia” preestablecida que nos dice qué tan cerca queremos llegar a la
respuesta real.

La idea, es ver cual precio resultante de la opción es lo más
parecido al que se paga en el mercado. Entonces, para cada uno de
estos precios, se calcula su diferencia con el observado en el merca-
do con el objetivo de encontrar una diferencia igual a cero.

Algoritmo:

PASO 1: Partir de una volatilidad impĺıcita σ1 más alta que la
volatilidad impĺıcita real. Para asegurarnos de ello, evaluamos
en la fórmula de B-S en σ1 junto con los valores conocidos de
los otros 4 parámetros, si el valor resultante es mayor que el
precio de la opción del mercado, entonces σ1 es mayor que la
volatilidad impĺıcita real (ya que la función para calcular la
prima es una función creciente de la volatilidad).

PASO 2: Ahora tenemos que hacer que nuestra próxima vo-
latilidad más baja σ0. Para esto, hacemos σ0 =0.000001.

PASO 3: Inicializamos una variable D = 99999. La cual ire-
mos actualizando y nos servirá para ir comparando la dife-
rencia entre el precio real del mercado y el precio de la prima
según la fórmula de B-S evaluada en una volatilidad de prue-
ba. La idea es obtener una diferencia igual a cero. La volati-
lidad que haga que esa diferencia sea cero, será la volatilidad
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impĺıcita real.

PASO 4: Inicializamos una variable i = 0. También se irá
actualizando en una unidad mayor a la anterior. Esta es ne-
cesaria para contabilizar el número de iteraciones necesarias
hasta obtener el cero de la diferencia antes mencionada, de
forma que mientras el i sea menor que un número muy grande
establecido, se siga realizando el proceso.

PASO 5: Las variables de entrada serán T, r,K, S(0), C y Tol,
donde C es el precio de la opción observado en el mercado con
un tiempo de vencimiento T , tasa de interés libre de riesgo r,
precio de ejercicio K y con S(0) el precio de la acción el d́ıa de
emisión del contrato. Por otra parte, Tol seŕıa la tolerancia
de error para la diferencia de C el precio de B-S evaluado
en la volatilidad de prueba. Podŕıamos estar satisfechos de
obtener un error menor que 0.000001.

PASO 6: Iterar el siguiente proceso:

• Mientras |D| > Tol y i < 20000.

• Establecemos σ2 = σ0+σ1

2 como volatilidad de prueba

• Actualizar D como la diferencia del precio del mercado
de la opción y el precio obtenido de la fórmula de B-S
en la volatilidad de prueba.

◦ Si D >0.000001

� Hacer σ0 = σ2

◦ Si D <-0.000001

� Hacer σ1 = σ2.

Ejemplo: Recordemos que hab́ıamos calculado el precio de una
opción a partir de los siguientes valores de los parámetros de la
fórmula B-S:

S0 =157.89,K = 153, T = 30/252, r =7.683 y σ2 =0.003755159.
Con lo que obtuvimos un valor para la prima C = 96.58907.

Ahora asumiendo que hemos observado el precio del mercado
para la opción, el cual supongamos que es C =96.58907 en conjunto
con los mismos valores para los 4 primeros parámetros S0 =157.89,
K = 153, T = 30/252 y r =7.683 utilizados con los que se obtuvo
dicha prima. A través de el algoritmo anterior, queremos determi-
nar el valor de la volatilidad impĺıcita.

El valor de la volatilidad de partida por encima de la volatili-
dad real que tomamos fué σ1 = 10. Fueron necesarias 9 iteraciones
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hasta obtener una volatididad impĺıcita tal que el precio de la op-
ción evaluada en ella, estuviese muy cerca del precio de la opción
observado en el mercado con un margen de error de 0.000001. En
la tabla 1 se muestra la evolución de este proceso.

Volatilidad Volatilidad Volatilidad
Iteracion de prueba máxima mı́nima Diferencia

1 5 10 1e-06 -25.71636
2 2.500001 2.500001 1e-06 -5.514959
3 1.250001 1.250001 1e-06 -0.20721391
4 0.6250009 0.6250009 1e-06 -2.220807e-05
5 0.312501 0.6250009 0.312501 3.073246e-06
6 0.468751 0.6250009 0.468751 3.066913e-06
7 0.5468759 0.6250009 0.5468759 2.156787e-06
8 0.5859384 0.5859384 0.5468759 -2.541945e-06
9 0.5664072 7.033086e-07

Cuadro 2.1: Calculo de volatilidad impĺıcita

Obteniendose aśı que σ =0.5859384 en el primer valor mas cer-
cano a la volatilidad real tal que C ' BS(σ) con un margen de
error de 0.000001. Esto se puede ver en el Cuadro 2.2.

Esta seŕıa la técnica para construir la sonrisa de volatilidad
aplicando este algoŕıtmo a una serie de precios en el mercado para
las acciones con mismos parámetros excepto variando el precio de
ejercicio. Aśı obtener distintas volatilidades.

2.1.2. Sonrisa de la volatilidad

Ya sabemos que cualquier opción tiene una volatilidad impĺıcita
asociada, entonces podemos preguntarnos: ¿Son iguales todas las
volatilidades impĺıcitas (para todas las opciones enumeradas) en la
misma acción subyacente?.

Respecto a la variable volatilidad hay cientos de art́ıculos y
libros que describen, o tratan de describir el comportamiento de
la volatilidad ver ([19]- [24]). Desafortunadamente, la práctica de
efectuar los diversos procedimientos teóricos o prácticos para deter-
minar la volatilidad con base en precios observados en el mercado,
han dado como resultado que la volatilidad es variable, de hecho,
una opción en el mismo subyacente con un precio de ejercicio o ven-
cimiento diferente puede tener una volatilidad impĺıcita diferente.
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En particular, su gráfica tiene forma de U con respecto al precio de
ejercicio. La relación emṕırica que se observa entre la volatilidad
impĺıcita y el precio de ejercicio se le llama curva sonrisa o sonrisa
de la volatilidad. Esto quiere decir que una acción o ı́ndice no tiene
una volatilidad impĺıcita, sino que tiene muchas opciones para cada
opción en el activo.

Estructura de la volatilidad impĺıcita

La estructura de la volatilidad impĺıcita se puede dividir en dos
componentes:

Sonrisa de volatilidad: Es la forma en que la volatilidad
impĺıcita (de una acción o ı́ndice) vaŕıa con el precio de ejer-
cicio para opciones de vencimiento fijo.

Estructura temporal de la volatilidad: Describe la forma
en que la volatilidad impĺıcita en el dinero vaŕıa con el tiempo
hasta el vencimiento.

En la volatilidad impĺıcita sobre precios de las acciones, es fre-
cuente observar que la volatilidad del precio de las acciones tiende
a aumentar cuando los precios disminuyen para opciones fuera de
dinero y tiende a disminuir cuando los precios aumentan, [véase el
Gráfico 7].

Gráfico 7: Curva sonrisa de volatilidad.

Esto se llama sesgo negativo. Queremos examinar las implica-
ciones de esto para el precio de las opciones.
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Dada la evidencia emṕırica existente en contra del supuesto de
volatilidad constante de la fórmula de Black-Scholes, los investiga-
dores en matemáticas financieras han tratado de proponer modelos
alternativos que traten de incorporar el efecto de la curva sonrisa.

Recordemos que en igualdad de condiciones, los valores de Black-
Scholes aumentan a medida que la volatilidad del subyacente au-
menta. Dicho de otra forma, las opciones de negociación con vola-
tilidades impĺıcitas más altas son más caras. Entonces, a medida
que los precios de ejercicio disminuyen, los precios de las opciones
aumentan en relación con una sonrisa plana. Por lo tanto, las opcio-
nes de venta fuera del dinero son más caras de lo que Black-Scholes
predice. Por el contrario, a medida que aumentan los precios de ejer-
cicio, los valores de las opciones disminuyen (en relación con una
sonrisa plana) debido a la menor volatilidad. Eventualmente, los
precios caen por debajo del nivel dado por la volatilidad histórica.
En conclusión, las opciones de compra dentro del dinero son menos
costosas de lo que Black-Scholes predice.

Dados estos hechos, surgen tres hipótesis básicas y opuestas con
respecto a Black-Scholes:

El mercado está equivocado y Black-Scholes tiene razón.

El mercado está bien y Black-Scholes está equivocado.

Ambos están equivocados.

Digamos que el mercado es correcto significa que no hay opor-
tunidades de arbitraje. Si este es el caso, entonces la existencia de
la sonrisa de volatilidad indica que la volatilidad del precio de las
acciones no es constante y nos interesaŕıa saber cuál es la expli-
cación teórica correcta para el sesgo de volatilidad, y si es posible
construir un modelo que lo explique.

La hipótesis más obvia con respecto a la volatilidad es que la
volatilidad en śı misma es aleatoria. Las teoŕıas de movimientos de
precios de acciones en las que la volatilidad es aleatoria se conocen
como modelos de volatilidad estocástica. Esto significa que toma-
mos como hipótesis que a medida que evoluciona el precio de una
acción, la volatilidad de la acción cambia aleatoriamente. Esto será
discutido en el próximo caṕıtulo.



L



Caṕıtulo 3

Valuación de opciones
con volatilidad
estocástica

El modelo de valoración de opciones de Black-Scholes (1973) ha
sido muy utilizado y a pesar del éxito que ha alcanzado, se ha do-
cumentado su tendencia a valuar opciones muy dentro o muy fuera
de dinero de forma equivocada. Esta inconsistencia se conoce como
”sonrisa de volatilidad”. Esto se debe a la hipótesis poco realista
del modelo de (B-S), según la cual el precio del activo subyacente
sigue un movimiento browniano geométrico con volatilidad cons-
tante.

Es por ello que la volatilidad en los rendimientos de un activo
financiero es una variable fundamental en el modelo de (B-S) para
estimar el valor de una opción financiera. Su importancia reside en
su capacidad para explicar y fundamentar la magnitud e incidencia
temporal de las variaciones en el precio de la opción ante variacio-
nes en el precio en el subyacente.

Con el fin de obtener mejores estimaciones de los precios de las
opciones, han surgido los modelos de Volatilidad Estocástica. Estos
modelos permiten explicar de forma consistente por qué opciones
con diferentes precios de ejercicios y fechas de vencimientos tienen
distintas volatilidades impĺıcitas calculadas con el modelo (B-S), lo
que se conoce como la sonrisa de volatilidad. Por lo tanto, permiten
valuar las opciones de forma más eficiente.

En este enfoque la volatilidad cambia en el tiempo de acuer-

LI
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do con un proceso estocástico, usualmente especificado mediante
una ecuación diferencial estocástica que acompaña la dinámica del
precio del activo subyacente. Es decir, los modelos de volatilidad
estocástica presentan dos factores estocásticos, uno para describir
al activo subyacente y otro para la volatilidad de sus precios. Estos
modelos descansan en supuestos más realistas que los del modelo
de (B-S) el cual supone una volatilidad constante, por lo que re-
fleja sólo una pequeña parte de la complejidad de los mercados de
derivados. Por ello, los modelos de valuación de opciones con vola-
tilidad estocástica han resultado ser más apropiados. La evidencia
emṕırica muestra que estos modelos que consideran a la volatilidad
como estocástica, proporcionan estimaciones más precisas, a dife-
rencia del modelo clásico de (B-S).

En este caṕıtulo vamos a desarrollar el objetivo principal de
nuestro trabajo: Los Modelos de Volatilidad Estocástica. Más es-
pećıficamente, se presenta el modelo desarrollado por Hull-White
en el año 1987 y el modelo de Heston en el año 1993 los cuales
describiremos detalladamente.

3.1. Varianza como función conocida del
tiempo

Como bien sabemos, la volatilidad del precio de las acciones no
es constante ni observable en el tiempo. Supongamos que esta es
una función del tiempo conocida σt.

Si asumimos además que el precio del subyacente sigue una
distribución log-normal, entonces el proceso neutral al riesgo que
conduce al precio de las acciones es,

dSt = rStdt+ σtStdUt, (3.1)

lo que implica que

St = S0exp{(r −
σ2
t

2
)(T − t) + σt

√
T − tξ}, (3.2)

donde ξ es una variable aleatoria normal estándar, el proceso (Ut)t∈[0,T ]

es un movimiento Browniano definido sobre un espacio fijo de pro-
babilidad con su filtración aumentada (ΩU , FU , (FUt )t∈[0,T ], P

U ).

Aśı, la fórmula de (B-S) será modificada, el parámetro de va-
rianza se sustituye por la varianza promedio,
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σ2
t,T =

1

T − t

∫ T

t

σ2(u)du.

Desafortunadamente, por lo general la volatilidad es una fun-
ción del tiempo desconocida. Aśı, la alternativa más idónea es mo-
delarla como un proceso estocástico como veremos en la siguiente
sección.

3.2. Modelo de Hull-White

En esta secćıon se presenta una metodoloǵıa para valuar una
opción sobre una acción con volatilidad estocástica desarrollada
por Hull-White en el año 1987. Consiste en una fórmula que con-
templa una serie de Taylor hasta términos de tercer orden, siendo
esta una aproximación para la prima.

El modelo se basa en asumir que la varianza del precio de las
acciones sigue un movimiento Browniano Geométrico, que el precio
del subyacente tiene una distribución log-normal y que no hay co-
rrelación entre el precio del subyacente y la volatilidad del mismo.
Esto es que cumpla las siguientes tres condiciones,

dσ2
t = ασ2

t dt+ βσ2
t dWt, (3.3)

donde el proceso (Wt)t∈[0,T ] es un movimiento Browniano
definido sobre un espacio fijo de probabilidad con su filtración
aumentada

(ΩW , FW , (FWt )t∈[0,T ], P
W ).

dS(t) = rS(t)dt+ σtS(t)dU(t). (3.4)

Cov(dUt, dWt) = 0. (3.5)

De forma análoga en que se obtuvo (2.2) de la ecuación (2.1),
la varianza en cualquier instante u ≥ t está dada por la solución
de la ecuación (3.3), esto es

σ2
u = σ2

t e
(α− β

2

2 )(u−t)+β(
√
u−t)ξ, (3.6)
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donde ξ ∼ N(0, 1).

Se define aśı la varianza estocástica promedio

σ2
t,T =

1

T − t

∫ T

t

σ2
t e

(α− β
2

2 )(u−t)+β(
√
u−t)ξdu.

Tomando y = u− t, tenemos que

σ2
t,T =

σ2
t

T − t

∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )yeβ
√
yξdy. (3.7)

Obsérvese que no es fácil de calcular esta integral. Para estimar
la volatilidad, algunos autores han empleado métodos basándose
en la simulación de Montecarlo.

3.2.1. Precio de una opción europea de compra

Sea Ft = FUt ⊗FWt la filtración dada por la σ-álgrebra producto
de las filtraciónes aumentadas FUt y FWt . En un mundo neutral al
riesgo, el precio de una opción europea de compra con volatilidad
σ2
t , satisface

c(t, S(t), σ2
t ) = e−r(T−t)E[max(ST −K, 0)|S(t), σ2

t ]. (3.8)

Sea f(ST |S(t), σ2
t ) la función de densidad de ST condicionada

a S(t) y a σ2
t . Entonces

c(t, S(t), σ2
t ) = e−r(T−t)

∫ ∞
0

max(ST −K, 0)f(ST |S(t), σ2
t )dST .

(3.9)
Además, sean g la densidad de ST condicionada a S(t) y a σ2

t,T

y h la densidad de σ2
t condicionada a σ2

t .

Observemos primero que con algún abuso de notación,

f(ST |S(t), σ2
t ) =

∫ ∞
0

g(ST |S(t), σ2
t,T )h(σ2

t,T |σ2
t )dσ2

t,T (3.10)

Sustituyendo (3.10) en la ecuación (3.9) y agrupando constantes
respecto de σ2

t , tenemos que

c(t, S(t), σ2
t ) =

∫ ∞
0

[
e−r(T−t)

∫ ∞
0

max(ST −K, 0)g(ST |S(t), σ2
t,T )dST

]
×h(σ2

t,T |σ2
t )dσ2

t,T

=

∫ ∞
0

CBS(t, S(t), σ2
t,T )h(σ2

t,T |σ2
t )dσ2

t,T (3.11)
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donde CBS(t, S(t), σ2
t,T ) es el precio de (B-S) con varianza σ2

t,T .

La última igualdad se obtiene a partir de que Cov(dUt, dWt) =
0, ya que esto implica que la distribución condicional de ln( STS(t) ),

dado σ2
t,T es una Normal con media (r − σ2

t,T

2 )(T − t) y varianza

σ2
t,T (T − t).

A través de la ecuación (3.11), Hull-White han demostrado que
cuando la volatilidad es estocástica, pero no está correlacionada
con el precio de la acción, el precio de una opción de compra euro-
pea es la fórmula de Black-Scholes integrada sobre la distribución
de la varianza promedio durante la vida de la opción.

Recordemos aśı que

CBS(t, S(t), σ2
t,T ) = S(t)Φ(d1)−Ke−r(T−t)Φ(d2),

donde

d1 =
ln(S(t)

K )− (r +
σ2
t,T

2 )(T − t)
σt,T

y (3.12)

d2 = d1 −
√
σ2
t (T − t).

3.2.2. Método de aproximación para el precio de
la opción.

En la ecuación (3.11), denotaremo a CBS(t, S(t), σ2
t,T ) por CBS(σ2

t,T )

y sustituyendolo por su desarrollo de Taylor alrededor de σ̂2
t,T :=

E[σ2
t,T |σ2

t ] =
∫∞

0
σ2
t,Th(σ2

t,T |σ2
t )dσ2

t,T , procedemos de la siguiente
forma,
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c(t, S(t), σ2
t ) =

∫ ∞
0

CBS(t, S(t), σ2
t,T )h(σ2

t,T |σ2
t )dσ2

t,T

=

∫ ∞
0

[
CBS(σ̂2

t,T ) +
δCBS(σ̂2

t,T )

δ(σ2
t,T )

(σ2
t,T − σ̂2

t,T )

+
1

2

δ2CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )2

(σ2
t,T − σ̂2

t,T )2

+
1

6

δ3CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )3

(σ2
t,T − σ̂2

t,T )3 + ...

]
h(σ2

t,T |σ2
t )dσ2

t,T

= CBS(σ̂2
t,T )

∫ ∞
0

h(σ2
t,T |σ2

t )dσ2
t,T

+
δCBS(σ̂2

t,T )

δ(σ2
t,T )

[∫ ∞
0

σ2
t,Th(σ2

t,T |σ2
t )dσ2

t,T

−σ̂2
t,T

∫ ∞
0

h(σ2
t,T |σ2

t )dσ2
t,T

]
+

1

2

δ2CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )2

∫ ∞
0

(σ2
t,T − σ̂2

t,T )2h(σ2
t,T |σ2

t )dσ2
t,T

+
1

6

δ3CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )3

∫ ∞
0

(σ2
t,T − σ̂2

t,T )3h(σ2
t,T |σ2

t )dσ2
t,T + ...

= CBS(σ̂2
t,T ) +

1

2

δ2CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )2

V ar[σ2
t,T |σ2

t ]

+
1

6

δ3CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )3

Sesgo[σ2
t,T |σ2

t ] + ...

(3.13)

Hemos obtenido que el precio de una opción europea de compra
en términos de las derivadas parciales del precio de (B-S) evaluadas
en σ̂2

t,T ,

c(t, S(t), σ2
t ) = CBS(σ̂2

t,T ) +
1

2

δ2CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )2

V ar[σ2
t,T |σ2

t ]

+
1

6

δ3CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )3

Sesgo[σ2
t,T |σ2

t ] + ...

(3.14)

De acuerdo con esta última ecuación, debemos calcular σ̂2
t,T =

E[σ2
t,T |σ2

t ], V ar[σ2
t,T |σ2

t ] y Sesgo[σ2
t,T |σ2

t ]. De la ecuación (3.7), te-
nemos que
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σ̂2
t,T = E[σ2

t,T |σ2
t ]

= E

[
σ2
t

T − t

∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )yeβ
√
yξdy

]

=
σ2
t

T − t

∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )yE
[
eβ
√
yξ
]
dy

=
σ2
t

T − t

∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )y

[∫ T−t

0

eβ
√
yξ 1√

2π
e−

ξ2

2 dξ

]
dy

=
σ2
t

T − t

∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )y

[∫ T−t

0

1√
2π
e−(

ξ2−2β
√
yξ+β2y

2 )+ β2y
2 dξ

]
dy

=
σ2
t

T − t

∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )y

[
e
β2y
2

∫ T−t

0

1√
2π
e−

(ξ−β√y)2
2 dξ

]
dy

=
σ2
t

T − t

∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )ye
β2y
2 dy

=
σ2
t

T − t

∫ T−t

0

eαydy

= σ2
t

(
eα(T−t) − 1

α(T − t)

)
. (3.15)

Supongamos que α = 0 o muy pequeña, aplicando L
′
Hôpital

obtenemos que

lim
α→0

(
eα(T−t) − 1

α(T − t)

)
= lim

α→0

(
(T − t)eα(T−t)

(T − t)

)
= 1. (3.16)

Por lo tanto, en este caso se tiene que

σ̂2
t,T = E[σ2

t,T |σ2
t ] = σ2.

(3.17)

Ahora calculemos V ar[σ2
t,T |σ2

t ].

V ar[σ2
t,T |σ2

t ] = E[(σ2
t,T − σ̂2

t,T )2|σ2
t ]

= E[σ4
t,T |σ2

t ]− (E[σ2
t,T |σ2

t ])2

= E[σ4
t,T |σ2

t ]− σ̂4
t,T . (3.18)
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De la ecuación (3.7), se tiene que

E[σ4
t,T |σ2

t ] = E

 σ4
t

(T − t)2

(∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )yeβ
√
yξdy

)2


= E

 σ4
t

(T − t)2

(∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )yeβWydy

)2


= E

[
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

∫ T−t

0

(
e(α− β

2

2 )yeβWy

)(
e(α− β

2

2 )xeβWx

)
dydx

]

= E

[
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

∫ T−t

0

(
e(α− β

2

2 )(y+x)

)(
eβ(Wy+Wx)

)
dydx

]

=
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

∫ T−t

0

(
e(α− β

2

2 )(y+x)

)
E
[
eβ(Wy+Wx)

]
dydx.

(3.19)

En el Apéndice se prueba que

E[eβ(Wy+Wx)] = e
β2

2 (y+x+2min(x,y)).

(3.20)
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Sean γ = 2α+ β y φ = α+ β2,

E[σ4
t,T |σ2

t ] =
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )(y+x)e
β2

2 (y+x+2min(x,y))dydx

=
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

∫ T−t

0

eα(y+x)eβ
2min(x,y)dydx

=
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

[∫ x

0

eα(y+x)eβ
2min(x,y)dy

+

∫ T−t

x

eα(y+x)eβ
2min(x,y)dy

]
dx

=
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

[∫ x

0

eα(y+x)eβ
2ydy

+

∫ T−t

x

eα(y+x)eβ
2xdy

]
dx

=
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

[
eαx

∫ x

0

e(α+β2)ydy+

e(α+β2)x

∫ T−t

x

eαydy

]
dx

=
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

[
eαx(

e(α+β2)x − 1

α+ β2
)

+e(α+β2)x(
eα(T−t) − eαx

α
)

]
dx

=
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

[
(
e(2α+β2)x − eαx

α+ β2
)

+(
e(α+β2)xeα(T−t) − e(2α+β2)x

α
)

]
dx

=
σ4
t

(T − t)2

∫ T−t

0

[
(
eγx − eαx

φ
) + (

eφxeα(T−t) − eγx

α
)

]
dx

=
σ4
t

(T − t)2

[
eγ(T−t) − 1

φγ
− eα(T−t) − 1

φα

+
eγ(T−t) − eα(T−t)

φα
− eα(T−t) − 1

γα

]
(3.21)
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=
σ4
t

(T − t)2

[
eγ(T−t)(

1

γφ
+

1

αφ
− 1

γα
)

+(
1

αφ
+

1

αγ
− 1

γφ
)− 2eα(T−t)

φα

]
=

σ4
t

(T − t)2

[
eγ(T−t) 2

γφ
+

2

γα
− 2eα(T−t)

αφ

]
=

σ4
t

(T − t)2

[
2eγ(T−t)

γφ
+

2

α
(
1

γ
− eα(T−t)

φ
)

]
(3.22)

ya que

1

γφ
+

1

αφ
− 1

γα
=

α+ γ − φ
αφγ

=
α+ (2α+ β2)− (α+ β2)

αφγ

=
2

φγ
. (3.23)

y

1

αφ
+

1

αγ
− 1

γφ
=

γ + φ− α
αφγ

=
(2α+ β2) + (α+ β2)− α

αφγ

=
2(α+ β2)

φγ

=
2

γ
. (3.24)

De igual manera que si α = 0 o muy pequeña, entonces,

lim
α→0

(E[σ4
t,T |σ2

t ]) =
σ4
t

(T − t)2

[
2eβ

2(T−t)

β4
+ lim
α→0

(
2

α

(
1

2α+ β2
− eα(T−t)

α+ β2

))]
(3.25)

Haciendo h = limα→0
2
α

(
1

2α+β2 − eα(T−t)

α+β2

)
Se tiene que
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h = 2 lim
α→0

 1
2α+β2

α
−

eα(T−t)

α+β2

α


= 2 lim

α→0

 −2
(2α+β2)2

1
−

(T−t)eα(T−t)(α+β2)−eα(T−t)

(α+β2)2

1


= 2 lim

α→0

(
−2

(2α+ β2)2
− (T − t)eα(T−t)(α+ β2)− eα(T−t)

(α+ β2)2

)
= 2

(
−2

β4
− (T − t)β2 − 1

β4

)
= 2

(
−(T − t)β2 − 1

β4

)
= −2

(
(T − t)β2 + 1

β4

)
.

(3.26)

Por lo tanto, si α = 0 o muy pequeña, entonces

2

α

(
1

γ
− eα(T−t)

φ

)
= −2

(
(T − t)β2 + 1

β4

)
. (3.27)

Obteniéndose por la ecuación (3.21) que

E[σ4
t,T |σ2

t ] =
σ4
t

(T − t)2

2
(
eβ

2(T−t) − β2(T − t)− 1
)

β4

 .(3.28)

Por lo que para α = 0, de (3.17), (3.18) y (3.28) se tiene que

V ar[σ2
t,T |σ2

t ] = σ4
t

(
2(eβ

2(T−t) − β2(T − t)− 1)

β4(T − t)2 − 1

)
. (3.29)

Sesgo[σ2
t,T |σ2

t ] = E[(σ2
t,T − E[σ2

t,T |σ2
t ])3|σ2

t ]

= E[(σ2
t,T − σ̂2

t )3|σ2
t ]

= E[σ6
t,T − 3σ4

t,T σ̂
2
t + 3σ2

t,T σ̂
4
t − σ̂6

t |σ2
t ]

= E[σ6
t,T |σ2

t ]− 3σ̂2
tE[σ4

t,T |σ2
t ] + 3σ̂4

tE[σ2
t,T |σ2

t ]− σ̂6
t

= E[σ6
t,T |σ2

t ]− 3σ̂2
tE[σ4

t,T |σ2
t ] + 3σ̂4

t σ̂
2
t − σ̂6

t

= E[σ6
t,T |σ2

t ]− 3σ̂2
tE[σ4

t,T |σ2
t ] + 2σ̂6

t .

(3.30)
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Por lo tanto, sustituyendo la ecuación (3.28)

Sesgo[σ
2
t,T |σ

2
t ] = E[σ

6
t,T |σ

2
t ]− 3σ

2
t

σ4
t

(T − t)2

 2
(
eβ

2(T−t) − β2(T − t)− 1
)

β4

+ 2σ
6
t

Por otra parte, por la ecuación (3.7) se obtiene que

E[σ6
t,T |σ2

t ] = E

( σ2
t

T − t

∫ T−t

0

e−
β2

2 yeβ
√
yξdy

)3


=
σ6
t

(T − t)3
E

(∫ T−t

0

e−
β2

2 yeβ
√
yξdy

)3


=
σ6
t

(T − t)3
E

(∫ T−t

0

e(α− β
2

2 )yeβ
√
yξdy

)3


=
σ6
t

(T − t)3
E

(∫ T−t

0

e−
β2

2 yeβWydy

)3


=
σ6
t

(T − t)3
E

[∫ T−t

0

∫ T−t

0

∫ T−t

0

e−
β2

2 yeβWye(α− β
2

2 )xeβWx

× e−
β2

2 zeβWzdydxdz

]
=

σ6
t

(T − t)3

∫ T−t

0

∫ T−t

0

∫ T−t

0

e−
β2

2 (y+x+z)

×E
[
eβ(Wy+Wx+Wz)

]
dydxdz.

(3.31)

De forma análoga como en (3.21), se obtiene que

E[eβ(Wy+Wx+Wz)] = e
β2

2 (y+x+z+2min(x,y)+2min(y,z)+2min(x,z)).

Por lo tanto, si hacemos m = min(x, y) +min(y, z) +min(x, z)

m =
σ6
t

(T − t)3

∫ T−t

0

∫ T−t

0

∫ T−t

0

eβ
2mdydxdz.

(3.32)
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Si dividimos la región de integración D = [0, T − t]3 de la si-
guiente forma

g1 : 0 ≤ y ≤ x ≤ z ≤ T − t
g2 : 0 ≤ z ≤ x ≤ y ≤ T − t
g3 : 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ T − t
g4 : 0 ≤ z ≤ y ≤ x ≤ T − t
g5 : 0 ≤ x ≤ z ≤ y ≤ T − t
g6 : 0 ≤ y ≤ z ≤ x ≤ T − t.

(3.33)

Obsérvese que en la región g1 se tiene que

min(x, y) = y.

min(x, z) = x.

min(y, z) = y.

Se puede ver de forma análoga para las demás regiones. Aśı

E[σ6
t,T |σ2

t ] =
σ6
t

(T − t)3

∫ T−t

0

∫ T−t

0

∫ T−t

0

eβ
2mdydxdz

=

∫ T−t

0

∫ z

0

∫ z

y

eβ
2(2y+x)dxdydz

+

∫ T−t

0

∫ y

0

∫ y

z

eβ
2(2z+x)dxdzdy

+

∫ T−t

0

∫ z

0

∫ z

x

eβ
2(2x+y)dydxdz

+

∫ T−t

0

∫ x

0

∫ x

z

eβ
2(2z+y)dydzdx

+

∫ T−t

0

∫ y

0

∫ y

x

eβ
2(2x+z)dzdxdy

+

∫ T−t

0

∫ x

0

∫ x

y

eβ
2(2y+z)dzdydx.

(3.34)

Haganos t =
∫ T−t

0

∫ z
0

∫ z
y
eβ

2(2y+x)dxdydz
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t =

∫ T−t

0

∫ z

0

e2β2y

∫ z

y

eβ
2xdxdydz

=

∫ T−t

0

∫ z

0

e2β2y(
eβ

2z − eβ2y

β2
)dydz

=
1

β2

∫ T−t

0

eβ
2z[

∫ z

0

e2β2ydy −
∫ z

0

e3β2ydy]dz

=
1

β2

∫ T−t

0

eβ
2z[(

e2β2z − 1

2β2
)− (

e3β2z − 1

3β2z
)]dz

=
1

β4

∫ T−t

0

(
e3β2z

2
− eβ

2z

2
− e3β2z

3
+

1

3
)dz

=
1

6β4

∫ T−t

0

(e3β2z − 3eβ
2z + 2)dz

=
1

6β4
[
e3β2(T−t) − 1

3β2
− 3(eβ

2(T−t) − 1)

β2
+ 2(T − t)]

=
1

6β4
[
e3β2(T−t) − 1− 9eβ

2(T−t) + 9 + 6β2(T − t)
3β2

]

=
1

18β6
[e3β2(T−t) + 8− 9eβ

2(T−t) + 6β2(T − t)].

Cada una de las otras 5 integrales triples arroja este mismo
resultado, por lo cual,

E[σ
6
t,T |σ

2
t ] =

σ6
t

(T − t)3
[
e3β

2(T−t) + 8− 9eβ
2(T−t) + 6β2(T − t)

3β6
]. (3.35)

Finalmente, sustituyendo (3.35) en (3.34), obtenemos aśı que,

Sesgo[σ
2
t,T |σ

2
t ] = σ

6
t [
e3β

2(T−t) + 8− 9eβ
2(T−t) + 6β2(T − t)

3β6(T − t)3

−
6(eβ

2(T−t) − β2(T − t)− 1)

β4(T − t)2
+ 2]

= σ
6
t [
e3β

2(T−t) − eβ
2(T−t)(9 + 18β2(T − t)) + 24β2(T − t)

3β6(T − t)3

+
8 + 18β4(T − t)2 + 6β6(T − t)3

3β6(T − t)3
].

Aśı, haciendo k = β2(T − t) se tiene que

V ar[σ2
t,T |σ2

t ] = σ4
t

(
2(ek − k − 1)

k2
− 1

)
. (3.36)
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Sesgo
(
σ
2
t,T |σ

2
t

)
= σ

6
t

(
e3k − ek(9 + 18k) + 24k + 8 + 18k2 + 6k3

3k3

)
.(3.37)

3.2.3. Aproximación del precio de una opción
con series de Taylor

Si α = 0 entonces a partir de (3.17), (3.36) y (3.37) la ecuación
(3.13) puede ser reescrita como,

c(t, St, σ
2
t ) = CBS(σ

2
t,T ) +

1

2

δ2CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )2

(
2(ek − k − 1)

k2
− 1

)
σ
4
t

+
1

6

δ3CBS(σ̂2
t,T )

δ(σ2
t,T )3

(
e3k − ek(9 + 18k) + 24k + 8 + 18k2 + 6k3

3k3

)
σ
6
t + ...

Solo queda calcular las derivadas parciales de esta última ecua-
ción.

Recordemos aśı que el precio de Black-Sholes con varianza σ2
t es:

CBS(σ2
t ) = StΦ(d1)−Ke−r(T−t)Φ(d2), (3.38)

donde

d1 =
ln(

St
K )−(r+

σ2t
2 )(T−t)√

σ2
t (T−t)

.

d2 = d1 −
√
σ2
t (T − t).

Φ(d) es la distribución normal estándar.

Recordemos además la ecuación fundamental de las letras grie-
gas probada en el caṕıtulo anterior:

StΦ
′
(d1)−Ke−r(T−t)Φ

′
(d2) = 0.

Por lo tanto,

Ke−r(T−t)Φ
′
(d2) = StΦ

′
(d1). (3.39)

La derivada del precio de Black-Sholes respecto de σ2
t es:
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∂CBS
∂σ2

t

= StΦ
′
(d1)

∂d1

∂σ2
t

−Ke−r(T−t)Φ
′
(d2)

∂d2

∂σ2
t

= StΦ
′
(d1)

∂d1

∂σ2
t

− StΦ
′
(d1)

∂d2

∂σ2
t

= StΦ
′
(d1)(

δd1

∂σ2
t

− ∂d2

∂σ2
t

).

(3.40)

∂d1

∂σ2
t

=

(T−t)
2

√
σ2
t (T − t)− (T−t)

2
√
σ2
t (T−t)

(ln(StK )− (r +
σ2
t

2 )(T − t))

σ2
t (T − t)

=

√
σ2
t (T − t)− ln(

St
K )−(r+

σ2t
2 )(T−t)√

σ2
t (T−t)

2σ2
t (t)

=

√
σ2
t (T − t)− d1

2σ2
t (t)

=
−d2

2σ2
t (t)

. (3.41)

Además como d2 = d1 −
√
σ2
t (T − t), entonces

∂d2

∂σ2
t

=
∂d1

∂σ2
t

− (T − t)
2
√
σ2
t (t)(T − t)

= − d2

2σ2
t

− (T − t)
2
√
σ2
t (t)(T − t)

= − 1

σ2
t

(d2 +
√
σ2
t (t)(T − t))

= − d1

σ2
t

.

(3.42)

Sustituyendo en la ecuación (3.41) y (3.42) en (3.40)
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∂CBS
∂σ2

t

= StΦ
′
(d1)(

−d2

2σ2
t

− −d1

2σ2
t

)

= StΦ
′
(d1)

(d1 − d2)

2σ2
t

= StΦ
′
(d1)

√
σ2
t (T − t)
2σ2

t

= StΦ
′
(d1)

(T − t)
2
√
σ2
t (T − t)

. (3.43)

De esta ecuación y por la regla de la derivada del producto, se
sigue que

∂2CBS
∂(σ2

t )2
= StΦ

′′
(d1)

∂d1

∂σ2
t

(T − t)
2
√
σ2
t (T − t)

− StΦ
′
(d1)

(T − t)2

4[σ2
t (T − t)] 3

2

.

(3.44)

Antes de calcular ∂2CBS
∂(σ2

t )2
, notemos que por (3.41) y (3.42), se

tienen las siguientes identidades

d1
∂d1

∂σ2
t

= d2
∂d2

∂σ2
t

= −d1d2

2σ2
t

(3.45)

∂(d1d2)

∂σ2
t

= d1
∂d2

∂σ2
t

+ d2
∂d1

∂σ2
t

= −d
2
1 + d2

2

2σ2
t

(3.46)

(d1 + d2)

(
∂d1

∂σ2
t

+
∂d2

∂σ2
t

)
= − (d1 + d2)2

2σ2
t

. (3.47)

Por otra parte, por la regla de la cadena y usando (3.45), se
tiene que,

Φ
′′
(d1) = −Φ

′
(d1)d1. (3.48)

Sustitúımos (3.48) en (3.44)
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∂2CBS
∂(σ2

t )2
= −StΦ

′
(d1)d1

∂d1

∂σ2
t

(T − t)
2
√
σ2
t (T − t)

− StΦ
′
(d1)

(T − t)2

4[σ2
t (T − t)] 3

2

= StΦ
′
(d1)d1(

d1d2

2σ2
t

)
(T − t)

2
√
σ2
t (T − t)

− StΦ
′
(d1)

(T − t)2

4[σ2
t (T − t)] 3

2

= StΦ
′
(d1)d1d2

√
T − t
4σ3

t

− StΦ
′
(d1)

√
(T − t)
4σ3

t

= StΦ
′
(d1)

√
T − t
4σ3

t

(d1d2 − 1).

(3.49)

Aplicando la regla del producto a la ecuación (3.44) y de la
ecuación (3.45), (3.46) y (3.47) se procede como sigue,

∂3CBS

∂(σ2
t )3

= StΦ
′′

(d1)
∂d1

∂σ2
t

(√
T − t
4σ3
t

(d1d2 − 1)

)

+StΦ
′
(d1)

(√
T − t
4σ3
t

∂(d1d2)

∂σ2
t

+ (

√
T − t(d1d2 − 1)

4

)
(−

3

2
)(σ

2
t )
− 5

2 ]

= −StΦ
′
(d1)d1

∂d1

∂σ2
t

(√
T − t
4σ3
t

(d1d2 − 1)

)

+StΦ
′
(d1)

(√
T − t
4σ3
t

(
−
d21 + d22

2σ2
t

)
− 3

(√
T − t(d1d2 − 1)

8σ5
t

))

= StΦ
′
(d1)

d1d2

2σ2
t

(√
T − t
4σ3
t

(d1d2 − 1)

)

+StΦ
′
(d1)[

√
T − t
4σ3
t

(−
d21 + d22

2σ2
t

)− 3(

√
T − t(d1d2 − 1)

8σ5
t

)]

= StΦ
′
(d1)d1d2

(√
T − t
8σ5
t

(d1d2 − 1)

)

−StΦ
′
(d1)

(√
T − t
8σ5
t

(d
2
1 + d

2
2) + 3

(
(

√
T − t(d1d2 − 1)

8σ5
t

))

= StΦ
′
(d1)

(
d1d2(d

2
1 + d

2
2)− (d

2
1 + d

2
2)− 3(d

2
1 + d

2
2)
)

= StΦ
′
(d1)

(
(d1d2 − 3)(d1d2 − 1)− (d

2
1 + d

2
2)
)

(3.50)

Entonces a partir de (3.38), (3.49) y (3.50) concluimos que

c(t, St, σ
2
t ) = CBS(σ

2
t,T ) +

1

2

(
StΦ

′
(d1)

√
T − t
4σ3
t

(d1d2 − 1)

)[
2(ek − k − 1)

k2
− 1

]
σ
4
t

+
1

6
StΦ

′
(d1)((d1d2 − 3)(d

2
1 + d

2
2)− (d

2
1 + d

2
2))

×
[
e3k − ek(9 + 18k) + 24k + 8 + 18k2 + 6k3

3k3

]
σ
6
t + ...
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Para valores de k muy pequeños, es decir, para β muy cercano
a cero, la serie converge rápidamente. Por lo tanto, para α = 0 y β
muy pequeña

c(t, St, σ
2
t ) ≈ CBS(σ

2
t,T ) +

1

2
(StΦ

′
(d1)

√
T − t
4σ3
t

(d1d2 − 1))[
2(ek − k − 1)

k2
− 1]σ

4
t

+
1

6
StΦ

′
(d1)

√
T − t
8σ5
t

((d1d2 − 3)(d
2
1 + d

2
2)− (d

2
1 + d

2
2))

×[
e3k − ek(9 + 18k) + 24k + 8 + 18k2 + 6k3

3k3
]σ

6
t

= CBS(σ
2
t,T ) +

1

8
(StΦ

′
(d1)σt

√
T − t(d1d2 − 1))[

2(ek − k − 1)

k2
− 1]

+
1

48
StΦ

′
(d1)σt

√
T − t[(d1d2 − 3)(d

2
1 + d

2
2)− (d

2
1 + d

2
2)]

×[
e3k − ek(9 + 18k) + 24k + 8 + 18k2 + 6k3

3k3
]

Haciendo

A(k) =
2(ek − k − 1)

k2
− 1

B(k) =
e3k − (8 + 18k)ek + 8 + 24k + 18k2 + 6k3

3k3

y

k = β2(T − t)

la fómula de aproximación de Hull-White se expresa como

c(t, St, σ
2
t ) ≈ CBS(σ2

t,T ) +
1

8
(StΦ

′
(d1)σt

√
T − t(d1d2 − 1))A(k)

+
1

48
StΦ

′
(d1)σt

√
T − t[(d1d2 − 3)(d1 + d2 − 1)

−(d2
1 + d2

2)]B(k).

3.2.4. Aplicación y análisis de resultados

En esta sección aplicaremos la metodoloǵıa propuesta por Hull-
White a un conjunto de datos reales para estimar el precio (prima)
de una opción europea de compra con peŕıodo de tiempo de 30,
90, 180 y 360 d́ıas de duración del contrato, teniendo como acti-
vo subyacente los precios de las acciones de la IBM del año 2018.
También compararemos el rendimiento de este modelo de varianza
aleatoria con el precio que proporciona la fórmula de Black-Sholes.
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En la Gráfico 7, se puede observar que en los últimos años una
marcada tendencia a la baja en los precios de sus acciones, más es-
pećıficamente hasta el mes de marzo del 2018, y a partir de entonces
existe gran volatilidad, presentando aumento abrupto en los precios
durante el mes de abril, posteriormente un marcado decrecimiento
hasta el ,es de junio en presencia de inestabilidad, continuando aśı
hasta julio pero con cierta tendencia a la baja y a partir de enton-
ces hasta el mes de septiembre recuperandose con una subida en
los precios, luego sufre una pronta cáıda en sus precios y finalmente
parece que intentan recuperar la subida en sus precios.

Gráfico 8: Precios de las acciones de la IBM para el periodo.

Antes de aplicar directamente la forma cerrada de Hull-White,
debemos analizar los datos y estimar los parámetros para ver si se
cumplen los supuestos del modelo.

El primer supuesto que debemos comprobar es que la varianza
del precio de las acciones sigue un movimiento Browniano Geométri-
co (3.3), lo cual conlleva comprobar de forma análoga que se obtuvo
(2.4) a partir de (2.1), se comprueba partir de (3.6) que la distri-

bución condicional de ln(σ(∆t)
σ(t) ), dado σ2

t,T es una

N

[
(α− β2

2
)(∆t), β2(∆t)

]
. (3.51)

A partir de esto podemos estimar los parámetros α y β de la
ecuación (3.3). El procedimiento consiste en calcular primero las
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varianzas semanales σ2
t durante el peŕıodo de las observaciones de

los datos y posteriormente determinar la serie ln(
σ2
t+1

σ2
t

). A partir de

(3.51) estimamos los parámetros α y β a partir de las ecuaciones

β =
S2

∆t
(3.52)

α =
X

∆t
+ β2/2 (3.53)

donde X es el promedio del vector log(
σ2
t+1

σ2
t

), S2 es la varianza de

los mismos y ∆t = 6 debido a que estamos suponiendo que las
semana tiene 6 d́ıas debido a que los mercados no emiten datos los
domingos.

Este método que se plantea es adecuado para cualquier serie de
volatilidad de la que se disponga. En este trabajo utilizamos las
volatilidades realizadas con una frecuencia de 6 d́ıas durante un
año mediante la ecuación (3.54)

σ
R
t =

√
252

√√√√√ 1

2

t∑
k=t−5

ln(
Sk

Sk−1

)−
1

3

t∑
k=t−5

ln(
Sk

Sk−1

)

2

, t = 7, 8, ...(3.54)

Las volatilidades realizadas se muestran en el Gráfico 8.

Gráfico 9: Volatilidades realizadas semanales durante un año.
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Podemos observar que las volatilidades semanales estimadas no
son lineales. Para distintas semanas, se cuenta con diferentes vola-
tilidades realizadas. Por lo tanto, se comprueba que se viola uno de
los supuestos crudos en el modelo de Black-Scholes. Si se cumpliése
las hipótesis clásicas, entonces los resultados de las observaciones
en el gráfico de las volatilidades tomando distintos periodos, daŕıan
resultados iguales o parecidos, pero en realidad los resultados difie-
ren. Por lo cual, este modelo generaŕıa precios inconsistentes para
las opciones. Por ello la necesidad de aplicar un modelo que asuma
la volatilidad estocástica.

Para aplicar el modelo de Hull-White estudiado en esta sección,
debemos estimar primero los parámetros del modelo propuesto pa-
ra la volatilidad (3.7).

Se obtuvo aśı que α = 0.4287633 y β =0.9263229. Observemos
que α y β no cumplen directamente los supuestos del modelo de
Hull-White ya que α 6= 0. Otro de los supuestos en los que se ba-
sa este modelo es la correlación entre el proceso de los precios del
subyacente y sus volatilidades debe ser cero. Este supuesto tampo-
co se cumple en nuestros datos, ya que los procesos simulados St y
σ2
t presentaron una correlación negativa corr(St, σ

2
t ) =-0.06071558.

Sin embargo, vamos a aplicar la fórmula como ejemplo y posterior-
mente usaremos simulación a través del método de Montecarlo para
determinar el precio de una opción europea de compra.

Mencionamos antes que no se cumplen los supuestos del modelo
en nuestros datos. Sin embargo, con el fin de mostrar un ejemplo
de la fórmula de Hull-White, haremos caso omiso.

Para β =0.9263229 y en tiempo anualizado (T − t)/365. Por
ejemplo, la volatilidad simulada y el precio simulados a una fecha
de vencimieto de 30 d́ıas son σ =0.002178472 y St = 121, entonces

k = β230/365 =0.07052664

A(k) =0.0239293

B(k) =0.0001254783

Aśı, el precio de una opción según la fómula de aproximación
de Hull-White es

C(t, St, σ
2
t ) =0.4388176.

Se muestra en la Tabla 2 los resultados del precio de una op-
ción de compra con diferentes fechas de vencimiento según fómula
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de aproximación de Hull-White.

Duración de d́ıas del contrato r Hull-White
30 0.0779 0.4388176
90 0.0825 0.3107344
180 0.0828 0.2285821
360 0.0849 13.30099

Tabla 2 : Precios según Hull −White.

Sabemos que estos resultados no son confiables debido a que los
supuestos del modelo no se cumplieron, por esta razón, usaremos
simulación para determinar el precio de una opción europea de
compra mediante (3.8) con el proceso para la volatilidad propuesto
por Hull-White (3.7) como se muestra en la siguiente sección.

3.2.5. Simulación por Monte Carlo

Generalmente, el precio de la opción se consigue partiendo de los
valores estimados. La técnica para prever valores esperados mayor-
mente utilizado es el método de Montecarlo, el cual es una técnica
muy pertinente para valorar el precio de una opción ([22]). Ma-
temáticamente se precisa esta idea a través de la ley de los grandes
números; donde se obtiene el valor esperado a partir del valor me-
dio obtenido en teoŕıa, de realizar una prueba aleatoria infinitas
veces.

Para la simulación del precio de la opción se requiere suponer
el valor esperado de la opción en un mercado neutral al riesgo.

C = e−r(T−t)E[max(S0e
(r− 1

2σ
2(t))(T−t)+σ(t),

√
T−tξ −K, 0)]

El procedimiento para calcular el precio de la opción es el si-
guiente:

Paso 1 Se genera un número de realizaciones para σ2
T mediante (3.7)

con σ2
0 igual al último valor del vector log(

σ2
t+1

σ2
t

) y tomamos

promedio.

Paso 2 Apartir de la ecuación (3.2), con σ2
T del paso anterior y S0

igual al último valor observado del precio de la acción, gene-
ramos un número de realizaciones ST1, ST2, ..., STn del precio
de la opción a la fecha de expiración del contrato.
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Paso 3 Tomando en cuenta un rango factible de precio de ejercicio
K, obtenemos los valores

Ai = max(STie
(r− 1

2σ
2)(T−t)+σ

√
T−tξ −K, 0). (3.55)

Paso 4 Luego, una v́ıa es definir aproximadamente el precio de la
opción por medio de la estimación del valor esperado según
el método de Montecarlo y obtener aśı un posible escenario.

C = e−r(T−t)
1

N

N∑
i=1

Ai.

(3.57)

Debido a que se espera que los precios de sus acciones aumen-
ten en el futuro por los avances tecnológicos en los que trabaja la
compañia IBM, tomamos un valor K = $125 que es mayor al últi-
mo valor registrado para las acciones de la IBM. La tasa libre de
riesgo r se ha tomado como referencia la tasa que pagan los CETES.

Los precios de una opción de compra con distintas fechas de
vencimiento y su corrrespondiente tasa libre de riesgo r que se
muestran en la tabla 2, son los promedios calculados de la simu-
lación de Monte Carlo para el modelo de Hull-White en base a
10.000 iteraciones para apreciar la convergencia del método Mon-
tecarlo. También muestra los valores del precio de la opción según
la fórmula de (B-S).

Duración de d́ıas del contrato r Hull-White Black-Sholes
30 0.0779 0.007059516 8.510841e-16
90 0.0825 0.4226792 0.097454
180 0.0828 1.943526 0.6279111
360 0.0849 6.290723 5.278035

Tabla 3 : Precios por simulación

En la Tabla 3 se observa una marcada diferencia en la prima
estimada por el modelo de (B-S) que asume volatilidad constante
y el modelo de Hull-White que asume que la volatilidad sigue un
movimiento Geométrico Browniano. Esta diferencia es normal que
exista, ya ha sido altamente documentado en la literatura que el
modelo de (B-S) tiende a valorar erróneamente las opciones que
estan muy dentro o muy fuera de dinero. En la siguiente sección,
desarrollaremos el modelo de Heston y finalmente hacer algunas
comparaciones.
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3.3. Modelo de Volatilidad Estocástica
de Heston

Una de las limitaciones en el modelo de (B-S) es la asunción so-
bre el registro de las rentabilidades de los precios son log-normales
y la volatilidad es constante, ya que construye sonrisa y sesgo, a su
vez, precios inconsistentes.

En esta sección se presenta una derivación completa de la me-
todoloǵıa para valuar una opción sobre una acción con volatilidad
estocástica desarrollada por Steven I. Heston en su art́ıculo ”A
Closed-Form Solution for Options with Stochastic Volatility” pu-
blicado en el Review of Financial Studies en 1993. Dicha propuesta
se introduce y se enfrenta contra el modelo de Black-Scholes con
la esperanza de producir precios de opciones donde se toman en
cuenta la sonrisa y el sesgo.

Un aspecto relevante en la propuesta de Heston es la técnica
de solución. Esta la presentaremos de la siguiente manera, presen-
tamos primero el modelo junto con la ecuación diferencial parcial
de segundo orden (PDEs) que surge en la derivación. Mostramos
que el precio de compra en el modelo de Heston se puede expresar
como la suma de dos términos, cada uno de los cuales contiene la
probabilidad de que la opción expire dentro del dinero. Mostra-
remos como obtener las funciones caracteŕısticas obtenidas de las
probabilidades neutrales al riesgo y como resolver la ecuación de
Riccati a partir de la cual la función caracteŕıstica que se deriva de
la solución de la ecuación diferencial parcial.

Otro aspecto es que el modelo permite correlación arbitraria
entre volatilidad y las rentabilidades del precio del activo. Este mo-
delo es el más popular entre los modelos de volatilidad estocástica,
pues el proceso para la volatilidad es no negativa y presenta rever-
sión a la media. Además, fue uno de los primeros modelos que pudo
explicar el fenómeno de la curva sonrisa. Una caracteŕıstica notable
en el modelo de Heston es que presenta una fórmula cerrada para el
precio de una opción con el supuesto de correlación entre el precio
del activo y su volatilidad.

3.3.1. Dinámica del modelo

El modelo de Heston asume que el precio de las acciones sub-
yacentes, St, sigue un proceso estocástico como el propuesto por
Black-Scholes, con la diferencia que la varianza σ2

t es estocástica
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y sigue un proceso de Cox, Ingersoll y Ross (1985). Por lo tanto,
el modelo de Heston está representado por el sistema bivariado de
ecuaciones diferenciales estocásticas

dSt = µStdt+ σtStdWt (3.58)

dσ2
t = a(b− σ2

t )dt+ γσtdUt (3.59)

donde µ ∈ R, σt > 0 y {Wt}t≥0 es un movimiento geométrico
Browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad equipado
con una filtración (ΩW , FW , (FWt )t∈[0,T ], P

W ), {Ut}t≥0 es un mo-
vimiento Browniano definido sobre (ΩW , FW , (FWt )t∈[0,T ], P

W ) y
St y σt estén correlacionados entre si, de forma que

Cov(dWt, dUt) = E[dWtdUt] = ρdt. (3.60)

Aśı, los parámetros del modelo son:

µ la deriva del proceso para el stock, es decir, el crecimiento
del proceso de St.

a > 0 la velocidad de reversión media para la varianza;

b > 0 el nivel de reversión promedio para la varianza (varianza
a largo plazo).

γ > 0 la volatilidad de la varianza;

σ0 el nivel inicial (tiempo cero) de la varianza;

ρ ∈ [−1, 1] la correlación entre los dos movimientos Brownia-
nos Wt y Ut;

λ el parámetro de riesgo de volatilidad. Definimos este paráme-
tro más adelante.

El coeficiente de correlación se describe como la correlación en-
tre el precio de la acción (forma logaŕıtmica) y la volatilidad. Si
ρ > 0, entonces la volatilidad aumentará a medida que la acción
aumenta de precio. Si ρ < 0, entonces la volatilidad aumentará
mientras que el precio de las acciones disminuye. Si ρ = 0, no hay
ningún efecto a la asimetŕıa de la distribución.

Los parámetros velocidad de reversión, a, y media del modelo,
b, sujetan de cierta forma a la volatilidad enviándola siempre de
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regreso hacia su media. Por otra parte, el parámetro γ hace que
el modelo se adecue a la valoración de productos derivados sensi-
bles a la volatilidad de la volatilidad. Obsérvese que si γ = 0, la
volatilidad seŕıa una función determinista del tiempo. Otro pun-
to importante es que como la volatilidad no puede ser observada,
solo estimada, y como σ0 representa esta variable de estado en el
tiempo cero, esta caracterización es sensible a efectos de estimación.

Estos parámetros afectan la distribución del precio terminal del
stock, es decir, de ST , se debe tener cuidado en su estimación para
una correcta valoración.

3.3.2. Ventajas del modelo

Proporciona una solución de formato cerrado para la opción
de compra europea.

Es capaz de explicar la propiedad del precio de las acciones
cuando su distribución no es gaussiana.

Se ajusta a la superficie de volatilidad impĺıcita de los precios
de las opciones en el mercado.

Permite que la correlación entre precio de las acciones y vo-
latilidad sea negativa.

Es importante tener en cuenta que la volatilidad del precio de
las acciones σt no se modela directamente en el modelo Heston,
sino más bien a través de la varianza σ2

t . El proceso que se asumió
para la varianza en la ecuación (3.59) surge de un proceso Ornstein-
Uhlenbeck para la volatilidad σt dado por

dσt = −βσtdt+ δdUt (3.61)

es decir, en la propuesta de Heston, la varianza del activo sub-
yacente σ2

t es conducida por un proceso del tipo Cox, Ingersoll y
Ross (1985) si la volatilidad σt es guiada por un proceso del tipo
de Ornstein-Uhlenbeck. Esto puede ser probado aplicando el lema
de Ito a σ2

t en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, obteniendo que

dσ2
t = (δ2 − 2βσ2

t )dt+ 2δσtdUt (3.62)

por lo tanto,
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dσ2
t = 2β(

δ2

2β
− σ2

t )dt+ 2δσtdUt (3.63)

definiendo a = 2β, b = δ2

2β y γ = 2δ se puede expresar a la varianza

σ2
t como un proceso de Cox, Ingersoll y Ross.

El lema de Ito para dos variables conducidas por ecuaciones
diferenciales estocásticas (4.16) de Apéndice, siendo

 dSt = µStdt+ σtStdWt,

dσ2
t = a(b− σ2

t )∂t+ γσtdUt,
(3.64)

con

Cov(dWt, dUt) = ρdt (3.65)

conduce a

dC =

(
∂C

∂t
+ µSt

∂C

∂St
+ a(b− σ2

t )
∂C

∂σ2
t

+
1

2
σ
2
tS

2
t

∂2C

∂S2
t

+
1

2
γ
2
σ
2
t

∂2C

∂(σ2
t )2

+

ργσ
2
tSt

∂2C

∂St∂σ2
t

)
dt+

∂C

∂St
σtStdWt +

∂C

∂σ2
t

γσtdUt. (3.66)

3.3.3. Ecuación diferencial del precio de una op-
ción sobre una acción con volatilidad es-
tocástica del modelo de Heston

En esta sección, explicamos cómo derivar la ecuación dife-
rencial parcial (PDE) para el modelo de Heston. El argumento de
cobertura que usa es similar al utilizado por (B-S) en el cual se for-
ma un portafolio con acciones del subyacente, más un solo derivado
que se usa para cubrir las acciones y hacer que la cartera sea segura.

En el modelo Heston, sin embargo, se requiere un derivado
adicional en la cartera para cubrir la volatilidad. Formamos una
cartera que consiste w0 unidades de una acción St, w1 unidades
de una opción c1 = C(t, St, σt;T1) y 1 unidad de una opción
c2 = C(t, St, σt;T2), donde Ti, con i = 1, 2 es la fecha de ven-
cimiento de la opción ci, siendo ambas opciones sobre la misma
acción St. Entonces, el valor del porfolio es
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Πt = w0St + w1c1 + c2, t > 0. (3.67)

La estrategia es similar a la del caso Black-Scholes. Suponiendo
que el portafolio es autofinanciado, sustituyendo el valor de dSt,
además, aplicamos el lema de Ito para dos variables conducidas
por ecuaciones diferenciales estocásticas para dc1 y dc2 dado por
la ecuación (3.66) y reorganizando los términos.

El cambio en el valor del portafólio se calcula como

dΠt = w0dSt + w1dc1 + dc2

=

(
w0 + w1

∂c1

∂St
+
∂c2

∂St

)
µStdt+

(
w0 + w1

∂c1

∂St
+
∂c2

∂St

)
σtStdWt

+

(
w1

∂c1

∂σ2
t

+
∂c2

∂σ2
t

)
a(b− σ2

t )dt+

(
w1

∂c1

∂σ2
t

+
∂c2

∂σ2
t

)
γσtdUt

+ w1

(
∂c1

∂t
+

1

2
σ
2
tS

2
t

∂2c1

∂S2
t

+
1

2
γ
2
σ
2
t

∂2c1

∂(σ2
t )2

+ ργσ
2
tSt

∂2c1

∂St∂σ2
t

)
dt

+

(
∂c2

∂t
+

1

2
σ
2
tS

2
t

∂2c2

∂S2
t

+
1

2
γ
2
σ
2
t

∂2c2

∂(σ2
t )2

+ ργσ
2
tSt

∂2c2

∂St∂σ2
t

)
dt.

(3.68)

Si escogemos w1 = −∂c2/∂σ
2
t

∂c1/∂σ2
t

entonces el coeciente del factor de

riesgo dUt se anula. Además, con el fin de que se anule el término
de dWt

w0 =
∂c2/∂σ

2
t

∂c1/∂σ2
t

(
∂c1
∂St

)− ∂c2
∂St

.

Para estos valores de w0, w1, el cambio de valor en el portafolio
está dado por

dΠt = −

∂c2
∂σ2t
∂c1
∂σ2t

(
∂c1

∂t
+

1

2
σ
2
tS

2
t

∂2c1

∂S2
t

+
1

2
γ
2
σ
2
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∂(σ2
t )2

+ ργσ
2
tSt
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∂St∂σ2
t

)
dt
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1

2
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2
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2
t

∂2c2

∂S2
t

+
1

2
γ
2
σ
2
t

∂2c2

∂(σ2
t )2

+ ργσ
2
tSt

∂2c2

∂St∂σ2
t

)
dt.(3.69)

Otro supuesto del modelo de Heston es que el tipo de interés
libre de riesgo, denotado por r, es constante. Lo que quiere decir
que si la cantidad invertida Πt en el portafolio, se invirtiera de
manera alternativa depositándola en el banco que paga una tasa
de interés r, entonces la condición de que la cartera gane la tasa
libre de riesgo, r, implica que el cambio en valor de este nuevo
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portafolio es dΠr
t = rΠtdt. Sustitúımos los valores de w0, w1 y

reorganizamos los términos, produce

dΠ
r
t = r(w0St + w1c1 + c2)dt

= r




∂c2
∂σ2t
∂c1
∂σ2t

(
∂c1

∂St
)−

∂c2

∂St

St +−

∂c2
∂σ2t
∂c1
∂σ2t

c1 + c2

 dt

= −

∂c2
∂σ2t
∂c1
∂σ2t

(−
∂c1

∂St
St + c1)rdt+

(
−
∂c2

∂St
St + c2

)
rdt. (3.70)

Si los mercados están en equilibrio, entonces no existen opor-
tunidades de arbitraje, es decir, si existen inversiones alternativas,
entonces producen exactamente el mismo rendimiento, es decir que
se debe cumplir que dΠt = dΠr

t .

Luego, igualando la ecuación (3.69) con (3.70) nos conduce a la
siguiente igualdad

k2 = k1

donde ki =

[
∂ci
∂t + 1

2σ
2
tS

2
t
∂2ci
∂S2
t

+ργσ2
tSt

∂ci
∂St∂σt

+ 1
2γ

2σt
∂2ci
∂σ2t

]
−rci+rSt

∂ci
∂St

∂ci
∂σt

El lado izquierdo de la ecuación es una función de c2 solamente,
y la mano derecha el lado es una función de c1 solamente. Esto
implica que ambos lados se pueden escribir como una función m =
m(t, St, σ

2
t ), es decir, que

q − rC
∂c

∂σ2t

= m (3.71)

donde q = ∂C
∂t + 1

2σ
2
tS

2
t
∂2C
∂S2

t
+µSt

∂C
∂St

+ 1
2γ

2σ2
t
∂2C
∂(σ2

t )2
+ργσ2

tSt
∂2C

∂St∂σ2
t

y m(t, St, σ
2
t ) es independiente de la fecha de vencimiento.

Determinación de la prima al riesgo por volatilidad

Otro parámetro muy útil en el modelo es λ(t, St, σ
2
t ), el cual re-

presenta al precio del riesgo por volatilidad, es decir, se considera
como la compensación que exigen los inversores por asumir el ries-
go relacionado con cambios bruscos en la volatilidad del mercado.

La ecuación (3.66) puede escribirse de la siguiente manera,

dc = µc(t, St, σ
2
t )c+ σc(t, St, σ

2
t )cdWt + ξc(t, St, σ

2
t )cdUt (3.72)
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donde

µc =
q + a(b− σ2

t ) δC
δσ2
t

c

σc =

(
Stσt
c

)
∂c

St
y

ξt =
(γσt
c

) ∂c
σ2
t

.

Consideremos el valor de un portafolio

Πt = θ0St + θ1c1 + θ2c2

con θ0 unidades de una acción, θ1 y θ2 unidades de dos opciones
sobre la acción con diferentes fechas de vencimiento.

Si asumimos que las cantidades θ0, θ1 y θ2 son constantes ante
variaciones en el mercado, entonces el cambio en el portafolio es

dΠt = (θ0µSt + θ1µ1c1 + θ2µ2c2)dt

+(θ0σSt + θ1σ1c1 + θ2σ2c2)dWt

+(θ1ξ1c1 + θ2ξ2c2)dUt

(3.73)

donde, µi = µci , σi = σci , ξi = ξci , i = 1, 2. Los sub́ındices t se
han omitido por conveniencia.

Con el objetivo de eliminar los coeficientes de los factores de
riesgo dUt y dWt, notemos que debemos escoger a las constantes
θ0, θ1 y θ2 como sigue

θ1 =
ξ2

c1(ξ1σ2 − ξ2σ1)

θ2 = − ξ1
c2(ξ1σ2 − ξ2σ1)

y

θ0 =
σ2ξ1

σtSt(ξ1σ2 − ξ2σ1)
− σ1ξ2
σtSt(ξ1σ2 − ξ2σ1)

=
1

σtSt
.
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Por lo tanto,

dΠt = (
µ

σt
+

ξ2µ1

(ξ1σ2 − ξ2σ1)
− ξ1µ2

(ξ1σ2 − ξ2σ1)
)dt.

(3.74)

Al igualar esta ecuación con el rendimiento libre de riesgo de
una cuenta bancaria

Πtrdt = (
1

σt
+

ξ2
(ξ1σ2 − ξ2σ1)

− ξ1
(ξ1σ2 − ξ2σ1)

)rdt

(3.75)

obtenemos que

(
σ2

ξ2

)(
µ2 − r
σ2

− µ− r
σt

)
=

(
σ1

ξ1

)(
µ1 − r
σ1

− µ− r
σt

)
.

(3.76)

Aśı, la cantidad (
σc
ξc

)(
µc − r
σc

− µ− r
σt

)
es independiente de la fecha de vencimiento. De esto, podemos decir
que (

σc
ξc

)(
µc − r
σc

− µ− r
σt

)
= λ(t, St, σt)

para alguna función λ(t, St, σt). Por lo que,

µc − r − σc
(
µ− r
σt

)
= λ(t, St, σt)ξc. (3.77)

Recordemos como están definidas µc y σc en la ecuación (3.72),
si sustituimos estos valores en la ecuación (3.77), se obtiene que

λ(t, St, σt)γσt
∂C

∂σ2t

=
∂C

∂t
+

1

2
σ
2
tS

2
t

∂2C

∂S2
t

+ rSt
∂C

∂St
+

1

2
γ
2
σ
2
t

∂2C

∂(σ2
t )2

+a(b− σ2
t )
∂C

∂σ2
t

+ ργσ
2
tSt

∂2C

∂St∂σ2
t

− rC. (3.78)

Siguiendo a Heston (1993), conclúımos que la funciónm(t, St, σ
2
t )

queda especificada como
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m(t, St, σ
2
t ) = −a(b− σ2

t ) + λ(t, St, σt)γσt

donde λ(t, St, σ
2
t ) es el precio del riesgo de volatilidad.

Sustituyendo por m(S, v, t) en el lado izquierdo de la ecuación
(3.71), se obtiene que

∂C

∂t
+

1

2
σ2
tS

2
t

∂2C

∂S2
t

+ ργσ2
tSt

∂2C

∂St∂σ2
t

+
1

2
γ2σ2

t

∂2C

∂(σ2
t )2
− rc1

+rSt
∂C

∂St
+ [a(b− σ2

t ) + λ(t, St, σ
2
t )γσ2

t ]
∂C

∂σ2
t

= 0 (3.79)

es la ecuación del modelo (PDE) de Heston (1993).

3.3.4. Supuesto sobre el premio al riesgo por vo-
latilidad

En lo que sigue se supone que λ(t, St, σ
2
t ) es proporcional a σ2

t ,
lo que llevó a Heston a utilizar la siguiente expresión para la prima
de riesgo por volatilidad,

γλ(t, St, σ
2
t ) = λ

donde es una constante. Si esta forma funcional es efectivamente
la que determina el mercado, en teoŕıa, el parámetro podŕıa ser
determinado por algún activo dependiente de la volatilidad, el cual
se podŕıa utilizar para valuar todos los demás activos dependientes
de la volatilidad.

En general, se cuenta con evidencia emṕırica de que el término
que representa el precio del riesgo por volatilidad es distinto de
cero para opciones sobre diversos subyacentes.

3.3.5. Especificación de las condiciones de fron-
tera

Las siguientes condiciones de contorno en la ecuación diferencial
parcial del modelo de Heston (3.79) se mantienen para un opción
de compra europea con vencimiento T y precio de ejercicio K.

C(T, S2
t , σt) = max(0, ST −K).

C(t, 0, σ2
t ) = 0.
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∂C
∂St

= 1.

C(t, St,∞) = St.

∂C(t,St,0)
∂t +rSt

∂C
∂St

(t, St, 0)+ab ∂C
∂σ2

t
(t, St, 0)−rC(t, St, 0) = 0.

Este quiere decir que al vencimiento, la opción vale su valor
intŕınseco, cuando el precio de las acciones es cero, la opción de
compra no tiene valor. A medida que aumenta el precio de las ac-
ciones, delta se acerca a uno, y cuando aumenta la volatilidad, la
opción de compra se convierte igual al precio de las acciones y la
última condición es consistente con el modelo de Black-Scholes, se
desprende inmediatamente al sustituir σt = 0 en la ecuación (3.79).

Finalmente, notemos que la ecuación (3.79) se puede escribir
como

∂C

∂t
+AC − rC = 0 (3.80)

donde

A = rSt
∂

∂St
+

1

2
σ2
tS

2
t

∂2

∂S2
t

ργσ2
tSt

∂

∂St∂σ2
t

+
1

2
γ2σ2

t

∂2

∂(σ2
t )2

+ [a(b− σ2
t ) + λ(t, St, σ

2
t )]

∂

∂σ2
t

.

(3.82)

Podemos definir el logaritmo del precio xt = ln(St) y expresar
(3.79) en términos de (t, xt, σ

2
t ) en lugar de (t, St, σ

2
t ). Esto conduce

a una forma más simple de PDE en la que el precio al contado St no
aparece. Esta simplificación requiere las siguientes derivadas. Por
la regla de la cadena

∂C

∂St
=
∂C

∂xt

∂xt
∂t

=
∂C

∂xt

1

St
(3.83)

∂2C

∂σ2
t ∂St

=
∂

∂σ2
t

(
1

∂St

∂C

∂xt

)
=

1

St

∂2C

∂xt∂σ2
t

(3.84)

∂2C

∂S2
t

=
∂2C

∂x2
t

∂xt
∂t

1

∂St
− ∂C

∂xt

1

∂S2
t

=

(
∂2C

∂x2
t

− ∂C

∂xt

)
1

S2
t

. (3.85)
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Sustituyamos estas expresiones en la PDE de Heston (3.79) y
utilizando el supuesto que γλ(t, St, σ

2
t ) = λ. Todos los términos St

se cancelan, obteniendo aśı el PDE de Heston en términos del precio
de los logaŕıtmos de las rentabilidades, es decir, de xt = log(St)

∂C

∂t
+

1

2
σ
2
tS

2
t

((
∂2C

∂x2
t

−
∂C

∂xt

)
1

S2
t

)
+ ργσ

2
tSt

(
1

St

∂2C

∂xt∂σ2
t

)

+
1

2
γ
2
σ
2
t

∂2C

∂(σ2
t )2
− rC + rSt

∂C

∂xt

1

St
+ [ab− (a+ λ)σ

2
t )]

∂C

σ2
t

= 0.

(3.87)

Entonces, reorganizando los términos, llegamos a la siguiente
PDE

∂C

∂t
+

1

2
σ2
t

∂2C

∂x2
t

+ ργσ2
t

∂2C

∂xt∂σ2
t

+
1

2
γ2σ2

t

∂2C

∂(σ2
t )2
− rC

+ (r − 1

2
σ2
t )
∂C

∂xt
+ [ab− (a+ λ)σ2

t )]
∂C

σ2
t

= 0. (3.88)

3.3.6. Precio de la opción de compra

En esta sección, mostramos que el precio de compra en el mode-
lo de Heston se puede expresar de forma similar al precio de compra
en el modelo de (B-S), que presentamos en la ecuación (2.35 ).

El precio de una opción de compra en el tiempo t europea de
una acción que no paga dividendos con precio St, cuando el precio
de ejercicio es K y el tiempo de duración hasta el vencimiento es
T − t, es el valor esperado descontado de la recompensa según la
medida de riesgo neutral Q

C(K) = e−r(T−t)EQ[(ST −K)+] (3.89)

= e−r(T−t)EQ[(ST −K)1ST>K ]

= e−r(T−t)EQ[ST 1ST>K −K1ST>K ]

= StP1 −Ke−r(T−t)P2,

donde 1 es la función indicadora. La última ĺınea de (3.89) es la
fórmula de Black-Sholes para precio de compra, con sustitución de
P1 por Φ(d1), y reemplazo de P2 por Φ(d2) en (2.35). En esta sec-
ción, explicamos cómo la última ĺınea de (3.89) puede ser derivado
de la tercera ĺınea. Las cantidades P1 y P2 representan cada una
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la probabilidad de que la opción de compra expire en el dinero,
condicional al valor St = ext de la acción y en el valor σt de la
volatilidad en el tiempo t. Por lo tanto

Pi = P (ln(St) > ln(K)) (3.90)

i = 1, 2. Estas probabilidades se obtienen bajo diferentes medidas
de probabilidad. En la ecuación (3.89), el valor esperado EQ[1ST>K ]
es la probabilidad de que la opción de compra caduque en el dinero
bajo la medida Qs. Por lo tanto, podemos escribir

EQ[1ST>K] = Q(St > K) = Q(ln(St) > ln(K)) = P2.(3.91)

La evaluación de e−r(T−t)EQ[ST 1ST>K ] en (3.89) requiere cam-
biar la medida original Q a otra medida Qs. Consideremos la deri-
vada de Radon-Nikodym

dQ

dQs
=

BT /Bt
ST /St

=
EQ[eXT ]

eXT
(3.92)

donde Bt = e
∫ t
0
rdu = ert.

En la ecuación (3.92), Ste
r(T−t) = EQ[eXT ]. Bajo la medida Q,

los activos crecen en el tasa libre de riesgo, r. La primera esperanza
en la tercera ĺınea de (3.89), por lo tanto, puede ser escrita como

e−r(T−t)EQ[ST 1ST>K ] = StE
Q

[
ST /St
BT /Bt

1ST>K

]
= StE

Qs
[
ST /St
BT /Bt

1ST>K
dQ

dQs

]
= StE

Qs [1ST>K ]

= StQ
s(ST > K) = StP1. (3.93)

Esto implica que el precio de compra europeo de la ecuación
(3.89) se puede escribir en términos de ambas medidas como

C(K) = StQ
s(ST > K)−Ke−r(T−t)Q(ln(St) > ln(K)). (3.94)

La medida Q usa el bono Bt como el activo numerario, mien-
tras que la medida QS utiliza el precio de las acciones St. Se pue-
de mostrar que cuando ST sigue la distribución lognormal espe-
cificada en el modelo Black-Scholes, luego QS(ST > K) = d1 y



3.3 Modelo de Volatilidad Estocástica de Heston LXXXVII

Q(ST > K) = d2. De aqúı, el enfoque de las funciones caracteŕısti-
ca de los precios de las opciones, iniciado por Heston (1993), se
aplica al modelo Black-Scholes también.

Como hemos escrito a xt = ln(St), la ecuación anterior se con-
vierte en

C(t, St, σ
2
t ) = extP1 −Ke−r(T−t)P2. (3.95)

Esta ecuación expresa el precio C(K) en términos de las pro-
babilidades en el dinero P1 = QS(ST > K) y P2 = Q(ST > K).

Dado que la opción de compra europea satisface la ecuación di-
ferencial parcial (3.88), podemos encontrar las derivadas requeridas
en la ecuación (3.95), sustituirlos, y expresarla en términos de P1

y P2. La derivada de C(K) con respecto a xt es

∂C

∂xt
= ext

(
∂P1

∂xt
+ P1

)
−Ker(T−t) ∂P2

∂xt
. (3.96)

Respecto de x2
t

∂2C

∂x2
t

= ext
(
∂2P1

∂x2
t

+ 2
∂P1

∂xt
+ P1

)
−Ker(T−t) ∂

2P2

∂x2
t

. (3.97)

Respecto de xt y σ2
t

∂C

∂xt∂σ2
= ext

(
∂2P1

∂xt∂σ2
t

+
∂P1

∂σ2
t

)
−Ker(T−t) ∂2P2

∂xt∂σ2
t

. (3.98)

Respecto de t

∂C

∂t
= ext

∂P1

∂t
−Ker(T−t) ∂P2

∂t
− rKer(T−t)P2. (3.99)

Respecto de σ2
t

∂C

∂σ2
t

= ext
∂P1

∂σ2
t

−Ker(T−t) ∂P2

∂σ2
t

. (3.100)

Respecto de (σ2
t )2

∂C

∂(σ2
t )2

= ext
∂2P1

∂(σ2
t )2
−Ker(T−t) ∂

2P2

∂(σ2
t )2

. (3.101)
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Ahora sustitúımos estas expresiones en la ecuación (3.88) y ob-
tenemos que

[
ext

∂P1

∂t
−Ker(T−t) ∂P2

∂t
− rKer(T−t)P2

]
+

1

2
σ2
t

[
ext
(
∂2P1

∂x2
t

+ 2
∂P1

∂xt
+ P1

)
−Ker(T−t) ∂

2P2

∂x2
t

]
+ ργσ2

t

[
ext
(

∂2P1

∂xt∂σ2
t

+
∂P1

∂σ2
t

)
−Ker(T−t) ∂2P2

∂xt∂σ2
t

]
+

1

2
γ2σ2

t

[
ext

∂2P1

∂(σ2
t )2
−Ker(T−t) ∂

2P2

∂(σ2
t )2

]
+ (r − 1

2
σ2
t )ext

(
∂P1

∂xt
+ P1

)
−Ker(T−t) ∂P2

∂xt

+ [ab− (a+ λ)σ2
t )]

[
ext

∂P1

∂σ2
t

−Ker(T−t) ∂P2

∂σ2
t

]
− r

[
extP1 −Ker(T−t)P2

]
= 0.

(3.102)

Notemos que algunos términos se cancelan, obteniéndose aśı
que

ext
∂P1

∂t
−Ker(T−t) ∂P2

∂t

+
1

2
σ2
t e
xt
∂2P1

∂x2
t

− 1

2
σ2
tKe

r(T−t) ∂
2P2

∂x2
t

+ ργσ2
t e
xt

∂2P1

∂xt∂σ2
t

− ργσ2
tKe

r(T−t) ∂2P2

∂xt∂σ2
t

+
1

2
γ2σ2

t e
xt

∂2P1

∂(σ2
t )2
− 1

2
γ2σ2

tKe
r(T−t) ∂

2P2

∂(σ2
t )2

+ (r +
1

2
σ2
t )ext

∂P1

∂xt
− (r − 1

2
σ2
t )Ker(T−t)

∂P2

∂xt

+ [ab− (a+ λ− ργ)σ2
t )]ext

∂P1

∂σ2
t

−[ab− (a+ λ)σ2
t )]Ker(T−t)

∂P2

∂σ2
t

= 0.

Esto implica que esta ecuación se puede escribir como

extf(P1)−Ke−r(T−t)f(P2) = 0 (3.103)
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f(P1) =
∂P1

∂t
+

1

2
σ
2
t

∂2P1

∂x2
t

+ ργσ
2
t

∂2P1

∂xt∂σ2
t

+
1

2
γ
2
σ
2
t

∂2P1

∂(σ2
t )2

+(r +
1

2
σ
2
t )
∂P1

∂xt
+ [ab− (a+ λ− ργ)σ

2
t )]

∂P1

∂σ2
t

(3.104)

y

f(P2) =
∂P2

∂t
+

1

2
σ
2
t

∂2P2

∂x2
t

+ ργσ
2
t

∂2P2

∂xt∂σ2
t

+
1

2
γ
2
σ
2
t

∂2P2

∂(σ2
t )2

+(r +
1

2
σ
2
t )
∂P2

∂xt
+ [ab− (a+ λ)σ

2
t )]

∂P2

∂σ2
t

. (3.105)

Una solución para la ecuación (3.103) es f(P1) = f(P2) = 0.
Por lo tanto, esto implicaŕıa que

∂P1

∂t
+

1

2
σ2
t

∂2P1

∂x2
t

+ ργσ2
t

∂2P1

∂xt∂σ2
t

+
1

2
γ2σ2

t

∂2P1

∂(σ2
t )2

+(r +
1

2
σ2
t )
∂P1

∂xt
+ [ab− (a+ λ− ργ)σ2

t )]
∂P1

∂σ2
t

= 0

y

∂P2

∂t
+

1

2
σ2
t

∂2P2

∂x2
t

+ ργσ2
t

∂2P2

∂xt∂σ2
t

+
1

2
γ2σ2

t

∂2P2

∂(σ2
t )2

+(r − 1

2
σ2
t )
∂P2

∂xt
+ [ab− (a+ λ)σ2

t )]
∂P2

∂σ2
t

= 0.

En forma más compacta, las funciones P1 = P1(t, St, σ
2
t ) y P2 =

P2(t, St, σ
2
t ) satisfacen la ecuación

∂Pj
∂t

+
1

2
σ2
t

∂2Pj
∂x2

t

+ ργσ2
t

∂2Pj
∂xt∂σ2

t

+
1

2
γ2σ2

t

∂2Pj
∂(σ2

t )2

+(r + ajσ
2
t )
∂Pj
∂xt

+ [v − bjσ2
t )]
∂Pj
∂σ2

t

= 0 (3.106)

donde a1 = 1
2 , a2 = − 1

2 , v = ab, b1 = aλ− ργ, b2 = a+ λ.

3.3.7. Obteniendo las funciones caracteŕısticas del
modelo de Heston

Cuando las funciones caracteŕısticas fj(t, xt, σ
2
t ) son conocidas,

cada una de las probabilidades en el dinero Pj pueden ser recupe-
radas a través de las siguientes igualdades
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F (x) =
1

2
− 1

π

∫ ∞
0

Re

[
e−iuxf(u)

iu

]
du

P (X > x) = 1− F (x) =
1

2
+

1

π

∫ ∞
0

Re

[
e−iuxf(u)

iu

]
du.

Tenemos que las funciones P1 y P2 están dadas por

Pj =
1

2
+

1

π

∫ ∞
0

Re

[
e−iuxfi(xtσ

2
t , T ;u)

iu

]
du. (3.107)

Las funciones P1 y P2 son conocidas como probabilidades ajus-
tadas o probabilidades neutrales al riesgo, es decir, son funciones
de distribución que determinan la probabilidad de que la opción
se encuentre dentro del dinero en la fecha de vencimiento. Estas
probabilidades pueden ser interpretadas como probabilidades ajus-
tadas o probabilidades neutrales al riesgo. Desafortunadamente, no
existe una expresión anaĺıtica para estas probabilidades.

A continuación se determinan las funciones caracteŕısticas de
las probabilidades neutrales al riesgo.

Observemos que para que al tiempo de vencimiento el precio
de la opción satisfaga la condición final C((T, St, σ

2
t ) = max(St −

K, 0), tanto P1 como P2 deben satisfacer las condiciones finales

Pj(xt, ln(K), σ2
t ) = 1xt≥ln(K) (3.108)

ya que e−r(T−T ) = 1 y

StP1 = P1(xt, St, σ
2
t )−KP1 = P2(xt, St, σ

2
t ) = max(St −K, 0) (3.109)

ó

e
xtP1 = P1(xt, St, σ

2
t )− eln(K)

P1 = P2(xt, St, σ
2
t ) = max(St −K, 0). (3.110)

Por otro lado, Heston supone que las funciones caracteŕısticas
del logaŕıtmo del precio terminal fj(t, xt, σ

2
t ;u) = eiuxt donde j =

1, 2 y XT = ln(T ) son de la forma log-lineal

fj(t, xt, σ
2
t ;u) = eCj(T−t,u)+Dj(T−t,u)σ2

t+iuxt (3.111)
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siendo i =
√
−1.

Las funciones caracteŕısticas fj seguirán la ecuación (3.112). Es-
to es una consecuencia del teorema de Feynman-Kac, que estipula
que, si una función f(xt, t) del sistema bivariado Heston de ecua-
ciones diferenciales xt = (xt, vt) = (lnSt, vt) satisface la ecuación
∂f
∂t − rf + Af = 0, donde A es el generador de Heston de (3.81),
entonces, la solución a f(xt, t) es la esperanza condicional

f(xt, t) = E[f(xT , T )|F].

Usando f(xt, t) = E[eiuln(ST )|xt, σ2
t ], la cual es la función ca-

racteŕıstica de XT = ln(T ), se tiene que las ecuaciones diferenciales
parciales de las funciones caracteŕısticas son

−∂fj
∂t

+
1

2
σ2
t

∂2fj
∂x2

t

+ ργσ2
t

∂2fj
∂xt∂σ2

t

+
1

2
γ2σ2

t

∂2fj
∂(σ2

t )2

+ (r + ajσ
2
t )
∂fj
∂xt

+ [v − bjσ2
t )]

∂fj
∂σ2

t

= 0. (3.112)

Las derivadas requeridas en la ecuación (3.112) son

∂fj
∂xt

= iufj ,
∂2fj
x2
t

= −u2fj

∂fj
∂σ2

t

= Dufj ,
∂2fj
∂(σ2

t )2
= D2ufj

∂2fj
∂xt∂σ2

t

= iuDfj ,
∂fj
∂t

=

(
∂C

∂t
+ σ2

t

∂D

∂t

)
fj .

Sustituyendo estas derivadas requeridas se obtiene

−
1

2
σ
2
tu

2
fj + ργσ

2
iuDfj +

1

2
γ
2
σ
2
Djfj + (r + ajσ

2
t )iu

+(v − bjσ2
t )Dfj +

(
∂C

∂t
+ σ

2
t

∂D

∂t

)
fj = 0 (3.113)

o equivalentemente

(
−

1

2
u
2

+ ργiuDj +
1

2
γ
2
D

2
j + ajiu− bjDj +

∂Dj

∂t

)
σ
2
t +

(
riu+ vDj +

∂Cj

∂t

)
= 0.

(3.114)

Se obtiene aśı el siguiente sistema de dos ecuaciones diferencia-
les
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∂Dj

∂t
= ργiuDj −

1

2
u2 +

1

2
γ2D2

j + ajiu− bjDj

∂Cj
∂t

= riu+ vDj . (3.115)

La primera ecuación en el sistema (3.115) es una ecuación de
Riccati en Dj mientras que la segunda es una ecuación ordinaria
para Cj la cual puede ser resuelta por integración directa una vez
que se obtiene Dj . Para resolver estas ecuaciones se requieren dos
condiciones iniciales. Recordemos que

fj(t, xt, σ
2
t ;u) = E[e

iuxT ] = e
Cj(T−t,u)+Dj(T−t,u)σ

2
t+iuxt . (3.116)

Al tiempo de vencimiento, T − t = 0, el valor de xT = ln(St) es
conocido, aśı la esperanza desaparecerá y la expresión a la derecha
de (3.116) se reduce a eiuxT . Esto implica que las condiciones ini-
ciales en el tiempo de maduración son Dj(0, u) = 0 y Cj(0, u) = 0

3.3.8. Solución de la Ecuación de Riccati en el
modelo de Heston

Para obtener el precio a la opción de compra, debemos resolver
las expresiones en (3.115).

Ecuación de Riccati en un entorno general
La ecuación de Riccati para y con coeficientes P (t), Q(t) y R(t)

es

dy(t)

dt
= P (t) +Q(t)y(t) +R(t)y2(t). (3.117)

Esta ecuación se puede resolver considerando la siguiente ecua-
ción diferencial de segundo orden para w(t)

w′′ =

[
P ′

P
+Q

]
W ′ + PRw = 0. (3.118)

La cual puede ser escrita como w′′ + bw′ + cw = 0. La solución
de la ecuación (3.117) es entonces

y(t) = −w
′(t)

w(t)

1

R(t)
.

La ecuación diferencial ordinaria (3.117) puede ser resuelta v́ıa
la ecuación auxiliar b2 + br + c = 0, cuyas soluciones son
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q = −b+
√
b2−4c

2 y p = −b−
√
b2−4c

2 .

La solución de la ecuación diferencial ordinaria de segundo or-
den (3.118) es

w(t) = Meqt +Nept

donde M y N son constantes. Aśı, la solución de (3.117) es

y(t) = −Mqeqt +Npept

Meqt +Nept
1

R(t)
.

Ecuación de Riccati en el modelo de Heston
Para la ecuación (3.115), la ecuación de Riccati puede ser escrita

como

∂Dj

∂τ
= Pj −QjDj +RD2

j (3.119)

donde

Pj = ajiu− 1
2u

2, Qj = bj − ργiu, R = 1
2γ

2.

La correspondiente ecuación diferencial ordinaria de segundo
orden es

w′′ +Qjw
′ + PjRw = 0 (3.120)

aśı que Dj = − 1
R
w′

w′ .

La ecuación auxiliar es h2 +Qjh+ PjR = 0 cuyas ráıces son

qj = −
Qj −

√
Q2
j − 4PjR

2
=
−Qj + dj

2

pj = −
Qj +

√
Q2
j − 4PjR

2
=
−Qj − dj

2

donde

dj = qj − pj =
√
Q2
j − 4PjR (3.121)

=
√

(ργiu− bj)2 − γ2(2bjiu− u2). (3.122)

Por lo tanto, la solución de la ecuación de Riccati en el modelo
de Heston es



XCIV

Dj = −
1

R

w′

w
= −

1

R

(
Mqeqτ +Npepτ

Meqτ +Nepτ

)
= −

1

R

(
Lqeqτ + pepτ

Leqτ + epτ

)
.(3.123)

donde L = M
N . La condición inicial Dj(0, u) = 0 implica que

cuando τ = 0 es sustituido en (3.123), el numerador se comvierte
en Lq + p = 0, por lo tanto, L = −pq . La solución para Dj se
convierte en

Dj = −pj
R

(
−eqjτ + epjτ

−gjeqjτ + epjτ

)
= −pj

R

(
1− edjτ

1− gjedjτ

)
(3.124)

=
Qj + dj

2R

(
1− edjτ

1− gjedjτ

)
(3.125)

donde

gj = −L =
pj
qj

=
bj − ργui+ dj
bj − ργui− dj

=
Qj − dj
Qj + dj

. (3.126)

Entonces, la solución para Dj puede ser escrita como

Dj(T − t, u) =
bj − ργui+ dj

γ2

(
1− edjτ

1− gjedjτ

)
.

(3.127)

La solución para Cj la encontramos por integración de la se-
gunda ecuación en (3.115)

Cj(T − t, u) =

∫ τ

0

riudy + v

(
Qj + dj

γ2

)∫ τ

0

(
1− edjτ

1− gjedjτ

)
dy +K1, (3.128)

donde K1 es una constante. La primera integral es riuτ y la segun-
da integral la podemos encontrar por sustitución, usando x = edjy,
para la cual dx = dje

djydy y dy = dx
(xdj)

. Aśı, la ecuación (3.128)

se convierte en

Cj(T − t, u) = riuτ +
a

dj

(
Qj + dj

γ2

)∫ e
djτ

1

(
1− x

1− gjx

)
1

x
dx+K1.(3.129)

La integral en (3.129) puede ser evaluada por fracciones parcia-
les
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∫ edjτ

1

1− x
x(1− gjx)

dx =

∫ edjτ

1

[
1

x
− 1− gj

1− gjx

]
dx (3.130)

= ln(x) +
1− gj
gj

ln(1− gjx)

∣∣∣∣e
djτ

1

= djτ +
1− gj
gj

ln

(
1− gjedjτ

1− gj

)
.

Sustituyendo la integral en (3.129), produce la solución para Cj
dada por

C(τ, u) = ruiτ +
v

γ2

[
(bj − ργui+ dj)τ − 2ln

(
1− gjedjτ

1− gj

)]
(3.131)

donde

gj =
bj − ργui+ dj
bj − ργui− dj

(3.132)

dj =
√

(ργui− bj)2 − γ2(2ajui− u2) (3.133)

donde j = 1, 2, i =
√
−1.

Aśı, sustituyendo Cj y Dj en (3.116), se obtienen las funciones
caracteŕısticas fj , posteriormente se sustituyen estas en (3.107) pa-
ra obtener las probabilidades Pj . Luego, poder calcular el precio
de la opción con el modelo de Heston (3.95).

Por tanto, la fórmula de valoración de una opción call euro-
pea según el modelo de Heston se efectúa a través de la ecuación
(3.94). Para ello es necesario evaluar las dos integrales en la parte
real de números complejos de la ecuación (3.107) para obtener las
Pj . Nótese que el precio de la opción europea depende del valor del
parámetro correspondiente a la prima de riesgo por volatilidad.

Observemos que en general las integrales dadas por (3.107) no
se pueden calcular por métodos anaĺıticos, sin embargo, se pueden
calcular aproximaciones a ella utilizando algún método numérico,
por ejemplo, el método del punto medio.

3.3.9. Sensibilidad del modelo de Heston

Veamos que dependiendo de la configuración de ρ y γ la distri-
bución del precio de las acciones al vencimiento puede mostrar sesgo
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y exceso de curtosis. Se puede observar a través de [11] página 34
que la correlación controla la asimetŕıa de la densidad de ln(ST ) y
del retorno compuesto continuo ln(STS0

) sobre [0, T ]. Cuando ρ > 0,
el sesgo en la distribución de ln(ST ) es positivo, por lo que más
peso es asignado a la cola derecha de la distribución, lo que implica
un aumento de la varianza cuando sube el precio de las acciones.
Esto tiene el efecto de engordar la cola derecha de la distribución y
adelgazar la cola izquierda. Por lo tanto, como el precio de ejerci-
cio las opciones de compra fuera del dinero se encuentra en la cola
derecha, el precio de Heston es mayor al de Black-Scholes. Asimis-
mo, como el precio de ejercicio de las opciones de compra dentro
del dinero se encuentra en la cola izquierda, el precio de Heston es
mayor al de Black-Scholes. Ocurre lo contrario cuando ρ < 0.

Por lo tanto, los precios de las opciones generados por el mo-
delo Heston debeŕıan diferir de los generados por el modelo Black-
Scholes. En el cuadro 3.1 se resume el efecto del parámetro de
correlación sobre el precio de Heston del precio de Black-Sholes.

Opción de compra ρ > 0 ρ < 0
Fuera del dinero Heston > BS Heston < BS
Dentro del dinero Heston < BS Heston > BS

Cuadro 3.1: Comparación bajo diferentes corelaciones.

Esto muestra que el modelo de Heston es muy sensible a los
parámetros por lo que la aptitud del modelo depende de la calibra-
ción, por lo tanto, estimar los parámetros es una tarea delicada.

3.3.10. Aplicación y análisis de resultados

En esta sección se considera una vez más el estudio de los pre-
cios de cierre de las acciones de la IBM. En este análisis se considera
información desde 14 de noviembre del año 2017 hasta el d́ıa 30 de
noviembre del año 2018 sin considerar los d́ıas en que no hubo ope-
raciones en los mercados.

Primero aplicaremos Montecarlo para los precios de las opciones
con el algoritmo de simulación utilizado en el caṕıtulo anterior,
con la diferencia de las volatilidades fueron simuladas a través del
proceso de Ornstein-Uhlenbeck (3.61) propuesto por Heston para
representar la evolución de la volatilidad instantánea del activo
subyacente cuya solución está dada por
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σt = σ0e
−βt + δe−βt

∫ t

0

eβsdWs, (3.134)

lo cual implica que, σt ∼ N [σ2
0e
−βt, δ

2

2β (1− e−2βt)].

A través de la distibución de σt, se obtienen los parámetros δ y
β. Se usarán las volatilidades estimadas con una frecuencia de seis
d́ıas de los datos históricos de las acciones durante el periodo ob-
servado. Más espećıficamente, si X denota la volatilidad promedio
de las volatilidades estimadas y S2 la volatilidad de las mismas,
entonces a través de

X = σ0e
−βt,

S2 =
δ2

2β
(1− e−2βt)

y

t = 6.

Despejando se obtiene que

β =
1

t
ln(

X

σ0
) (3.135)

y

δ =

√
2βS2

1− exp(−2βt)
(3.136)

A partir de los datos de volatilidad realizada fueron obtenidos
mediante (3.54) y de las ecuaciones (3.135) y (3.136), obtuvimos
las siguientes estimaciones de los parámetros del modelo propuesto
por Heston para las volatilidades (3.61), estos fueron β = 1,005906
y δ = 0,6489019.

Luego, para obtener el precio de una opción en el tiempo T , se
necesita conocer ST el cual depende de σT . Simulamos las volati-
lidades a través del proceso (3.134) a un año y se muestran en el
Gráfico 9.
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Gráfico 10: Volatilidades semanales simulados a un año.

Otra observación del gráfico de volatilidaes es que, aunque es-
tocástica, es ajustada continuamente por los parámetros de rever-
sión presentes en el modelo que gúıa dicho proceso, por lo tanto, las
variaciones en los precios del subyacente siguen siendo aleatorios
pero tienden siempre a una media, evitando aśı un problema de
sobrevaloración, esto siempre pensando en un mundo en el que los
movimientos del activo subyacente se comporten de manera nor-
mal.



3.3 Modelo de Volatilidad Estocástica de Heston XCIX

Gráfico 11: Precios simulados a un año.

En el Cuadro 3.2 se muestran las estimaciones de las volatili-
dades semanales y de las opciones europeas de compra a distintas
fechas de vencimiento con precio de ejercicio K = $125. El gráfico
muestra que la opción de compra se encontraŕıa dentro del dinero
para la fecha de vencimiento del contrato.

Un escenario posible para la aplicación de opciones sobre la IBM
a través del método de Montecarlo como en el caṕıtulo anterior con
10,000 iteraciones se puede observar a través del Cuadro 3.2.

Dias a vencimiento r σt MC Heston
30 0.079 0.01572012 0.003500
90 0.0825 0.00002178472 0.007113
180 0.0828 0.005680382 2.717171
360 0.0849 0.05484674 7.415636

Cuadro 3.2: Estimacion por Montecarlo.
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A continuación se muestra un cuadro comparativo de los resul-
tados arrojados de esta simulación, la simulación según la propues-
ta de Hulll y White y el modelo de Heston para la valuación de
opciones.

Dias a vencimiento Black-Sholes MC HESTON
30 8.510841e-16 0.003500
90 0.097454 0.007113
180 0.6279111 2.717171
360 5.278035 7.415636

Cuadro 3.3: Comparación de los precios.

El Cuadro 3.3 muestra que los precios arrojados por la simula-
ción del modelo de modelo de Heston están alejado de los precios de
Black-Sholes. Esto tiene sentido con el efecto que causa la sonrrisa
de la volatilidad impĺıcita en el modelo de Black-Sholes. Hab́ıamos
visto en el Gráfico 7 que cuando disminuye el precio de ejercicio,
aumenta la volatilidad. Sabemos por la sensibilidad del modelo de
Black-Sholes, un aumento de la volatilidad provoca un aumento en
el precio de la opción de compra. Es decir, la volatilidad impĺıcita
más alta provoca precios más caros de las opciones de compra. Por
lo tanto, la fórmula de Black-Sholes estaŕıa subvalorando los pre-
cios de las opciones de compra fuera del dinero debido a que estas
tienen precio de ejercicio en la cola derecha de la distribución de
ln(ST ). A su vez, la fórmula de Black-Sholes estaŕıa sobrevalorando
los precios de las opciones de compra dentro del dinero debido a
que estas tienen precio de ejercicio en la cola izquierda de la distri-
bución de ln(ST ). Lo contrario sucede con las opciones de venta.

Todo esto es provocado cuando el precio de la opción de compra
K disminuye ya que esto provoca que la volatilidad aumente.

Esto explica los resultados en el Cuadro 3.2. Los precios obte-
nidos a través de la simulación por Montecarlo con el modelo de
volatilidad estocástica de Heston superaron los precios arrojados
por la fórmula de Black-Scholes para opciones con fecha de venci-
miento 180 y 360 d́ıas y fueron inferiores para 30 y 90 d́ıas.

Considerando esto, y en base a los resultados obtenidos en el
Cuadro 3.2, se confirma la hipótesis una vez más que el precio
de la opción obtenida por medio del modelo de Heston evita la
subvaloración o la sobrevaloración que se presenta en el modelo
Black-Scholes.
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Por otra parte, aplicaremos la fórmula cerrada del modelo de
Heston para luego comparar con los resultados de la simulación.
Para ello, es necesario estimar previamente los parámetros a, b, σ2

0 ,
γ y ρ. La estimación óptima de estos parámetros estaŕıa formada
por aquellos valores que se ajusten a los datos del mercado para
los cuales se minimiza el error entre los precios de mercado y los
precios teóricos dados por el modelo.

3.4. Estimación de los parámetros

Con la implementación de la solución de forma cerrada de Hes-
ton, se está en la capacidad de calibrar los parámetros del modelo
para algunas opciones europeas de compra comercializadas. La for-
ma más popular de estimar los parámetros del modelo de Heston
es usar alguna clase de función de pérdida asociada bien sea a los
precios de opciones para minimizar la distancia entre los precios de
opciones de mercado y el precio del modelo Heston calibrado o aso-
ciada a las volatilidades implicitas minimizando el error entre la vo-
latilidad citada en el mercado y la volatilidad impĺıcita del modelo.
Aquellos valores que minimizan el valor de la función de pérdida se-
ran tomadas como las estimaciones de los parámetros, de modo que
el modelo los precios o las volatilidades impĺıcitas están lo más cerca
posible de sus contrapartes del mercado. Se debe utilizar un algo-
ritmo de minimización restringido a este respecto para que el res-
tricciones en los parámetros a > 0, b > 0, γ > 0, σ > 0, ρ ∈ [−1, 1]
sean respetados.

Dado que las funciones de pérdida utilizan precios de opciones
de mercado (o la volatilidad impĺıcita de esos precios) y no se dis-
pońıa de toda la información requerida. Por esta razón para estimar
los parámetros a, b y γ en (3.59) utilizaremos los valores obtenidos
de β y δ según (3.63) considerando únicamente los datos históricos
sin examinar las espectativas del mercado teniendo en cuenta que
esto puede conllevar a una incorrecta valoración y gestión de los
activos derivados.

El Cuadro (3.4) muestra el valor estimado de la velocidad me-
dia, la varianza a largo plazo, la volatilidad de la volatilidad, el
coeficiente de correlación entre el rendimiento del activo y su vo-
latilidad y por último la variación instantánea que se obtuvieron
para el conjunto de datos.

La prima de riesgo de la volatilidad incorporada fué λ = 1.
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Parámetro a b γ ρ σ0

Estimación 2.011 0.118 0.976 -0.053 0.176

Cuadro 3.4: Estimación de los parámetros del Heston.

Aqúı comparamos opciones de precios calculados según simula-
ción por Montecarlo y de la fórmula cerrada de Heston para distin-
tas fechas de vencimientos. Los resultados de las implementaciones
se observan en la siguiente tabla.

Dias a vencimiento Black-Sholes Precio Heston
30 8.510841e-16 0.00018543
90 0.097454 0.001993
180 0.6279111 2.100258
360 5.278035 7.756231

Cuadro 3.5: Comparación del precio por Montecarlo y por la fórmu-
la cerrada de Heston.

Al estimar los parámetros, obtuvimos ρ < 0, lo cual tiene sen-
tido con la información en el Cuadro 3.1 y los resultados en el
Cuadro 3.5, ya que la opción de compra se encontrará dentro del
dinero a partir del d́ıa 150 después de la emisión del contrato debi-
do a que el precio de las acciones simuladas serán mayores al precio
establecido en el contrato K = $125 como se observa en el Gráfico
10. Por lo que los precios de las opciones obtenidas por el modelo
de Heston para fechas de vencimiento 180 y 360 d́ıas deb́ıan ser
mayor que los obtenidos con la fórmula de Black-Sholes lo cual se
comprueba en el Cuadro 3.5 para las opciones con fecha de ven-
ciemiento de 180 y 360 d́ıas. Sin embargo, para las opciones con
fecha de vencimiento de 30 y 90 d́ıas, las opciones de compra se
encontraŕıan fuera del dinero debido a que los precios simulados
seŕıan menores K = $125, por lo que estos precios arrojados por la
fórmula de Heston deb́ıan haber sido menores a los generados por
los de (B-S). Esto también se complió para la opción de 90. Una
razón por la que no se cumplió para la opción de 30 d́ıas puede ser
por que la volatilidad estimada para esa fecha es mayor a la que se
utilizó en el modelo de Black-Sholes.

Otra observación, los precios dados por el modelo de Heston,
se puede observar a través del Cuadro 3.5 que la aproximación de
Heston pierde su precisión al momento de la madurez ya que va
aumentando el precio de la opción conforme aumenta el tiempo de
vencimiento del contrato, pero el modelo de Black-Scholes también
enfrenta el mismo tipo de problema.
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Conclusiones

En este trabajo se presentó de manera muy detallada el modelo
de Black-Scholes, el modelo de Hull-White y el modelo de Heston
para la valoración de opciones europeas de compra. También se
analizó la implementación de estos tres modelos a los datos co-
rrespondientes a las acciones de la IBM durante el año 2018 para
valorar opciones de compra para distintas fechas de vencimiento.
Todos los algoritmos fueron implementados en código R excepto la
fórmula de Heston que fué ejecutada en Mathematica pues cuenta
con herramientas que facilitaron la aplicación de la misma.

Para la aplicación de los dos modelos de volatilidad estocásti-
ca fué necesario la estimación de la volatilidad como los demás
parámetros para ambos modelos. Para ello, se hizo coincidir el pro-
ceso propuesto para la volatilidad compilado por las series tempo-
rales históricas de los logaŕıtmos de los rendimientos.

Es importante resaltar que por el hecho de que los parámetros
se obtuvieron solo a partir de los datos históricos y no se pudo
considerar la información impĺıcita en el mercado, por esta razón,
los resultados obtenidos por el modelo de Heston en este traba-
jo pueden no haber sido tan confiables, sin embargo el modelo de
Heston se usa ampliamente en las investigaciones financieras y la
aproximación de Heston funciona realmente bien y mejora los pre-
cios en comparación con Black-Scholes con la elección adecuada de
los parámetros.

CIII



Apéndice

4.1. Cálculo estocástico

Es necesario tener ciertas ideas básicas de las matemáticas del
interés compuesto y un conocimiento elemental de probabilidad
para el entendimiento de la fórmula de valoración de Black−Scholes

4.1.1. Matemáticas del interés compuesto

Interés simple: V es el valor al cabo de un tiempo t de un
depósito inicial P a una tasa de interés anual r.

V = P (1 + r)t.

Interés compuesto: V es el valor al cabo de un tiempo t de un
depósito inicial P a una tasa r de interés compuesto n veces
al año.

V = P (1 +
r

n
)nt.

Interés continuo: V es el valor al cabo de un tiempo t de un
depósito inicial P a una tasa de interés continuo anual r.

V = Pert

Observemos que

lim
n→∞

(1 +
r

n
)nt

Tasa anual continua de pago de un activo: r es la tasa anual
continua de beneficio de un activo S cuyo precio es S0 en un
instante t0 y S(t) en un instante posterior t.

r =
1

t
ln(

S(t)

S0
).

Dado un espacio de probabilidad en donde está definida una
sucesión de variables aleatorias, existen varios tipos de convergen-
cia. Para nuestro efecto, solo nos interesa la convergencia en media
cuadrática que es la que se utilizará cuando discutamos la integral
estocástica.

Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias definidas en (Ω,F,P),
tales que E[|Xn|2] <∞ para toda n ∈ N . Se dice que {Xn} conver-
ge en media cuadrática (m.c.) o que converge en L2

t a una variable
aleatoria X si
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E[|X|2] <∞ y lim
n→∞

E[|Xn −X|2]→ 0

y suele denotarse como E[|Xn −X|2]
L2
t= 0.

4.2. Procesos estocásticos

Sea (Ω,F,P) un espacio de probabilidad fijo, un proceso es-
tocástico unidimensional es una función

X : [0,∞]× Ω→ R,

tal que para cada t > 0, la función

X(t, w) : Ω→ R

satisface que ∀ x ∈ R, X−1((−∞, x]) ∈ F. Dicho de otra forma,
que ∀ T ∈ R, X(t, w) es una variable aleatoria definida en (Ω,F).

Para cada w ∈ Ω, la función

X(t, w) : [0,∞]→ R

es una trayectoria del proceso.

4.2.1. Martingalas

Sea (Ω,F) un espacio medible. Una filtración en (Ω,F) es una
familia de σ−algebras {Fn, n ≥ 0}, donde

F0 ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ ... ⊆ F.

Sea {Xn} un proceso estocástico en (Ω,F). Ahora consideremos
Fn := σ{X1, X2, ..., Xn.} La filtración natural se define como la
familia

{Fn, n ≥ 0},

es decir, es la menor σ−algebra que hace que X1, X2, ... y Xn sean
medibles.

Sea Xn un proceso estocástio en (Ω,F) y sea {Fn, n ≥ 0} una
filtración en (Ω,F). El proceso X es llamado {Fn}−adaptado si
para cada n ≥ 0, se tienen que Xn es Fn− medible, es decir, que si
n ≥ 0,

{Xn ≤ x} ≡ {ω|Xn(ω) ≤ x} ∈ Fn para toda x ∈ R.
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Esto significa que el valor que tome Xn en n depende solamente
de la información disponible al tiempo n.

Esta propiedad de adaptabilidad es muy importante y afortu-
nadamente la mayoŕıa de los procesos que se utilizan en finanzas
la tienen. Claramente, todo proceso es adaptado a la filtración na-
tural.

Sea Xn un proceso {Fn}−adaptado tal que E[|Xn|] < ∞. Se
dice que Xn es una martingala si satisface que

E[Xn+1|Fn] = Xn ∀ n ≥ 0.

Lema de suavisamiento: Supongamos que F1 y F2 son sub−σ−
algebras de F, y que además F1 ⊂ F2. Entonces

E[E[X|F2]|F1] = E[X|F1] = E[E[X|F1]|F2]

Si el proceso {Xn} es una martingala y m > n, se cumple que

E[Xm|Fn] = Xn

4.2.2. Proceso de Wiener

Sea (Ω,F,P) un espacio de probabilidad fijo, el movimiento
Browniano estándar y unidimensional es un proceso estocástico
W : [0,∞]× Ω→ R que satisface:

1. W (0, w)
c.s
= 0

2. Sus trayectorias son continuas.

3. Dados t0 < t1 < ... < tk, los incrementos

W (t1, w)−W (t0, w),W (t2, w)−W (t1, w),...,W (tk, w)−W (tk−1, w)
son mutuamente independientes.

4. Para cualquier par de tiempos t ≥ s ≥ 0, W (t, w)−W (s, w) ∼
N(0, t− s)

(4.1)

Observación: Se puede definir el movimiento Browniano no
estándar si la condición 4 se sustituye por

W (t, w)−W (s, w) ∼ N(0, c(t− s)),

donde c es una constante positiva.
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A lo largo de este trabajo, denotaremos al proceso de Wiener
en forma breve como {Wt, t ≥ 0}.

Se puede verificar fácilmente que un proceso de Wiener tiene
las siguientes propiedades

E(Wt) = 0

V ar(Wt) = t = E[W 2
t ]

Es una martingala.

Es una cadena de Markov.

No es diferenciable.

4.3. Cálculo estocástico

Damos algunas nociones básicas de la teoŕıa del cálculo es-
tocástico o cálculo de Ito. Además de algunas herramientas ne-
cesarias en forma ascendente de la teoŕıa con la que se establece el
modelo de valuación de opciones, con el fin de que el entendimiento
de la misma sea lo más natural posible.

El cálculo de Ito juega un papel muy importante en matemática
financiera, es una de las herramientas fundamentales para manipu-
lar las fórmulas de las finanzas matemáticas, en particular, en el
precio de las opciones.

4.3.1. Integral de Ito

Vamos a definir la integral estocástica, o integral de Ito de un
proceso estocástico respecto del movimiento browniano.

Pimeras hipótesis

Sea (Ω,F, P) un espacio de probabilidad.

{Wt}t≥0 un movimiento browniano estándar con su filtración
natural Ft
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{Xt}t≥0 un proceso con espacio parametral [0, T ], T > 0 fijo.
Visto como función

X : Ω× [0, T ]→ R es FT ⊗B[0,T ] medible

y que satisface las condiciones:∫ t
0
X2
sds <∞∫ t

0
E[X2

s ]ds <∞

y sea {Wt}t≥0 un movimiento Browniano estándar.

La integral de Ito de Xt respecto de Wt es una proceso de la
forma:

It =

∫ t

0

XsdWs, (4.2)

y es tal que si 0 = t0 < t1 < ... < tn = t es una partición del
intervalo [0, t] en subintervalos de igual longitud, se cumple que

lim
n→∞

E[

n∑
i=1

Xti−1
(Wti −Wti−1

)− It]2 = 0 (4.3)

La convergencia es en media cuadrática, es decir, en L2
t (Ω,F, P)

Ejemplo: Queremos mostrar que (dWt)
2 = dt, en otras pala-

bras, deseamos probar que∫ t

0

(dWt)
2 = t

Sabemos que∫ t

0

(dWt)
2 ≡ lim

n→∞

n∑
i=1

(Wti −Wti−1)2

No es complicado probar que

lim
n→∞

E[

n∑
n=1

(Wti −Wti−1)2 − t]2 = 0 (4.4)

Por lo tanto,
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lim
n→∞

n∑
n=1

(Wti −Wti−1)2 L2
t= t (4.5)

Aśı ∫ t

0

(dWt)
2 = t (4.6)

Esto muestra que

(dWt)
2 = dt (4.7)

Esta regla es central en el cálculo estocaástico, muestra que el
cuadrado de una cantidad infinitesimal normal es significativa, lo
que hace distinción con el cálculo de variables reales.

Por otra parte, sabemos que en el cálculo de variables reales,
si t es una variable independiente, se tiene que el cuadrado de
una cantidad infinitesimal, (dt)2, es una cantidad despreciable y se
escribe

(dt)2 = 0

De hecho, (dt)a = 0 para a > 1.

Otra regla básica del cálculo estocástico se construye a partir
de las dos anteriores y es la siguiente

dtdWt = dt(dt)
1
2 = (dt)

3
2 = 0

Podemos resumir lo anterior en lo que se conoce como la tabla
de multiplicación de McKean :

. dt dWt

dt 0 0
dWt 0 dt

4.3.2. Proceso de Ito

Un proceso estocástico S(t, w) es un proceso de Ito si se puede
escribir por la ecuación integral

S(t, w) = S(0) +

∫ t

0

µ[u, S(u,w)]du+

∫ t

0

σ[u, S(u,w)]dW (u,w)(4.8)
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Su forma abreviada diferencial es:

dS(t, w) = µ[t, S(t, w)]dt+ σ[t, S(t, w)]dW (t, w) (4.9)

Vamos a describir a cada uno de los componentes de la ecuación
de ito.

µ[t, S(t, w)] es llamado componente deriva. Es el cambio es-
perado en S(t, w). Se usa para calcular el valor esperado del
cambio esperado en S(t, w).

σ[t, S(t, w)] es llamado coeficiente de difusión. Se usa para
calcular la desviación instántanea del cambio de S(t, w). Mide
la volatilidad de dS(t, w)(cambio en S(t, w)).

dW (u,w) es puramenta aleatorio, con

E(dW (u,w)) = 0 y V ar(dW (u,w)) = dt

por ser un movimiento Browniano.

La inclución del movimiento Browniano en la ecuación, está gene-
rando incertidumbre, esta no desaparece aunque los intervalos se
vuelvan extremadamente pequeños y justamente quien está cap-
tando toda esta incertidumbre es dWt debido a que

dW4t 6= 0 aunque 4t→ 0

Observación: Nótese que

E[σ[t, S(t, w)]dW (u,w)] = σ[t, S(t, w)]E[dW (u,w)]

= 0

(4.10)

y

V ar[σ[t, S(t, w)]dW (u,w)] = σ2[t, S(t, w)]V ar[dW (u,w)]

= σ2[t, S(t, w)]dt

(4.11)

Aśı, σ[t, S(t, w)]dW (u,w) es la contribución total de la incertidum-
bre a dS(t, w)
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La ecuación de Ito expresa los cambios en los valores de una v.a
continua en el tiempo.

En finanzas, S(t, w) es el precio de una acción en el tiempo t, el
cual es afectado por el estado de la economı́a descrito por el témino
aleatorio w. Aśı dS(t, w), expresa el pequeño cambio en el precio
de las acciones.

La interpretación de los componentes conceptuales es que si en
un momento dado t se está evaluando el posible cambio futuro en
el precio de un activo durante la próxima negociación, el cambio se
puede descomponer en dos componentes:

El cambio esperado: E[dS(t, w) = E[µ[t, S(t, w)]dt]

El cambio inesperado: E[σ[t, S(t, w)]dW (u,w)].

Aunque µ[t, S(t, w)] y σ[t, S(t, w)] son v.a debido a que depen-
den de S(t, w), son conocidos en el momento t en que se está eva-
luando el cambio infinitesimal del precio del activo. Esto indica que
la incertidumbre instantanea o (nueva información que no se puede
anticipar) entra en el modelo solo a través de dW (t, w).

4.3.3. Lema de Ito

Lema de Ito. Sea C[t, S(t, w)] : [0,∞)× R → R con derivadas
parciales Ct, Cs y Css y

dS(t, w) = µ[t, S(t, w)]dt+ σ[t, S(t, w)]dW (t, w).

Entonces

C[t, S(t, w)] = {Ct[t, S(t, w)] + Cs[t, S(t, w)]µ[t, S(t, w)]

+
1

2
Css[t, S(t, w)]σ2[t, S(t, w)]}dt

+Cs[t, S(t, w)]σ[t, S(t, w)]dW (t, w)

(4.12)



4.4. Lema de Ito para dos variables con-
ducidas por ecuaciones diferencia-
les estocásticas

Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales es-
tocásticas dadas por

 dS1t = µ1(t, S1t)dt+ σ1(t, S1t)dW1t,

dS2t = µ2(t, S2t)dt+ σ2(t, S2t)dW2t,
(4.13)

con

Cov(dW1t, dW2t) = ρ∂t (4.14)

Definamos una función C = C(t, S1t, S2t). La expansión en serie
de Taylor de esta función hasta términos de segundo orden está
dada por

dC =
∂C

∂t
dt+

∂C

∂S1t

dS1t +
∂C

∂S2t

dS2t

+
1

2

[
∂2C

∂t2
(dt)

2
+
∂2C

∂S2
1t

(dS1t)
2

+
∂2C

∂S2
2t

(dS2t)
2

+2
∂2C

∂S1t∂t
dS1t∂t+

∂2C

∂S2t∂t
dS2t∂t+

∂2C

∂S1t∂S2t

dS1tdS2t

]
(4.15)

La sustitución del sistema (4.13) y las reglas básicas de diferen-
ciación estocásticas plasmadas en la tabla de Mc.Kean conducen
a

dC =

(
∂C

∂t
+

∂C

∂S1t

µ1(t, S1t) +
∂C

∂S2t

µ2(t, S2t) +
1

2

∂2C

∂S2
1t

σ
2
1(t, S1t)

+
1

2

∂2C

∂S2
2t

σ
2
2(t, S2t)ρσ1(t, S1t)σ2(t, S1t)

∂2C

∂S1t∂S2t

)
dt

+
∂C

∂S1t

σ1(t, S1t)dW1t +
∂C

∂S2t

σ2(t, S2t)dW2t
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