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INTRODUCCION

La presente tesis estd relacionada con la teoria de Procesos de Decisién de
Markov (PDM’s) a tiempo discreto (véase [4], [13], [17] y [18]). Los PDM’s
son aquellos procesos que son observados de forma periédica, bajo incer-
tidumbre en sus movimientos y tienen una gran variedad de aplicaciones
(véase por ejemplo [4], [12], [16], [34] y [40]). En particular, en este trabajo
nos enfocamos en el estudio de modelos de crecimiento econémico (véase [2],
[5], [12], [25], [31] v [34]). Un PDM estd constituido mediante un modelo
conocido como Modelo de Control de Markov (MCM), cuyas componentes
permiten caracterizar su desarrollo en el transcurso del tiempo. A grandes
rasgos, un PDM es descrito de la forma siguiente: el sistema es observado
de forma discreta por un controlador en cada instante ¢t (¢ = 0,1,...) y en
ese momento el controlador elige una accién admisible al estado actual que
presenta el sistema, como consecuencia de esto se obtiene una recompensa
(o se paga un costo) y, mediante una ley de transicién prefijada, el sistema
transita al siguiente estado. A la sucesién de acciones que el proceso genera
se le conoce como politica. Una manera de evaluar la calidad de la politica es
mediante un criterio de rendimiento. En este trabajo se considera como cri-
terio de rendimiento la recompensa total descontada con horizonte infinito
(véase [17]). El Problema de Control Optimo (PCO) consiste en encontrar
una politica que optimice el criterio de rendimiento y es cominmente clasi-
ficado mediante su horizonte y/o su criterio de rendimiento (véase [17] y
18).

Una manera de solucionar el PCO es mediante la técnica de Progra-
macién Dindmica (PD) iniciada a mediados de los anos 50’s por Richard
Bellman en su trabajo titulado: Dynamic Programming (véase [3]). El méto-
do de PD consiste en llevar al PCO a otro equivalente, el cual estd dado
mediante una ecuacién funcional conocida como Ecuacién de Optimalidad
(EO). Dicha ecuacién permite caracterizar a la funcién objetivo (conocida
como funcién de valor 6ptimo). Ademas, existe literatura donde se presentan
condiciones (sobre el MCM) para garantizar la validez de PD (véase [17], [18]
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y [21]). Aunque estas condiciones tienen como objetivo principal determi-
nar cuando el valor 6ptimo es solucién de la EO, también dan informacién
cualitativa sobre ella, por ejemplo: concavidad, acotabilidad, medibilidad,
continuidad superior (o inferior), continuidad, entre otras (véase [6], [17],
18] y [21).

Por otro lado, en los modelos de crecimiento econémico se ha logrado
caracterizar a su solucién 6ptima mediante una ecuacién funcional, conoci-
da como la Ecuacién de Euler (EE) (véase [5], [12], [22], [23], [25], [30], [31],
[33] [34] y Zacarias). Histéricamente, Leonhard Euler (1707-1783) introdu-
jo un procedimiento matemadtico general para la investigacién sistemadtica
de problemas de variaciones, originando el Calculo de Variaciones (véase
[20]). Los problemas asociados al Calculo de Variaciones consisten en op-
timizar cantidades donde las variables son curvas, superficies, etcétera, es
decir, extremos de funcionales. Su metodologia cldsica hace uso de la nocién
de derivada y de ciertos lemas bésicos en teorfa de optimizacién como la
condicién de primer orden. Entonces, para obtener una versién de la EE en
el contexto de PDM’s es necesario dar condiciones que garanticen la diferen-
ciabilidad de la funcién de valor éptimo. H. Cruz-Sudrez y R. Montes-de-Oca
en [9] garantizan esta propiedad. La idea bésica consiste en aplicar una fér-
mula de la envolvente en el contexto de PDM’s, y cabe mencionar que ésta
ademds garantiza que la politica 6ptima es diferenciable (siempre que exista
y cumpla una propiedad de interioridad). Con este resultado, se tiene como
antecedente [8] y [37], donde se presentan versiones de la EE en el contex-
to de PDM’s para la politica 6ptima en el caso determinista y estocéstico,
respectivamente. Sin embargo, no se logra caracterizar a la solucién éptima,
debido a que solo presentan condiciones necesarias. Ademds, en [38] y [39]
incluyen un método complementario a PD, el cual consiste en una versién
de la EE para las funciones de iteracién de valores para un modelo lineal
cuadratico.

Con la motivacién de lograr caracterizar a la politica éptima mediante
una versién de la EE en el contexto de PDM’s, en la elaboracién de la tesis
se ha realizado un estudio sobre modelos de crecimiento econémico, en los
cuales se ha logrado caracterizar a su solucién éptima mediante ecuaciones
de Euler. Este estudio es brevemente resumido de la forma siguiente: en
1928, Frank Ramsey en su trabajo titulado A Mathematical Theory of Saving
(véase [31]) propone por primera vez un modelo de crecimiento econémico
determinista planteado de manera dindamica. La formulacién més simple del
problema de Ramsey es el suponer a un agente econémico que debe decidir
en cada periodo t qué parte de la produccién generada por un capital debe
ser consumida y qué parte deberd ser ahorrada para el siguiente periodo; en
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1969, S. D. Levhari y T. N. Srinivasan en su trabajo Optimal savings under
uncertainty (véase [25]), plantearon que en cada periodo ¢ el agente tiene la
opcién de consumir todo su capital o invertir parte de éste con una tasa de
interés aleatoria; eventualmente, en 1972, W. Brock y L. Mirman publican
el trabajo Optimal economic growth and uncertainty: the discounted case
(véase [5]), donde se presenta el modelo cldsico de crecimiento econémico
estocdstico, cuya diferencia al dado por Ramsey es que la produccién se
ve afectada por perturbaciones aleatorias. En todos los modelos anteriores
el objetivo es encontrar un plan que optimice a un criterio de rendimiento
dependiente de una funcién de utilidad.

El modelo de Brock y Mirman ha sido estudiado de forma considerable
y se han presentado generalizaciones, entre las que destacan: la no acotabi-
lidad de la funcién de utilidad, la no compacidad del espacio de estados y/o
del espacio donde estd definida la perturbacién aleatoria (véase [21], [22],
[28] v [30]). Ademas, para este modelo, la EE ha sido utilizada para estable-
cer la estabilidad del proceso 6ptimo, es decir, la estabilidad del proceso
que se genera al aplicar la solucién 6ptima. Actualmente, se han realiza-
do estudios mds generales sobre la estabilidad del proceso 6ptimo para el
modelo de Brock y Mirman, los cuales resultan de gran interés por propor-
cionar caminos para obtener un teorema Central del Limite y/o una Ley de
Grandes Nimeros (véase [22] y [30]).

Las aportaciones de este trabajo son las siguientes:

a) Se establecen versiones generales de la Ecuacién de Euler en el contexto
de PDM’s;

b) Se presentan condiciones necesarias y suficientes para caracterizar a
la politica éptima mediante una versién de la EE en el contexto de
PDM’s;

c) Las versiones de la Ecuacién de Euler son aplicadas en una familia
de problemas de Consumo Inversién (PCI) y hacer una modelacién
mediante la teorfa de PDM’s. Para ello se usard una versién de la EE
para caracterizar a su solucién éptima. La familia de PCI resultara ser
una versién més general a la propuesta por Levhari y Srinivasan (véase
[25]). Como antecedentes del PCI se tienen los trabajos presentados
en [1], [14] y [24];

d) Se obtienen resultados de estabilidad del proceso 6ptimo para el PCIL.
Este objetivo es debido al interés de seguir el espiritu del estudio de
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la estabilidad para el proceso éptimo del modelo de Brock y Mirman.
La metodologia es aplicando teorfa ergédica (véase [19] y [27]) y la EE
obtenida en el inciso c).

Cabe mencionar que el inciso a) estd sustentado por el trabajo titulado
A Version of the Euler Equation in Discounted Markov Decision Processes
(véase [11]), y los incisos b) y ¢) estdn sustentados por el trabajo titulado A
Consumption-Investment problem modelled as a discounted Markov decision
process (véase [10]).

El contenido de este trabajo estd divido de la forma siguiente: en el
Capitulo 1 se establece la teoria de PDM’s para plantear al PCO y presen-
tar la metodologia de PD para su solucién; en el Capitulo 2 se presenta un
resultado que caracteriza a la solucién 6ptima mediante una versién de la
EE en el contexto de PDM’s, como también un método iterativo mediante
una versién de la EE para las funciones de iteracién de valores. Como una
aplicacién de este resultado, en el Capitulo 3 se plantea el PCI caracteri-
zando a su solucién 6ptima mediante la EE obtenida en el capitulo anterior.
Posteriormente en el Capitulo 4 se presenta un estudio sobre la estabilidad
del proceso 6ptimo para el PCI con el objetivo de dar una aproximacién
para la funcién de valor éptimo. Finalmente, las conclusiones y una serie de
problemas abiertos derivados de este trabajo son presentadas.
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Capitulo 1

PROCESOS DE DECISION
DE MARKOV

En un Problema de Control Optimo (PCO) se considera un sistema
dindmico, evolucionando a través del tiempo, cuyo comportamiento puede
ser afectado por la aplicacién de acciones dentro del sistema. A la coleccién
de acciones aplicadas se le conoce como politica, y una forma de evaluar
su calidad es mediante un criterio de rendimiento (también llamada funcién
objetivo). En resumen, el PCO es planteado mediante un modelo de control,
un conjunto de politicas y un criterio de rendimiento.

En este capitulo se introduce el PCO mediante la teoria de Procesos de
Decisién de Markov (PDM’s) a tiempo discreto y con horizonte infinito. Los
PDM'’s son una clase de procesos estocdsticos controlados que son obser-
vados de manera periédica. En este contexto, una forma de solucionar el
PCO es mediante la técnica conocida como Programacién Dindmica (PD),
la cual fue presentada por primera vez en 1957 por Richard Bellman en su
trabajo titulado: Dynamic Programming (véase [3]), teniendo un gran im-
pacto en diversas dreas como ingenieria y economia, por mencionar algunas.
PD permite determinar el valor méximo de la funcién objetivo, asi como las
estrategias que conforman la politica éptima.

Existiendo una gran cantidad de literatura sobre PDM’s cabe destacar
la presentada en el trabajo de Herndndez-Lerma y Lasserre (véase [17] y
[18]). En dichas referencias se realizan clasificaciones para el PCO mediante
el criterio de rendimiento, y/o el horizonte del problema, entre otros temas
de interés. Ademds, presentan condiciones, sobre el modelo que exponen,
para garantizar la validez de PD.

Siguiendo un enfoque de clasificacién, se realiza un estudio sobre una
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componente del modelo, conocida como funcién de recompensa (o costo).
En el mejor de los casos esta componente es supuesta como una funcién
continua, después generalizada como continua superiormente y por conse-
cuencia como una funcién medible. Sin embargo, existe otra clasificacion
implicita, la acotabilidad y no acotabilidad de ella. En estd idltima clasifi-
cacién se considera el reciente trabajo de Jaskiewicz y Nowak (véase [21]).

La aportacién de este capitulo consiste en presentar una recopilacién
de condiciones para resolver al PCO mediante PD con el objetivo de pro-
porcionar una clasificacién para el PCO, la cual consiste en problemas de
recompensa acotada (véase Condiciones 1.2.3-1.2.5, abajo) y no acotada
(véase Condiciones 1.2.6 y 1.2.7, abajo). Ademads, dichas condiciones per-
miten obtener propiedades cualitativas de la funcién objetivo (véase Teore-
ma 1.2.8, abajo).

1.1. Procesos de Decisiéon de Markov Descontados

Un Modelo de Control de Markov (MCM), estacionario, a tiempo discre-
to, consiste de una quintupla:

(X, A, {A(z)|z € X},Q,r),

donde, X y A son espacios de Borel, llamados espacio de estados y espacio
de acciones (o controles), respectivamente. { A(z)|x € X} es una familia de
subconjuntos medibles y no vacios A(z) de A, donde A(x) denota al conjunto
de acciones admisibles cuando el sistema se encuentra en el estado =z € X.
El conjunto K de parejas de estados acciones admisibles, estd definido por

K:={(z,a)|z € X,a € A(x)},

Q(+]-), lamada la ley de transicion, es un kérnel estocéstico definido en
X dado K, y r : K — R es una funcién medible llamada la funcién de
recompensa en un paso.

La dindmica que describe a este sistema estocdstico funciona de la forma
siguiente: si el sistema al tiempo ¢ se encuentra en el estado xy =2 € X,y
la accién a; = a € A(x) es aplicada; entonces ocurren dos cosas:

a) se recibe una recompensa r(z,a); y

b) el sistema transita a un nuevo estado ;41 mediante la ley de transicién

Q.
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Una vez hecha esta transicién a un nuevo estado, se elige una nueva
accién y la dindmica anteriormente descrita se repite.

Para introducir el concepto de estrategia o politica, considérese un MCM
y defina Hy, el espacio de las historias observadas del proceso hasta el tiempo
t, como Hyg = X, y H; = K x H;_1, parat = 1,2,.... Un elemento de H;
llamada t-historia es un vector de la forma

ht = (:E()a ag,T1,A1,--.,Tt—-1, a’tfla:nt),

donde (z;,a;) € Kparai=0,...,t — 1y x; € X.

Una politica es una sucesién m = {m;} de kérneles estocdsticos, donde
cada 7; estd definido sobre A dado H; y satisface que: m;( A(z¢)| ht) = 1 para
toda hy e Hy yt =10,1,2,.... El conjunto de todas las politicas es denotado
por II.

Sea

F:={f:X — A|f es medible y para cada z € X, f(z) € A(z)},

a los elementos de F se les conoce como funciones de decision o selectores.

Se dice que un kérnel estocastico m definido sobre A dado H; estd con-
centrada en g, donde g es una funcién medible en X, si 7(C| h;) = Ic(g(z))
para cada C' € B(A) y toda h; € H;. Donde B(A) I denota la funcién
indicadora sobre C' y denota la o-dlgebra de Borel de A.

Una politica m = {7} es:

a) Markoviana Aleatorizada (I1gpr). Si existe una sucesion {¢, } de kérne-
les estocésticos, con ¢, definida sobre A dado X, tales que, m(-| hy) =
o (+| z¢) para toda hy e Hy y t =0,1,2,.. ..

b) Markoviana Aleatorizada Estacionaria (IIrg). Si existe un kérnel es-
tocdstico ¢ sobre A dado X, tal que m¢(-|hy) = (| x¢) para toda
he €Hy yt=0,1,2,....

c¢) Determinista (Ilp). Si existe una sucesién {g;} de funciones medibles
con g; : Hy — A, tales que, para cada hy € Hy y t = 0,1,2,...,
gt(ht) € A(xt) y mi(-| he) estd concentrada en g¢(hy).

d) Determinista Markoviana (Ippr). Si existe una sucesién {f;} C F,
tal que (-] hy) estd concentrada en fi(xy) para cada hy € Hy y t =
0,1,2,....
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d) Determinista Markoviana Estacionaria (Ilpg). Si existe f € F tal que
m¢(+| hy) estd concentrada en f(z;) para cada hy € Hy y t =0,1,2,....
En este caso 7 es denotado por f.

Observacién 1.1.1 Obsérvese que llpg C Illgyy C I y lipg C Ilpys C
IIp C II.

Sea (€2, F) un espacio medible que consiste del espacio muestral canénico
Q= Hy = (X x A)™® y F su correspondiente o-dlgebra producto. Los
elementos de €2 son de la forma w = (xg, ag, x1,a1,...) conxy € X yay € A
paratodat =0,1,..., las proyecciones z; y a; de €2 sobre X y A son llamados
estado y accién, respectivamente. Obsérvese que Hy, = K> C Q.

Sean 7 € II una politica arbitraria y x9g = = € X. Entonces por el
Teorema de Ionescu-Tulcea (véase [17]), existe una tnica medida de proba-
bilidad P] sobre (2, F). Ademds para cada C € B(A), B € B(X), hy € H;
yt=0,1,2,..., se tiene que

Pf(at60|ht):7rt(0|ht), (11)

Pg($t+1 c B| ht,at) = Q(B| T, (Lt). (12)

El proceso estocéstico ((2, F, PF),{x:}) es llamado un Proceso de Con-
trol de Markov a tiempo discreto o Proceso de Decision de Markov (PDM).
La esperanza con respecto a P es denotada por E7.

Observacién 1.1.2 En general, en lugar de dar xg = x € X, se puede dar
una medida de probabilidad v sobre X, referida como distribucidn inicial, la
cual cumple que

Pl(zo € B) = v(B),

para cada B € B(X). Ademds, por (1.1) y (1.2) se obtiene que para una
distribucion inicial v y m = {p,} € Ugrar, {x1} es un proceso de Markov no
homogéneo con kérneles de transicion {Q(-|x,p,)}, esto es,

P(xy1 € Blzo, @1,y 20) = P(zi1 € Blay) = Q(Blgy).

En particular, st m = {fi} € Upp, los kérneles de transicion son Q(B| fi).
Ademds para politicas estacionarias @ € llgs y f € llpg, el proceso es de
Markov homogéneo con kérnel de transicion Q(B|¢) y Q(B| f), respectiva-
mente.
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Un criterio de rendimiento mide la calidad de las politicas aplicadas al
proceso. En este trabajo se considera el de Recompensa Total Descontada,
el cual estd definido para cada z € X y w € Il como

Zatr(mt, at)] , (1.3)

t=0

v(m,x) = E

donde « € (0,1) es conocido como factor de descuento.
Definicién 1.1.3 Una politica m* € 11 es dptima, si para cada x € X,

v(r*, x) = supv(m, ).
well

La funcion definida para x € X

V(z) := supv(m, x),
well

es llamada funcion de valor dptimo.

El Problema de Control Optimo consiste en determinar una politica 6p-
tima.

1.2. Programacién Dinamica

En la literatura existente se encuentra una herramienta esencial para re-
solver el problema de control 6ptimo, conocida como Programacién Dindmi-
ca (PD). Bajo condiciones adecuadas sobre el MCM este procedimiento per-
mite determinar la funcién de valor éptimo y/o a la politica éptima.

Definicién 1.2.1 Una funcion medible A : X — R es solucion de la Ecuacion
de Optimalidad (EO), si satisface que

A= sup {rwa o [awetlaan}. (1.4

reX.

Definicién 1.2.2 Dada una funcion medible u : X — R se define al ope-
rador de Programaciéon Dindmica, denotado por T, de la forma siguiente.
Para cada v € X

T = s {rwa+a [upQaisaf, 09

acA(x)

siempre que la integral esté bien definida.
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1.2.1. Espacios de Funciones

Sea X un espacio métrico. El espacio de Banach de funciones medibles
y acotadas u : X — R se denota por By(X) y es dotado con la norma del
supremo, es decir, para u € By(X)

[ul| := sup |u(z)|.
zeX

Sp(X) denota al subespacio de By(X) de funciones semicontinuas superior-
mente (u.s.c) sobre X y Cy(X) denota al subespacio de S;(X) de funciones
continuas.

Sea w : X — [l,00) una funcién medible (conocida en la literatura
como funcién de ponderacién o de peso) y definase la w-norma de la forma
siguiente

o u(@)]
lull, = sup w(@)’ (1.6)

donde v es una funcién medible en X. Entonces B,,(X) denota al espacio de
Banach de funciones medibles y w-acotadas definidas en X con valor real,
es decir, el conjunto de funciones medibles v : X — R tal que [Ju||,, < oco.

Obsérvese que By(X) C B, (X). En efecto, dado que para cada x € X
se tiene que 1 < w(x) entonces |u(x)| /w(x) < |u(z)|, donde u € By(X), y la
contencién se sigue de manera inmediata al considerar los supremos.

Por otro lado, supéngase que existe una sucesién {X;} de subconjuntos
compactos de X tales que X; C X411y

o0
X = Jint(Xy),
=1

donde int(Y") denota al interior del conjunto Y. Sean M := {m;} una suce-
sién creciente de nimeros reales positivos y u una funcién real y medible
sobre X, y para cada j € N sea

[ull; = sup |u(z)],
$€Xj

y definase
— llull;

lull = Zicjmj, (1.7)

J=1
donde ¢ es una constante tal que ¢ > 1. Considere al siguiente espacio
vectorial

Cu(X):={u:X —R| uescontinuay |[ul,, < oo},

el cual resulta ser un espacio de Banach con la norma definida en (1.7).
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1.2.2. Condiciones que Validan la Ecuacién de Optimalidad

Sea (X, A, { A(z)|z € X},Q,r) un MCM fijo. A continuacién se presenta
una recopilacién de diferentes condiciones sobre el MCM, las cuales garanti-
zan cuando el valor éptimo es solucién de la EO. Ademds, se exhibe cuando
el valor 6ptimo resulta ser una funcién medible, semicontinua superiormente
y continua.

Condicién 1.2.3 a) A(x) es un conjunto compacto, para cada estado x €
X;

b) la funcion de recompensa r € Cy(K);
c) la ley de transicion Q es fuertemente (o débilmente) continua.

Condicién 1.2.4 a) A(x) es un conjunto compacto, para cada estado x €
X;

b) la funcion de recompensa r € Sp(K);

c) la ley de transicion Q es fuertemente (o débilmente) continua.
Condicién 1.2.5 Para cada estado x € X

a) A(x) es un conjunto compacto;

b) la funcion de recompensa r € By(X) y r(z,-) es u.s.c en A(x);
c) la ley de transicion @ es fuertemente (o débilmente) continua.
Condicién 1.2.6 Para cada estado x € X

a) A(z) es un conjunto compacto;

b) la funcion r(x,-) es u.s.c en A(x);

c) la ley de transicion @ es fuertemente (o débilmente) continua;

d) existen constantes no negativas ¢ y 3, con 1 < 5 < 1/a, y una funcion
de ponderacion w sobre X, tales que, para cada x € X

d1) sup |r(z,a)] <cw(z),
a€A(x)
dz) Sg?)fw(y)Q(dyl%a) < puw(z),
acA(x
d3) para toda x € X la funcion w(a) := [w(y)Q(dy|z,a) es conti-
nua en A(z).
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Condicién 1.2.7 Eziste una sucesion {X;} de subconjuntos compactos de
X tales que X; C X411 y

i=1

Ademds, para cada estado x € X
a) A(x) es un conjunto compacto;
b) la funcién de recompensa r es continua en K y para cada x € X; definase

ui(x) = max |r(x,a r; = maxu;(x
j( ) aeA(x)| ( > )| yry 2EX j( )}

Yy supongase que existe una sucesion creciente de numeros reales posi-
tivos M := {m;}, tales que r; < m;j para cada j € N;

c) La ley de transicion @ es fuertemente continua 6 para toda u € Cy(X)
se tiene que U € Cp(K) donde u esta definida como

(e, 0) = / u(y)Q(dy| z. a)

y ademds
cl) Para cada i € N, z € X; ya € A(x) se tiene que

Q(Xi|z,a) =1,

[N

c2) existen ¢ > 1 tal que

ms
Yi=cu« Sup{ ZJrl}<1
ieN m;

y una funcion h € Cpr(X) tal que para cadai € N y x € X;
ui(x) < h(z).

También, para cadai € N, z € X; y a € A(x) se cumple que

Q(Xiy1|z,a) =1.
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La prueba de los resultados del Teorema 1.2.8 puede ser consultada en
[17] y [18] (bajo las Condiciones 1.2.3-1.2.6) y [21] (bajo la Condicién 1.2.7).
La idea bésica de la demostraciéon es notando que el operador de progra-
macién dindmica T' (véase Definicién 1.2.2), resulta ser una contraccién en
cada uno de los espacios mencionados y dado que éstos resultan ser de Ba-
nach, con sus respectivas normas, entonces 1" admite un dnico punto fijo, el
cual se muestra que es el valor 6ptimo V. Asi, el Teorema 1.2.8 proporciona
el método de iteracién de valores para su aproximacion.

Teorema 1.2.8 Bajo cualquiera de las Condiciones 1.2.3-1.2.7 se tiene que
la funcion de valor éptimo V' satisface (1.4), es decir, es solucion de la FO,
y existe f € F, tal que para cada x € X

V(@) = e f@) +a [ VE)QUdyl 2. S (o)) (1.9
Ademds,
a) Bajo Condicion 1.2.3, V € Cy(X);
b) Bajo Condicion 1.2.4, V € Sp(X);
¢) Bajo Condicion 1.2.5, V € By(X);
d) Bajo Condicion 1.2.6, V € B,,(X);
e) Bajo Condicion 1.2.7, V € Cp(X).

Definicién 1.2.9 Las funciones de iteracion de valores, se definen de la
forma siguiente: para x € X yn=1,2,...,

tnla) = sp {r(zc,a) +a [ oa)Q) )} . )
con vo(x) = 0.

Observacién 1.2.10 Bajo cualquiera de las Condiciones 1.2.3-1.2.7, es

posible mostrar que para cada n = 1,2,..., existe f, € F tal que para cada
reX

on(2) = (2, ful2)) + o / onr (1) Q(dy| 7. ().

Ndtese que las funciones de iteracion de valores se pueden reescribir en
términos del operador T de la forma siguiente, paran =1,2,...,

v, =T (Un—l) s
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y ademds por el método de iteracion de valores se tiene que para cada x € X,
on(z) = V(2),
cuando n — o0.

Observacién 1.2.11 Las Condiciones 1.2.8-1.2.5 piden que la funcion de
recompensa r sea acotada mientras que las Condiciones 1.2.6 y 1.2.7 esté no
es necesario. Sin embargo, en la literatura existen condiciones mds débiles
sobre el MCM, por ejemplo la acotabilidad de r es cambiada por acotabilidad
superior (o inferior) véase [18]. También es posible mostrar que el valor
dptimo V' es solucion de la FO al considerar las siguientes suposiciones:

1. La funcidon de recompensa v es u.s.c y sup-compacta, es decir, para
cada estado x € X y v € R el conjunto definido como

03 = {a € A(@)|r(z,0) = 7}
es un conjunto compacto en A;

2. La ley de transicion es fuertemente (o débilmente) continua y la exis-
tencia de una politica tal que al ser evaluada en el criterio de rendimien-
to su valor sea mayor a menos infinito, es decir, existe m € 11 tal que
para toda x € X

v(m, ) > —o0.

Pero a diferencia de la demostracion del Teorema 1.2.8, bajo éstas condi-
ciones, la demostracion radica en que V' es solucion mazximal de la EO (véase
[18], Teorema 4.2.3, p. 46).



Capitulo 2

VERSIONES DE LA
ECUACION DE EULER

La Ecuacién de Euler (EE), en esencia, es una condicién de primer
orden para problemas de optimizacién con un enfoque general. Histérica-
mente, Leonhard Euler (1707-1783) introdujo una metodologia para la in-
vestigacién sistemética de problemas de variaciones. Los matemadticos con-
sideran este evento como el comienzo de una de las mds importantes ramas
de las mateméticas, el Célculo de Variaciones. Con aplicaciones en distintas
dreas, en particular, la EE tiene un gran impacto en modelos de crecimiento
econémico (véase [5], [12], [25], [28], [31], [33] ¥ [34]), los cuales pueden ser
considerados como aplicaciones de PDM’s.

Para establecer versiones de la EE en el contexto de PDM’s es necesario
responder la siguiente pregunta: jbajo qué condiciones la funcién de valor
6ptimo, las funciones de iteracién de valores y/o la politica resultan ser
funciones diferenciables?. En el trabajo de H. Cruz-Sudrez y R. Montes
de Oca (véase [9]) se da una respuesta. Ellos presentan una férmula de la
envolvente que permite garantizar que, no solo la funcién de valor éptimo
es diferenciable (véase Teorema 2.2.7, abajo), sino también que la politica
6ptima cumple esta propiedad. Este resultado puede interpretarse como una
continuacién del Teorema 1.2.8; a saber, que dicho teorema da informacién
cualitativa sobre el valor éptimo.

En este capitulo se proporcionan versiones generales de la EE en el con-
texto de PDM’s. Las versiones son para: las funciones de iteracién de valores,
la funcién de valor 6ptimo y la politica éptima. Para ésta ltima, se estable-
cen condiciones necesarias y suficientes para que una politica sea 6ptima via
la EE. Ademds, esta caracterizacion resulta ser méds general que la presenta-

11
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da en modelos de crecimiento econémico (véase [5], [12], [25], [28], [33], [34]
y [31]). Cabe mencionar que el desarrollo presentado se encuentra sustenta-
do por el trabajo titulado A Version of the Euler Equation in Discounted
Markov Decision Processes (véase [11]).

A lo largo de este capitulo se considerard un MCM fijo y se supondra
que la conclusién del Teorema 1.2.8 es valida. Ademds, serd considerado que:
X CR" A, X’ C R™, son convexos con interiores no vacios y estdn par-
cialmente ordenados (por ejemplo con el orden lexicogréfico). Se considera
que la multifuncién x — A(z) es no-decreciente y convexa (véase Seccién
2.1, abajo), y A(z) tiene interior no vacio, para cada = € X. También se
supondrd que la ley de transicién @ es inducida por la siguiente ecuacién en
diferencias:

Tir1 = L(F (2, ar), &) (2.1)

t =20,1,..., con un estado inicial zo = x € X, donde {{,;} es una sucesién
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d),
independientes de zy y tomando valores en un espacio de Borel S C RF.
Sea £ un elemento genérico de {&,;}. La densidad de & es designada por A;
L: X' xS — X es una funcién medible dada, donde X’ es un espacio de
Borel, y F': K — X', es una funcién medible conocida.

Notese que la forma de la dindmica dada por (2.1) permite observar
una relacién entre un proceso de decisién determinista y uno estocdstico,
es decir, la funcién L tiene como objetivo involucrar a un ruido £ en un
proceso determinista generado por la funcién F'. Como casos particulares de
la funcién L se encuentran procesos con dindmicas multiplicativas y aditivas,
es decir, cuando

Tep1 = F(2g, a)&y,

Ti4+1 = F(a:t, (lt) + ft.

Dado lo anterior, se tiene que la funcién de valor éptimo (véase Definicién
1.1.3) satisface

Viz) = e {r(z,a) + aE[V(L(F(x,a),£))]},

y las funciones de Iteracién de Valores (véase Definicién 1.2.9) satisfacen

vn() = sup {r(z,a) + aBon1(L(F(z,a),8)]},
ac€A(z)
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para cada n = 1,2,..., con vo(x) := 0. Ademas, se denotaran, a la politica
6ptima por f y el maximizador de v, por f,, paran=1,2,....

Para facilitar notacién y demostraciones a lo largo de este capitulo defi-
nase a G : K — R como

G(z,a) :=r(z,a) + aH(z,a), (2.2)
(z,a) € K, donde
H(z,a) :=E[V (L(F(x,a),£))], (2.3)
yaG":K— R por
G"(z,a) :==r(z,a) + aF [vp—1 (L(F(z,a),£))], (2.4)
para cada n =1,2,..., con vo(z) := 0.

2.1. Preliminares

Sean X y Y espacios Euclidianos y considérese la siguiente notacién:
C?(X,Y) denota el conjunto de funciones [ : X — Y con segunda derivada
continua (cuando X =Y, C%(X,Y) serd denotado por C?(X) y en algunos
casos, se escribird sélo como C?).

Seal : X XY — R una funcién medible tal que I' € C?(X xY,R). I';, T,
denotan las derivadas parciales de I' con respecto a x y y, respectivamente.
Las segundas derivadas parciales de I' estdn denotadas por 'y, I'zy, I'yz ¥
Lyy.

Sean X y Y subconjuntos convexos no vacios de R” y R™, respectiva-
mente y supdngase que Y es dotado de un orden parcial, por ejemplo el
lexicografico. Una funcién g : X — Y es céncava si para cada z,z € X y
B € [0,1] se tiene

g(Br 4+ (1= B)z) > Bg(x) + (1 - B)g(2).

Si la desigualdad anterior es estricta entonces se dice que g es una funcién
estrictamente céncava.

Los siguientes lemas son bien conocidos en la literatura de anélisis con-
vexo (véase [35] y [36])

Lema 2.1.1 Sean X C R"™ abierto y convexo, y g : X — R una funcion
diferenciable en X. Entonces, f es concava, si y sélo si, para todo x,z € X
se tiene que

J(z)(y—2z) > g(y) — g(x).
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Demostracion. Véase [36], Teorema 25.1, p. 242 =

Lema 2.1.2 Sean X C R" abierto y convexo y g € C*(X,R). Entonces, f
es concava, si y solo si, para toda x € X, ¢"(x) es una matriz semidefinida
negativa, es decir, para cada z € X

g (2)2 <0,
donde zT denota la transpuesta del vector z.
Demostracion. Véase [35], Teorema 7.10, p. 184. =

Lema 2.1.3 Sea X C R"™ abierto y convero. Sea g : X — R una funcidn
concava y diferenciable, y {gn} una sucesion de funciones reales, céncavas
y diferenciables en X, tales que gn(x) — g(z), cuando n — oo, para cada
x € X. Entonces

lim ¢/,(z) = ¢'(z).

n—oo

Demostracion. Véase [36], Teorema 25.7, p. 248. =
Sea © : X — Y una multifuncidn, es decir, ©(z) C Y, para cada =z € X.
Entonces O se dice ser:

a) no-decreciente, si para x,z € X con z < z implica que ©(x) C O(z),

b) convezxa, si para z,z € X y f € [0,1], se tiene que Sy + (1 — B)y €
O(Br+ (1 —pP)z),cony € Ox) y y € O(z).

Considérese el siguiente problema de optimizacién. Sea T : G — R una
funcién medible y

v(x) = sup Y(z,y),
y€O(x)

x € X. Donde
G :={(z,y)lr € X,y € O(z)}.

Sea
L:={g: X —Y|g(x) € O(z) para cada € X }.

Lema 2.1.4 Supdngase que la multifuncion © es convexra, T es una funcion
concava en G y que existe | € L tal que v(z) = Y(z,l(x)), para cada x € X.
Entonces el conjunto

Y:={gel| v(z)="(x,9(x)), para cada v € X},

es convexo y v es una funcion concava. Ademds si T es estrictamente conca-
va, entonces v también es estrictamente concava y 1L es un conjunto singular.
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Demostracién. Obsérvese que Y es no vacio, ya que l € Y. Sean g1, gs €
Y y B € [0, 1], entonces para = € X, se tiene que

T(z,91(2)) = v(z) = T(z, ga2())-

Ademds, por hipétesis se sabe que O(x) es un conjunto convexo, implicando
que Bg1(z) + (1 — B)g2(x) € O(x). Y debido al hecho que Y es una funcién
concava implica que

T(z, Bgr(x) + (1 = B)ha(x))
BY(z, g1(x)) + (1 = )Y (z, ga())

v(z),

v(z)

AV,

es decir,
v(z) = T(z, Bg1(z) + (1 - B)ga(x)),

y como z es arbitrario se concluye que 8g; + (1 — )g2 € Y.
Por otra parte, sean z,z € X y 5 € [0,1]. Por la concavidad de T se
obtiene que para y € O(z) y y € O(z2)

TPz +(1—=p)zpy+ (1 -0)y) =2 fY(z,y) + (1 - H)¥(z,9),
v como By + (1 — B)F € O(\z + (1 — B)2) se sigue que
v(Br + (1= B)z) = fY(z,y) + (1 - B)Y (2, 1)
Sea y € ©(z) fijo, entonces para cada y € ©(z),
v(Bz+ (1= P)z) = (1 = B)T(2,y) = BY(x,y),
implicando que
v(Bz + (1=P0)z) = (1= B)T(z,y) = fu(x),
equivalentemente,
v(fxr+ (1 —B)z) — pu(z) > (1 - B)Y(z,79).
Entonces al variar a § se obtiene que
v(Bz + (1= P)z) = po(z) + (1 = Bu(z),

es decir, v es una funcién céncava.
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Obsérvese que al suponer a Y estrictamente céncava, tomando las de-
sigualdades anteriores como estrictas se concluye que v es estrictamente
concava. Ademds, bajo este supuesto, para probar que Y es un conjun-
to singular, supéngase por contradiccién que existen g1,g2 € Y, tales que
g1(x) # ga(x), para toda = € X. Se sabe, por lo anteriormente demostrado,
que Bg1 + (1 — B)g2 € Y, con 3 € [0,1]. Entonces para x € X

v(z) = T(z,Bg(x)+ (1 - pB)ga(x))
> BY(z,91(z)) + (1 = B)T(, g2(x))
= v(x),

lo cual es imposible. Por lo tanto, Y es un conjunto singular. m

Lema 2.1.5 Supdngase que la multifuncion © es creciente y que G(-,y) es
una funcion (estrictamente) creciente en X para cada y €'Y fijo. Entonces
la funcion v es una funcion (estrictamente) creciente.

Demostraciéon. Sean x,z € X tales que x < z, entonces para cada
y € O(z) se tiene que ¥(z,y) < ¥(z,y). Como O(z) C O(z) se sigue que
Y(z,y) < v(z), y por lo tanto v(x) < wv(z). Ahora, si las desigualdades
anteriores se toman estrictas se concluye que v es estrictamente creciente.
]

El siguiente lema es un resultado que garantiza la diferenciabilidad de la
funcién objetivo v, y sera utilizado en la siguiente seccion.

Lema 2.1.6 Supdngase que
a) T € C?(int(G);R) y para cada © € X, Tyy(x,-) es definida negativa.

b) Existe una funcion | € L tal que para cada x € X, l(x) € int(0(x)) y
v(z) = Y(z,l(x)).

Entonces | € C(int(X);Y) y v € C?(int(X);R).

Demostracion. Sea z € X fijo. Nétese que en O(z), [(x) es un punto
interior de él y ademds es un méximo de Y (z, -). Entonces, por la condicién
de primer orden, se tiene que

Ty(z,l(x)) = 0.

. . . . . } _1
Dado que Yy, (w,) es definida negativa, entonces tiene inversa Y, (z,-) y
ademds, [ es tinica (esto es consecuencia de la concavidad estricta de Y(z, ),
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véase Lema 2.1.2). Entonces usando el Teorema de la Funcién Implicita,
resulta que [ € C1(int(X);Y) y

I'(x) = —Tym(x,l(x))T;yl(x,l(x)).
Por otro lado, obsérvese que

Vi) = Ta(z,U(z) + Ty(x, [(z))l ()

Entonces
V(@) = Tau (2, 1(w)) + Yoy, 1(2))! (@),

y porque | € C1(int(X);Y), y x es arbitrario, se sigue que v € C?(int(X); R).
]

2.2. Diferenciabilidad y una Férmula de la Envol-
vente en PDM

Con el espiritu de otorgar otra propiedad cualitativa a la funcién de valor
6ptimo como las presentadas en el Teorema 1.2.8, en esta subseccién se pre-
sentan condiciones sobre el modelo de Control de Markov, las cuales tienen
como objetivo dar la propiedad cualitativa de la diferenciabilidad, pero lo
mads destacado es que, no sélo se da la diferenciabilidad de la funcién de valor
6ptimo, sino también se garantiza la diferenciabilidad de la politica éptima.
Ademsds, se obtiene la diferenciabilidad para las funciones de iteracién de
valores 6ptimos y de sus respectivos maximizadores (véase Teorema 2.2.7).
Para ello, se establecen tres condiciones sobre el modelo las cuales al ser
conjuntadas permiten obtener el objetivo de la seccién.

La siguiente condicién permite garantizar la concavidad tanto de las
funciones de iteracion de valores como de la funcién de valor 6ptimo, ademés
se garantiza la unicidad tanto de los maximizadores de las funciones de
iteracién de valores como de la politica 6ptima. La Condicién 2.2.1 es similar
a la condicién C1 dada en [6] p. 420, con la diferencia que esta es para
recompensas y no para costos. Ademads, el resultado del Lema 2.2.2 es muy
similar al Lema 6.2 en [6] p. 433.

Condicién 2.2.1 Supdngase que:

a) v es una funcion estrictamente céncava y r(-,a) es una funcion cre-
ciente en X para cada a € A;
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b) L(-,s) es una funcién concava y creciente, para cada s € S; F es una
funcion concava, F(-,a) es una funcion creciente en X y para cada
a € A.

Lema 2.2.2 Bajo la Condicion 2.2.1, resulta que vy, es estrictamente con-
cava y fn es unica, para toda n = 1,2,.... También, V es estrictamente
concava y f es unica.

Demostraciéon. Primero obsérvese que las funciones de iteracién de
valores son crecientes. En efecto, sean z,y € X con z < y, fijos.
Como 7(+,a) es una funcién creciente y

vi(z) = max {r(z,a
(@) = max {r(z. )},
entonces por el Lema 2.1.5 se concluye que vi(z) < v1(y).

Bajo la hipétesis inductiva, v, es una funcién creciente para n > 1,y
por la Condicién 2.2.1 b) se tiene que

L(F(z,a),s) < L(F(y,a),s)
para toda a € Ay s € S. Entonces
un(L(F(z,a),s)) < vn(L(F(y,a), 5))

para toda a € Ay s € S. Por la monotonicidad de la esperanza se concluye
que

Por consiguiente, se sabe por la Definicién 1.2.9 que

Unta(7) = max {r(z,a)+ ol |on(L(F(z, ), )},

y como la suma de funciones crecientes es creciente, entonces 7(x,a) +
aE [V (F(x,a,))] es una funcién creciente, aplicando el Lema 2.1.5 se con-
cluye que v,41 es crecientes. Nétese que si las desigualdades involucradas se
toman estrictas entonces las funciones v,, son estrictamente crecientes.

La prueba se hard por induccién. Debido a que

n(@) = max {r(.a),

con x € X,y r es estrictamente céncava en K, el Lema 2.1.4 implica que v;
es estrictamente céncava en X y su maximizador f es tdnico.
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Supéngase que para n > 1, v, es estrictamente céncava.
Sean (z,a), (y,b) € Ky g € [0,1]. Entonces por la Condicién 2.2.1 b) se
tiene que

F(B(z,a) + (1 = B)(y,b)) = BF(x,a) + (1 = B)F(y,b),

y ademds, se sabe que L(-, s) es una funcién céncava y creciente, para cada
s € S, entonces

L(F(B(z,a) + (1= B)(y,b)),s) > BL(F(x,a),s) + (1 — B)L(F(y,b),s).

Dado que v, es creciente, entonces para cada s € S

Un(L (F(B(xva) + (1 - ﬂ)(% b))?‘S)) = vn(ﬂL(F(x,a),s)—i—(l—B)L(F(y,b),s)),

y por la hipdtesis inductiva se obtiene que

vn(L (F(B(z,a) + (1 - B)(y,b)),s))
> an(L(F(m7a)7S)) + (1 - B)UTL(L(F(% b)as))

La monotonicidad y linealidad de la esperanza implican que

Elon(L (F(B(x,a) + (1 = £)(y,0)),£)))
> BE[n(L(F(z,a),8))] + (1 = ) Elon(L(F(y, b), £))]-

Implicando que la funcién G™ definida en (2.4) es estrictamente céncava
(recuérdese que r es estrictamente céncava).
Finalmente, aplicando el Lema 2.1.4 en

Unt1(z) = max {r(z,a) +aF v, (L(F(z,a),§))]},
a€A(x)
se concluye que v,11 es una funcién estrictamente céncava y que fn41 es
tnico.

Por otro lado, dado que la sucesién de funciones de iteraciéon de valores
{vn} convergen de manera puntual a la funcién de valor éptimo V' y, por
la anteriormente demostrado, se sabe que v, es una funcién estrictamente
céncava, entonces se concluye que

V(dz + (1= ANy) = AV(z) + (1 = )V (y),

para z,y € X y 8 € [0,1], es decir, V es céncava De manera andloga se
muestra que V es creciente.
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Ahora, debido a que L, F' y V son funciones céncavas y crecientes, es
posible mostrar que la funcién H definida en (2.3) resulta ser céncava. Asi,
como 7 es estrictamente céncava y H es concava, entonces la funcién G es
estrictamente céncava, donde G estd definida en (2.2).

Finalmente dado que la funcién de valor éptimo satisface

V(z) = G(z, f(2)),

para cada x € X. Entonces, aplicando el Lema 2.1.4 se concluye que la
funcién de valor éptimo es estrictamente céncava y que la politica éptima
f € F es tnica. =

Observacidn 2.2.3 En [6] se presenta una condicion la cual garantiza la
propiedad cualitativa de concavidad, pero a diferencia de la Condicion 2.2.1,
ésta es para dindmicas con ruido aditivo (véase [6], Condicion C2, p. 420).

La siguiente condicién establece suavidad en las funciones que rigen a la
dindmica y en la funcién de recompensa, la cual es pieza importante para el
objetivo principal.

Condicién 2.2.4 Supdngase que:
a) r € C?(int(K);R); roa(z,-) es definida negativa para cada x € X;
b) F € C?(int(K); X') y Fy(z,-) es invertible, para cada a € A;

¢) L(-,s) € C%(int(X'); X), para cada s € S, L(-,-) tiene inversa en la
sequnda variable denotada por R, tal que R(-,s) € C%(int(X' x X); 9)
y |det Ry(-, s)| € C2(int(X');R), para toda s € S, donde det Ry denota
el determinante de R;.

d) A € C?(int(S); R) el intercambio entre derivada e integral es vdlido.

La Condicién 2.2.4 d) serd usada en la demostracién del Lema 2.2.5 para
asegurar la diferenciabilidad de segundo orden de la integral [ K(z,a,y)dy
con respecto a = o a, donde

K(z,a,y) = V(y)A(R(F(z,a),y)) |det Rs(F(z,a),y)],

(F(z,a),y) € int(X' x X).

La Condicién 2.2.4 d) puede ser verificada en la practica cuando K las
derivadas parciales de primer y segundo orden se encuantran acotadas en
el siguiente sentido: para cada (F(z,a),y) € int(X' x X), |Ky(z,a,y)| <
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91(a,y), [Ka(z,0,9)| < g2(2,9), [Kaa(2,0,9)] < g3(a,y), [Kaa(w,0,y)] <
94(a,y), |Kpa(z,a,9)| < g1(a,y), donde g; son funciones integrales con res-
pecto a y parai=1,..., 5 (vease Observacién 10 en [9]).

Por ejemplo, para dindmicas con ruido aditivo, es decir, para (z,a) € K
yseS

|/\ I/\

L(F(x,a),5) = F(z,a) + s,

(
donde F € C?(int(K); X), se tiene que Condicién 2.2.4 d) se cumple, en
particular, para cada s € S

|det Ry(-, s)| = 1.

Lema 2.2.5 Bajo la Condicién 2.2.4 se tiene que H € C?(int(K); X'),
donde H estd definida en (2.3).

Demostracién. La demostracion es similar a la presentada en [9], Lema
5. La Condicién 2.2.4 permite expresar a la ley de transicién (véase Ec. (2.1))
de la forma siguiente:

Q(B|(xz,a)) = Pr(se S|L(F(z,a),s) € B)
= Pr(seS|(s€ R(F(z,a),B))

_ / Au)du, (2.5)
R(F(x,a),B)

para B € B(X) y (z,a) € K.
Entonces aplicando el Teorema de Cambio de Variable se tiene que

Q(B|(z,a)) = / A(R(F(z,a),u))|det Rs(F(x,a),u)|du.
R(F(z,a),B)

Finalmente de (2.5) se tiene que la funcién H, definida en (2.3), se puede
expresar como

H(z,a) = / V(u)A(R(F(x,a),u))| det Rs(F(z,a),u)|du,
R(F(x,a),B)

y por la Condicién 2.2.4, el resultado se sigue. m
Definase a la funcién W como
W(z,a) = [rx — TaFl;lFac] (z,a), (2.6)

(x,a) € K.
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Obsérvese que W est4 bien definida gracias a la Condicién 2.2.4. Ademés,
dicha condicién garantiza que W es una funcién continuamente diferencia-
ble. Cabe mencionar que de acuerdo a su forma, W estd definida mediante
las derivadas parciales de la funciéon de recompensa r y de la funcién F,
concluyendo asi, que W se encuentra determinada mediante un proceso de
decisién determinista.

La Condicién 2.2.6 es necesaria para propésito principal del capitulo,
debido a que la diferencial de una funcién en un elemento de su dominio
estd establecida cuando éste es un elemento interior.

Condicién 2.2.6 Supdngase que

a) la politica optima f satisface que f(x) € int((A(zx)), para cada x € X;

b) La sucesion {fn} de maximizadores de las funciones de Iteracion de
Valores satisface que fn(x) € int(A(z)), para cada x € X con n =
2,3,....

En la préctica, la Condicién 2.2.6 puede ser verificada, en el caso obvio,
cuando A(z) sea un conjunto abierto de A para cada = € X. Sin embargo,
en ocasiones se verifica mediante el uso de resultados conocidos, como el
Teorema del Valor Intermedio, y/o por supuestos por contradiccién (véase

[10]).
Teorema 2.2.7 Bajo las Condiciones 2.2.1, 2.2.4 y 2.2.6, resulta que

a) f € Clint(X); A), V € C?(int(X);R) y para cada = € int(X)

b) fn € CHint(X); A), v, € C?(int(X);R), para cada n = 1,2,....
Ademds,
vp(@) = W(z, fu(2)), (2.8)
para cada x € int(X) yn=2,3,....
Donde W estd definida en (2.6).
Demostracién. Sea x € int(X) fijo.

a) Nétese que las Condiciones 2.2.1 y 2.2.4 implican que G € C?(int(K); R)
donde G estd definida en (2.2). En efecto, dada la Condicién 2.2.4 a), se sabe
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quer € C?(int(K); R) y 744(z, -) es definida negativa. Ademds, por los Lemas
2.2.2 'y 2.2.5 se sabe que

H(z,a) = E[V(L(F(z,a),))]

es una funcién céncava y H € C?(int(K); R), entonces por el Lema 2.1.2 se
tiene que Hyq(x, ) es semidefinida negativa.

Entonces, por la Condicién 2.2.6 a) y aplicando el Lema 2.1.6, se concluye
que f € C(int(X); A) y V € C?(int(X); R).

Por otro lado, se tiene que

Go(z,a) =ro(z,0) + aFE [V’ (L(F(x,a),¢)) L' (F(z, a),ﬁ)] F.(z,a),

para cada a € int(A(x)), x € X. Entonces, la condicién de primer orden y
la invertibilidad de F;, (véase Condicién 2.2.4 b)) implican que

Ga(m’ f(x)) =0,

equivalentemente,

—raFy Nz, f(2) = B [V (L (F(z, f(2)),€)) L'(F(x, f(2)).£)] . (2.9)

Ademsds, dado que V satisface (1.4) y f € F es la politica 6ptima, entonces

V() = G(z, f(x)).

Ahora, debido a que Gy(z, f(x)) = 0, es posible obtener la siguiente
férmula de la envolvente:

Vi(z) = Gulx, f(2)) + Galz, f(2))f'(2),
= Galz, f(2),

equivalentemente,

V'(2) = ra(x, f(2))+aB [V (L (F(z, f(2)),€)) L'(F(z, f(2)),8)] Fa:(fca(f(fﬁ)))-
2.10
Finalmente, sustituyendo (2.9) en (2.10), se sigue que

Vi(z) = W(z, f(2)).
b) La demostracién es bajo induccién. Dado que

U1 (‘/E) = agﬁi};)Gl(xa CL),



24 VERSIONES DE LA ECUACION DE EULER

donde G! est4 definida en (2.4). Entonces de las Condiciones 2.2.1 y 2.2.4,
se obtiene que G! € C?(int(K); R) y G1,(x, a) es definida negativa. Ademds,
por la Condicién 2.2.6 b) se sabe que fi(z) € int(A(x)), y aplicando el Lema
2.1.6 se sigue que f1 € C1(int(X); A), v1 € C%(int(X);R).

Ademsds, por el Lema 2.2.2 se sabe que v; es estrictamente céncava, y
por consecuencia v] es semidefinida negativa (véase Lema 2.1.2).

Sea n = 2, entonces

va () = arer%)GQ(w, a),

donde G? estd definida en (2.4).
Dado que 7, L, F, v; € C?, entonces también G? € C?. Ademss, las
Condiciones 2.2.1 y 2.2.4, y el hecho que vy es céncava, implican que

H*(z,a) := E [v1 (L(F(x,a),€))],

es una funcién céncava y H? € C?. Por consecuencia se tiene que HZ, (x,) es
semidefinida negativa y por lo tanto, G2, es definida negativa. Ahora, dado
que fo(z) € int(A(x)) (véase Condicién 2.2.6 b)), aplicando nuevamente el
Lema 2.1.6, se sigue que fo € C(int(X); A), v2 € C?(int(X); R).

Con un argumento similar a la demostracién del inciso a) es posible
mostrar que

~raFy (2, fa(x)) = aE [v] (L (F(z, f2(x)),€)) L' (F(z, f2(2)),)] . (2.11)

vy(z) = ra(z, fo(2)) (2.12)
+aE [v) (L(F(z, f2(2)),€)) L'(F(z, f2()),€)] Fo(=, fa(x)),

sustituyendo (2.11) en (2.12), se sigue que

vh(x) = W(z, fa(x)),

donde W estd definida en (2.6).

Ahora, al suponer que v,_1 € C?(int(X);R) para n > 2, usando un
argumento similar al caso n = 2 se puede mostrar que f,, € C1(int(X); A),
vp € C2(int(X);R) y

(@) = W (e, ful)).
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2.3. La Ecuaciéon de Euler en PDM’s

Esta seccién es divida en por dos subsecciones. En la primera se presenta
una versién de la Ecuacién de Euler en el contexto de PDM’s tanto para
las funciones de Iteracién de Valores como para la funcién de Valor Optimo.
Ademsds, se presenta un resultado sobre la convergencia puntual de los ma-
ximizadores de las funciones de iteracién de valores hacia la politica éptima.
Consecutivamente, en la tltima subseccién se presenta una caracterizacion
para la politica éptima via la Ecuacién de Euler.

2.3.1. La Ecuacién de Euler en las Funciones de Iteracion de
Valores

Al saber que la funcién W definida en (2.6) es una funcién diferencia-
ble, cabe la posibilidad de que para cada x € int(X) fijo, se tenga que el
Jacobiano de W (z,-) en a € int(A(z)) sea diferente de cero, es decir,

det Wy (z,a) # 0,

entonces por el Teorema de la Funcién Inversa existe una funcién w(z, 2)
definida en alguna vecindad de W (z,a) = z, tal que a = w(z, z). Con esta
motivacion se establece la siguiente condicién, la cual se presenta en un
sentido mds simple.

Condicién 2.3.1 Supdngase que para cada x € X, la funcion a — W (z,-)
tiene inversa continua, la cual serd denotada por w, donde W estd definida
en (2.6).

A continuacién se presenta la primera ecuacién de Euler en el contexto
de PDM’s. Esta versién proporciona un algoritmo complementario a progra-
macién dindmica, debido a que establece una relacién recursiva en términos
de las derivadas de las funciones de iteracién de valores, resultando ser (en
ocasiones) més fécil de implementar.

Teorema 2.3.2 Bajo las Condiciones 2.2.1, 2.2.4, 2.2.6 y 2.3.1 se tiene
que

U;l(l') = Tﬂf(‘rﬂ Zn) + aE[U;L—l(L(F(:E7 Zn)7 E)L,(F(:Ea Zn)7 6)]Fx($, Zn);
(2.13)
para cada x € int(X) yn € N, donde z, := w(z,v](z)) y w es la funcién
dada en la Condicion 2.5.1.
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Demostracion. Sea = € int(X) fijo. Por el Lema 2.2.2 y el Teorema
2.2.7 se sabe que v, es una funcién céncava y v, € C%(int(X);R). Entonces
por la condicién de primer orden y la invertibilidad de F, (véase Condicién
2.2.4 b)), se obtiene que

~raly Nz, fa(@)) = @B [vy_y (L (F(z, fa(@)), €)) L'(F(z, fa(2)),€)]

(2.14)
Dado que
v (@) = Wz, ful@)),
y usando la inversa de W (z,-), se sigue que
fo(z) = w(z, v, (x)). (2.15)

Finalmente, sustituyendo (2.15) en (2.14), se obtiene (2.13). m

Corolario 2.3.3 La funcidn de valor dptimo satisface
V(z) =ro(2, Z) + aBV'(L(F(2,2),§)L'(F (2, Z2), | Fo(w, Z),  (2.16)

para cada x € int(X), donde Z := w(x,V'(z)) y w es la funcion dada en la
Condicion 2.3.1.

Demostracion. Sea = € int(X) fijo. Se sabe que las funciones de IV
satisfacen la Ecuacién de Euler dada en (2.13), entonces aplicando el Lema
2.1.3 se obtiene que

vp(z) = V'(2),

cuando n — oo. Finalmente, por la continuidad de w(z,-), se sigue que la
funcién de valor 6ptimo satisface (2.16). m

En la préactica el corolario anterior puede ser utilizado para aproximar
a la derivada del valor éptimo mediante algoritmos numéricos, o mediante
una expansién de series de Taylor de primer orden, se podria aproximar a
la misma funcién de valor éptimo.

Corolario 2.3.4 Bajo las condiciones 2.2.1, 2.2.4, 2.2.6 y 2.8.1 se tiene
que

fu(@) = [f(2),

cuando n — oo, para cada x € int(X).
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Demostracién. En efecto, por el Lema 2.2.2 y el Teorema 2.2.7 se sabe
que la funcién de valor 6ptimo V' es céncava y diferenciable en int(X).
También, se sabe que la sucesién {v,} consiste de funciones céncavas y
diferenciables en int(X). Entonces por el Lema 2.1.3 se sigue que para cada
z € int(X)

ol (@) — V/(a),

cuando n — o0.
Ademas, por la Condicién 2.3.1 se concluye que paran =2,3,...,

fulx) = w(z, vy (x)),

fz) = w(z,V'(2)),
donde f, es el maximizador de v, y f es la politica 6ptima.
Finalmente la convergencia se garantiza por la continuidad de w(zx,-). ®

Algunos comentarios sobre el presente corolario en la literatura son: la
convergencia puntual ha sido estudiada en Stokey y Lucas (véase [34]) para
PDM’s en espacios Euclidianos, con conjunto de acciones compacto y con-
vexo, y suponiendo que el lado derecho de la EO es estrictamente céncava.
Por otro lado, M. Schél (véase [32]) presenta el resultado siguiente: para
cada x € X, f(z) es un punto de acumulacién de {f,(x)}, en el caso en que
las acciones admisibles sean compactas. Finalmente, D. Cruz Sudrez y R.
Montes de Oca (véase [7]) obtienen resultados similares con la ventaja que
no es necesario que el espacio de acciones A sea un conjunto compacto. En
nuestro caso, la convergencia es obtenida utilizando la metodologia estable-
cida en el presente capitulo.

2.3.2. Una Caracterizacién de la Politica Optima

En esta subseccién se supondra que el espacio de estados y el de acciones
son X = A = [0,00). Con esto en consideracion se tiene que las Condiciones
2.2.1 y 2.2.4 estédn reunidas en la Condicién 2.3.5. En este caso, la funcién
H definida en (2.3) serd considerada como hipétesis con el fin de facilitar la
demostracién del Teorema 2.3.6. Cabe mencionar que la Condicién 2.3.1 no
es necesaria en este caso.

Condicién 2.3.5 Sean r, H € C?(int(K);R);

para cada x € int(X): rq(z,) >0, req(x,-) <0, Hoelz, ) <0;

para cada s € S: L(-,s) es concava en X' y L(-,s) € C%(int(X'); X) con
L'(-,s) > 0; F € C*(int(K); X'), F(-) concava en K y con Fy(x,-) < 0.
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El siguiente teorema caracteriza a las politicas 6ptimas via una versién
de la ecuacién de Euler.

Teorema 2.3.6 Bajo la Condicion 2.3.5 se tiene que:
Si f es la politica dptima con la propiedad de que f(x) € int((A(z)) para
cada x € X. Entonces f satisface la ecuacion de Euler

raly (@, f(2)) + aB[W(L(F,€), f(L(F,€)))L'(F,&)] =0, (2.17)

para cada x € int(X), donde F = F(x, f(x)) y W estd definida en (2.6).
Inversamente, si f € F satisface a (2.17) para cada x € int(X) y si
ademds
lim o Ef [W (2, f(2z))zn] = 0, (2.18)

n—oo
donde {x,} es la trayectoria generada por f con xog = x, entonces f es
optima.

Demostracién. Sean z € X fijo y f € F la politica éptima con la
propiedad de que f(x) € int((A(z)) para cada = € X. Nétese que en este
caso las Condiciones 2.2.1 y 2.2.4 suceden por la Condici