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Introduccion

El presente trabajo de tesis se encuentra bajo el contexto de la Teoria
de Control, para ser méas precisos con la Teoria de los Procesos de Deci-
sién Semi-Markovianos (PDSM, ver [19]), que son procesos estocdsticos a
tiempo continuo y con horizonte finito o infinito. Un Proceso de Decisién
es una sucesion de controles dentro de un tiempo determinado siguiendo
una estrategia y pagando un costo por cada decisién realizada.

En un problema de control 6ptimo se encuentra un sistema dinami-
co cuyo comportamiento se ve afectado por la eleccion de alguna de las
variables del sistema, que se llaman variables de control, accion o de-
cision. Los controles que se aplican en cualquier instante de tiempo se
eligen de acuerdo a “reglas” conocidas como politicas de control. Més
aun, se da una funcién conocida como criterio de rendimiento, definida
sobre el conjunto de politicas, el cual mide en algin sentido la respuesta
del sistema cuando se usa la politica de control. Asi, el Problema de
Control ()ptimo (PCO) consiste en determinar una politica de control
que optimice un criterio de rendimiento.

El Modelo de Decisién Semi-Markoviano representa un sistema es-
tocastico controlado que se observa en un intervalo de tiempo, el desa-
rrollo se puede describir de la siguiente manera: si en el tiempo de la
n-ésima época de decisiéon el sistema se encuentra en el estado s, = s,
entonces el controlador elige una accién a,, = a y sucede lo siguien-
te: el sistema permanece en el estado s durante un tiempo aleatorio
no-negativo d,,41 con distribucién H conocida, lo que genera un costo

inmediato que depende del estado, la accién y el tiempo de permanencia,
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el sistema se mueve a un nuevo estado s,+; = s’ de acuerdo a una ley
de transicién, una vez ocurrido lo anterior, el proceso se repite.

A la sucesion de controles que el proceso genera se le conoce como
politica; que es una regla mediante la cual se elige una acciéon en cada
punto de observacién del proceso. Para evaluar la calidad de cada politica
se cuenta con el criterio de rendimiento, que mide la eficiencia de ésta
en funcién de los costos que genera, en la presente tesis se usa el criterio
de rendimiento llamado razén de costo promedio.

Como se menciond, el PCO consiste en encontrar una politica que
optimice un criterio de rendimiento, a ésta se le conoce como politica
optima, y, al criterio de rendimiento evaluado en tal politica éptima se
llama funcion de valores dptimos. En los PDSM es de gran interés poder
caracterizar las politicas 6ptimas, es decir, dar una forma explicita de la
estrategia que minimice los costos.

Una manera de resolver un PDSM esta basado en el principio de
Bellman conocido como Programacién Dindmica (ver [2]), dicho principio
permite resolver problemas en los que es necesario tomar decisiones en
etapas sucesivas. Las decisiones elegidas en una etapa condicionan la
evolucién futura del sistema, afectando a las situaciones en las que el
sistema se encontrard y a las decisiones que se plantearan en el futuro.

Los PDSM fueron introducidos en [12], estos modelos han sido estu-
diados y aplicados, especialmente en lineas de espera controladas. Hoy en
dia los PDSM son ttiles para el estudio de una amplia gama de proble-
mas de optimizacion, en una variedad de areas, incluyendo la roboética,
optimizacion de telecomunicaciones, inventarios, economia y en la indus-
tria, entre otras (ver [7], [19], [20]). En muchos casos los PDSM proveen
modelos maés realistas que los Procesos de Decision de Markov a tiem-
po discreto ya que los PDSM toman en cuenta el hecho que el tiempo
transcurre continuamente.

El trabajo de tesis se centra bajo el criterio de la razén de costo pro-
medio, éste se usa frecuentemente en la teoria de los PDSM. De acuerdo
a este criterio, el costo promedio es el limite superior del costo total espe-

rado sobre un numero finito de saltos dividido por el tiempo acumulado
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esperado de estos saltos (ver [6] y [13]).

Este criterio ha sido estudiado por diferentes autores por métodos y
conjunto de condiciones diferentes; por ejemplo, para el caso de espacio
de estados numerable ver [6], [19] y [23], para el caso de espacio de
estados de Borel ver, por ejemplo, [16], en éste dltimo se considera que
la funcién de costos podria no tener cotas superiores ni inferiores, asi
como el tiempo medio de permanencia se supone acotado y la ley de
transicién es fuertemente continua (ver Condicién 2.2, mas adelante).
En el trabajo de tesis se consideran espacios de estados y acciones de
Borel (ver Apéndice A) al igual que en [16], la diferencia es que en [16]
se trabaja con un conjunto de condiciones diferentes a las presentadas
en esta tesis, ver Condiciones 2.1 y 2.3, més adelante.

Cabe mencionar que la tesis estd fundamentada en [25], en donde
se dan condiciones necesarias para resolver el PCO bajo el método de
dos desigualdades de optimalidad promedio y se garantiza una politica
de control éptima estacionaria. La aportacion de este trabajo de tesis es
dar dos ejemplos de lineas de espera que cumplan con las condiciones
presentadas en el Capitulo 2, y garantizar la existencia de politicas épti-
mas ademads de resolver, los dos ejemplos presentados, numéricamente
bajo ciertos valores en los parametros, esto con la ayuda del softwa-
re Mathematica 8.0, es importante hacer mencién que la mayoria de la
literatura existente para los PDSM no dan ejemplos en donde se resuel-
van numéricamente salvo verificar condiciones y garantizar una politica
optima.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, se presenta un modelo de decision semi-Markoviano
de forma general, asi como el problema de decisién con el cual se trabaja.

En el Capitulo 2, se da un conjunto de condiciones necesarias para
resolver el PCO bajo el criterio de razén de costo promedio, hacemos
énfasis sobre este conjunto de condiciones ya que se usa la técnica de dos
desigualdades de optimalidad promedio (ver [25]) a diferencia de otros,
por ejemplo [16] que trabaja con la Ecuacién de Optimalidad de Costo

Promedio (EOCP) para probar la existencia de una politica estaciona-
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ria 6ptima; se da un conjunto de condiciones aparte de las condiciones
estdndar (i.e., la condicién de crecimiento, la condicién en la ley de tran-
sicién, y la condicién de continuidad y compacidad) como las que se dan
en [13] y [16], se reemplaza la condicién para la ergodicidad geométrica
en [16] por una condicién donde la diferencia relativa de la funcién de
valor 6ptimo descontado se rige por una funcién del tipo Lyapunov (ver
Condicién 2.3, mas adelante). Esta condicién es una generalizacién de la
condicién de ergodicidad geométrica y de las condiciones en [14]. Debido
a que las condiciones presentadas en esta tesis son ligeramente “débiles”
que aquellas en [13] y [16], y, puesto que la condicién de irreducibilidad
en [16] asi como, la condicién de minorizacién en [13] no se han incluido
en este trabajo, no se puede establecer la EOCP para los PDSM. En
vez de esto, se reemplaza la EOCP por dos desigualdades de costo Opti-
mas para los PDSM, y asegurar la existencia de una solucién a las dos
desigualdades usando la transformacién de Schweitzer. Ademads de estas
dos desigualdades se prueba la existencia de una politica estacionaria
6ptima, este capitulo estd basado en [25].

En el Capitulo 3, se ejemplifica la Teoria de los PDSM en dos modelos
de lineas de espera controladas: el primero de ellos controla el parametro
de servicio, el espacio de estados es numerable y el espacio de acciones es
un espacio de Borel, bajo ciertas condiciones sobre el modelo se garantiza
la existencia de una politica estacionaria 6éptima de costo promedio; en
el segundo ejemplo se considera un modelo de lineas de espera M/M/1
con periodos de recesos repetidos en el servidor, donde las longitudes de
estos periodos son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (v.a.i.i.d.) exponencialmente. Se incurren dos costos, uno por
cliente en el sistema y otro cada que el servidor se reanuda, se garantiza
la existencia de una politica que minimiza el criterio de rendimiento.
En ambos casos, se le asignan valores especificos a los pardmetros para
mostrar los costos minimos por operar en cierto estado del sistema, esto
con la ayuda del software Mathematica 8.0, en el Apéndice B se muestran

los codigos de las funciones de valor iterado para cada linea de espera.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Procesos de Decision Semi-Markovianos

En este capitulo se presenta formalmente el Modelo de Decisiéon Semi-
Markoviano (MDSM) en el cual estamos interesados. Se trabaja de mane-
ra general con espacios de estado y acciones de Borel (i.e., un subconjunto
de Borel de un espacio métrico separable y completo, ver Apéndice A),
funciones de costo no acotados y tiempo medio de espera bajo el criterio

de costo promedio (ver, por ejemplo, [9], [10], [16] y [25]).

Definicién 1.1 Un Modelo de Decision Semi-Markoviano (MDSM), es-

tacionario, a tiempo continuo, consiste de una séxtupla

(S, A, {A(s) : s €S}, Q, H, c), (1.1)

donde
= S es un espacio de Borel, llamado el espacio de estados.
= A es un espacio de Borel, llamado el espacio de acciones.

» Para cada s € S, A(s) C A es un conjunto medible y no vacio,
cuyos elementos representan las acciones admisibles cuando el sis-

tema se encuentre en el estado s.



2 1.2. Politicas de Decisién

» La ley de transicion Q(- | -) es un kérnel estocdstico (ver Apéndice
A) sobre S dado K, en donde K :={(s,a) : s€S, a € A(s)} es el
conjunto de pares estado-accion admisible y es un subconjunto de

Borel del espacio S x A.

» H(-|s,a) esla funcidn de distribucion del tiempo de permanencia

sobre R, para cada (s,a) € K.

= ¢ es una funcion de costo, la cual es medible sobre K.

Un MDSM representa un sistema dindmico que evoluciona de la si-
guiente manera: En el tiempo de la n-ésima época de decision, t,, el sis-
tema se encuentra en el estado s, = s y el controlador elige una accion

n

an, = a € A(s), generdndose con ello lo que se describe a continuacién:
= Se incurre un costo (s, a).

= Kl sistema permanece en dicho estado s,, = s durante un tiempo

aleatorio d,1 con distribucién H (- | s,a).

= En el tiempo t,,11 :=tp+0n41 (0 >0, tg := 0), el sistema transita

a un nuevo estado s,+1 = §' de acuerdo a la distribucién Q(- | s, a).
= Finalmente, una vez en el estado s’ el proceso se repite.

En adelante, se considera un modelo de decisién semi-Markoviano

fijo.

Suposicién 1.1 K contiene a la grafica de una funcién medible f : S —

A, de manera que f(s) € A(s), para todo s € S.

1.2. Politicas de Decision

Consideremos el MDSM como en (1.1), se define el espacio de histo-

rias admisibles hasta la n-ésima época de decisién mediante

Ho:=S y H,:=(KxR;)" xS, paran > 1.
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De lo anterior se tiene que un elemento h,, € H,, llamado n-historia,

es un vector de la forma,
hn = (So,ao,él, 81,@1,52, ey Sn—1,an-—1, 5»,“ Sn),
en donde (sk,ax,0k+1) E Kx Ry, parak=0,1,2,....n—1ys, €S.

Definicién 1.2 Una politica es una sucesion © = {m,}, donde cada
T, es un kérnel estocdstico sobre A dado H,,, esto es, cada m, es una
probabilidad condicional m,(- | hy) sobre el conjunto de acciones A(sy,)
dada la historia del proceso h,, tal que satisface m,(A(sy) | hyn) = 1,
para todo h, € H,, yn > 0.

Se denota por II al conjunto de todas las politicas.

Sea I el conjunto de todas las funciones Borel medibles f : S — A tal
que f(s) € A(s), para todo s € S. Las funciones en F se conocen como
selectores del conjunto de valores que mapean s — A(s).

Se denotard a la familia de kérneles estocasticos sobre A dado S,
como P(A |S). Sea ® el conjunto de todos los kérneles estocésticos ¢ en
P(A | S) tales que para toda s € S, se tiene que @(A(s) | s) = 1. Asi, se
tiene que F C .

Bajo la Suposicion 1.1 se observa que el conjunto F es no-vacio.

De manera intuitiva, una politica 7 = {m,} se puede interpretar
definiendo una sucesién {a,} de variables aleatorias sobre A, llamadas
acciones, tal que para cada n-historia, h,, y n > 1, la distribucién de a,,
es (- | hn), lo cual, por la Definicién 1.2, estd concentrada en A(s,,).
Esta interpretacién de 7 se formaliza en la ecuacién (1.3). A continuacién

se introducen varias subclases de politicas.

Observacién 1.1 Se dice que 7(- | h) estd concentrada en g(h) si w(C'|
h) = Ic(g(h)), para cada C € B(A) (ver Apéndice A). Donde Ic es la

funcion indicadora del conjunto C.

Definicién 1.3 Una politica 7 = {m,} € II se dice:
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(a) Markoviana Aleatorizada (Ilryr). Si existe una sucesion {p,}

de kérneles estocdsticos ¢, € ®, tales que,

ﬂ-n(' | hn) = @n(' | 5n)7 (1.2)
para toda h, € H,, yn > 0.

(b) Markoviana Aleatorizada Estacionaria (Ilgg). Si (1.2) se
cumple para un kérnel estocdstico ¢ € ® independiente de n, i.e.,

Tn (- | b)) = @(- | $n), para toda h, € H,, yn > 0.

(¢) Determinista (Ilp). Si existe una sucesion {gn} de funciones
medibles con g, : H,, = A, tales que, para cada h,, € H,, yn > 0, se
tiene que gn(hyn) € A(sn) y mn(- | hn) estd concentrada en g, (hy).

(d) Determinista Markoviana (Ilpys). Si existe una sucesion {f,}
de selectores f, € F tal que m,(- | hy) es la medida de Dirac en

fu(sn) € A(sy), para cada h,, € H,, yn > 0.

(e) Determinista Markoviana Estacionaria (Ilpg). Si existe un
selector f € F tal que mp(- | hy) es la medida de Dirac en f(sy) €
A(sy,), para cada h,, € H,, yn > 0.

Observacién 1.2 w [Ipg Cllgy C I yllps Cllpy C Ip C IL

= Sin pérdida de generalidad, cualquier politica estacionaria ™ =
(f, f,...) seidentificard con f € F.

1.3. Construccion Canonica

Sea (€, F) el espacio medible que consiste del espacio muestral (canéni-
co), Q es el espacio producto (K x R;)* y la correspondiente o-élge-
bra producto F. Obsérvese que un elemento w € € tiene la forma
w = (80, 00,01, 81,01,02,-.,).

A las variables s € S, ar € A(sg) y 0 € Ry, se les llama variables

de estado, accion y tiempo de transicion, respectivamente.
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De acuerdo al Teorema de C. Ionescu-Tulcea (ver Apéndice A), para
cada s € S y cada 7 € II, existe una tnica medida de probabilidad PT
sobre (2, F) y un proceso estocdstico {s,,an,dn+1,n > 0} tal que para
cadat € Ry, B e ®B(A), C € B(S), h, € H, y n > 0 se tiene:

Pl(so=s)=1,
Pr(ayn € B| hy) =70 (B | hy), (1.3)
Pl (snt1 € C | hny an, 0ng1) = Q(C | s, an), (1.4)
Pr(6ps1 <t hn,an) = H(t]| $p,an). (1.5)

Observaciéon 1.3 Para una politica arbitraria = € 11, la variable s,
describe el estado del sistema en el tiempo de la n-ésima transicion (o
época de decision) t, y a, representa a la accion elegida de acuerdo a la
politica . Nétese que en general, el estado s, depende de la evolucion del
sistema en las primeras n—1 transiciones; no obstante en el caso de una
politica estacionaria f, {sn} es una cadena de Markov con probabilidad
de transicion Q(- | s, f(s)), lo cual es una consecuencia de las propieda-
des de esperanza condicional, asi como de (1.4) que se identificard como

la propiedad de Markov (ver [9]).

De aqui en adelante se denota por ET al operador esperanza con

respecto a la medida de probabilidad P .

1.4. Problema de Decision

Cada MDSM estd dotado de funciones reales, llamadas funcién ob-
jetivo o criterio de rendimiento, cuyo fin es medir el comportamiento de
los costos por etapa, como se menciond, se usa el criterio de razén de
costo promedio.

Consideremos un MDSM fijo y un conjunto de politicas II, definamos

el criterio de costo promedio.
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Definicién 1.4 El tiempo medio de permanencia en el estado s cuando

se elige la accion a € A(s) estd dado por
7(s,a) ;:/ tH(dt | s,a). (1.6)
Ry

Definicién 1.5 Se define la razén de costo promedio, para cada s € S

y m € 1I mediante

EY [ZZ;S C(Skva’k):|
J(s,m) = limsup .

msu BT () (L.7)

Observacion 1.4 Usando propiedades de esperanza condicional tene-

mos la siguiente equivalencia, param™ €Il y s €S,

BT [S205 elsnan)]
J(s,m) = limsup — .
noee BT [ZLO T(Sk,ak)}

(1.8)

La expresion (1.8) se sigue de la propiedad de Markov (1.4), ya que

n—1
ET[ty | hp,an] = Zr(sk,ak), (1.9)
k=0
para todo h,, € H,, a, € A(s,) yn >0, tomando esperanza ambos lados
de (1.9) tenemos

n—1

Z 7(5k, ak)] , para todon > 0,
k=0

Ef[tn] = E[ES [tn | hn,an]] = EY

con 041 = tgy1 — tk, para el cual observamos que (1.8) se cumple.

Como se menciond, el PCO consiste en encontrar una politica que

optimice el criterio de rendimiento, se da la siguiente definicién.

Definicién 1.6 La funcion J(s) := infren J(s,7) se llama funcién de
costo promedio 6ptima y una politica 7* € Il se dice de costo promedio

6ptima si J(s) = J(s,7*), para todo s € S.

En el siguiente capitulo se dan condiciones necesarias para demos-

trar el Teorema de Programacién Dindmica para el criterio (1.7), éste
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nos asegura la existencia de una politica Optima estacionaria. Se hace
énfasis sobre este conjunto de condiciones ya que se usa la técnica de dos
desigualdades de optimalidad promedio a diferencia de otros, por ejem-
plo [16] que trabaja con la Ecuacién de Optimalidad de Costo Promedio
(EOCP) para probar la existencia de una politica estacionaria éptima.
En él se da un conjunto de condiciones como la de crecimiento, la condi-
cién en la ley de transicién, y la condicién de continuidad y compacidad,
se reemplaza la condicién para la ergodicidad geométrica en [16] por una
condicion donde la diferencia relativa de la funcién de valor 6ptimo des-
contado se rige por una funcién del tipo Lyapunov. Bajo este conjunto
de condiciones no se puede establecer la EOCP para los PDSM. En vez
de esto, se reemplaza la EOCP por dos desigualdades de costo promedio
Optimas para los PDSM, y asegurar la existencia de una solucion a las dos
desigualdades usando la transformacién de Schweitzer. Ademads de estas
dos desigualdades se prueba la existencia de una politica estacionaria

optima.






Capitulo 2

Razon de Costo

Promedio

En este capitulo se analiza el criterio (1.7), se dan condiciones necesa-
rias que garantizan la existencia de una politica estacionaria 6ptima y se
resuelve a través de dos desigualdades de optimalidad promedio, cuando
el espacio de estados es numerable se tiene la Ecuacién de Optimalidad

de Costo Promedio, EOCP (ver Observacién 2.2 més adelante).

2.1. Condiciones Sobre el Modelo de Con-

trol

Supongamos que S y A son espacios de Borel con o-algebras de Borel
B(S) y B(A), respectivamente. La siguiente condicién conocida como
condicion de crecimiento, nos permiten analizar el PCO con costos no

acotados y a su vez garantizar la finitud de J(s, 7).



10 2.1. Condiciones Sobre el Modelo de Control

Condicién 2.1 Condicion de crecimiento.

(a) Ezisten constantes positivas b, < 1 y una funcidn medible w :

S — [1,00) tales que

/w(s')Q(ds’ | s,a) < Bw(s) +b, para todo (s,a) € K.
s

(b) Ezisten constantes positivas L, 0 y M tales que

le(s,a)] < Lw(s) y 0 <7(s,a) <M, para toda (s,a) € K.

Observacién 2.1 La Condicidn 2.1(a) se conoce como la desigualdad
de Lyapunov (ver [10]).

Lema 2.1 Supongamos que se cumple la Condicion 2.1. Entonces

(a) ET[w(sy)] < p w(s) + 1;(3; b, para todon >0, se€S ym eIl

(b) |J(s,m)| < ﬁ, para todo s € S y w € 1L

Demostracion. (a) Por induccién. Paran = 0 es trivial. Ahora supénga-
se que se cumple (a) para algin n > 1. Entonces por (1.4) y por la

Condicién 2.1(a) tenemos

ES [W(Sn11)|hns G,y Ong1] = w(SI)Psﬂ(dslmnv Uy Ong1)

/
_ /Sw(s’)Q(ds’|sn,an)
< Bw(sy,) + b,

que junto con la hipdtesis de induccién, implica que

Ef[w(snt1)] < EJ[Bw(sn) +b] = BE [w(sn)] + b

=B w(s) + 11__6;17 +b
_ ﬁn—Hw(S) " 1-— Bn+1 b

1-p
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y asi, la parte (a) se cumple.

(b) Se sigue de la Condicién 2.1(b) y la parte (a) que

ES [ZZ;S C(Sk,ak)]
|J(s, )| = limsup -
n—oo  RT { Z:O T(Slm ak)}

n—1
ET
S lim sup k=0 s [’U)(Sk,)]

n— o0 no

n—1 _ pk
< lim sup L Z [ﬁkw(s) + 1-8 b}
k=0

n—oo MO 1-— ,B
L [1-p" bn bL
< limsup — w(s) + = ,
nmpne[lﬂ =) 15] -5
para todo s € S y w € I, por tanto, se concluye la prueba. O

Para asegurar la existencia de una politica 6ptima, se necesita la
siguiente condiciéon estandar de continuidad y compacidad, la cual es

ampliamente usada (ver [9], [10], [16], [19] v [23]).
Condicién 2.2 Condicion de continuidad y compacidad.

(a) A(s) es un conjunto compacto, para cada s € S.

(b) Para cada s € S, la ley de transicion Q(- | s,a) es fuertemente
continua en a € A(s), i.e., para cada funcion medible y acotada u

sobre S, se tiene que

[utshe@s 5.0

S

es una funcidn continua en a € A(s).

(c) Para cada s € S, la funcidn c(s,a) es semi-continua inferiormente
(L.s.c por sus siglas en inglés, ver Apéndice A) en a € A(s), y las
funciones 7(s,a) y [sw(s')Q(ds' | s,a) son continuas en a € A(s),

donde w es la funcion definida en la Condicion 2.1.
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2.2. Transformacion de Schweitzer

La trasformacién de Schweitzer se ha utilizado ampliamente para
estudiar la existencia de politicas éptimas en los PDSM bajo el criterio
de costo promedio, para el caso de espacios de Borel, ver [16] y para el
caso de espacios de estados numerable, ver [5] y [22].

Esta transformacién se utiliza para pasar del modelo estudiado a
tiempo continuo a un modelo a tiempo discreto, con el cual se podra
resolver el PCO con el criterio de costo descontado y asi asegurar la
existencia de una politica éptima estacionaria. Se introduce dicha trans-
formacion.

Sea p € (0,0), con 6 como en la Condicién 2.1, definamos a la funcién

¢: K — Ry el kérnel estocéstico Q sobre S dado K mediante

. - p p
= . = . 1-— 55 )
its.0) = S0 Qls.a) = — L Qs+ (1- =L 60
(2.1)
para todo (s,a) € K, donde §,(-) es la medida de Dirac concentrada en

el estado s (ver Apéndice A).

Asi, se obtiene un modelo de decision de Markov a tiempo discreto

de la siguiente manera:

(S,A, (A(s): s € S},Q(~|s,a),é(s,a)).

Por lo tanto, para cada m € Il y s € S, nuevamente por el Teorema
de C. Ionescu-Tulcea, existe una tnica medida de probabilidad }5;7 SO-
bre ((S x A)>,B((S x A)*°)) asociado con el PDM a tiempo discreto.
Anélogamente, denotamos por ET al operador esperanza con respecto a
la medida P7.

Para dar la ultima condicién, necesitamos algunos resultados relacio-
nados con el criterio de costo descontado (ver, por ejemplo, [3] y [19])
para el PDM.

Para cada factor de descuento « € (0, 1), definimos el costo descon-

tado esperado V,,(+|-) y su correspondiente funcién de valor éptimo para
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el PDM de la siguiente manera

,  VZ(s):= inf V,(s,7),

« mell

Va(s, ) := ET [Z a"¢(sn,an)
n=0

paras € Sy w € IL
Una politica #* € II se dice 6ptima (a-descontada) si y sélo si
Va(s,m*) = VX (s), para todo s € S (ver [3]).

Tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.2 Supongamos que se cumplen las Condiciones 2.1 y 2.2, en-

tonces

(a) |Va(s,m)| < ﬁw(s) + (1_;’)%71]\{5)%, para todo o € (0,1), s €S

ymell

(b) Para cada o € (0,1), existe una politica optima fo, € F (que de-
pende de o) tal que Vo (s, fo) = V7 (s), para todo s € S.

Demostracion. (a) De (2.1) y de la Condicién 2.1(a) se tiene que

Jutsataston = [wi)|Lsaastsa + (1 L) o)

7(s,a) 7(s,a
= e Jreneusisa + (1=l futo
(2.2)
< o) w0+ (1wl
sl NCRE s

que junto con la Condicién 2.1(b) se llega a que
. 1-— b
/Sw(s')Q(ds’|s7a) < (1 - (j\f)p> w(s) + %,

para todo (s,a) € K. Ahora, por el Lema 2.1(a) tenemos que

ETw(s,)] < (1 _ “‘Mmp) w(s) + 1114;07
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que junto con la Condicién 2.1(b) se obtiene que

LOQ 'n/'ﬂ'
Ve 52:: Eflw(s)l = 5= i g e

luego, se cumple la parte (a).

(b) Para cada s € S y cada funcién medible y acotada u sobre S,
por (2.1), (2 2)yla Condicién 2.2, ¢(s, a) es inferiormente semi-continua
ena € A(s), y fsu(s)Q(ds'|s,a) y [;w(s)Q(ds'|s,a) son continuas en
a € A(s). Por tanto, la parte (b) se sigue del Teorema 8.3.6 en [10] y de
(3] O

Las Condiciones 2.1 y 2.2 garantizan la existencia de una politica
oOptima estacionaria a-descontada, sin embargo, para asegurar la exis-
tencia de una politica éptima para el criterio de costo promedio, se ne-
cesita dar otra condicién aparte de las Condiciones 2.1 y 2.2, para esto
se introduce el concepto de norma ponderada.

Sea w : S — [1,00) una funcién medible, denotamos por B, (S) el
espacio lineal normado el cual consiste de todas las funciones medibles

u: S — R con norma finita, definida por

o L)
seg w(s) ’

|t [|owi=
esto es, B, (S) := {u| ||ul|w < o0}

Condicién 2.3 Ezxisten dos funciones vy, vy € By, (S) y un estado § € S

tales que
01 (8) < ho(s) <w3(s), para todo s€S y « € (0,1),

en donde ho(s) := V2 (s) — VZ(5), a la funcién ha(s) se le conoce como

la diferencia relativa de la funcion de costo descontada dptima V}(s).

La Condicién 2.3 es similar a aquellas en [9], [19] y [23] para el PDM

a tiempo discreto. Cabe mencionar que la funcién v] en la Condicién
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2.3 puede no ser acotada inferiormente, y asi h,(-) también puede no ser
acotada inferiormente. Sin embargo, la correspondiente h,(-) en [9], [19]
y [23] si se supone acotada inferiormente.

Para verificar la Condicién 2.3 damos algunas condiciones suficientes,
para esto introducimos la siguiente notacién.

Para cada f € F y el estado § (con § como en la Condicién 2.3),

consideremos la variable aleatoria
o5 :=nf{n > 0|s, = §} con ff := oo,

que es el tiempo de la primer entrada al estado § del proceso {s,, n > 0}

definido por Q(-|-, f(+)).
M4s atin, para cualquier funcién medible no-negativa I(s, a) sobre K,

denotamos por

U‘gfl

Uﬁ(s,l) = FEf Z l(sk,f(sk))l , paratoda s# 8y f €T,
k=0

al costo total esperado del primer paso desde cualquier estado inicial s
al estado § bajo la cadena de Markov definida por Q(-|-, f(-)).

Sea M el conjunto de las funciones medibles no-negativas u : S\ {§} —
R U{oo}. El siguiente resultado se utiliza con el objetivo de proporcionar

una condicién suficiente para la comprobacién de la Condicién 2.3.

Lema 2.3 Supongamos que Psf(ag < o00) =1, para cada f €F y s # 8.

Entonces, tenemos

(a) U]‘f(s,l) es la solucion no-negativa minima en M a la siguiente

desiqualdad:
(s, f(s)) +/ u(s)Q(ds'|s, f(s)) < u(s), para todo s # 3.
S\{s} (2.3)

(b) Si existen funciones medibles no-negativas u, T € B, (S), y una

constante L > 0 tales que

(s, f(s))] < Lu(s) .y
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v(s) + /S\{*} u(s")Q(ds'|s, f(s)) <T(s), para todo s # 3,

entonces, EI [22261 |é(sk,f(sk))|} < Lu(s), para toda s # 8.

Demostracion. (a) Para cada s # sy f € F, como (s, f(s)) > 0,

para toda s € S, tenemos

os;—1
Z l 8k7 Sk 1

=FE] Zf{as>k}l(8k,f(8k))
= lim / , VP (s #£ 5,0 < m < k—1,s;, € ds'),
’HWZ s\{5}

donde Ip es la funcién indicadora del conjunto B, la ultima igualdad se

obtuvo aplicando la definicién de esperanza.

Para cada n > 0, definamos

Z/ 18", f(SNPS (s # 8,0 <m < k—1,s;, € ds').
s\{s}
(2.4)

Entonces, tenemos que

Un(5,f) < Unga(s, f) vy lm Un(s, f) = Up(s,1). (2.5)

n— oo

Adicionalmente, definamos un operador T sobre M de la siguiente

manera:

Tu(s) :=1I(s, f(s)) +/ u(s)Q(ds'|s, f(s)),
S\{s}
para toda u € M. Entonces, tenemos que

Un+t1(s, f) =TUy(s, f), paratoda n > —1, en donde U_q(s, f):=0.
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En efecto, por (2.4) y cdlculos directos tenemos que
Un+1 (8’ f)

n+1
:Z/ (s, f(s )P (s # 5,0 <m <k — 1,5, € ds')
S\{3}

n+1

—|—Z/ NP (s # 5,0 <m < k—1,s; €ds')
S\{3 }
n+1
:l(svf(s))—’_Z/S'\{ }Z(S f( )) [I{Gm;ﬁe 0<m<k— 1ek€d9’}]
n+1 R )
) + Z/\{ , )E!B! U1s,.#8,0<m<k—1,speds'} | 1]

n+1
SCIOIEDY L] /S 6 56)

X Pl (sm £ 8,0<m<k—2 s, € ds’)} O(ds"|s, f(s))

S

n

=g+ [ > | [ 1656

X Pl (sm #8,0<m<k—1,s € ds’)}@(ds’ﬂs,f(s))
U, f6) + [ U PS5 £5)
s\(5}
— TU, (s, f).

Por tanto, haciendo n — oo en (2.6), por (2.5) y el Teorema de la

Convergencia Monétona (ver Apéndice A) tenemos lo siguiente

U(s.) = s £ + | 1 VDl F(5), paatoda 5 45

lo cual nos da (2.3). Sea u € M una solucién arbitraria de (2.3). Entonces
u(s) > Up(s, f), paratodo s#§y n>-—1. (2.7)

En efecto, (2.7) es trivial para n = —1. Supongamos que (2.7) se cumple

para n > 0, luego, por (2.6) obtenemos que

u(s) = Tu(s) = TU, (3, £(5)) = Unsa (s, f), (2.8)
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asf, (2.7) se cumple. Haciendo n — oo en (2.8), tenemos u(s) > Uj(s, 1),

para todo s # §, luego la parte (a) se cumple.

(b) Se sigue de la condicién inicial y la parte (a) que

os;—1 o;—1
8|52 o st | <8 [ S o) oot + 5
k=0 k=0
lo cual concluye la prueba. O

En el siguiente lema se dan condiciones equivalentes a la Condicién
2.3.

Lema 2.4 Bajo las Condiciones 2.1 y 2.2, cada una de las siguientes

condiciones implican la Condicion 2.3.

(a) (La condicién de ergodicidad w-geométrica uniforme.) Para cada
f €F, existe una medida de probabilidad 11y sobre S tal que, para
cada u € B, (S), s€S, n=1,2,...,

@@ 16 [t <l s,

en donde las constantes positivas R yn < 1 son independientes de
[y Q™(Bls, f(s)) := P/ (s, € B), para B € B(S).

(b) (b1) Existe un conjunto de Borel C C S y una constante A1 € (0,1)
y k>0, tales que
/w(s’)Q(d8’|s,a) < Mw(s) + klc(s),
]
para todo (s,a) € K ysup,cc w(s) < oo, en donde Ic(-) es la

funcion indicadora del conjunto C.

(b2) Existe una constante positiva € € (0,1) y una medida de pro-
babilidad p concentrada sobre el conjunto de Borel C' tales que
Q(D|s,a) > eu(D), para cada conjunto de Borel D C C, x €
C yacA(s).

(c) (c1) Existe una medida de probabilidad v sobre S y una constante

Ao € (0,1), que cumple: Para cada f € F existe una funcidn
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medible no-negativa 0 < Iy < 1 sobre S, tal que para cada
s€S y BeB(S), se tiene

(1) Q(B\&f(s)) > lf(S)V(B)'
(ii) v fs Jw(ds') < ooy infp [(1f(s")v(ds') >0
i) fg QUds'ls, £(5)) < Asw(s) + Ly (s)w(w).

(c2) Existe una medida o-finita v sobre S para la cual, para cada
f € F la cadena de Markov definida por Q(:|-, f(+)) es -
irreducible, esto es, si B € B(S) es tal que (B) > 0, entonces
para cada s € S existe n > 0 para la cual Q™(B|s, f(s)) > 0,
donde Q"(Bls, f(s)) :== P{(s, € B).

(d) (d1) Emiste una constante A3 € (0,1) tal que

Q({8}]s, f(s)) > A3, para todo s# 5y f€F.

(d2) Existen funciones medibles ui,v1 € B, (S), y una constante

L1 >0, tal que

lc(s, f(s)] < Lyvi(s),
v1(s) —|—/ ) u1(s")Q(ds'|s, f(s)) < wui(s), para todo s +# 3.
S\{s}

Demostracion. (a) Se sigue del Lema 2.2 que para cada a € (0,1),
existe una politica estacionaria éptima a-descontada f, € F tal que

Va(s, fa) = VI (s), para toda s € S. Asi, tenemos

[ha(s)] = Vi (s) = Va(3)]

=]Ez:a S 05, fuls))| - 1 ia"é<sn,fa<sn>>]\
n=0 n=0

Efa é Sn,fa(sn))] - Ega [é(snvfa(sn))]

)

S
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que junto con la condicién en la parte (a) y la Condicién 2.1(b), nos lleva

o0

s ol g [Confalsn)) | pra | €lsn, falsn))
ot < Y| |donloloal] _ gy {T(sn,fa<sn)>}‘
< %Za” E£“ [w(sn)] — Ej:” [w(sny)] ’
n=0
L = n "N AN / _ "N AN /A A
= 5 20| [ @l 1ulo) — [ @15 10062
L = n "N AN / ’ /
= 57;04 /Sw(s )Q" (ds |37fa(3))+/gw(s Viig(ds')

—émwwww—éwwm%w&mww

L - n n n 3
<3 > a(|wllw By w(s) + [[wllw Ry w(3))
n=0
RL &
< LS oy fufs) + w(s)
n=0
RL
< 1+ w(8)]w(s) =: v5(s),
y asi, la Condicién 2.3 se cumple con vi(s) := f%[l + w(8)]w(s).

(b) Por (2.1) y la parte (b) tenemos

Jutastsn ==L [ueslsg + (1= ) u)

s 7(s,a) Js 7(s,a)
p
< (5.a) [Mw(s) + klc(s)] + <1 — G, a)) w(s)
< pA1w(s)

INA
7 N
—
|
e

—~
[
S
>
S~—
~_
—
S—
+
e}
~
—
®
:_/

para todo (s,a) € K, y Q(D|s,a) > ﬁQ(DLS,a) > fep(D), para
cada D C C, s € C y a € A(s), lo que junto con el Teorema 2.3 en
[17] tenemos que para cada f € F la cadena de Markov definida por
Q(|-, f(-)) es ergédica w-geométrica uniforme. Por tanto, (b) implica

(a), v asi, se llega a la Condicién 2.3.
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(c¢) Por el Lema 5.5 en [16] y por el Teorema 7.3.10 en [10], se con-
cluye que para cada f € F la cadena de Markov definida por Q(-|-, f(-))
es ergddica w-geométrica uniforme. Por tanto, (¢) implica (a), y asi, se

llega a la Condicién 2.3.

(d) Para cada s # sy f € F, por (d1) y (2.1) tenemos que

QU F(5)) 2 =5 QUsHs. /()

Lausils o) = 22 >0 (29)

vV

Asi

)

Pl(sp #8,1<k<n)< (1 - /;\/[/\3> , paratoda n>1, (2.10)

en efecto, por (2.9) se llega a que

Pi(sk#8)=1-QU3}s, (s) < 1- 22,

luego se cumple (2.10) para n = 1. Supongamos que (2.10) se cumple

para n > 1. Entonces, por (2.9) y la hip6tesis de induccién se obtiene

que

Pl(sk#81<k<n+1)=El[I{ ss1<k<nt1}]
= EZ[ [I{ék§é§ 1<k<n+1}|hna f(sn)H
ff{sk¢s1<k<n}[1 — Q({5}5n, F(sn))]]

E
A
g( pg)Pfsk7ésl<k<n)

PA3
(-5

luego, se cumple (2.10). Por lo tanto, I:’Sf(ﬂz"zl{sk # 8}) =0, lo cual nos
da P! (0s < 00) = 1, para todo s # § y f € F. Méas atn, por (2.1) y la

condicién (d2) tenemos

Lyvi(s)
(s, f(s))

, para todo s #§.

<
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—

Sea u(s) := ulés y (s) := T(ZT](CZ))' Luego, por (2.1)

o)+ [ a)Qs s 1 (5)
S\{s}

_ U1(S) ul(sl) s|s s _ p ul(s)

= L e s+ (1 )

05, () . F)) ) o
uils) 1 e (NO(ds s, F(s)) — (s ()
=6 ) T e 1) /S\{g} QU s, ) = iy T

lo que, junto con la condicién (d2) conlleva a que

v(s) —l—/ u(s))Q(ds'|s, f(s)) < uis) _ u(s), paratodo s # 5.
S\{s} P
Por lo tanto, por el Lema 2.3 se tiene que

ogs;—1

B|X |é<sk,f<sk>>|] < Zhus(s), paratodo s £ 5y f€F. (211

Maés ain, obsérvese que para cada f € Fy s # §,

- /S Mo asts, fs) =1+ p—ﬂiu — QU5 £(5)

\{5} PA3
crp 2 (1) 2
PA3 M PA3

que, junto con el Lema 2.3 obtenemos lo siguiente

M

Ellog] < . bara todo s# 38y f eF. (2.12)
PA3

Por otro lado, se sigue del Lema (2.2) que para cada a € (0,1),

existe una politica estacionaria éptima a-descontada f, € F tal que

Va(s, fo) = VI (s), para todo s € S. Asi,
ha(s) = Va(s, fa) = Va(3, fa)

= Ega Zané(snzfoz(sn))] - Va(é’fa)
Ln=0

[o:—1 oo

= Ega Z a”e(sn, f(sn)) _|_E£a Z a"e(sn, fa(sn)) | = Val(5, fa)
L n=0 n=os
_O'gfl

+ El*[a% = 1Va(3, fa),

=Bl | Y a"é(sn, f(sn))
L n=0
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lo que junto con la desigualdad 1 — a?¢ < (1 — a)os implican que

os—1

|hal(s)] < Bl [j{j|é<sn,f;<sn)) + (1= a)|[Va(3, fo)|EL*[o5]. (2.13)
n=0

Ma3s atn, por el Lema 2.2 se tiene que

bLM
m, para todo «a € (O, 1) (214)

Por lo tanto, de (2.11)-(2.14) tenemos que

(1 - @)Va(s. fu)] < Gu(d) +

14 LM bLM?
ho(s)| < —ui(s) + ——w($ —&—7::1)*5,

luego, se cumple la Condicién 2.3 con vi(s) := —[%ul(s) + HLp]‘;ﬁ w($) +

bLM?
T B)prst? - 0

La condicién (b) de Lema 2.4 es la misma que en [13] y [14], mientras
que la condicién (c) es la misma que en [16]. Como se puede ver, las
condiciones (a) y (b) implican la condicién de ergodicidad, por tanto,
el Lema 2.4 indica que las condiciones usadas en [13], [14] y [16] son

suficientes para que se cumplan la Condicién 2.3 y la de ergodicidad.

2.3. Existencia de Politicas ()ptimas

El objetivo de esta seccion es probar la existencia de una politica
estacionaria 6ptima bajo el criterio de costo promedio, como se dijo en
la parte introductoria no podemos usar la EOCP puesto que las con-
diciones dadas aqui son ligeramente mas débiles que las ya existentes
(ver, por ejemplo, [13] y [16]), para probar esto se reemplazard la EOCP
por dos desigualdades de optimalidad promedio y asegurar la existencia
de una solucién a estas dos desigualdades usando la transformacién de

Schweitzer.

Lema 2.5 Bajo las Condiciones 2.1, 2.2 y 2.3, existen una unica cons-

tante §, dos funciones iﬁ, il; € By (S), y un politica f € F, que satisfacen
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las dos desigualdades de optimalidad promedio:

g+hi(s) < inf {c 5, a) /h* Q(ds'|s, a)} (2.15)

a€h(s)

g+ hy(s)> it {cs a /h2 Ods|s, a)} (2.16)

a€h(s)
= dls. o) + [ B()Qa s ). (217)
para todo s € S.

Demostracion. Sea § como en la Condicién 2.3, y sea {a,} cualquier
sucesion creciente de factores de descuento tal que «,, — 1 cuando n —
oo. Por el Lema 2.2(a), (1 — a,)V;; (3) esta acotado, para n > 1. Por
consiguiente, existe una subsucesién, {ay}, de {a,,} v una constante g

que satisfacen lo siguiente

lim (1 —ax)Vy, (8) = g, bl = limsup hg, (s). (2.18)

k—o0 k—o0

Como |hg, | < |vF] + |v5], h% pertenece a B, (S) (por la Condicién
2.3), retomando que hq(s) = V2 (s) =V (8), del Teorema 8.3.6(a) en [10]

tenemos que

acA(s)

(1 =)V (8) + ha(s) = min {é(s, a)+ a/ha(s’)Q(d3’|g, a)} ,
s
para todo s € S, lo que conlleva a que
(1 —ar)Vy, (8) + ha, (s) < é(s,a) —&—/ozkhak(s’)é)(ds’\s,a), (2.19)
s

para todo s € Sy a € A(s). Por la extensién del Lema de Fatou (ver
Apéndice A), haciendo k — oo en (2.19) y por (2.18) se llega a que

+ hi(s) < é(s,a) /h* Q(ds'|s, a),

para todo s € S, a € A(s), lo cual se cumple (2.15).

Ahora veamos (2.16). Sea

hs(s) = lim inf i, (s) € Bu(S),
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para cada s € S, siempre que
h5(s) = lim g4, (s), en donde
k—oo
Joy (8) :=Inf{hq, (s) : m >k} < hy, (),

para toda k > 1. Similarmente, del Teorema 8.3.6(b) en [10] y como

hay, = ga,, se obtiene que
(1 —=ax)Vy (3) + ha, (s) = min {é(s, a) + ak/hak(sl)Q(ds/|s, a)}
S

> min {ets.0)+ ar [ g0, (001500}
(2.20)

Como a1 > ar >0y Jarir — Jai = Jay, — Yo, = 0, se observa que
los limites

i min {(;(s,@ +an [0~ 00, () Qs 0

k—00 acA(s)

lim min {6(5,(1)+ak/sgak(s')Q(ds/s,a)} (2.21)

k—00 a€A(s)

existen. Ahora, por (2.18) y (2.20)

g+ hi(s)> lim min {6(8,@)+ak/sgak(s/)Q(ds'|s,a)}. (2.22)

T k—oo a€A(s)
Por otro lado, para cada k > 1 fijo, por la Condicién 2.2, existe
ar(s) € A(s) (que depende de k y de s) tal que

min {é(s,a)+ak/Sgak(s’)Q(ds’|s,a)}

a€A(s)

— &(s, an(s)) + /S G ()O(d'|5, ax (5)). (2.23)

Puesto que A(s) es un conjunto compacto, existe una sub-sucesion,
{ak,(s)}, de {ax(s)} tal que el limite lim;_, o ag, (s) existe; lo denotamos
por a'(s) € A(s). Se observa que ||ga,llw < [|[V5]lw + [|V3]|w, Para todo

k > 1, de la Condicién 2.2(b), (2.21)-(2.23), y la extensién del Lema de
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Fatou se tiene que

g+ hi(s) > lim min { é(s,a) +ak gak (s ’)Q(ds’|s,a)}

i—00 a€A(s)

= lim min [ s, ak,; (8)) + ag, /Sgaki(SI)QA(dS/|S7Gki(S))]

i—00 a€A(Ss)

> é(s,a/(s)) + [ hi(s)Q(ds']s,d'(s))

S

> min {c s,a) /h* Q(ds'|s,a (s))}
a€A(s)

Asi, se cumple (2.16). Més aun, (2.16) junto con el Teorema de Se-
leccién Medible (ver [10]) implican la existencia de f € F satisfaciéndose

(2.17), luego, se completa la prueba. O

Ahora se demuestra el teorema sobre la existencia de una politica

6ptima de costo promedio.

Teorema 2.1 Bajo las Condiciones 2.1, 2.2 y 2.3, se cumplen los si-

guientes incisos.

(a) Ezisten una dnica constante g*, dos funciones hi, h € By (S), y
una politica estacionaria f* € F, que satisfacen las siquientes dos

desigualdades de optimalidad promedio:

()< inf {c<s,a> ~g'rs.a)+ [ hf(s’)@(dsws,a)} ,

a€A(s
(2.24)
hi(s) > aeﬁggs) {c(s, a) —g*7(s,a) + / h3(s")Q(ds'|s, a)} (2.25)

=c(s, f*(s)) —g*7(s /h* Q(ds'|s, f*(s)),
(2.26)
para todo s € S.

(b) g* = inf crn J(s,m), para todo s € S.

(c) Cualquier politica estacionaria f € F que cumpla con el minimo
en (2.25) es dptima, y ast f* en (2.26) es una politica estacionaria

optima de costo promedio.
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Demostracion. (a) Sea g* := §, hi(s) := phi(s), y hi(s) := phi(s),
para todo s € S. Claramente hj, h3 € B, (S). Entonces por (2.1) y (2.15)

tenemos

_dsa) 1 / h’l‘(s’)Q(ds’s,aH/l)(l— L ) (s)

7(s,a)  7(s,a) Js

1
> g* + —hi(s), paratodo (s,a) € K,
p

lo cual implica (2.24). Andlogamente, por (2.1) y (2.17) se tiene que

lo cual implica (2.25). Més atn, (2.25) junto con el Teorema de Seleccion
Medible (ver [10]) aseguran que existe f* € F que satisface (2.26), luego,

se completa la prueba de la parte (a).

(b) Para cadam € Iy s € S de (2.24) se tiene que

hi(sk) < c(sk,ar) — g*1(sk, ar) + /h*{(s’)Q(ds’\sk,ak),
s

para todo s; € S, ar € A(sk) y k > 0, lo que junto con (1.4) tenemos

que
EZ[hi(sk)] < ET[c(sk, ar) — "7 (sk, ar) + hi(sk+1)]; (2.:27)

para todo k > 0. Consecuentemente, sumando (2.27) sobre k = 0,1,...,n—

1, obtenemos que

hi(s) < ES + EShi(sn),

n—1
ZC (Sksak ] -9 E7

=0

n—1
E T Sk, ak
k=0
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para todo n > 1, asi

ETh*(s,) — ht
g [Zk 0 c(sk; ar)] 4 s i(sn) i(s) , para todon > 1.

Er[YZo(skan)] BT 0 sk ax)]

(2.28)
Por el Lema 2.1, tenemos que
<t VEEREG0) ~Fi(s)
n=voe B[y 0T, T(sk ak)]
1 n * *
i [QEFBE () |
n—00 nf nb(1 — pB)
= 07
lo que junto con (2.28) se llega a que
g* < J(s,m), paratodose€ Sy ell
Por tanto,
g < J*(s) = inf J(s,m), paratodo s € S. (2.29)

mell

Similarmente, por (2.26)

h3(sk) > c(sk, [ (sk)) — g 7(sk, f*(sk))
+ [l ). (20)
S

para todo s € S y k > 0. Similarmente como en la prueba de (2.28), por
(2.30) se obtiene que

g s B iy loe 150 | EL h(n) = B3(s)
~ B S (s fo ()] B[00 sk £ (1))

para todo n > 1. Notemos que

. (231)

o — R
o< i IELHsn) = 15C0)
o0 BE Y020 m(sk, £+ (s1)]
@+ B8RS lew(s) | bllAS]|w
<1
< Mo 0 T e - )

=0,
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y haciendo tender n — oo en (2.31), obtenemos que
g* > J(s, f*), paratodose€S. (2.32)

De (2.29) y (2.32), g* = J(s, f*) = infren J(s,7), para todo s € S, luego
se cumple la parte (b).

(c) La parte (c¢) se sigue inmediato de los incisos (a) y (b). O

Observacién 2.2 (a) Las dos desigualdades de optimalidad promedio
(2.24) y (2.25) son una generalizacion de las dos desigualdades de
optimalidad promedio en [8] para PDM a tiempo discreto y de la
EOCP en [13], [14] y [16] para PDSM (ver [25]).

(b) Cuando S es numerable, el argumento de diagonalizacién estdndar
(ver [8]), nos ayuda para mostrar la existencia de una subsucesion
{ha,(8)}, tal que el limite h* := limy_,o0 ha, (8) eziste, para todo
s € S. Por tanto, se tiene que hi(s) = h5(s) = h*(s), para todo
s €S, consecuentemente las desigualdades (2.24) y (2.25) coinci-
den, y ast la EOCP se obtiene (ver [8] y [25]). Para los ejemplos
del Capitulo 3, se considera el espacio de estados numerable por lo

cual la EOCP se cumple.

2.4. Metodologia

A continuacién se explica la metodologia a seguir para resolver el

PCO en el caso semi-Markoviano. Los pasos se describen a continuacién:

= Se considera un modelo de decision semi-Markoviano fijo, estacio-

nario, a tiempo continuo.
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» La transformacién de Schweitzer; (ver Subseccién 2.2) se usa para
asegurar la existencia de politicas éptimas estacionarias para los
PDSM (ver [5] y [19]), bajo esta transformacién se pasa de un

modelo en tiempo continuo a un modelo a tiempo discreto.

= Con el modelo discreto se resuelve el PCO con el criterio de costo
descontado, (ver, por ejemplo, [3] y [19]), también conocido como

el factor de descuento desvaneciente.

= Una vez resuelto el PCO bajo el criterio descontado, se regresa
al modelo original, esto haciendo tender al factor de descuento

desvaneciente a uno.



Capitulo 3

Ejemplos

En este capitulo se ejemplifica la teoria de los PDSM junto con el
criterio de rendimiento que se estudié en el Capitulo 2, conocido como

la razon de costo promedio.

Se estudian dos modelos de linea de espera; el primero de ellos es un
modelo de colas en donde el pardmetro del servicio esta controlado, la
variable del estado representa el niimero de clientes en el sistema. En el
segundo ejemplo se considera a una linea de espera con recesos contro-
lados. Es importante mencionar que, en el primero ejemplo, el espacio
de acciones se considera de Borel y en el segundo se toma un conjunto

compacto. El espacio de estados es numerable para ambos casos.

Se verifica que existe una politica estacionaria éptima de costo pro-
medio en ambos casos para valores especificos en los pardmetros y se
muestran los costos minimos por operar en cierto estado del sistema,
asi como la politica que minimiza el criterio de rendimiento, esto con la
ayuda de Mathematica 8.0, en el Apéndice B se muestran los cédigos de

las funciones de valor iterado para cada ejemplo.

31
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3.1. Linea de Espera con Servicios Contro-

lados

3.1.1. Descripcion del Modelo

Consideremos una linea de espera con control sobre el pardmetro de
servicio, la variable del estado denota el niimero de clientes en el sistema.
Asi, el espacio de estados estd representado por S := {0,1,2,...}. Los
tiempos de interarribos son independientes e idénticamente distribuidos
de manera exponencial con pardmetro A* > 0, mientras que los tiempos
de servicio son independientes de los tiempos de arribo y siguen una
distribucién uniforme sobre [0, u*], donde el pardmetro p* esté controla-
do. El agente controlador puede cambiar tinicamente el servicio cuando
se complete uno de éstos o bien cuando haya un arribo y el sistema se
encuentre vacio. Cuando el sistema estd en el estado s = 0, natural-
mente no se necesita ningun servicio. Cuando el sistema se encuentre en
el estado s € {1,2,...}, suponemos que el agente toma una accién de
un conjunto dado A(s) := [u], ud] con pb > ui > 0. Asi, se obtiene el

espacio de acciones de la siguiente manera,

0}, s =0,
a4

(Wi w3l s€{1,2,...}, pus>pi>0.

Ma3s aun, el sistema se incurre en un costo de almacenamiento de tasa
¢1(s) por unidad de tiempo cuando hay s clientes en el sistema, y un costo
de tasa cz(a) por unidad de tiempo por haber elegido el pardmetro de
servicio a.

Se formula este sistema como un PDSM. La ley de transiciéon Q(-|s, a),
la distribucién del tiempo de permanencia H(+|s,a) y la funcién de costos

estan dadas de la siguiente manera:
Q(1/0,0) = 1, (3.1)

y para cada s > 1y a € A(s),
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—A*tywgns’ —s41
Lpoe 2 QO " g 5 >s—1

3

Q(s'|s,a) =4 *7° (s7=s+1)! (3.2)
0, e.o.c.
l—e Nt s=0,a=0,1t>0,
H(t]s,a) = { L, s>1,aeA(s), telo,a, (33
0, e.o.c.
L[e1(0) + c2(0)], s=0,a=0,
I ECORTX0) o
%[cl(s) + Cg(a)]a €.0.C.
Observacién 3.1 » La ley de transicion Q(s'|s,a) dada en la ecua-

cion (3.2) nos representa la probabilidad de pasar del estado s al
estado s’ y haber elegido la accidn a. Esta sigue una distribucion

Poisson con pardmetro A*t.

» La distribucion del tiempo de permanencia H (t|s,a), ecuacion (3.3),
para s =0,a=0yt >0, es igual a la distribucion acumulada de
la exponencial con pardmetro \*t. Para s > 1, H(t|s,a) sigue una
distribucion uniforme en [0,a]. En cualquier otro caso H(t|s,a) es

nula.

= La funcion de costos depende de la suma de las tasas por unidad
de tiempo cuando hay s clientes en el sistema y por haber elegido

el pardmetro de servicio a, ¢1(s) y ca(a), respectivamente.

El objetivo es encontrar condiciones que garanticen la existencia de
una politica estacionaria éptima de costo promedio. Para esto, considére-

se el siguiente conjunto de condiciones.

(C1) Las contantes X*, pf y pb satisfacen 0 < pi < pb < 2(631»*'

(C2) La funcidn ca(a) es continua en a € [uf, psl.

(C8) Existe una constante positiva L* tal que |c1(s)| < L*(s + 1), para
todo s € S.
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Bajo las condiciones anteriores, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1 Bajo las condiciones (C1), (C2) y (C3), el sistema
de colas descrito anteriormente satisface las Condiciones 2.1, 2.2 y 2.8.
Por tanto, por el Teorema 2.1, existe una politica estacionaria dptima

de costo promedio.

AT usle—1) _q
M pie(e—1)

s € S. Por la condicién (C1), tenemos 0 < 5 < 1. Verifiquemos primero

Demostracion. Sea [ := b:=ey w(s) = e° para todo

la Condicién 2.1. De (3.1) tenemos que

Z w(s")Q(s')0,0) = e < Bw(0) + b.

s’eS

Ademsds, por (3.2) tenemos que, para todo s > 1y a € A(s),

1 v s’ —s+1 (/\*a)kfl v
Q(s'|s,a) = )\*a(l —e Ny~ Z T Ma g >s5—1. (3.5)
k=1

Por tanto, para todo s > 1y a € A(s), se sigue de (3.5) que

>~ |1 S (Ara)h!
> w(sQ(ss,a) = > e mufﬂ DEEDY Teﬂ
s'eS s'=s—1 k=1
0 s’ —s+1 *
-3 Lo xa 3 Ma)" | —xa
A*a k!
s'=s—1 k=0

_ 1 —A*a _s—1 — (A*a)k n
N 2.2
k=1n=0
1 s (P =1D(\a)*
A*ae ; (e — 1)k! ()
1 Aafe—1)
= e 1 . 3.6
T Jo(s) (36)
Para cada s > 1, sea
1 .
z(a) := e [e* =D _ 1], para todo a € A(s).
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Calculando la derivada de la funcién z(a), obtenemos

dz(a) e/\*a(e—l)

praiale: - Da M(e—1)a+ e N (e=Da _ 1], para todo a € A(s),
a e(e —1)a

lo que junto con la desigualdad 1 —e™™ < m, para todo m > 0 tenemos
que dil—(;) > 0, para todo a € A(s). Asi, por (3.6) se llega a que

1 -
> w(s)Q(s|s, a) < W[& #ae=l) —1Ju(s) < Buw(s) + b,

s’eS
(3.7)

asi, se sigue la Condicién 2.1(a).

Por otro lado, de la condicién (C2), existe una constante ¢* > |c2(0)|

tal que |ca(a)| < ¢*, para todo a € [u}, p3]. Sea L := L*/\tq*. Entonces,
por (3.4), las condiciones (C1)y (C3) se obtiene que
le(s,a)] < L(s+1) < Lw(s), para todo (s,a) € K.
Luego por (3.3)
L s=0ya=0,
T(s,a) = (3.8)

lo que junto con la condicién (C1) nos lleva a que

X 1
% <7(s,a) < o para todo (s,a) € K,

y asf se cumple la Condicién 2.1(b).

Por la descripcién del modelo, (3.5), (3.6), (3.8) y la condicién (C2),
se observa que la Condicién 2.2 se cumple.

Finalmente, para verificar la Condicién 2.3, sea C := {0,1}, A\ :=
B, k=0b, u(-) :==01(") y € = mingepr s {x (1 —e M) —e ).

Entonces, por (3.1), (3.6) y (3.7) se obtienen

Z w(s)Q(s'[s,a) < Bw(s) + klc(s), para todo (s,a) € K,
s’eS

Q(Dls,a) > eu(D), paratodoD C C, s€ Cyac A(s),

lo que junto con el Lema 2.4(b) hacen que la Condicién 2.3 se cumpla,

lo que concluye la demostracion. g
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3.1.2. Transformacién del Modelo

Como se dijo con anterioridad, la transformacién de Schweitzer nos
permite trabajar con el modelo descontado para encontrar politicas 6pti-
mas.

De (2.1) y (3.8) se obtienen fcilmente el costo y la ley de transicién
transformados.

¢1(0) + ¢2(0), s=0, a=0;

é(s,a) =
c1(s) +ca(a), s>1, acA(s),

Q(1]0,0) = Ap,

para s’ >s—1
Q(s'|s, a) = ApQ(s'|s,a) + (1 — Ap) Iy (s).

Ahora veamos el criterio de costo descontado, del Lema 2.2 (con-
secuentemente de [10]) tenemos que las funciones de valor iterado se

definen de la siguiente manera, para « € (0, 1),

oo
vn(s) = aIEnAl,(ri) é(s,a) + 5/21 Un_1(s")Q(ds']s,a)| , (3.9)
paratodon > 1y s €S, con vy(-) :=0.
El Teorema de Programacién Dindmica establece, entre otras cosas,
que la sucesién {v,} converge geométricamente en la w-norma a la fun-
cién de valor éptimo, V*, (ver [10]).

De (2.1), (3.5) y (3.9) se tiene que, para s > 1,

v, (s) = min {cl(s) +co(a) + « i Vn—1(s") {Ap(}\ia(l eV

a€A(s) o)

'—s+1 _
N ()‘*a’)k 16—A*a
k!

)+ =)L)} (3.10)

k=1
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3.1.3. Aproximacion Numérica al Valor C)ptimo Pro-
medio del Modelo

A continuacién se presenta un ejemplo numérico del modelo descrito
en la Seccién 3.1.

Para esto, sean

ci(s):=5 y caa) :=a?

esto para fines de dar el ejemplo con funciones concretas.

Ejemplo 3.1 La Tabla 3.1 muestra los costos de wvalor iterado, para
n > 0, junto con la accion a que depende de la funcion de costos iterada

vn($), la cual minimiza los costos por estar en el estado s.

00(1), ue(1) | v0(2); Gugz) | V0(3), Qo) <o+ V0(8); Quy(s)
v1(1), @y, 1y | v1(2), avy2) | v1(3); au,(3) v1(8); @y, (s)
U2(1)7 Ay (1) 7}2(2)7 Aoy (2) 1)2(3)7 Aoy (3) UZ(S)v Aoy (s)
U3(1)7 Qs (1) ’U3(2), Ays(2) U3(3)> Apg(3) - - - U3(S)7 Qs (s)
Un(l)v Ay, (1) ’Un(Q), Ay, (2) Un(?’)a Ay, (3) - -+ Un(S), Ay, (s)

Tabla 3.1: Funcién de costos de valor iterado.

Usando el software Mathematica 8.0, se aproximaron los valores v,
dados en (3.10). En el Apéndice B se muestra el cédigo para el Ejemplo
3.1, se dan valores especificos a los parametros para encontrar la politica
o6ptima. Es importate mencionar que para resolver el criterio de costo
promedio debemos elegir & muy cercano a 1, en el Apéndice B se toma
a = 0.98 para este caso.

En la Tabla 3.2 se muestran los costos minimos por operar en el
estado s € {1,2,3} hasta la décima iteracién junto con la accién a que
minimiza dichos costos. Anédlogamente, en la Tabla 3.3 se muestran los

costos minimos por operar en los estados s = 4 y s = 5 hasta la décima
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iteracién junto con la accién que los minimiza.

v (1) a v (2) a vn(3) a
0 0 0 0 0 0
1.00002 0.0574786 | 2.00002 0.0574786 | 3.00002 0.0574786
1.08614 0.0574786 | 2.17541 0.0574786 | 3.27111  0.147992
1.09355 0.0574786 | 2.19079 0.0574786 | 3.29552  0.152817
1.09419 0.0574786 | 2.19214 0.0574786 | 3.29772  0.153292
1.09425 0.0574786 | 2.19226 0.0574786 | 3.29791  0.153341
1.09425 0.0574786 | 2.19227 0.0574786 | 3.29793  0.153345
1.09425 0.0574786 | 2.19227 0.0574786 | 3.29793  0.153346
1.09425 0.0574786 | 2.19227 0.0574786 | 3.29793  0.153346
1.09425 0.0574786 | 2.19227 0.0574786 | 3.29793  0.153346
1.09425 0.0574786 | 2.19227 0.0574786 | 3.29793  0.153346
Tabla 3.2: Costos de los primeros tres estados hasta la décima
iteracion.

Recordemos que el Teorema de PD establece que la sucesién de fun-
ciones de valor iterado converge a la funcién de valor éptimo (ver [3]),
esto es, que

lim v, (s) =V*(s),

n—oo

(3.11)

es decir, para todo € > 0, existe N € Ntal que si n > N entonces
| vn(s) = V*(s) I< 5.

Luego
() — v (5) 1<] w(5) = V2 (3) |+ [ vca(s) = V() [< 5+ 5 =
(3.12)

Observemos que conforme n aumenta los costos v,(s) se acercan a
su valor 6ptimo V*(s) a partir de la iteracién n > 4. Ahora, si e = 0.01
podemos observar de las Tablas 3.1 y 3.2 que se cumple (3.12) para este
ejemplo. Del Lema 2.5, tenemos que A* = 1imy_ o0 (1 —ay) V5 (3), cuando

« es cercano a 1, los minimizadores a se estabilizan a partir de n > 4.
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v, (4) a U (5) a

0 0 0 0
4.00002 0.057478 | 5.00002 0.057478
4.37003 0.186861 | 5.47376 0.186861
4.40411 0.186861 | 5.5184  0.186861
4.40724  0.186861 | 5.52259 0.186861
4.40753 0.186861 | 5.52298 0.186861
4.40755 0.186861 | 5.52302 0.186861
4.40755 0.186861 | 5.52302 0.186861
4.40755 0.186861 | 5.52302 0.186861
4.40755 0.186861 | 5.52302 0.186861
4.40755 0.186861 | 5.52302 0.186861

Tabla 3.3: v,(4) y v.(5) para n € {0,...10}.

A manera de conclusion del Ejemplo 3.1 se calculan y muestran los
costos hasta la décima iteracién y a partir de ésta, dichos costos se acer-
can a su valor éptimo V*(s) mostrando la accién que los minimiza en
cada etapa. Para este caso, de las Tablas 3.4 y 3.5 se deduce la siguiente
regla de decisién, f*(s) = 0.0574786 para s € {1,2}, f*(s) = 0.153346
para s =3y f*(s) = 0.18681 para s € {4,5}.
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3.2. EIl Modelo M/M/1 con Recesos

Los sistemas de colas con recesos han sido estudiados en [4] y [24], es-
tos modelos se pueden clasificar en dos categorias: los modelos en donde
al servidor se le permiten recesos multiples y modelos donde el servidor
puede ser extraido. En el primer caso, la duracién de un receso es condu-
cido por un proceso externo (esto es, los periodos de receso son v.a.i.i.d.,
ver por ejemplo, [7] y [15]), mientras que en el segundo caso, el tiempo
de receso es impulsado por el proceso de llegada (ver [11]). En ambos
casos, el servidor puede ser apagado en cualquier etapa de culminacién
de servicio de un cliente y puede ser activado sélo en una etapa de lle-
gada de un cliente en el caso del servidor extraible, y sélo al final de un

periodo de receso en el caso de recesos repetidos.

3.2.1. Descripcién del Modelo

Consideramos un sistema de colas M /M /1 en donde el servidor atien-
de a los clientes hasta que la cola se vacia, y después toma un receso de
tiempo arbitrario. Al volver de este periodo, el servidor puede o bien
seguir apagado o puede ser activado, siempre que la cola no se encuen-
tre vacia. Las longitudes de estos recesos son variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas. Suponemos que los procesos de
tiempos de interarribos, los de servicios y de tiempo de receso son inde-
pendientes entre si. Sean 1/X, 1/p y 1/v el tiempo medio de interarribos,
el tiempo medio de servicio y el tiempo medio de recesos, respectivamen-
te. Asumimos que un costo v > 0 se incurre cada vez que el servidor se
reanuda.

Para formular el problema de control como un Proceso de Decisién
semi-Markoviano, tenemos que introducir méas puntos de observacién.
Concretamente, vamos a suponer que el sistema se observa en cada arri-
bo, en cada finalizacién de servicio y en cada tiempo de salto de un
proceso Poisson V, independiente de los procesos de entrada y de servi-
cio, con parametro v. El proceso V desempena el papel de un proceso de

receso virtual en el sentido de que, si se produce un salto en V cada vez



3.2. El Modelo M/M/1 con Recesos 41

que el servidor estd en reposo, entonces este salto puede tomarse como el
tiempo de finalizacion del préximo receso. Esto se sigue de la propiedad
de pérdida de memoria de la distribuciéon exponencial, la independencia
de los tiempos de llegadas, de servicios y el proceso V, y el hecho de que
el tiempo medio de interarribos para el proceso V es el mismo que el
tiempo medio de recesos. En cada punto de observacién que corresponde
a un salto en V, una decision serd tomada ya sea en reanudar o no el
servidor (siempre que la cola no esté vacia). Esto se deduce de la des-
cripcion del problema de control y de la definicion del proceso virtual V.
En todos los deméas puntos de observacion, se tomaran acciones ficticias
que no afectaran el comportamiento del sistema.

El Proceso de Decisién semi-Markoviano se construye tal que el esta-
do del proceso en la n-ésima época de decisién t,,, n € N, esté represen-
tado por una terna ordenada (X, Y, Z,) € N x {0,1}2, donde X,, es
la longitud de la cola al tiempo ¢, Y, € {0,1} describe la actividad del
servidor al tiempo t,, esto es, Y,, = 1 si el servidor esta activoy Y,, =0
si estd en reposo y Z, = I(1,ev), es decir, Z, =1 si ¢, es un tiempo de
salto del proceso V y Z, = 0, en caso contrario.

El PDSM se construye de la siguiente manera. Sea S := N x {0, 1}?
el espacio de estados, y sea A(z,y,z) C A ={0,1} el conjunto de todas
las acciones disponibles cuando el sistema se encuentra en el estado s =

(x,y,2) € S. Asumimos que

Az, 1,1)={1}, x>1;

1}, x> 1,
A(z,1,0) = i
{0}, x=0;
0,1}, x>1;
A(z,0,1) = 0.1

{0}7 r =
A(z,0,0) ={0}, x>1,

donde la accién 1 (respectivamente 0) se toma si la decisién es reanudar

el servidor (apagar respectivamente). Notemos que los tnicos estados
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cuando més de una accién estd disponible son los estados (z,0,1) con
x > 1, esto es, cuando ocurre un salto en V (z = 1), el servidor estd en
reposo (y = 0) y que la cola no esté vacia (x > 1). En los demds casos,
la definicién de una sola accién disponible es arbitraria.

Sea Q(- | s;a) la distribucién de probabilidad del siguiente estado
visitado por el sistema dado que se encuentra en el estado s = (z,y, 2) €
S y la accién a € A(x,y, z) se elige. Las probabilidades de transicién

estan dadas por

Qxr —1,1,0] z,1,1;1) = p/B, x> 1;
Q(x+1,1,0|z,1,1;1) = A/, x> 1;
Qz,1,1]2,1,1;1) =v/p, x>1;
Qxz—1,1,0|z,1,0;1) = u/B, x> 1
Qx+1,1,0 | x,1,0;1) = \/B, x> 1;
=v/B, x> 1

Q(0,0,1]0,1,0;0) = v/(A + v);

)
)
Q(x,1,1] x,1,0;1)
)
Q(1,0,0 | 0,1,0;0) = A\/(A +v);

Qx —1,1,0 | 2,0,1;1) = 1/B, x> 1;
Q(z+1,1,0|2,0,1;1) = A/, x>1;
Q(x,1,1]2,0,1;1) =v/8, x> 1
Q(x+1,0,0]|2,0,1;0) = A/ (A +v), zeN;
Q(z,0,1]2,0,1;0) =v/(A+v), z eN;
Q(z+1,0,0|2,0,0;0) = N/ (A +v), T 2>1;
Q(x,0,1]2,0,0;0) =v/(A+v), rz>1,

donde B := A+ pu+v.
Definicién 3.1 Sean s = (z,y,2) € S y a € A(x,y, 2), definamos

c(s,a) = xz+y(1 —y)z-I11y(a), (3.13)
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donde 7 es el costo que se incurre cada vez que el servidor se reanuda y
Ir1y(a) es la funcién indicadora de {a = 1}, es decir, toma valor uno si

a =1y cero en otro caso.

Distribucién del tiempo de servicio.

Denotemos por f la tasa de servicio para cada estado s dado la accién

a. Sean s = (z,y,2) € Sy a € A(s), entonces

Bsay={" 21y z€{0,1} a=1
s,a) =
Atv, (z,y,2) €S, a=0;
asi,
e Pt z>1, y,2€{0,1}, a=1;
H(t|s,a)= o 2h preiol) (3.14)

sigue una distribucion exponencial con pardmetro g parax > 1y a =1,
y con pardmetro A + v en otro caso. De (1.6) y de (3.14) se tiene que
el tiempo medio de permanencia estd dado de la siguiente manera, para

sES,

r(s,a) =3 ” : (3.15)

Ahora se procede a la transformacién de Schweitzer, esto para ana-
lizar el caso descontado y poder asegurar la existencia de una politica

estacionaria 6ptima para el modelo.
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3.2.2.

SOS

De (2.1) y
para el modelo M/M/1 del Ejemplo 3.2,

o)
—~
5!3

S
~

I

0 e.o.c.,

recordando de (2.

1 »
Mo 88

elige p =
Q(Ii 15170 ‘ 93,].,1,1) = P,

Q(x—i—l,l,O | 2,1,1;1) = pA,

Q(Z’,l,l ‘ .’L',l,l,l) _PV+ (1 _pﬂ)a

Q(zx—1,1,0 | x,1,0;1)
Q(x+1,1,0] z,1,0;1)
Q(x,1,1] 2,1,0;1)
)
)

Pl
PA
v,

0(0,0,10,1,0;0) = pv;
(100|0,1,00 = p);

Q(I—l,
Q(z+1,1,0] 2,0,1;1

1,0 | z,0,1; Pl

1) =

)= pA

Q(z,1,1|,0,1;1) = pv,

Q(z41,0,0 | z,0,1;0) = pA,
)

Q(x,0,1]2,0,1;0) = pv + (1 — p(A + 1)),

Q(z+1,0,0],0,0;0) = pA,
Q(x,0,1]2,0,0;0) = pv,

(
B(x+7)7 ($7O71)? 1“2
(

Transformacién del Modelo M/M/1 con Rece-

(3.13) se obtienen la funcién de costos y la ley de transicién

1) que, p € (0,6), con # como en la Condicién 2.1. Se
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Sea (x,y,2) €S, x > 1y a € Ax,y, 2), a partir del Lema 2.2 y del

Teorema 4.1 en [3] tenemos que, para « € (0, 1)

Viz,1,1) = i c(x, 1,15
10 = iy {110

ta Y VLY, QW Y. 1L a)}

(x',y’,2")€S

como a € A(z,1,1) = {1}, para x > 1, entonces de (3.16) tenemos que
é(x,1,1;1) = Ba,
asi
Ve, ,1) =8z +a|V(x—1,1,0)ppu + V(x 4+ 1,1,0)pA
+V(z,1,1)(pr +1—pB)|, (3.17)

con B := A+ u + v. Similarmente se deducen las siguientes ecuaciones

de optimalidad.

V(z,1,0) =aupV(x —1,1,0) + arpV(x + 1,1,0)
+ avpV(z,1,1), para x > 1; (3.18)

V(0,1,0) = aXpV (1,0,0) + arpV(0,0,1); (3.19)
V(0,0,1) = aXpV(1,0,0) + avpV (0,0, 1)
+a[l — p(A+v)|V(0,0,1); (3.20)
para x > 1,
V(z,0,1) = min {(A + )z + apV (@ + 1,0,0) + avpV (z,0,1)
afl — p(A+ )]V (2,0,1); B(z + ) + appV (z — 1,1,0)

+arpV(x+1,1,0) + avpV(z, 1, 1)}; (3.21)
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V(z,0,0) = aXpV(z+1,0,0) + avpV (z,0,1) paraz >1.  (3.22)

A continuacién se reducird el numero de incégnitas involucradas en
el conjunto de ecuaciones (3.17)-(3.22).

Primero, combinando (3.19) y (3.20)
V(0,0,1) = V(0,1,0) + a[l — p(A + )]V (0,0,1), (3.23)
despejando V (0, 1,0) de (3.23)
(1 —all - p(A + y)])V(O, 0,1) = V(0,1,0). (3.24)
Sustituyendo (3.24) en (3.19)

faJra)\pV

1
V(1,0,0) = Y (0,0, 1). (3.25)

Ahora, sustituyendo (3.18) y (3.22) en (3.21) se obtiene

V(z,0,1) = min {()\ )2V (2,0,0) + a1 — p(A + )V (z,0,1);

Bz +7) + V(z,1, O)} para z > 1.
(3.26)

Introduciendo (3.26) en (3.22) para « > 1
V(z,0,0) =a\pV (z + 1,0,0) + (apr) min {(A + )z + V(2,0,0)
+a(l— ph+ )V (2,0,1); Bla + ) + V(a, 1, o)}. (3.27)
Observemos de (3.17) y (3.18) que
V(z,1,1) = Bz +V(x,1,0) + (1 — pB)V(x,1,1) para z > 1,

de aqui que
pBV (x,1,1) = Bz + V(x,1,0). (3.28)

Finalmente, introduciendo (3.28) en (3.18), para « > 1

V(z,1,0) = aupV(x—1,1,0) + arpV(z+1,1,0) + % Bx+V(x,1, 0)} )
(3.29)
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La expresién (3.29) define una ecuacién en diferencias de orden dos,

quedando como sigue

<1 - O‘;) V(z,1,0) = avz + arpV(z + 1,1,0) + appV (z — 1,1,0).
(3.30)
Resolviendo la ecuacién en diferencias (3.30). Primeramente veamos
que la solucién general a la ecuacién (3.30) estd dada de la siguiente

forma
V(z,1,0) = affy + 65 + cx + d, (3.31)

con 1 y B2 raices del polinomio caracteristico (en z)

—(aXp)2® + (1 — O/ZBV) z— app,

con 0 < 31 < 1< Bs. La ecuacién (3.30) se puede ver como

—aipV(x+1,1,0) + (1 - Og/) V(z,1,0) — aupV(x —1,1,0) = avz.
(3.32)

Encontremos la solucién a la ecuacién homogénea

—arpV(z+1,1,0)+ <1 — Og) Vi(z,1,0)—aupV(zx—1,1,0) = 0. (3.33)

La ecuacién caracteristica de (3.33) estd dada de la siguiente forma
—apz? + (1 - aﬁy) z—app =0. (3.34)

Supdngase que (1 y B2 son soluciones a la ecuacién (3.34), luego la

solucién general de (3.33) es
V(x,1,0) = aB? + bpL. (3.35)

Para el caso no-homogéneo, se propone una solucién particular, di-
gamos

V(x,1,0) = cx + d, (3.36)

sustituyendo (3.36) en (3.32) se tiene que

—a)\p(c(x—l-l)—i—d)—l—(l - a;) (cx+d)—app(c(z—1)+d) = avz, (3.37)



48 3.2. El Modelo M/M/1 con Recesos

de (3.37) se obtienen
cx <<1 - og) —al\p — aup) = avz,

—aAp(c+d) + (1 - Og) d+ aup(c—d) =0.
Despejando se llega a que
av

Czlfa<%+>\p+up)’ (3:3%)

g oA —p)
1fa(%+)\p+up)
Asi, la solucién general de (3.32) es la suma de (3.35) y (3.36), lo
cual se llega a (3.31).

(3.39)

V(,1,0
Observemos que %

es uniformemente acotada en N, podemos
ver de (3.31) que necesariamente b = 0 pues 3 > 1. Para encontrar el

coeficiente ¢ usamos como condicién inicial z = 0, de (3.31) se tiene

2

)\_

V(0,1,0) = a4 — POl (3.40)
1fa(%+)\p+up>

luego sustituyendo (3.24) en (3.40) se llega a que

_ —all — v vp(p =) .
a—<1 [1=p(r+ )])V(O’O’1)+1—a(§+kf)+uﬂ)

Finalmente

V(. 1.0) =(1 - alt = p(A + )] V(0,0,1) + — 2=
-« (% +Ap+ pp

av - a?vp(\ — ) .
1—a<%+/\p-‘rﬂp) 1—a<%+/\p+ﬂp)

)Bf

+ (3.41)
En la siguiente seccién se presentan los resultados obtenidos al hacer
la programacién de los costos V,,(x,y, z) obtenidos en esta seccién, esto

con la ayuda del software Mathematica 8.0.
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3.2.3. Aproximacion Numérica al Valor C)ptimo Pro-
medio del Modelo M/M/1 con Recesos

La matriz que se muestra a continuacién contiene los costos V,,(z, y, 2)

ordenados de la siguiente manera

Vn(m507 O) Vn(m7 ]"0) V/n/(m707 1) Vn(m7 ]" 1)

Las Tablas 3.4 y 3.5 muestran los costos minimos V,,(x,y, z) en for-
ma de matriz, como se dié anteriormente, se programan en Mathematica
8.0, paran = {1,2,5,10}, y se le dan valores especificos a los pardmetros
a=.98 A=1/5 u=1/2, v=1/2, y =1y m = 10. Recordemos que
a tiene que elegirse muy cercano a 1, esto con el fin de resolver el caso

promedio.

n=1 n=2

0.702 0.3965  1.000 1.418 1.362 0413 1.416 1.413
1.200 1.902  2.000 @ 3.402 2.361 1952 2.833  3.402
2.650 2900  3.000 @ 5.400 3.353  2.950  4.250  5.400
3.203  3.900 4.000  7.400 4.345 3.950 5.667  7.400
4.527 4900  5.000  9.400 5.337 4950 7.083  9.400
5.965 5900 6.000 11.400 | 6.329 5.950 8.500 11.400
6.470 6.900 7.000 13.400 | 7.320 6.950 9.967 13.400
7.860 7.900 8.000 15.400 | 8314 7.950 11.333 15.400
8.400 8900  9.000 17.400 | 9.306 8.950 12.750 17.400
9.430 9.900 10.000 19.400 | 10.298 9.950 14.167 19.400

Tabla 3.4: Costos V,,(z,v, z) de las primeras dos iteraciones.

Del Teorema de PD se tiene que la sucesién de funciones de valor
iterado converge a la funcién de valor éptimo, ver (3.11), esto es, para

todo e > 0, existe N € N tal que si n > N entonces | V,,(s) =V*(s) |< 5.
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Luego
| Va(s) = Vaoa(s) [S[ Vals) = V() | + [ Vaoa(s) = V7(s) [< e (3.42)

Note que cuando n aumenta, los costos V,(s) se acercan a V*(s).
Ahora, si € = 0.01 se observa de las Tablas 3.4 y 3.5 que se cumple
(3.42) para este caso.

n=>5 n =10

1.392  0.416  2.105 1.416 1.392  0.419 2.105 1.416
2.391  1.956 3.988  3.400 2391 1960 3.988  3.400
3.389 2953 5.840  5.000 3.389 2,953 5.840  5.400
4.387  3.956 7.758  7.400 4.387  3.960 7.758  7.000
5.386  4.958 9.644  9.400 5.386  4.960 9.644  9.400
6.384 5.954 11.566 11.400 | 6.384 5.954 11.566 11.400
7.380 6.951 13.108 13.000 | 7.380 6.953 13.108 13.000
8.381 7.952 15.290 15.400 | 8.381 7.954 15.290 15.000
9.379 8953 17.193 17.400 | 9.379 8958 17.193 17.400
10.377  9.958 19.635 19.400 | 10.377 9.960 19.635 19.000

Tabla 3.5: Costos V,,(z,y, z) de la quinta y décima iteracién.

Elegir, por ejemplo, s; = (3,0,0), de las Tablas 3.4 y 3.5 podemos
observar que Vi(s1) = 2.650, Va(s1) = 3.353, Vs(s1) = 3.389, Vip(s1) =
3.389, asf que, conforme n aumenta, los costos V,,(s) van acercdndose a
V(s), esto es, que conforme n crece, los costos por operar en el estado s;
se acercan a su valor 6ptimo, si e = 0.01 se observa que se cumple (3.42).
Andlogamente se analizan los demas estados. De las Tablas 3.4 y 3.5 se
observa que a partir de la décima iteracién el algoritmo se estabiliza a su
valor correspondiente a cada estado (z,y,2) € S, esto es, que se acercan

a su valor 6ptimo.



Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis se trabajo con la teoria de los Procesos de Decisién Semi-
Markovianos aplicado a lineas de espera controladas. El criterio que se
utiliz6 para evaluar la calidad de las politicas fue el criterio conocido
como razén de costo promedio.

En el trabajo se consideran dos ejemplos de lineas de espera contro-
ladas en donde el espacio de estados es numerable para ambos casos y el
espacio de acciones es de Borel para el primero de ellos y en el segundo
ejemplo se considera el espacio de acciones compacto. En cada ejemplo
se encuentra una estrategia 6ptima de operacién para generar los costos

minimos por operar en cada estado del sistema.

En el Capitulo 1 se presentd la teoria bésica relacionada, de forma
general, a los Procesos de Decisién Semi-Markovianos junto con el crite-

rio de optimalidad con el cual se trabajo.

En el Capitulo 2 se dieron condiciones necesarias para resolver el
problema de control éptimo y se presenta el Teorema de Programacién
Dindamica que nos garantiza la existencia de una politica 6ptima estacio-

naria de costo promedio, este capitulo estd basado en [25].

51
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En el Capitulo 3, se ejemplificd la teoria de los PDSM en dos mo-
delos de lineas de espera controladas: en el primero de ellos se controla
el pardmetro de servicio, el espacio de estados es numerable y el espa-
cio de acciones es un espacio de Borel, se garantizé la existencia de una
politica estacionaria 6ptima de costo promedio bajo ciertas condiciones
sobre el modelo; para el segundo ejemplo se consideré un modelo de
lineas de espera M /M /1 con periodos de recesos repetidos en el servi-
dor, se garantiza la existencia de una politica que minimiza el criterio de
rendimiento. Para determinar una estrategia éptima de operacién se le
asignaron valores especificos a los pardmetros con el fin de mostrar los
costos minimos por operar en cierto estado del sistema, esto se hizo con

la ayuda del software Mathematica 8.0.

Es importante hacer menciéon que en la mayoria de la literatura re-
lacionada con los PDSM sélo se estudia la parte tedrica, es decir, se dan
condiciones necesarias para resolver el problema de control y se garanti-
za una politica éptima estacionaria gracias al Teorema de Programacién
Dindmica. En este trabajo se estudia la teorfa que estd basada en [25] pa-
ra garantizar politicas 6ptimas estacionarias, la aportacién de esta tesis
es presentar dos ejemplos de lineas de espera en el contexto de la teoria
de los PDSM que cumplan con las condiciones presentadas en el Capitu-
lo 2 y garantizar la existencia de politicas éptimas estacionarias, estos
ejemplos se resuelven numéricamente para encontrar los costos minimos
por operar en cierto estado y accién, esto con la ayuda Mathematica 8.0,

para valores especificos en los pardmetros.
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Como trabajo a futuro se hacen las siguientes propuestas:

(a)

Considerar el criterio de rendimiento conocido como time average
cost y hacer un estudio analitico sobre el mismo, ver qué condicio-

nes son requeridas para resolver este criterio.

Hacer un analisis comparativo entre ambos criterios, razén de costo
promedio y time average cost, a su vez, observar cémo se comportan

los costos 6ptimos para ambos principios.

Proporcionar las condiciones necesarias para probar que ambos
criterios son equivalentes en el sentido de que ambos conducen a

la misma ecuacién de optimalidad.






Apéndice A

Resultados Auxiliares

A.1. Definiciones

Definicién A.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, la minima o-dlgebra
de subconjuntos de X que contiene a todos los conjuntos abiertos en
X es la o-dlgebra de Borel, es decir, la o-dlgebra generada por 7. La

denotaremos por B(X).

Asi, cuando se hable de conjuntos o funciones medibles, se entenderan

como Borel-medibles.

Definiciéon A.2 X es un espacio de Borel, si X es un subconjunto de
Borel de un espacio métrico separable y completo. Un subconjunto de

Borel de un espacio de Borel es por si mismo un espacio de Borel.

Definicion A.3 Un kérnel estocdstico definido sobre X dado Y es una

funcion Q(- | -) tal que:
1. Q(- | y) es una medida de probabilidad en X para cada y €Y.

2. Q(B | ) es una variable aleatoria (funcion medible) en' Y para cada
B e B(X).

Definiciéon A.4 Sea X wun espacio mélrico y v una funcion de X a

R U {400} tal que v(z) < oo para al menos un punto v € X.
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v se dice semicontinua inferiormente (l.s.c. por sus siglas en inglés), en
el punto v € X si

hnrgltgf v(xy) > v(x),

para cualquier sucesion {x,} en X que converja a x. La funcidn v se

dice l.s.c si lo es en cada punto de X.

Definicion A.5 Una medida de Dirac es una medida 6, sobre un
conjunto X definida para un x € X y cualquier conjunto (medible) A C
X por

0 z&A,

1 €A,

0z (A) = La(z) =

donde 14 es la funcion indicadora de A.

A.2. Teoremas Auxiliares

Teorema A.1 (de C. Ionescu-Tulcea)
Sea Xg, X1, ... una sucesion de espacios de Borel y, para cada n € N,
definase
Y, =X x Xy X -+ xX,

Y::XOXX1X~-~.

Sea v una medida de probabilidad arbitraria en X, 11 y, para cada
n €N, sea Qn(dxni1 | yn) un kérnel estocdstico sobre X,,11 dado Y.
Entonces existe una inica medida de probabilidad @Q, sobre Y tal que,

para cada rectangulo medible By X --- x B, en Y,,

Qu(Bo x - x By) :/B v(d:co>/B Qoldar | xo)/B Qu(dez | 20, 1)

anl(dxn | Zo, - - - vl.nfl)'
B’IL

Mads aun, para cada funcion medible no-negativa u en Y, la funcidn

- / () Qs (dy)
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es medible sobre Xg, donde Q. denota a Q, cuando v es la probabilidad

concentrada en x € Xg.
Demostracion. Ver [1]. O

Teorema A.2 (de la Convergencia Mondtona)

Sea (X,B, 1) un espacio medible y g1, 92, - .-, g, h funciones medibles

(a) Si gn > h para toda n, donde [ hdp > —00, y gn 1 g, entonces

/ Gndp T / gdyu.
X X

(b) Si gn < h para toda n, donde fX hdp < 00, y gn | g, entonces

/ gndp | / gdp.
X X

Demostracion. Para una demostracién ver [1]. O

Lema A.1 (una extension del Lema de Fatou)
Sea {u,} un sucesion acotada en B, (S), esto es, existe una constante
K tal que ||uy||w < K para toda n, y defina

ul(s) := h;lniicgfu”(s), y u’(s) = h’mﬁsupu,(s).

Entonces para cada s € S y cualquier sucesion {a™} en A(s) tal que

a™ — a en A(s), tenemos

liminf/un(s’)Q(d8’|s,a") > /uI(s’)Q(dS'|s,a),

n—oo

lfmsup/un(s')Q(ds’|s,a”) < /us(s’)Q(ds’\s,a).

n—oo

Por tanto, si u, — u (esto es, ul =u”), entonces

lim [ un(s")Q(ds'|s,a™) = /u(s’)@(ds'|5,a).

n—oo

Demostracion. Ver [10], (pag. 48) O






Apéndice B
Caddigos

Los siguientes cédigos se realizaron en el programa Wolfram Mat-
hematica 8.0, estos muestran los costos minimos bajo ciertos valores
especificos en los pardmetros, por operar en los primeros 5 estados, para

los dos ejemplos presentados en el Capitulo 3.

B.1. Cédigo Para el Ejemplo 3.1

s=50;

a = 0.98;

A = RandomReal|[s];

a = RandomReal[1];
= RandomReal {2 =
= RandomReal [u2] ;

p = RandomReal [£];

vo = Table[0, {4, 1, s}];

m = 100;

A

Do|

vp(xs,a.) =
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x + a’+
5 —exp(a(— — exp(a(— ax\)F—1
oSy (o[l (0 x p) (A0 — Syt explaliplash)il )

Iy =, (1= A p).0]) ).
v, = Table [Minimize [{v,[¢, a], p1 < a < pat,a] [[1]], {4, 1, s}]
2
{n,1,m}]

Do [Print [v;], {i,0,m}]

B.2. Programa Para el Ejemplo 3.2

a = 0.98;

p=1/2

A=1/2;

v=1/2;

B=p+X+v;

p=1/(B+1);

v=1

¢ = Min [1 Q*V+\/(172(::*):*p4m o *)\*u 1- o‘*"7\/(1:2(1%0’:*))2\;p4*a2*p2*)\*u ;

1—a+ta*xAx
V1,00 = —aV0 0,1

ax\kp
Vor0=(1—-a(l—pA+v)))* Voo
_ a4 vtpr(pu—2N) T axv
Veroled =Vor0+ ((1—a(g+l)()\+/t))) ¢ —a(5+p(Atn)) ot

o®+vtpx(A—p)
(17a(%+p(/\+u)))

Vealz i 7Tpl*%[$]
101[ MZTL[()\*I*[L)SC#’VLO’()*FO[(]. 7,0()\+I/))V070,1,

1=
1=

Bl +7) + Ve olel]
1=

V00l axApxVigo+axpxvxVyoi[z]
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