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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Panorama General

Este trabajo trata sobre Procesos de Decisién Semi-Markovianos, los
cuales son modelos matematicos para sistemas dinamicos en los que los
tiempos entre transiciones son aleatorios; vea, por ejemplo, [5], [13] y
[24]. Una caracteristica esencial de un proceso de decisién es la presencia
de un agente, llamado el controlador, o tomador de decisiones, que se
encarga de aplicar una accién (control) cada vez que el sistema com-
pleta una transicién. Tal intervencién tiene como propdsito optimizar el
funcionamiento del sistema incidiendo en las probabilidades con las que
se puede transitar de un estado a otro y, en el caso semi-Markoviano,
afectando la distribucién del tiempo de retenciéon en un estado al com-
pletarse una transicién. Los procesos semi-Markovianos que se estudian
en este trabajo tienen conjunto de estados finito, espacio de acciones
compacto y tiempos de retencién (de espera) acotados. El indice de fun-
clonamiento que permite evaluar una estrategia (politica) de seleccién
de controles se construye suponiendo una estructura de costos doble: (i)
cada vez que se aplica una accién se incurre en un costo instantaneo
que depende tanto del estado actual como de la accién aplicada, y (ii)

hay un costo que se se incurre continuamente mientras el sistema visita
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un estado a una tasa que depende tanto del estado ocupado como de
la accion aplicada. Asi, el Problema de Control (jptimo consiste en de-
terminar una politica de control que optimice un criterio de rendimiento
dado; vea, por ejemplo, [5], [13] y [24] para una gran variedad de criterios

de funcionamiento.

Una descripcién un poco maés precisa de una sistema que evoluciona
de acuero a un modelo de Decision Semi-Markoviano es la siguiente: si
en el tiempo de la n-ésima etapa de decision el sistema se encuentra en
el estado x,, = x, entonces el controlador elige una accién a, = a, y
como consecuencia se tiene que (i) el sistema permanece en el estado x
durante un tiempo aleatorio S, 1 con funcién de distribucién F' conoci-
da, generdandose un costo que depende del estado y la accién inmediata,
ademds se paga un costo de permanencia, y (i) después de transcurrido
el tiempo de permanencia S,,;1, el sistema se mueve a un nuevo esta-
do z,4+1 = y de acuerdo a una ley de transicién, una vez ocurrido lo

anterior, el proceso se repite; vea, por ejemplo, [32].

A la sucesién de controles que el proceso genera se conoce como
politica de control o simplemente politica, la cual es una regla para ele-
gir acciones en cada punto de observacion del proceso. Para evaluar la
calidad de cada politica se cuenta con un criterio de rendimiento, el cual
mide la eficiencia de ésta en funcién de los costos que genera. En la
presente tesis se usa el criterio de rendimiento llamado costo promedio

sensible al riesgo; vea [8].

Los procesos de decision semi-Markovianos (PDSM) fueron introduci-
dos en [15], estos modelos han sido estudiados y aplicados especialmente
en lineas de espera controladas, vea [12], [19], [26], [30] ¥ [31]. Hoy en
dia los PDSM son 1tiles para el estudio de una amplia gama de proble-
mas de optimizacién. En muchos casos los PDSM proveen modelos maés
realistas que los Procesos de Decision de Markov a tiempo discreto, ya

que en los PDSM se considera el tiempo de manera continua.

Los modelos Markovianos con criterio promedio sensible al riesgo han
sido estudiados, por ejemplo, en [3], [11], [18], [23], [27], [28] ¥ [29]. Por
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otro lado, las cadenas semi-Markovianas se han aplicado ampliamente,
bajo el supuesto de que el conrolador es neutral al riesgo, por lo que un
costo aleatorio es evaluado via su valor esperado correspondiente, por
ejemplo; [30] trabaja sistemas de colas, [22] analiza el problema de ho-
rarios y [17] trabaja con reemplazamiento de equipos. Por otro lado, la
literatura sobre modelos semi-Markovianos con criterio sensible al ries-
go es de alguna forma escasa, vea [8] y [10]. Mientras que los modelos
semi-Markovianos con horizonte de decisién finito se estudian en [16]. El
criterio descontado bajo una funcion de utilidad recientemente se estu-
dié en [4].

1.2. Contribucién Principal

La aportacion del trabajo de tesis es la siguiente: dada una cadena
semi-Markoviana controlada, con espacio de estados finito y comuni-
cante, se establece que es posible obtener aproximaciones convergentes
del costo promedio éptimo sensible al riesgo a través de puntos fijos
de una familia de operadores contractivos, esto se formula en el Teore-
ma 4.3. Con esto, se extiende el enfoque descontado en la teoria de los
procesos de decisiéon de Markov al contexto de las cadenas de decisién
semi-Markovianas con criterio de costo promedio sensible al riesgo. En
contraste al caso Markoviano, los operadores contractivos que se usan
en este trabajo dependen de dos parametros. Mds ain, en la Obser-
vacién 3.1(ii) de [6], se prueba que una familia de operadores de un sélo

parametro son en general no-contractivos.

1.3. Organizacién del Trabajo

El trabajo de tesis estd organizado de la siguiente forma: En el
Capitulo 2, se introduce el modelo de decisién semi-Markoviano, se for-
mula el criterio de costo promedio sensible al riesgo y se da un criterio
de rendimiento. En el Capitulo 3, se introduce una ecuacion de Pois-

son que, bajo ciertas condiciones, se demuestra que el criterio de costo
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promedio sensible al riesgo se caracteriza por dicha ecuacion de Poisson,
es decir, una solucién de tal ecuaciéon determina el costo promedio 6pti-
mo sensible al riesgo. Cabe mencionar que en este capitulo, se trabaja
bajo el enfoque de cadenas semi-Markovianas no controladas, es decir, no
se tiene un observador en cada etapa del proceso, vea [9]. En el Capitu-
lo 4, se considera el caso controlado, espacio de estados comunicante y,
bajo ciertas condiciones se establecera que es posible obtener aproxima-
ciones convergentes del costo promedio 6ptimo sensible al riesgo a través
de puntos fijos de una familia de operadores contractivos, extendiendo el
caso descontado en la teoria de los procesos de decisién de Markov al con-
texto de los procesos semi-Markovianos sensibles al riesgo. En contraste
al caso Markoviano, los operadores contractivos que se utilizaron depen-
den de dos parametros. En el caso no controlado, el enfoque descontado
al criterio promedio sensible al riesgo se estudié en [25], mientras que el

enféque cldsico sensible al riesgo, se puede encontrar en [1].



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Procesos de Decision Semi-Markovianos

En este capitulo se presenta formalmente el Modelo de Decisiéon Semi-
Markoviano. El espacio de estados se supone finito, el espacio de acciones
compacto y los tiempos de permanencia acotados, vea [7], [13], [14] y [20].

Notacidon. Se denotara por N al conjunto de los enteros no-negativos,
mientras que || h || representa la norma del supremo de una funcién
real h, es decir, || h ||:= sup{| h |: = estd en el dominio de h}. Dado un
espacio topolégico S, el o-campo de Borel se denota como B(S), mientras
que el espacio lineal normado de todas las funciones continuas h : S — R,

tal que satisface || b ||< oo, se denota como B(S).

Definicién 2.1. Un Modelo de Decision Semi-Markoviano (MDSM),

estacionario, a tiempo continuo, consiste de una séxtupla

(X, A, C, P, {pau,a}a {Fw,a}>7 (2'1)
donde

= X es un espacio de Borel, ver Apéndice A.1, llamado el espacio de

estados.

= A es un espacio métrico compacto, llamado el conjunto de acciones.

5
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s C € B(K) es la funcion de costo por etapa, donde K := {(z,a)
x €X,a€ A(x)} es el conjunto de pares estado-accion admisible

y es un subconjunto de Borel del espacio X x A.

La ley de transicion P(y | z,a) = [psy(a)] es un kérnel estocdstico
sobre X dado K, ver Apéndice A.1, tal que Zyexpx,y(a) =1y
Pzy(a) >0, para cada (z,a) e K yy € X.

= F, . esla funcion de distribucion del tiempo de permanencia sobre

R, para cada (x,a) € K.
» El mapeo pg.q € B([0,00)) es la tasa de costo por operacion.

El MDSM representa un sistema dindmico que evoluciona de la si-
guiente manera: En el tiempo ¢t = 0, el sistema se encuentra en el estado
Xo = 29 € X, la (n + 1)-ésima época de decisién comienza cuando el
sistema se encuentra en el estado X, = z, € X, el controlador elige
una accién A, = a,, = a € A, generandose con ello lo que se describe a

continuacion:
= Se incurre un costo C(z,,a,) = C(z,a).

= E] sistema permanece en dicho estado z,, = x durante un tiempo
aleatorio S, 41 con funcién de distribucién F; ,, pagando un costo
de permanencia con tasa p; o, tal que un costo total fOS"“ Pa.a(t)dt

Se genera.

= Transcurrido el tiempo de permanencia S, 1, el sistema transita

a un nuevo estado x,41 = y, esto de acuerdo a la distribucién

= Finalmente, una vez en el estado y el proceso se repite.

Observar que, el tiempo en que la n—ésima transicién se completa

estd dado de la siguiente manera

k=1
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es el nimero total de transiciones hasta el tiempo ¢ > 0.
En adelante, se considera un modelo de decision semi-Markoviano

fijo.

2.2. Politicas de Decision

Considerar el MDSM (2.1), se define el espacio de historias admisibles

hasta la n-ésima época de decisién mediante
Hy:=X y H,:=KxRy)" xX, paran > 1.

De lo anterior se tiene que un elemento h,, € H,,, llamado n-historia,

es un vector de la forma
by := (20, a0, 51, T1,01, 21, -, Tn—1,0n—1,5n—1),
donde (xg,ak,sy) € Kx Ry, parak=0,1,2,...,n— 1.

Definicién 2.2. Una politica es una sucesidn w := {m,}, donde cada
T, es un kérnel estocdstico sobre A dado H,,, esto es, cada m, es una
probabilidad condicional m,(- | hy) sobre el conjunto de acciones A(x.,)
dada la historia del proceso hy,, tal que satisface que w,(A(xzy) | hyn) =1,
para todo h, € H,, yn >0, vea [24].

Se denota por II al conjunto de todas las politicas.

Sea IF el conjunto de todas las funciones Borel medibles, vea Apéndice
Al, f: X — A tal que f(z) € A(z), para todo = € X. Las funciones
en F se conocen como selectores del conjunto de valores que mapean
x — Ax).

Se denotard a la familia de kérneles estocdstico sobre A dado X,
como P(A | X). Sea ® el conjunto de todos los kérneles estocdsticos ¢
en P(A | X) tales que para toda = € X se tiene que ¢(A(z) | x) = 1. Asf,
FcCo.

De manera intuitiva, una politica 7 = {m,} se interpreta al definir
una sucesién {a,} de variables aleatorias sobre A, llamadas acciones,

tal que, para cada n-historia, h,, y n > 1, la distribucién de a,, es
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Tn (- | hn), lo cual, por la Definicién 2.2, estd concentrada en A(z,,). Esta

interpretacién de 7 se formaliza en la ecuacién (2.4). A continuacién se

introducen varias subclases de politicas.

Observacién 2.1. Se dice que w(- | h) estd concentrada en g(h) si
w(D | h) = Ip(g(h)), para cada D € B(A), vea Apéndice A.1. Donde

Ip es la funcion indicadora del conjunto D.

Definicién 2.3. Una politica m = {m,} € II se dice:

(a)

(b)

(c)

(d)

(¢)

Markoviana Aleatorizada (Ilgy). Si existe una sucesion {¢n}

de kérneles estocdsticos ¢, € P, tales que,

7771(' | hn) = ‘pn(' | xn)v (2-3)
para toda h, € H, yn > 0.

Markoviana Aleatorizada Estacionaria (Ilgs). Si (2.3) se
cumple para un kérnel estocdstico p € ® independiente de n, es

decir, mp (- | hn) = ©(- | ), para toda h,, € H,, yn > 0.

Determinista (IIp). Si existe una sucesion {gn,} de funciones
medibles con g, : H,, — A, tales que, para cada h, € H,, yn >0,
se tiene que gn(hn) € A(zy) y (- | hn) estd concentrada en
gn(hn).

Determinista Markoviana (Ilpys). Si existe una sucesidn { f,}
de selectores f, € F tal que m,(- | hy) es la medida de Dirac en

fu(zn) € A(zy,) para cada hy, € H,, y n >0, vea Apéndice A.1.

Determinista Markoviana Estacionaria (Ilpg). Si existe un
selector f € F tal que my(- | hy) es la medida de Dirac en fr(x,) €
A(x,), para cada h, € H,, y n > 0.

Observacién 2.2. (a) lIgg C Hry CH yUpg C Upy € Up C IIL

(b) Sin pérdida de generalidad, cualquier politica estacionaria se es-

cribird como = (f, f,...) y se identificard con f € F.
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2.3. Construccion Canonica

Sea (€, F) el espacio medible que consiste del espacio muestral, ) es
el espacio producto (K x R;)* y la correspondiente o-algebra producto

F. Obsérvese que un elemento w € € tiene la forma
W = ($07 g, S0, L1,A1,S1y-- -, )a

a las variables z € X, ap € A(zg) v sk € Ry, se les llaman variables de
estado, accion y tiempo de permanencia, respectivamente.

De acuerdo al Teorema de C. Ionescu-Tulcea, vea Apéndice A.2, para
cada z € X y cada 7 € II, existe una medida de probabilidad P] sobre
(2, F) y un proceso estocdstico {z,an,s,,n > 0} tal que para cada
teRy, Be®B(A), DeB(X), hy, € H,, y n > 0 se tiene:

P;(XOZ.T):L

P (an € B | hy) = (B | hn), (2.4)
P;r(anrl €D | Py G, Sn) = pzn,D(an)v (25)
Pl (spy1 <t| hp,an) = Fy a0, (1) (2.6)

Observacion 2.3. Para una politica arbitraria m € 11, la variable x,
describe el estado del sistema en el tiempo de la n-ésima transicion (o
época de decisidn) s, y an representa la accion elegida de acuerdo a la
politica w. Nétese que en general, el estado x,, depende de la evolucion
del sistema en las primeras n — 1 transiciones; no obstante en el caso
de una politica estacionaria f, {xz,} es una cadena de Markov con pro-
babilidad de transicion p(~ | z, f(w)), lo cual es una consecuencia de las
propiedades de esperanza condicional, asi como de la ecuacion (2.5) que

se identificard como la propiedad de Markov, vea [13].

Se denotard por E7 al operador esperanza con respecto a la medida
de probabilidad P .
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2.4. Problema de Control Sensible al Ries-

go

El problema de control, para el caso sensible al riesgo, vea [8], [9] v
[10], se formula de la siguiente manera:
Suponer que el sistema es conducido por un agente controlador hasta

un tiempo t > 0, en los tiempos de arribo
10,11, ..., TN,
se visitan los siguientes estados:
Xo, X1y, XNy,

respectivamente. Asi, para cada entero no negativo k < N, la accion Ay
serd aplicada en el estado Xy, donde se incurre en un costo C(Xy, Ag),
observar que Tx41 = Tk + Sk+1. El sistema permanecerd en Xy, durante

Si, unidades de tiempo, incurriendo en el costo de permanencia dado por

Sk
/ PXk, Ak (T)d’l’.
0

Por otro lado, al tiempo T, el sistema transita al estado Xp,, y
permanece ah{ durante un intervalo de tiempo [Ty, , t], ya que la siguiente
transicion ocurre en el tiempo Ty, , > t; luego, dentro del intervalo de
observacién [0, ¢], el sistema permanece en Xy, durante ¢ — Ty, , con el

correspondiente costo de permanencia

t—TNt
/ PXn, AN, (T)d'f’.
0

Asi, el costo total incurrido hasta el tiempo ¢ > 0 esta dado por

N¢+1

Ci = Z

k=0

Sk
C(Xka Ak) + / PXi—1,Ar—1 (T)dT]
0

t—Tw,
+C(Xn,, An,) +/ PXn, Ax, (T)dr. (2.7)
0
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2.5. Funcion de Utilidad y Criterio de Rendi-

miento

Suponga que un individuo, o consumidor, debe enfrentar situaciones
en las que tendra que elegir entre diversas alternativas, éstas pueden no
estar representadas de manera que sea facil poder decidir cudl de ellas
es la mejor. Debido a la necesidad de representar las preferencias de un
individuo, se desarrolla el concepto de funcion de utilidad. La teoria de
utilidad representa de manera numérica las preferencias de un individuo
y, gracias a los trabajos en [5] es posible representar preferencias bajo
condiciones de incertidumbre y en tal caso se hablard de funciones de

utilidad esperada.

Definicién 2.4. Una funcion U : dom U — R se llama funcion de

utilidad, si U es estrictamente creciente y continua sobre dom U.

Sease X , donde X denota el conjunto de todas las posibles alterna-
tivas que puede elegir el consumidor y suponer que X es numerable. La
probabilidad de ocurrencia del estado s se denota por p(s). Las siguientes

propiedades son validas,
i) §(s) >0,
i) > sex Pls) = 1.
El valor esperado de la utilidad de un consumidor es

E[U(s)] =Y pls)U(s).

seX

Sea Y un costo aleatorio, se define el equivalente seguro como el

numero real £ = &,(Y), el cual satisface que
U(§) = E(UY)), (2.8)

asi, el consumidor serd indiferente entre pagar la cantidad conocida £ o

incurrir en un costo aleatorio Y. El equivalente seguro esté bien definido
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cuando Y es acotada y U es una funcién continua y estrictamente cre-
ciente. Mas auin, la funcién de utilidad es unica salvo constantes, es
decir, la relacion entre dos utilidades esperadas no cambia cuando U es
reemplazada por Uy =aU +b,cona >0y beR.

Se sabe que los individuos no presentan actitudes ante el riesgo de
la misma manera que otros, por lo tanto, las decisiones sobre las prefe-
rencias pueden depender completamente de la actitud al riesgo de cada
individuo, en tal caso se hablara de la sensibilidad al riesgo del consumi-
dor. A través de la funcién de utilidad U es posible medir la sensibilidad
al riesgo que tiene un individuo. En adelante se supondra que el con-
trolador tiene un coeficiente de sensibilidad al riesgo constante A > 0.
Entonces, para cada A > 0, se define la funcion de utilidad exponencial
dada por

Ux(z) = e, paraz € R.

Si el controlador puede elegir entre pagar el costo aleatorio Y o
Y1, entonces se preferird Yy cuando E[Ux(Y1)] > E[Ux(Yp)], mientras
que el controlador sera indiferente entre Y y Yy cuando E[Ux(Y1)] =
E[Ux(Yy)]. El equivalente seguro de un costo aleatorio Y con respecto a
U, es el numero real
1
A
La funcién de utilidad cumple que Uy (&[Y]) = E[UA(Y)], asi, el contro-

E\]Y] = < log(E[eY]). (2.9)

lador estard dispuesto a pagar el monto no-aleatorio £,[Y] para evitar
pagar la incertidumbre que genere el costo aleatorio Y. Suponiendo que
el estado inicial es Xy = = y que el controlador conduce al sistema hasta
un tiempo t > 0 usando la politica w € F, el costo total incurrido en
el intervalo de tiempo [0,¢] es C;, dado en la ecuacién (2.7), pero si en
lugar de enfrentar la cantidad aleatoria C;, el controlador acepta pagar
el equivalente seguro

1
)

el cual representa un promedio de J; x(z, )/t por unidad de tiempo.

Jia(z,m) == — log(EZ [e)‘ct]),
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El criterio de costo promedio A-sensible al riesgo en el estado x bajo
la politica 7, es el punto limite de estos promedios conforme ¢ tiende a
00, y esta dado por:

1
Jx(z, ) := limsup ;Jt,,\(m,w). (2.10)

t—o0

El costo promedio éptimo sensible al riesgo en el estado x es
Jy(x) == inf Jy(x,7), 2.11
$(x) 1= ff (e, ) (2.11)

y una politica 7* € P es A-promedio dptima si Jy(z,7*) = J5(x) para

cada estado .

En el siguiente capitulo, se probara que el costo promedio sensible
al riesgo estd caracterizado por una ecuacién de Poisson, vea [9], para
esto, se dardn previamente algunos resultados auxiliares. Ademés es im-
portante mencionar que el problema se abordard en dos etapas: en el
Capitulo 2; la versiéon de cadenas de Markov no-controladas, y en el
Capitulo 3; el caso controlado, en este 1ltimo, se probard que es posible
obtener aproximaciones convergentes del costo promedio éptimo sensible
al riesgo a través de puntos fijos de una familia de operadores contrac-

tivos.






Capitulo 3

Una Ecuacion de Poisson

para el Costo Promedio

En este capitulo se presenta una ecuacién de Poisson para el costo
promedio, para el caso de cadenas de Markov no controladas, vea [9]. Se
proporcionaran condiciones bajo las cuales el criterio de costo promedio
sensible al riesgo esta caracterizado por una ecuaciéon de Poisson, esto es,
se presentara una ecuacién tal que una solucién de esta determine el costo
promedio 6ptimo sensible al riesgo. Cabe mencionar que el contenido de

este capitulo estd basado en [9].

3.1. La ecuacion de Poisson

En esta seccién se presenta una ecuacién de Poisson, asi como condi-
ciones necesarias para garantizar que la solucién del costo promedio épti-

mo sensible al riesgo estd caracterizada por la ecuacién de Poisson.

Considerar un MDSM fijo como en (2.1), el espacio de estados X se

supondrd finito y que el modelo satisface la siguiente condicion.

Condicién 3.1. Para cada z,y € X, C(z,y) > 0 y pz(-) > 0. Ademds,

15
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para todo t > 0, la funcion

¢
/ Pay(8)ds < oo
0

La siguiente condicién garantizara la existencia de una solucién de la

ecuacion de Poisson que se presentara mas adelante.

Condicién 3.2. El espacio de estados X es comunicante con respecto
a la matriz de transicion [p, 4], esto es, para cada x,y € X, existen un

natural n y estados xy € X, 0 < k < n, tales que
To=%T, Tn =Y, Y Pzjziy. >0, 1=12,...,n.

La razén por lo cual se requiere esta condicién, que es una condicion
fuerte para una cadena de Markov con espacio de estados finito, es la
siguiente: Considerar el caso en donde los tiempos de permanencia S,
son idénticamente 1, as{ Jx(:) en (2.10) es un costo promedio A-sensible
al riesgo asociado al la cadena de Markov a tiempo discreto {Y,,}. Bajo
este contexto, se sabe que si la cadena tiene estados tansitorios, o mas de
una clase recurrente, entonces Jy(-) no puede caracterizarse por una sola
ecuacion. Como consecuencia, la Condicién 3.2 es necesaria para poder
caracterizar a Jy(-) via una ecuacién de Poisson, vea [9].

Para la siguiente condicién, se introduce la siguiente notacién: para
cada z,y € Xy t > 0 tal que F, (t) < 1, sea F,,(-) la funcién de

distribucién S; — ¢ condicionado al evento [Yy = x,Y; = 3,51 > t], es

decir,
Fpyi(t1) :=P[S1 —t<ti|Yo=2,Y1 =y,51 > ] (3.1)
Faltt ) - Fal o
1—Fy,(t)

luego, por las relaciones de Markov (2.4)-(2.6) se tiene que, para cada

natural n y t1 > 0,

Fa:,y,t(tl) = P[Sn —t< t1|Yk7Sk,kj < nvyn—l = ann = %Sn > t]

(3.2)
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Ahora, sea %) (z,y,t) el equivalente seguro de ftsl Pa.y(8) ds con res-
pecto a Uy cuando S; — ¢ tiene la funcién de distribucién F} , ¢, esto

es,
Fx(w,y,t) = %log (/o [ M P (s) ds} dF, 4 (7 )> (3.3)

_ ilog (Em [eA S pany(s) ds
(o

Y. =$,Yn=y75n >t:|)7

Yo = 2,Y1 =y, S >tD

Yk,Sk,k <n,

las dltimas dos identidades se siguen de las ecuaciones (3.1) y (3.2).

Condicién 3.3. Existen constantes B, B y b € R tales que para cada
z,yeXyt>0, Fpult) <1,

%A(x7y7t) < Bh (34)

Considerar una transicién del estado x al estado y, suponer que el
sistema ha estado en el estado 2 durante un tiempo ¢. La ecuacién (3.5)
prescribe que la probabilidad de completar la transicion dentro de las
siguientes B unidades de tiempo, siempre estd acotada inferiormente
por b, mientras que (3.4) establece que el equivalente seguro de los cos-
tos de permanencia hasta el tiempo en que la transicién se completa no
sobrepasa a Bj. Ahora, suponer que la tasa p,, estd acotada, en este
caso, se verifica que la Condicién 3.3 se cumple si los tiempos de perma-
nencia son acotados, es decir, para cada x,y € X, existe b, > 0 tal que
Foy(bey) = 1.

Para establecer que la funcién de costo promedio éptimo sensible al
riesgo, no controlado, estd caracterizado por una ecuaciéon de Poisson,
(vea la Seccién 3.3), se define la ecuacion de Poisson de la siguiente

manera

M) — eA[C(z,Y1)+fosl Py () ds—gS1+h(V1)]
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donde g € R y h(:) es una funcién real definida sobre X. Usando la
relacién de Markov (2.6), se tiene que para cada estado x € X

A =3y [ Al a0 37
yeX

o0
— Z Ay, [/ S Poy(5) ds—gt] dFa:,y(t):| M),
yeX 0
mientras que, en términos del equivalente seguro, (3.6) se puede expresar

como

h(z) = &\ Yo==x

)

(3.8)

S1
C(Yo, Y1) + / PYo i (8)ds — gS1 + h(Y1)
0

vea la ecuacién (2.9).
En la siguiente seccién se demuestran resultados que seran de gran
utilidad para los teoremas presentados en la Seccién 3.3, bajo las condi-

ciones dadas anteriormente.

3.2. Resultados Auxiliares

En esta seccién se daran algunos resultados auxiliares que daran paso
a la demostracion del Teorema 3.2, que se enunciara en la Seccién 3.3.

Primeramente, observe que
[Ny > n] = [T, <t y [Ny =n]=[T, <t <Tn+ Snt1]- (3.9)

Para cada t > 0, se define el costo

Ne+1

Gy

k=1

SNe+1
=C+ / PYni Y, 41 (s)ds,
t

_TNt

Sk
C(Yir, Vi) + / ¥ 2 () ds] (3.10)

donde la segunda igualdad se debe a (2.7).
El siguiente lema es una consecuencia de las propiedades de Markov
en (2.6).
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Lema 3.1. Para cada z € X, a € (0,1) y t > 0, los siguientes enuncia-

dos se cumplen:

(1) Existe una constante o/, > 0 tal que
PN, >n] <o, z€X, n=123,.... (3.11)

(7i) Py[Ny < o0] = 1.

(11i) P.[Tn, /oo cuandot / oo] = 1.

Demostracion. (i) Como los tiempos de permanencia son positivos, cada
funcién de distribucién condicional F;, , en la ecuacién (2.6) satisface que

F,,(0) = 0. Asi, por el teorema de convergencia dominada, para cada

r,y € X
/ e *dF, ,(s) \y0 cuando p N oo.
0

Sea a € (0,1) arbitrario, como X es finito, se elige 1, > 0 tal que
(oo}
/ e M dF, ,(s) <o, z,yeX (3.12)
0

Luego, de la ecuacién (2.6) se tiene que, condicionando sobre Y; = z;,
0 < j < n, los tiempos de permanencia 51, Ss,...,S, tienen funciones
de distribucién Fy 2., Foy a0y -+ Fa, 1 2, , Tespectivamente, y son inde-

pendientes, esto es, para cada ty,ta,...,t, € [0,00),

P[S) <t1,82 <tg,...,Sp <ty|Yo =20, Y1 = 21,..., Yoy = 2] (3.13)

= Fio@l (tl)Fﬂﬁlyﬂﬂz (tQ) T anflawn (tn)

Estas dos ultimas igualdades implican que

Ewo [e_'uaTn|YVO =20, Y1 =7T1,...,Y, = xn]
= Ewo [e_“a[S1+m+Sn]|YVO = $0,Y1 =T1,..- 7Yn = In]
n o]
= H / e te® dFIk—l’xk(s)
w1 o

1

<a"
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puesto que los estados z; son arbitrarios, se sigue que, para cada entero

positivon, z € Xy t > 0,
a" > Eyle #e ] > Eyle # T I[T, <t]] > e "' P,[T, <],

y en consecuencia, a través de la primera igualdad en (3.9), la parte (i)

se cumple al hacer 7, ; = etat,

(i1) Notar que, la ecuacién (3.11) implica que

P.[N; = o0] = lim P,[Ny >n] =0,

n—oo
para cada t > 0.

(i1i) Como los tiempos de permanencia son positivos, la ecuacién (2.2)
conlleva a que los mapeos n — T, n € Ny ¢t — N, ¢t € [0,00) son
crecientes, y por tanto también t — Ty,, t € [0,00). Ademds, como
lim,, oo T, < t es equivalente a que N; = oo, por la ecuacién (2.2),

luego, de () se tiene que Pp[lim, o T, < t] = 0, para cada ¢ > 0,

asi que P,[T, /" oo cuando n ' co] = 1; en consecuencia
P, [h’m Tw, <oo} =P, [h'm N; < o .
t—o00 : t—o00
Finalmente, observar que para cada entero k > 0, la condicién
lim Ny < k
t—o0

es equivalente a que Ty = oo, el cual, recordando que los tiempos de per-
manencia son finitos, es igual al evento vacio. Como k > 0 es arbitrario,
se tiene que P [lim;_, o, Ny < 00] = 0, en consecuencia, las igualdades an-
teriores conllevan a que Ty, /" oo cuando ¢ * oo casi seguramente con

respecto a la medida de probabilidad P,. O

Teorema 3.1. Sea g € R y h: X — R una solucién de la ecuacion de

Poisson (3.6). En este caso, para cada estado x € X yt > 0,

@) — B |:6A[C~'tngNt+1]+)\h(YNt+1) . (3.14)
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Demostracion. Se probara por induccién que, para cadan € Nt >0y

r e X,

Ah(@) (3.15)

— E [6)\{ &T%C(Yk—l’ykprfosk PYk_l,Yk(S)ds)ngNﬁlJrh(YNﬁl)]
- xr

I[N, <n]:|

+E {ek[ 21(C<Yk17Yk>+ff'“pvkl=yk<s>ds)ng+h<Yn>L[Nt>n1]

Para lograr este objetivo, observar que la ecuacién de Poisson (3.6)

puede reescribirse de forma equivalente como

Ml@) _ {e/\ [C(YO,Yl)ﬂOsl pYy.vy (8) dsgsl+h(Y1)}] , reX, (3.16)

una relacidn que, via las relaciones de Markov (2.6), implican que, para
cada entero positivo n, las siguientes relaciones se cumplen casi segura-

mente con respecto a la medida de probabilidad P, :

e h(¥n) (3.17)

Snt1 $) ds—
=FE, [e/\ (GOt [y ™ oy vy 1 (8) ds=g i Hh(Yos)] ‘ Y, Sy k < n} .

Ahora, sea x € X y t > 0 arbitrario, de la ecuacién (3.16) se tiene

que
M) _ |:e)\|:C(Y0,Y1)+f051 pYy. Y1 (5) ds—951+h(yl):|_[[sl > t]}

i

+ E, [eA [COoY)+15" pyo.v (5) ds—gS1+h(Y1)] I[8; < t]]

como S; = Ty, via la ecuacién (3.9), esta dltima relacién muestra que la
ecuacion (3.15) se cumple cuando n = 1. Ahora, suponer que (3.15) es

valida para cierto entero positivo n y sea

gn = U(YO7Yk>Sk7 1 S k S n)7

Q= 6>\ [22:1 (C(Y’“’hy’“)'i_fOSIC Py 1.7, (8) ds) —ng]

i

asi que, @, es ¥,-medible, vea Apéndice A.1.
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Como [Ny > n] = [T, <t] =[S1+ -+ S, < t] pertenece a %, se

tiene que

E, [ek[ZLI(C(YM»YwW Pria () d8) =Tt h O] 1y >

_ Qne’\h(Y")I[Nt > n]

— QuI[N; > nE, [e*[ﬂn»wwf"“ iy () 5 1 A (Vo) M

S'IL
—E, |:Qne>\ {C(Yn,YnJrl)-‘rfo -t pyn,yn+1(s) ds—gSn+1+h(Yn+1)]I[Nt > n]

il

donde la ecuacién (3.17) se utiliz6 para establecer la segunda igualdad.

Asi, de la relacién T,,41 = T, + Sp41 vy la definicién de @, se tiene

que
E {BA[221(C(Y’“—1’Y’“)+IOS’€ PYy 1.7 (5) ds) ’gT"+h(Y")]I[Nt > n]]

—-E, [eA[ iy (C(Yk—lka)“l‘fOSk PYl_1,Yy (8) ds) —ng+1+h(Yn+1)} I[Nth]:|

E, l:e/\[ &T%C(kalvyk)"‘fosk PYie_1,Y% (8) ds) _gTNt+1+h(YNt+1)] I[Nt—n]:|

+FE, [6)‘[ iy (C(Y’C*hyk)*foslC PYie_1,7% (8) ds) gT"+1+h(Y"+1)]I[Nt>n+1]:| )

combinando esta tltima relacién con la hipdtesis de induccién, se sigue
que la ecuacién (3.15) se cumple para (n + 1) en vez de n, completando
el argumento de induccién. Ahora, usando las ecuaciones (2.2) y (3.9),

notar que

6)\[ h=1 (C(kahyk)""fosk PYy_1,Y; (8) ds) _ng+h(Yn)]I[Nt > n]
é A (Cms Y+ pykflﬁyk(s)ds)+\g\t+|\h\l]I[Nt > n)

< AICInRA IR [, > ],

donde

t
Ry = rnéx/ Pa.y(8)ds < o0,
z,y€X Jo
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(vea Condicién 3.1). Asi,
B [ i (O ) 0] x5
< AlCl+nReHlHIH [, > 5]

Sea a = e AMICIHE] /2 € (0,1) y sea 7, + un ntimero positivo en el

Lema 3.1. De la relacién anterior se sigue que
n S
E, |:€A[Z’“1 (C(Y’“*I’Y’“Hj“ "oy v (9) ds) 7ng+h(Yn)] I[N; > N]:|
< eA[HIICHJrnRtHg\tJrHh\l]gfa,tan - JZ{(M’te)\[lg\tﬂlhl\}(1/2)n7

y asi

lim B, {eA[Zzl(c<Yk—hYk>+ffk P¥is i (9 d5) —gTocth(¥2)

n—roo

I[Nth}] = 0.

Tomando el limite cuando n tiende a oo en la ecuacién (3.15), esta
ultima relacién junto con el teorema de convergencia mondtona, vea

Apéndice A.2, implican que
e)\h(a:)

Ne+1 s
_ B Al (C(Yk,l,yk)ﬂokpykfl,yk(s)ds)_gTNt+1+h(YNt+1)]I[NKOO] ’

y la ecuacién deseada (3.14) se sigue via el Lema 3.1(ii) y (3.10). O

Corolario 3.1. Si el par (g, h(-)) satisface la ecuacion (3.6), entonces

9>0.

Demostracién. Observar que Cy > 0, ya que los costos C(x,y) ¥ pz,y sOD

no-negativos, vea la Condicién 3.1. Asi, la ecuacién (3.14) implica que
Ml > g [e*AgTNﬁl] ,

tomando limite cuando ¢ — oo de lado derecho de esta desigualdad, por
el Lema 3.1(i4) y la condicién g < 0 se tiene que 2"l > o0, 1o cual es

una contradiccién, por lo tanto g > 0. O
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Se hace notar que los resultados anteriores dependen tnicamente de
las relaciones de Markov (2.6). El siguiente resultado es una consecuencia

de la Condicién 3.3, que sera de gran utilidad.

Lema 3.2. Suponga que la Condicion 3.3 se cumple, en este caso, para

cada enteron >0, z € X yt >0,

Pz [B Z SnJrl - (t_Tn)|YOv)/jvsja]- S .7 S n7Yn+1th - n] Z bv
(3.18)
consecuentemente, para p > 0,
Ex [eiﬂ[anrli(tiTn)] }/()anaSj7 1 S] < n7Yn+17Nt =n| 2 eilu‘Bb-
(3.19)

Demostracion. Observar que, las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.5), implican

que si t > 0 satisface que Fy, y,,,(t) < 1, entonces

FYn7Yn+1 (t + B) - FYn,Yn+1 (t) > b[l - FYn;Yn+l (t)}

Més atin, esta relacién también se cumple cuando Fy, y, ., (t) = 1,

(X

puesto que, para este caso, ambos lados de la desigualdad son cero. Con

esto en mente, y usando la ecuacién (2.2), se tiene que

P[Spy1 <t —T,+ B,N; =n|Y;,S;,i <n, Y1)
=P [Shy1 <t—-T,+B,Sp41>t—T,,T, < t|Y},Si,i <n,Y,41]
=1I[T, <t|Py[Snt1 <t—T, + B, Sp41 >t —T,|Y;,S;,i <n,Y,41]
=IT, <t|(Fy, y,..(t =T + B) = Fy, v,.,(t = T3,))
> I[T, <t[l — Fy,, v, (t — Ty)]
=b0P;[Sn41 >t —T1,, T, < tY;, 5,1 <n, Y1)
=bP; [Ny =nY;, 8,1 <n, Y44,

y en consecuencia, la ecuacién (3.18) se cumple. Ademads, notar que para

cada u > 0,

E, [e—u[SnH—(t—Tn)] Y;,S;,0<j<n, Y1, Ny = n}

E, [e‘“[s"“_(t_T"HI[B > Spt1 — (t = Tn)]| ¥5,85,0<5<n, Yo y1,Ne=n

Z eiuBP.’E [B 2 Sn+l - (tiTﬂ)|Yj7S]? 0 S] S TL,Yn+1,Nt :’n’}7
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asi, la ecuacién (3.19) se cumple de la ecuacién (3.18). O

En la siguiente seccién se presentan los dos resultados importantes de
este capitulo, que se conocen como teoremas de verificacién y existencia,

respectivamente.

3.3. Teoremas de Verificacion y Existencia

La relacion de la ecuacién de Poisson con la funcion de costo promedio

Jx(+) estd ralacionada por el siguiente resultado.

Teorema 3.2 (Verificacién). Suponer que las Condiciones 3.1-3.3 se
cumplen. Si la ecuacion de Poisson (3.6) se satisface para algin g € R y
una funcidn h : X — R, entonces Jx(-) es idénticamente g y la ecuacion

(2.10) se cumple con limite en vez de limite superior, esto es:
.1 AC
g=J(z)= tglgoﬁlog (By [eX]), zeX
El complemento de esta conclusion esta dado por el siguiente teorema.

Teorema 3.3 (Existencia). Bajo las Condiciones 3.1-3.3, existen g € R

y h: X— R que satisfacen la ecuacion de Poisson (3.6).

Demostracion del Teorema 3.2. Sea t > 0 arbitrario. Como p , es

no-negativo, la ecuacién (3.10) implica que C, >, por lo que
Ci = 9T, 41 > Co — gTn, 41 = C¢ — tg — g[Sn,+1 — (t — Tw,)];

para la igualdad, vea la ecuacién (2.2). Asf, usando (3.10), observar que,
sobre el evento [Ny = n] el costo acumulado C hasta el tiempo ¢ estd dado
por

n

Ct:

t_Tn
+ / PY, Ynia (S) ds,
k=1 0

Sk
C(kalaYk) +/ kafl,Yk(s) ds
0

por la ecuacién (2.2), esta relacién lleva a que C; es una funcién de

Y;, 5,5 < ny Y, sobre el evento [N; = n]. Combinando este hecho
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junto con la dltima relacién, se sigue que, para cada entero positivo n y

r € X,

E, |:e)\[ét_gTNt+1]+)\h(YNt+1)

3@7Sj»j§”,Yn+1,Nt=n}

> B, [ex[ct—gt]—xg[snﬂ—(t—Tn>1+Ah<Yn+1>

YYJVSJ' x.jgnayn+laNt:n:|

— Mgt A (Ynsi) |5 [;Ag(snw(tfn))

Y;,S; 7j§n7Yn,+17Nt:n]
> eMCt—gt]+AR(Ynt1) o —Ag By

> ACi—gtl-Alhll =2gB},

donde, recordando que A es positivo y g es no-negativo (por Corolario
3.1). La segunda desigualdad se debe al Lema 3.2. Asi,

M@ = B [ek[ét—gTNt+1]+/\h(YNt+1):| > E, [exct} e~ Nt=AIRI=Ag By,

donde la igualdad se debe al Teorema 3.1. Esto conlleva a que
%eAgBJrz)‘”hHJr)‘gt > E.[e*], zeX (3.20)

Como Ty, +1 > t, por la ecuacién (2.2), la desigualdad g > 0, estable-
cida en el Corolario 3.1, y la ecuacién (3.10) implican que

SNi+1

Cy — gTn, 41 <C — gt + / PY, Y, (8) ds. (3.21)
thNt

Teniendo en cuenta las especificaciones de la funcién de distribucién
condicional F , ; y que el equivalente seguro % (x,y,t) en las ecuaciones
(3.2) y (3.3), respectivamente, se tiene que, de las relaciones de Markov
en (2.6):

SNy +1
A t s) ds
E, |:6 f‘*TNt pYNt’YNt+1( )

)/],S],] S n,Yn+1,Nt = TL:|
S”L
= Eac |:6A ft77:;1 meYnJrl(S)dsI[Tn S t]‘ }/j7 Sjvj S n, Yn+1a Nt - n:|

= I[Tn < t]Ew |:€)\ ffs—n;:wl PYn Ynit () ds

}/ja S_}7.] S n,
Yn+17 Tn < t; SnJrl >t— Tni|
[e'S)
= I[Tn < t] / €>\ ftt_%;;ﬁ— pywl:Yn+1(S) ddeYn,Yn+1-,t—Tn (T)
0

- I[Tn S t]eA‘%(YngYnJrl,t*Tn)

)
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y por tanto

SNi4+1

A s)ds .
Ex |:6 ftiTNt pYNt,YNt_Fl( ) }/]75_7’.] S n, Yn-‘rl;Nt =n S 6AB17

por la Condicién 3.3. Por un argumento similar con que se obtuvo la
ecuacion (3.20), esta ultima relacién y la ecuacién (3.21) ambas conllevan

a que

MCy—gT AR(Y AC:1 ,—Agt+A|R||+AB
E, [e[tgwln <Nt+1>}§Ex [e7Ce] e At AIRIHAB

utilizando el Teorema 3.1, se sigue que
M) < B [e’\ct] e AIAIBIHABL
es decir,
E, [e/\c‘} > At=2RI=ABL e
De esta tltima relacién y la ecuacién (3.20) se sigue que
1 AC
g= tllfgo Hlog (Ew [e ‘D,

para cada estado x € X, por lo que J)(:) = g y la ecuacién (2.10) ocurre
con limite en vez de limite superior. O

La siguiente seccién presenta resultados auxiliares que se utilizaran

para probar el Teorema 3.3.

3.4. Un Problema de Costo Total en Tiem-

po Discreto

Para una funcién de costo arbitrario, se analizara el costo total (sen-
sible al riesgo) incurrido hasta la primer visita a {Y,} para un estado
dado z, que se verd en el Teorema 2.4. Se define, para cada z € X, el

tiempo de alcance H, mediante
H, :=min{n >0]Y, = z}, (3.22)

ademads, como el epacio X es finito junto con la Condicién 3.2 se tiene
que
PJH,<x]=1, =z,zeX (3.23)
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Definicién 3.1. Para cada D : XxX — R y z € X, se define la funcidn
h:p:X—=R como

1 2=
h..p(z) = X log (E% [e)‘ S D(Y""Y’““)D , reX

Si se interpreta a D(z,y) como el costo asociado a una transicién de x
a y, entonces h, p(z) serd el equivalente seguro del costo total incurrido
hasta que {Y,,} regrese a z.

Las siguientes propiedades de la funcién h. p seran de gran utilidad.
Lema 3.3. Bajo la Condicion 3.2, los siguientes enunciados se cumplen
para cada funcion D : X x X =R y z € X.

(i) hz,D(‘) > —00.
(ii) Si h, p(z) < 00, entonces h, p(-) < co.
(i41) Para cada x € X,
M= (@) = px,zeAD(z’Z) + Z eAD(z’y)px,ye)\hz’D(y)' (3.24)
y#z

Demostracion. (i) Dados z,x € X, la Condicién 3.2 y la ecuacion (3.22)
implican que P,[H, < ny ] > 0, para algin entero positivo n,_,, por lo

que
- )

E, [eA Dl D(Yk,ml)} > e e IPIp I <ny >0

y asi hy p(x) > —o0.
(#) Por la Condicién 3.2, para cada z,x € X con z # x, existen un entero
positivo m y estados xq, 1 ..., T, tales que

DPoiryz; >0, t=1,2,....m, y zo=2 x,=ur

Si m es el entero mas pequeno para la cual la trayectoria existe, se
sigue que x; # z,x para 1 < i < m, en este caso
PlY,=z,0<i<m] >0, y

[YOZSCO,Yl:Il,...,Ym,:Z‘m}C[HZ>H :m], (325)
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vea la ecuacién (3.22). Asi,

Hy—1

E, [I[HZ > H, = m]e)‘zk:o D(Yy,Yk+1)

5/17}/2;-~-7ij|

_ e)\ Zzl:—ol D(Yk7Yk+1)I[HZ >H, = m]x

E. {ex Sk DOGYiek 1)

Y17Y27--~7Ym:|

_ e)\ E;’L:*Ol D(Yk7Yk+1)I[HZ > H, = m]Ey

m

[e>‘ DDA D(Yk,YkH)}
— AT DY) [[H, > H, = m]E, [e,\ St D(Yk,Yk+1):|
> e*’\m“D“I[HZ > H, = m]eAhz,D(z)’

donde la segunda igualdad se debe a la propiedad de Markov (2.6), la
tercer igualdad se debe al hecho de que Y,, = z cuando H, = m, y la

Definicién 3.1 se usa en el ultimo paso. Por lo tanto,

M0 = B, [ THE DY)
> B. [I[H, > H, = m]e* =i D0kYen)|
S APl A0 P ([ > . = m].

3

usando el hecho de que P,[H, > H, = m| > 0 (vea (3.25)), la relacién
anterior implica que h; p(z) < oo, lo que conlleva a que h; p(z) < ooy
por tanto, como x € X\ {z} es arbitrario, se obtiene lo deseado por la
parte (7).
(i4i) Observar que para cada estado x € X
M@ = B, [A THZ " DOer)] (3.26)
—E, [eA S Hz D(Yk,Yk+1)I[Y1 — z]} +
E, |:e/\EkH:z51 D(Y’“’Yk+1)I[Y1 ?é Z]}

= pzyzekD(z,Z) + E, [e)‘ izt D(Yk’Yk-%—l)I[Yl £ z]} ’
luego, para cada y € X\ {z}, por la propiedad de Markov de la cadena
{Y..}, se tiene que

E, |:e)\ EkH:zgl D(Yk,Yk+1)I[Y1 75 Z} ‘Yl — y}

= EAD(I’y)Ey [BA Szt D(YkﬁYk+1):| ,
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asf
B, [} Zi% T DO Yesn) [y, £ Z} 3 APy, HMen),
y#z
esta igualdad junto con (3.26) conllevan a la ecuacién (3.24). O

Ahora, se introduce una notacién que se usard en los siguientes re-
sultados. Para z € X, la funcién indicadora de la seccién de X x {z} en

X x X se denota por .Z,, es decir, para (z,y) € X x X,
T (r,y) =0 si y#z Fx,y)=1 si y=-=z. (3.27)

Lema 3.4. Bajo la Condicion 3.2, los siguientes enunciados (i) y (ii)
se cumplen, donde z € X y D : X x X — R son arbitrarios.
(i) Para cada x € X,

Hzy—1
0< Py | > F(YVi,Yisa) > 1] (3.28)
k=0

(i1) St h, p(z) < 0 entonces, existe un entero positivo 0 tal que
hy,s.7.+p(x) <0, para cada xz € X. (3.29)

Demostracion. (i) Tal como se establecié en la prueba del Lema 3.3 (i),

la desigualdad P,[H, < H,] > 0 se cumple cuando x # z, y por tanto
P.[H. < H,]>0, zzeX

Como Y, # zparal <r < H, y Yy, = z cuando H, es finito, se
sigue de la ecuacién (3.27) que
H.-1

> IV Yipr) = £ (Vi 1, Vi) = Fo(Yi,1,2) = 1,
k=0

sobre el evento [H, < oo]. Asf,

Hy—1 H.-1
Y IV Vi) = Y SIu(Vi, Yisr) = 1 sobre [H, < oo]N[H. < H,;
k=0 k=0
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combinando estas dos tltimas relaciones junto con la ecuacién (3.23) se
sigue que
H,—1
0< Py[H, SH) <Py | Y (Vi Vig1) > 1.

k=0

(i1) Suponer que h, p(z) < 0. Para este caso, los incisos (i) y (i) del
Lema 3.3 conllevan a que h. p es una funcién finita y que la ecuacién
(3.24) se cumple para cada x € X. Sea

a:=—h,p(z) >0,

se sigue de las ecuaciones (3.24) y (3.27) que, para cada estado x

M= (@) — px7ze)‘[a+D(I’z)]eAhZ‘D(Z) n Z BAD(z’y)pw,yeAhz,D(y)
Yy#z
= p$7ZeA[a"¢Z(I’Z)+D(m’Z)]eAhZ,D(Z)_;'_
Z e)‘[a‘]z(x’y)+D(x’y)]p$’ye>‘hz,D(y)’
y#£z
asi,
eAhZYD(z) =E; |:e>\[ajz(Y07Y1)+D(Y0’Yl)]e)‘hz,D(Yl) , zeX (330)

Se probarda que para cada entero positivo n y x € X, la siguiente

relacion se satisface:

Men@) g [6)\ 5;9"*1[a<¢z(Yk,Yk+1>+D(Yk,Yk+1)]exhz,D(YHWJ} :

(3.31)
para esto, notar que la igualdad H, A1 =1y la ecuacién (3.30) hacen
que la igualdad anterior se cumpla cuando n = 1. Por induccién, suponga
que la ecuacién (3.31) se cumple para algiin valor n. Notar que H, An =

H, A (n+ 1) sobre el evento H, <ny H, An =n cuando H, > n, por
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hipétesis inductiva se tiene
ehe.n () (3.32)
- B, [eA ST @ Ve Yier )+ D (Vi Yier)] Moo (Vo an) [ H, < ”ﬂ
VB, {ex S o (Y Vi D Vi Vi)l Moo (Vo) T, > n]}
—E, [EA Sy YT s (Vi Vi ) DY Ve )] Moo (Vi i) T H, < n]}
+E, {ex SRl (Vi Yer ) +D (Ve Yisa) Ahe o (Vo) JTH, > n]] .
Ahora, sea
Fn =0, Y1,...,Y,),
observar que
E, [ex SRl (Vi Yis)+D(Yie: Yira) Ahe o (V) JTH, > n]‘ yn}
= A T [0 (Ve Vi) + DY Yier )l M 0 (Vo) T F >
— Sihle [afz(Yk,Yk+1)+D(Yk,Yk+1)][[Hm > n)
x By, [ex[aﬂz(Yn,Yn+1>+D<Yn,Yn+1>}+xhz‘D<Yn+1>} ,
donde la segunda igualdad se sigue usando la propiedad de Markov junto

con la ecuacién (3.30). Aplicando nuevamente la propiedad de Markov

se tiene que
E, [exz:z;olWZ(Yk,Yk+1>+D(Yk,Yk+1>]eAhz,D(mI[Hm > n]} yn}

- E, [6)\ Zz/zo[Oc-]z(Yk,Yk+1)+D(Yk7Yk+1)]+)\hz,D(Y,L+1)I|:H:E > n]‘ ‘9\":|

)

asi,

E, [eA ilo [‘sz(Yk7Yk+1)+D(Yk7Yk+1)]e/\hz,D(Kz)[[Hm > n]}

= E, [6>\ Zﬁ’:o[Oéfz(Yk,Yk+1)+D(Yk7Yk+1)]+>\hz,D(Yn+1)[[Hm > n]}

= £, [e)‘ ;I;()A(HJFI)?I[ajz(Yk'1Yk+1)+D(Yk7Yk+1)]+>‘hz,D(YHZA(7L+1))I[Hz=n+1]:|
+E, [eAZggmm—l[ayz(Yk,Yk+1)+D(Yk,Yk+1)]+,\hz,D(YHM(RM)I[H1>n+1]} .

Combinando esta relacién con la ecuacién (3.32), se sigue que la igual-

dad (3.31) se cumple para n + 1 en vez de n, completando el argumento
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de induccién. Ahora, usando la ecuacién (3.23) y el hecho de que Yy, = «

sobre el evento [H, < oo], por el lema de Fatou, vea Apéndice A.2, las

igualdades (3.23) y (3.31) implican que

e an (@) > B, [h’m inf e kH:I(;\"71[a*]z(Yk1Yk+1)+D(Yk1Yk+1)]+)‘hz,D(YHz/\n):|
n—oo

—E, [e’\ z;’g;l[afz(Yk,Yk+1)+D(Yk,YM)HMZ.D(YHw)}

=FE, [EAE;?—;”F[afz(YkxYk+1)+D(Yk:Yk+1)]+>\hz,D($)} 7

y asi, como la funcién h, p es finita,

1>E, [ex zi’;gl[afz<Yk,Yk+1>+D<Yk,Yk+1>}} . zeX (3.33)

Finalmente, observar que, como « es positivo,

e>‘ZkHﬁ(;l[afz(Yk,Yk+1)+D(Yk’Yk+1)] > et S (@/2) S (Ya, Yer1)+D(Ya, Yir1))

donde la desigualdad es estricta sobre el evento

H,—1
[H, < o] N [Z I.(Yi, Yip1) > 1] ,

k=0

la cual, por la parte (i) y la ecuacién (3.23), tiene probabilidad positiva

cuando Yy = x. Asi, la ecuacién (3.33) implica que

1> E, [ 25;51[(a/wz(Yk,Yk+1>+D<Yk,Yk+1n} . zeX,

una propiedad que, via la Definicién 3.1, se tiene que la ecuacién (3.29)

se cumple con § = a/2. O

El siguiente resultado sera fundamental para la prueba del Teorema
3.3.

Teorema 3.4. Sea z € X y D : X x X — R arbitraria, suponga que se
cumple la Condicion 3.2. Para este caso, si h, p(z) <0, entonces existe

0 > 0 tal que
hz75+D(2’) < 0. (3.34)
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Demostracion. Suponer que z € X y que la funcién D : X x X — R

cumple que h, p(z) < 0, sea N el nimero de elementos de X, esto es
X={z,...2n}, donde 2z ==z (3.35)

Se probara por induccién que la siguiente afirmaciion %} se cumple
para cada k=1,2,3,..., N.

¢y Existen enteros positivos 6;, 1 < j < k, tales que
k
hap,(x) <0, z€X, donde D= 6%, +D.

j=1
Observar que, como 21 = z y h, p(z) < 0, el Lema 3.4(ii) implica
que %1 se cumple. Soponer ahora que % es vélido para algin k < N.
En este caso, h., ., p,(zrk+1) < 0, aplicando el Lema 3.4 (%) con 2,41 y
Dy, en vez de z y D, respectivamente, implica que existe di+1 > 0 tal

que hg p,,,(z) <0, para cada x € X, donde

k1
Diyr =6k 115, + Dk =Y 6,5, + D,

Jj=1
cumpliéndose %41, completando el argumento de induccion.

Sean 41,02, ...,0N los nimero positivos en la afirmaciéon €y, vy sea
0:= ml’n{él, 0o, .. ,(51\7} >0,

notar los siguientes puntos:
(a) Por las ecuaciones (3.27) y (3.35),
N
Y s, =1
j=1
Esto implica
(b) Dy = YN 1 8;., + D >6+D.
Combinando la Definicién 3.1 junto con la propiedad de la afirmacion
N, se sigue que

hes+p(®) < hepy(z) <0, z€X;

en particular, h, 51 p(2) <0, que es la conclusién deseada. O
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3.5. Existencia de Soluciones

En esta secciéon se prueba el Teorema 3.3. Para esto, se usara el
Teorema 3.4 junto con la conclusién del siguiente lema, que utiliza la

siguiente definicién.

Definicién 3.2. Para cada g € [0,00), la funcion Dg : X x X — R se

define como

1 S s) ds—
Dg(g;,y) = C(%y)%-xlog (Em |:€)\UO L pa,y(s)d 951]

YOZZ‘,Yl :y:|) .

Lema 3.5. Bajo la condicion 3.2, las siguientes afirmaciones son vdlidas

para z,y € X,

(2) El mapeo g — Dgy(z,y) es finito, decreciente y continuo en g € [0, 00).
(4) imy_yoo Dg(z,y) = —00.

(#t7) Do(z,y) > 0.

Demostracion. Sean z,y € X arbitrarios pero fijos. Para la parte (i),

seleccionar b, > 0 tal que Fy (b ) > 0, observar que
E [e?991 Yy =2,Y1 =y| > e v F,  (byy) >0, g1 >0.

Como la funcién de costo p; ., v los tiempos de permanencia S; son

no-negativos, se tiene que
S1
0151 < [ py(s)ds - 915,
0

S1 S
= / Pay(s)ds — goS1 < / pay(s)ds, g1>go>0,
0 o

mientras que

E I:e)‘ fOSl pz,y(s) ds

YO:x,ley] < 00,

(por la Condicién 3.2). Combinando estas ultimas tres relaciones junto
con la Definicién 3.2 y el teorema de la convergencia dominada, se sigue
que el mapeo g — Dgy(x,y) es finito, decreciente y continuo. Para pro-

bar la segunda afirmacién, se sabe que el tiempo de permanencia S; es
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S1 . _
positivo y finito, por lo que limgy_; e [fo pay(s) ds gsl]

= 0, combinan-
do este resultado con la tltima relacién y el teorema de la convergencia

dominada implican que

lim E |5 oot

g—o0

s) ds—gSl]

Yo:L“,Y1y} =0,

asi, la parte (i) se cumple combinando esta convergencia con la Defini-
cién 3.2. Finalmente para la parte (44i), como los costos por etapa C(z,y)
y los costos pg () son no-negativos, por la Condicién 3.1 y la Definicién

3.2 se llega a que Dy es no-negativo. O

Para finalizar este capitulo, se presenta la demostracién del Teorema
3.3.

Prueba del Teorema 3.3. Sea z € X un estado fijo, y para cada g € [0, 00),
sea h, p, el costo total A-sensible al riesgo hasta el primer regreso al

estado z correspondiente a la funcién Dg; vea la Definicién 3.1. Sea
M ={g>0]|h.p,(z) <0}, (3.36)

como X es finito, el Lema 3.5 implica que Dy(+,-) < 0 para g suficien-
temente grande, por lo que la Definicién 3.1 conlleva a que la funcién

h. p, es negativa, asi .# es no-vacio. Sea
g =inf.# >0. (3.37)

Se probard que el par (g*, h. p,. (-)) satisface la ecuacién de Poisson

(3.6). Para esto, notar que existe una sucesién {g,} tal que

{gn} C A and g, \, 9",

por lo que
Dgn('a ) / Dg* ('a ')7
por el Lema 3.5. Notar que, {g,} C . es equivalente a que

H,—1
1> Mg, (2) — E. PR Driy Dgn(Yk7Yk+l)i| ., n=1,23,...
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por la ecuacién (3.36) y la Definicién 3.1. Por el teorema de la conver-
gencia mondtona, estas tltimas dos relaciones implican que

1> E. [e)‘ Eif;ngmYk,ml)] _ Mhepye (2)

)

asi

hap,. (2) <0, (3.38)

Se probara que

h.p,.(2) = 0. (3.39)

Por contradiccién, suponer que k. p . (2) < 0y, observar que bajo

esta condicién, las siguientes afirmaciones se cumplen:

(a) g* > 0. En efecto, el Lema 3.5(iii) conlleva a que Dy > 0, por lo que
h.p,(2) > 0, debido a la Definicién 3.1, asi que g* = 0 no puede ocurrir
cuando h p,.(z) es negativo; puesto que g* > 0, por la ecuacién (3.37),

se tiene que g* es positivo.
(b) Existe 6 > 0 tal que h. 51 p,.(2) <0, esto, por el Teorema 3.4.

Puesto que X es finito, g* es positivo y el Lema 3.5(7) implican que
existe € € (0,g%) tal que g € [¢g* — ¢, ¢*) implicando que D, < § + Dy~
por lo que h; p,(2) < h.syp,.(2) < 0, por la Definicién 3.1. De la
definicién de .# en la ecuacién (3.36), se sigue que [g* —e,9*) C A,
lo que contradice la ecuacién (3.37). Consecuentemente, la desigualdad
h.p,.(z) < 0 no puede ocurrir, y por tanto la ecuacién (3.38) implica
la ecuacién (3.39).

Observar que la ecuacién (3.39) y el Lema 3.3 implican que h. p,. (-)

es una funcién finita y que

e)\hz,Dg* (z) _ E :eADg*(:v7y)pz’ye>\hz,Dg*(y) rEeX;
yexX

este hecho junto con la Definicién 3.2 y las relaciones de Markov en (2.6),
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se tiene que
ekhz,pg* (z)

=) E [ek[%wwﬁl o (s) ds—g"51] Mz b, )

Yo=2,Y1 = y:| Dz ,y€

Y B, {eA[cwo,meosl provy () ds—g" Sitha b, . (V)]

YO—xvyl—y:| Dz,y

= B, {ek[cwmwfl pvms)dsg*swhzw(“)}]’ TEX,

esto muestra que el par (g%, h. p,.(-)) satisface la ecuacién de Poisson

(3.6), concluyendo la prueba. O

El siguiente capitulo presenta la parte central de este trabajo de tesis,
cabe recordar que ahora se considerara el caso controlado, es decir, se
toma una accién en cada etapa del proceso. Ademads, de las Condiciones
3.1, 3.2 y 3.3, se dan nuevas condiciones, para el caso controlado, que
aseguraran que la funciéon de valor 6ptimo se determina mediante una
Ecuacién de Optimalidad, los puntos fijos de una familia de operadores
contractivos se ocupan para obtener aproximaciones del costo promedio
6ptimo, vea la ecuacién (2.11), y una solucién de la Ecuacién de Optima-
lidad.



Capitulo 4

Aproximaciones
Contractivas para el

Costo Sensible al Riesgo

El objetivo de este capitulo se centra en aproximar el costo promedio
6ptimo y en dar una solucién a una Ecuacién de Optimalidad, que se
presenta en la Seccién 4.1, a través de los puntos fijos de una familia de
operadores contractivos. El resultado principal se enuncia en la Seccién
4.5, especificamente en el Teorema 4.3, el cual proporciona una exten-
sién del enfoque descontado en la teoria de los Procesos de Decisién de
Markov con costo promedio a las cadenas de control semi-Markovianas
sensibles al riesgo, en contraste al caso Markoviano, los operadores con-
tractivos que se usan dependerdn de dos pardmetros, vea [8].

Considerar un MDSM (2.1) controlado, se dan las siguientes condi-

ciones;
Condicién 4.1. (i) Para cada (z,a) € K, C(x,a) >0, pyq > 0;
(i) Sup(y oye |Pz.a ()] =2 p* < 00;
(111) Para cada x,y € X, t > 0 los mapeos a — pgy(a) y a — pgq(t)

39
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son continuos para cada a € A(z);

(v) Fyo(0) =0, para cada (z,a) € K, y el mapeo a — Fy . es débil-

mente continuo;

(v) Existe una constante By > 0, tal que Fy,(B2) = 1, para cada
(z,a) € K.

La siguiente condicién es parecida a la Condicién 3.2, sélo que, bajo

el caso controlado.

Condicién 4.2. Bajo cualquier politica estacionaria f € F, el espacio
de estados X es comunicante, esto es, para cada x,y € X, existen un

natural n(xz,y, f) =n y estados x, € X, 0 < k < n, tales que

o=, Tn =Y, Y pm7z7+1(f(xl)) >O’ i:1727"'7n'

4.1. Ecuacion de Optimalidad

Esta seccién establece una Ecuacion de Optimalidad (EO) co-
rrespondiente al costo promedio A-sensible al riesgo, ver ecuacién (2.11).
Ademais, bajo el supuesto de que existe una solucién para tal ecuacién,
se caracterizard a la funcién de costo promedio éptima J3(-), y se deter-
minard una politica éptima.

Se considera la siguiente EO:

(@) (4.1)

= inf E, |:6)\[C(X0’A0)+f031 PXg.40.x1 (r)dr—gSi+h(X1)] | Xo

:x,Aozai| R
a€h(x)

donde g es un ntumero real y h(-) es una funcién real definida sobre el
espacio de estados X. Usando las relaciones de Markov (2.6), la ecuacién

(4.1) puede reescribirse, para cada x € X, como
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@) _ o [emu,a) / T Al Pz,a,y(r)dT95+h(y)]dFmay(t)]
a€A(x) 0 Y

[e.¢]
= duf [ [ i, 1
0

a€A(z)
XY pegl@e ] (42)
yeX

Lema 4.1. Bajo las Condiciones 4.1 y 4.2, las siguientes afirmaciones

se cumplen.
(i) Existe un par (g,h(:)) € R x B(X) que satisface la ecuacion (4.1).

(i) Para cada x € X, el término entre corchetes de la ecuacion (4.1)
tiene un minimizador f*(x) € A. Mds ain, f* € F es dptima y

J5(+) es una constante igual a g:
J() =G ) =g

(i1i) Sila ecuacidon (4.1) se satisface cuando el par (g, h(-)) se reemplaza

por (g, h(-)) € RxB(X), entonces g = § y h(-)—h(:) es una funcion

constante.

Demostracion. Para la prueba de las partes (i) y (i), ver los Teoremas
3.1y 3.2, respectivamente, en [10].

Para verificar (iii), suponer que los pares (g,h), (3, h) € R x B(X)
satisfacen la ecuacién de optimalidad (4.1). En este caso, la parte (ii)
implica que g = J3(-) = g, y que existe una politica estacionaria f* tal

que satisface que, para x € X
Ah(z) _ excu,f*(x))/ A3 PO BN B ()

[0,B]
X3 pay (f*(2)) M),

yeX

ademds, como (g, h) = (g, h) es una solucién de la ecuacién (4.1) se sigue
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que

e,\h(z) < 6AC(x,f*(x))/ A IS Po @) (D) dtf)\ngl_ f*(x)(ds)
[0,5] ’

3" Py (f* (@)XW

yeX

Estas dos tltimas relaciones implican que, para z € X,

h * Ah(y)
e/\(h(l)_h(@) > Zyexpx,y(f (-13))6 ) _
ZyEX Pay (f*(2))eM W) =

donde la matriz estocéstica ) estd dada por

Quy = Pay (@) V) 3 pou(f*(w))eM ),

weX

Q. ye/\(h(y)—ft(y))7

para cada z,y € X. Notar que la Condicién 4.2 implica que el espacio
es comunicante bajo @, y definanse m* = mingex (h(z) — h(z)) asi como
M ={y e X: h(y) — h(y) = m*}. Puesto que el espacio de estados es
finito, se sigue que h—h alcanza su minimo en algtin z, € Xy asf z, € M.
Finalmente, observar que la tltima relacién implica que M es cerrado
con respecto a @), esto es, siz € My @y, > 0, entonces y € M, por lo
que M = X, por la Condicién 4.2, por tanto h(-) — h(-) = m*. O

Observar que la Condicién 4.2 es importante para establecer la unici-
dad del Lema 4.1 (%), ademds esta condicién serd crucial para asegurar

la existencia de soluciones de la EO (4.1), vea [8] o [10].

4.2. Aproximaciones Contractivas
Definicién 4.1. Sean o € (0,1) y e > 0, el operador
Dayc : B(X) = B(X)

se determina de la siguiente manera: Para cada W € B(X) y z € X,

oA Da.c[W]() (4.3)

= fnf X / Mo ANy (@) TV WIE,  (ds)
[O,B] yEX
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Observar que la desigualdad a*Ve < of se cumple para cada ,s > 0
y a € (0,1), no es dificil verificar que D, . es sub-homogénea con médulo

af, vea [9], es decir,
Dy e[W +7] < Dy [W]+ar, WeBX), rekR,
asi como la siguiente propiedad:
Wo, W1 € B(X) v Wy < Wy = Dy [Wo] < Dq[Wh]. (4.4)

Sean Wy, Wy € B(X) arbitrarios, luego, por las dos propiedades en la
ecuacion(4.4), se sigue que la desigualdad Wy, < Wy +||W; — Wp|| implica
que Dy [W1] < Dq o [Wo] + af||W1 — Wp||, intercambiando Wy y Wh, se
tiene que

||Da,s[Wl] - Da,s[WO}H S aE”Wl - WO”a (45)

mostrando que D, . es un operador contractivo sobre B(X) con médulo

af, y por tanto existe V, . € B(X) tal que
Va,s = Da,s[Va,s]a (46)

donde V, . se puede determinar mediante ‘aproximaciones sucesivas’,
esto es, para cada W € B(X) y z € X, Vi, o(x) = limy, 00 (Do e )" [W](2).
Puesto que D, .[0] > 0, por la Condicién 3.1 (7), la ecuacién (4.4) implica
que (Dg,c)"[0] > 0, para cada n € N, asi

Vae>0, a€(0,1), e>0. (4.7)

Ahora, los puntos fijos V, . se usardn para definir soluciones aproxi-
madas a la EO (4.1).

Definicién 4.2. Sean a € (0,1) y € > 0 arbitrarios, en adelante se
considerard ry € X fijo. Ahora, se definen la funcién de valor relativo
hae € B(X) y la funcidn de costo promedio aprozimada g € B(X)

como

hae(x) =Voc(x) = Vae(o), gae(®) :=(1—a)Vae(r), zeX
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Observar que, por la Definicién 4.1, la ecuacién (4.6) se puede re-

escribir explicitamente como

oAMVae(@)

s sVe
= inf e)‘C(w’“)/ Mo pea(®)dt E px,y(a)e)‘a VarWp, as)|
achA [0,B] =3

(4.8)

para z € X, multiplicando ambos lados de esta ecuacién por e~ *Ve=(zo)

y usando la Definicién 4.2, se llega a que, para cada x € X,

HMae@) — inf |:e)\C(z,a)/ A Paat)dt
achA [O,B]

X pr,y(a)e)\asvsha,s(y)_ 172 ga,s(xO)F$7a(dS) .
yeX

Ahora, suponer que « y € son ‘cercanos’ a 1 y 0, respectivamente,

sVe
11—« ~

asi que o®Ve = 1y T—a ~ s, para cada s > 0. En este caso, esta

ultima relacién implica que el par (ga.e(2o),ha,(-)) es una ‘solucién
aproximada’ de la ecuacién (4.1), esta idea se formalizard en el Teorema
4.3 de la Seccién 4.5.

Observacién 4.1. De la ecuacion (4.5), observar que
[Va,e = Dae[0]ll = |Dae[Vael = Da,el0]l < a[|Va,e — 0| = af[|Va e,

como ||Va,e — Do c[0]]] > [[Va,e

| — | Da,c[0]]], se sigue que
HVa,sH < ||Da,s[0]||/(1 - OZE),

por tanto

1-a

1—as
Como (1 —a)/(1 —af) =~ 1/e si (a,e) € (0,1) x (0,00) es ‘cercano’

a (1,0), se sigue que la desigualdad anterior no garantiza que las fun-

[9evell < [ Dav.e [0]]]

ciones de costo aprozimadas go,. se mantengan acotadas conforme o

incrementa a 1 y e decrece a 0.
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En las siguientes dos secciones se presentan herramientas técnicas
para demostrar el Teorema 4.3. En la Seccién 4.3 se probarda que, si
0 < an /' 1ye N0, entonces la sucesion {||ga, ., ||} estd acotada,
este resultado se usara en la Seccién 4.4 para establecer una conclusién
similar para la familia {h,, ., } de funciones de valor relativas. Con es-
tos resultados de acotamiento se probard el Teorema 4.3 al analizar los

puntos limites de la sucesién {(ga,, e, (Z0), Pan e, () }-

4.3. Costos Aproximados Acotados

El resultado principal de esta seccién se presenta en el Teorema 4.1, el
cual establece que la funcién de costo aproximado g, ¢, permanece aco-
tada conforme («,¢) se aproxima a (1,0). Para esto, primero se prueba

el siguiente resultado de continuidad.

Lema 4.2. Sea W € B(X), ¢ >0 y o € (0,1) arbitrario.
(i) Para cada x € X, el mapeo

a Ula) := @) / Mo paalt) dt Zpw,y(a)emsvew(y)Fzﬂ(dS),
[0, 5] yeX
(4.9)

para a € A, es continuo.
(i1) Existe una politica f € F tal que para cada x € X, f(x) € A es un

minimizador de la funcidn en la ecuacion (4.9).

Demostracion. (i) Sea (z,a*) € K arbitrario pero fijo, de la Condicién
4.1(%) y (iii) y usando que py o(t) es una funcién continua en a € A, para
cada t € [0,00), y del teorema de la convergencia dominada implican que
(s,a) — o Pea®dt o5 continuo en (s,a) € [0,00) x A. Ademéds, como
el espacio de estados es finito y la funcién p, ,(-) es continua, entonces
la funcién

(5,0) = > payla)er W
yeX
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es continua sobre el espacio [0,00) x A. Asf,

u(s, a) = @A paalt) dt sz,y(a)e)‘asvsw(y), (s,a) € [0,00) %A,
yeX
(4.10)

es continua en su dominio. Dado § > 0, al aplicar el Lema 26.8 de [21]
(conocido como el lema del tubo), implica que existe una vecindad V' (a*)

de a* tal que

0/B > |u(s,a) — u(s,a”)|,

para (s,a) € [0,B] x V(a*), donde B es la constante en la Condicién

4.1(v); como F, ,(B) =1 siempre es valida, se tiene que

/[0731 u(s,a”)Fy q(ds) —0 < / u(s,a)Fy o (ds)

[0,8]

S/ u(s,a”)Fy q(ds) + 0,
[0,B]

para a € V(a*). Puesto que el mapeo a — F , es débilmente continuo,
entonces la continuidad de u(-, a*) implica que existe una vecindad V (a*)
de a* tal que

<5

b

/[O,B] u(s, a”) Fy a(ds) — / u(s,a*)Fy o+ (ds)

(0,8]

para cada a € V(a*). Estas dos tltimas relaciones implican que

—2(5+/ u((s, a™)Fy qx (ds) S/ u(s,a)Fy o (ds)
[0,B] [0,B]

< / u(s,a™)Fy o+ (ds) + 26,
[0.B]
donde a € V(a*) NV (a*), el resultado se sigue al notar que
U(a) = / u(s, a)Fy q(ds),
[0,B]

para cada a € A, esto, por las ecuaciones (4.9) y (4.10).

(i1) Como A es compacto, el resultado se sigue por la parte (7). O
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En adelante {a,} C (0,1) y {e,} C (0,00) representardn dos suce-

siones tales que
a, 1,y e, (0 cuando n — oo, (4.11)

mientras que f, € F es una politica estacionaria—cuya existencia lo
garantiza el Lema 4.2—que satisface que para z € X, la accién f,(z)
minimiza el término entre corchetes de la ecuacién (4.8) con (an,epn) en

lugar de («, ¢), es decir, para cada = € X,

e/\Van,sn (93) — e/\C(a:,f,L(z)) / 6)\ f(f Pm,.fn(m)(t) dt
(0,B]

XD Pay(fal(@)en " Ven e R, ;) (ds).
yeX

(4.12)

Como F es un espacio métrico compacto, después de elegir una sub-
sucesion, si es necesario, sin pérdida de generalidad se supone que {f,}
converge a f* € F, esto es:

lim f,(z) = f*(z), zeX (4.13)

n—oo
Nota 4.1. Suponer que s € [0,B] y a € [, 1].
(i) Por el teorema del valor medio, o® — 1 = s6°~1(a — 1), donde
&€ (a,1) C (ag,1), asi, @*~1 < 1/ay, por lo que
Ap(a) := sup |a® —1]
s€[0,B]

<B(l—a)/a? =0 cuando o /1. (4.14)
(i1) Aplicaciones sucesivas del teorema del valor medio implican que
(1—-a%)/(1—a)=sa"""1,

(&,1) C

donde & € (a,1), ysa*~t —s=s(s—1)a*"2(a—1), cona €
A) < (1 - Oé),

(a,1) C (a1,1). Se sigue que, a°~2 < 1/a?, ademds (1 —

por lo que

[(1—a%)/(1—a) = s| < [s(s = DI(1 —a)/ai.
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Asi,
1 _ as
A(a) := sup — ‘
(@) sejo,B] | 1 —«
1 —_
<B(B+1)—= >0 cuando o /1. (4.15)
aj

Como el espacio de estados es finito, para cada n € N, la funcién
Va, e, alcanza su maximo en algin z, € X, tomando una subsucesién,
si es necesario, se supondra que, junto con las ecuaciones (4.11) y (4.13),
la sucesién {z,} es constante, digamos x,, = z, por lo que V,, . (z) >
Va,.en (y), para cada y € Xy n € N, recordando que V,, . es no-negativa

(por la ecuacién (4.7)), via la Definicién 4.2(i) se tiene que

gan;an (z) = Hganxen ||7 n e N. (416)

Ahora se enuncia el teorema principal de esta seccién.

Teorema 4.1. Bajo las Condiciones 4.1 y 4.2, sup,, ||gan, .|| < 00, (vea
la Definicion 4.2).

Demostracion. Por contradiccion. Suponer que sup,,cy ||ga,.e. || = 00 ¥,
tomando una subsucesidn, si es necesario, suponer que ||ga,, e, || = 00
cuando n — oo, condicién que, por la ecuacién (4.16), es equivalente a

lim gq, 6, (2) = 0. (4.17)

n—oo

Reemplazando z por z en la ecuacién (4.12) y multiplicando ambos

—AC(z,fn(2))=AVa

lados de la igualdad resultante por e n.en(2) ge obtiene

que

o= AC(=. () _ / A P (1) dt
0.5

XD pey(fu(2) N Von e O Vowen GUE, g () (ds)
yeX

S [l e Ve s OB, (),
[0,B] yeX
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donde la Condicién 4.1(%) se ocupé para establecer la igualdad. Con
esto en mente, z € X maximiza a V,,, ., , ademds observar que para cada
yeX,
)‘avszvan Vomen () = Ve, (2)

= )‘aqszvsn Vonen () = Van e, (2)] — (1 — afzven)van,sn (2)

1 _ OzSVE"
<-(1- ai\/e")van,en (2) = _lingozn,an (2),
— Qp

estas dos tltimas relaciones implican que

sVen

e A In(2) < ABP / e T g e G, L (ds).  (4.18)
[0,5]

Ahora, sea 6 > 0 un punto de continuidad de la funcién de distribu-
cién F, y«(.), usando la ecuacién (4.11), se elige N € N de manera tal,
que

e<d y Alay)<d§/2 para n> N,

vea la ecuacién (4.15). Para este caso,

S

= no> g > =
[ a 1—04”_5 Alay)>06—-06/2=106/2,

lfozflv's" 11—«

para s > 6, n > N, combinando esta relacién con ga, ., (zo), por la

ecuacién (4.18) se tiene que

¢ HC (I (2))

= (/[o 6] F. () (ds) 4 7 Mo en (21072

S eABp* (F27f71(z) (6) + e_/\g“”’gn (2)5/2) '

Fz,fn(z) (d8)>

[0, B]

Recordando que C' es una funcién continua y que § es un punto
de continuidad de F, f«(,), tomando limite cuando n tiende a oo en la
relacién anterior, la Condicién 3.1(%4) y las ecuaciones (4.13) y (4.17)
implican que

e METE) < ABPTE, L (5),
y haciendo que § decrezca a 0, por la Condicién 3.1(%4), se obtiene la
—ACES() < 0, por lo que sup, ||ga, <, || es finito.
O

contradiccién que e
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4.4. Funciones de Valor Relativas Acotadas

En esta seccién se muestra que las funciones de valores relativas
asociadas con la sucesién {(ay,,e,)} en la ecuacién (4.11), forman un

conjunto acotado de B(X) (vea la Definicién 4.2).

Teorema 4.2. Sea {hq, ¢, } la familia de funciones relativas asociada

a la sucesion {(an,en)} en la ecuacion (4.11). En este caso,
sup || ha, e, || < oo.
n

Demostracion. Para cada n € N, sea w, € X un minimizador de V,,, .,
usando que X es finito, tomando a la subsucesién, si es necesesario, jun-
to con las ecuaciones (4.11) y (4.13), la sucesién {w,} es constante,

digamos, w, = w, por lo que
Vanen(Y) > o, e, (W), yeX, nel. (4.19)

Ahora, se definen

b(y) :=sup[Va, e, (¥) = Vo, e, (w)], (4.20)
n
y
A:={zeX: b(zr) < oo}, (4.21)
como b(w) = 0, entonces w € A. Se probard que A es cerrado con

respecto a la politica f* en la ecuacién (4.13), esto es,
r€e€A vy pea(ff(x)>0 = T €A (4.22)

Para lograr esto, sean z,Z € X tales que z € Ay p, z(f*(z)) > 0.
Ahora, como C(z,a) > 0y psq(-) > 0 para cada (x,a) € K, por lo que,
la ecuacién (4.12) conlleva a que

Moo 2 / > pey(ful@))er®n Ve WE, ¢ ) (ds),
[0, 5] yeX

asi,

eMan.en () > pz,i(fn(l“))/ A . (‘i‘)Fx,fn(m)(ds)



4.4. Funciones de Valor Relativas Acotadas 51

donde la segunda desigualdad se debe al hecho de que «,, € (0, 1). De las
ecuaciones (4.11), (4.13) y la Condicién 4.1 (%), se elige N € N tal que
en < By prz(fn(z)) > psz(f*(x))/2 para n > N, multiplicando ambos

AV,

lados de la desigualdad por e=*Ven.en(®) se obtiene que, para n > N,

AMVenen (@) =Vanen ()] > 9=1p (% (g))eron Vansen () =AVep en (w)

(4.23)

Ahora, sea
G* = sup gaenll ¥ A i=supAlan), (4.24)

observar que estas constantes son finitas, por el Teorema 4.1 y la ecuacién

(4.15), respectivamente. Luego, notar que

O‘fvamen (Z) = Vay.en (W)

= Ay, [Vay,en (T) = Va, e, (0)] = (1 = ) )V, e, ()
1—aP
= [Vonen (@) = Vo e, (w)] = 1_ a: Jan,en (W)
> C“E Vo ,en () = Va, e, (0)] = (B + Alan))gan e, (w)
B

donde la Definicién 4.2 se usé para establecer la segunda igualdad, la
primera y segunda desigualdad se deben a las ecuaciones (4.15) y (4.24),
respectivamente. Las relaciones anteriores y la ecuacién (4.23) implican

que

AMVan e (@)~ Viay i ()]

> 27, 2 (F* (@) Van on (B Mo e @ -NBHANG" 5

b

combinando esta relacién con la definicién de b(-) en (4.20) se sigue que,
paran > N,
b(x) + (B + A*)G* —log(2”ps s (f*(2))A "
B )
@y
(4.25)
por lo que b(Z) < o0, asi, & € A; vea las ecuaciones (4.19) y (4.21). Como

Van,en (i') - Van,sn (U)) S

A es no vacio, la ecuacion (4.21) y la Condicién 3.3 implican que A = X,
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esto es, b(z) < oo, para cada z € X, asf

Vanen () = Ve en (w)]| = glgg |Van55n (z) — Vonen (w)]

<mixb(z) =:b* <oo, meN.

zeX
Como
han,sn(') = Van,sn(') - Van,sn (1'0)
= Vonen () = Vaye, (W) = Va2, (0) = Va0 (W),

finalmente se tiene que,

”han,en” < ZHVan,en(') —Vanen (w)| < 2b" < oo.

4.5. Resultado Principal

En esta seccién el teorema principal del trabajo de tesis se enuncia y

se demuestra. Para esto, se hara uso del siguiente lema.

Lema 4.3. Sean {a,} C (0,1) y {en} C (0,00) tales que la ecuacion

(4.11) se cumple, suponer ademds que, para alguna funcién h* € B(X)

y g* €[0,00),
h_}m ha, e, (xo)(x) =h"(x), z€X (4.26)
Y
lim ga,, e, (x0)(x0) = g7, (4.27)
n— 00

y que la convergencia en (4.13) se cumple. Bajo este contexto, las ase-
veraciones siguientes son vdlidas.

(i) Para cada (z,a) € K,

eAh*(m) < eAC(x,a)/ )\jo Pa,a(t) dt—Asg™ F dS Zp£7y
[0,B] yexX
(4.28)
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(it) Para cada x € X,

e)\h*(aj) _ e)\C(z,f*(w))/ ex\fos Pa, f* () () dti}\sg*Fx,f*(x)(ds)
[0,B]

xS Dy (F (@) O, (4.29)

yeX
(11i) El par (h*,g*) € B(X) x R satisface la EO (4.1).

Demostracion. (i) Sea (z,a) € K arbitrario pero fijo, notar que la

ecuacién (4.8) implica que

o0

AVanen (@) < e)\C(m,a)/ A a8 S () A Venen O F, L (d)
0

yeX

AVa

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por e~ *Ven.en(Z0)  por la

Definicién 4.2, se sigue que

Maon () < AC(0) / A poa(t) dt
[0,5]
Ven

sVenm, _ lfufl
% § :pz’y(a)em‘" P, en () =A%~ ganvsn(IO)Fz,a(ds).
yeX

(4.30)

Puesto que el espacio de estados X es finito, notar que las ecuaciones

(4.11) y (4.27) implican que, para cada s > 0,

) . 1— sVen
lim e o Pa.a(®) th :pxy(a)ef\ai“"han,en(y)—A T4 Jan,en (%0)
n—00 ’

yeX

A2 paa(t)dt AR* (y)—Asg™
= Mo pea(t) pr,y(a)e () =Asg”
yeX

(4.31)

mientras que, COMO ga,, ¢, > 0, por la ecuacién (4.7) y la Definicién 4.2,

se sigue que

A S b e () = A g, e (20) < A2 " g, e, (Y)
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con H :=sup, ||ha, .z, || < oo, por el Teorema 4.2.

Como ||pg.all < p* < 00, por la Condicién 4.1(i1), se tiene que

1—adVen

0 < M P AT (@)X hanen (=N FET gun e (20)

yeX

< BT g 20, B).

Tomando limite cuando n tiende a co en ambos lados de la ecuacién
(4.30), combinando esta tiltima relacién con las ecuaciones (4.27) y (4.31),
la desigualdad en (4.28) se sigue por el teorema de la convergencia do-
minada.

(i) Sea = € X arbitrario pero fijo, al multiplicar ambos lados de la
ecuacién (4.12) por e~*Ven.en(20) ge obtiene que, via la Definicién 4.2,

para cada n € N,

eMan.en () _ oAC(z,fn(2)) Qn(S)Fw,fn(w)(dS)v (4.32)
[0,B]

en donde

Q(S) =M G Pat () (B) dE

X pr y(fn(m))e)\a;vsnhan’%’(y)_/\1—;:5;5:" Gan,en (320), S Z 0
yeX
(4.33)
Ahora, para cada k € N, se define
o (t) == f{p, 1, )t) :n >k}, t>0, (4.34)

y, dado ¢ > 0, usando las ecuaciones (4.11), (4.13) y la Condicién 4.1 (7)),
se elige N* € N tal que

e < B, ¥ Pay(fn(2)) = (1= 0)pey(f*(2)) y € X, n > N™.

Observar que, para n > N* y s € [0, B], de las ecuaciones (4.14) y
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(4.15) se sigue que

1 _ as\/sn

aflvsn h’CEn,En (y) - 1— Z ganaan (xo)
Z ho{nvgn (y) - Ao(an)”haern || - Sganyan (1‘0) - A(an)ganvgn (xo)
Z h/*(y) - ||h0¢n35n - h*H - AO(an)||]A’/Oln75n|| — 59
= 519" = an.en ()| = Aln)ga e, (%0);
luego
1— asVsn
M e () = T Ganen (T0) 2 A7(y) — 59" =1, (4.35)

paran > N* s € [0, B], donde
Tn = R e, =B [+ D0 () |ha, e |+ Bl9" = Gan e (To) [+ A(On) oy e
y las ecuaciones (4.14), (4.15) y (4.27) implican que

lfim r, = 0. (4.36)

n—oo

Combinando las ecuaciones (4.32)—(4.35) se sigue que

Menen (@) > (1 - 5)6>\C(1:,fn(x))f>\rn/ A () di-Asg®
[0,B]

Xszy M WE, ¢ w(ds), n>kVNT,
yeX
donde la funcién bajo la integral es continua y no depende de n. Como
C es un mapeo continuo, se toma el limite cuando n tiende a oo en

ambos lados de la tltima desigualdad para obtener que, via las ecuaciones
(4.13), (4.27), (4.36) y la Condicién 4.1 (iv),

e)\h*(m) > (1 _ 5)6)\6'(1:)”*(&0))/ e I pr(t) dt—Xsg*

[0,B]

yeX

Finalmente, como p; ,(t) es una funcién continua de a € A, por

la Condicién 4.1 (744), notar que las ecuaciones (4.13) y (4.34) implican
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que pr(-) 7 pafe(z)(-), por lo que, via el teorema de la convergencia
mondtona, la relacién anterior conlleva a que

@) > (1 - 5)6)\C(z,f*(rc))/ A Bage oy (8) dt—Asg?
[0,B]

XY ey (f1 (@) WE, o0 (ds);
yeX

ahora, como & > 0 es arbitraria, se sigue que
A (@) 5 MO S (@) / S B (o (8) di—Asg”

(0,51
XD Pay(f (@) WE, fq)(ds),

yeX
y, por la parte (i), se cumple la igualdad en esta relacién. Con esto se
demuestra (i), pues x € X es arbitrario.

(#4i) La conclusion se sigue combinando las partes (i) y (ii). O

El teorema principal del trabajo se enuncia a continuacién y establece
que es posible obtener aproximaciones convergentes del costo promedio
6ptimo (2.11) via los puntos fijos de una familia de operadores contrac-
tivos, extendiendo el caso descontado en la teoria de los procesos de
decisién de Markov al contexto de los procesos semi-Markovianos sensi-

bles al riesgo.

Teorema 4.3. Suponer que las Condiciones 4.1 y 4.2 se cumplen, y sea
(g,h(+)) € R x B(X) la solucion dnica de la EO (4.1) tal que h(zg) = 0.
(i) Para cada x € X,

hae(x) = h(z) ¥ ga,e(xo) > g cuando o /1 ye\,0. (4.37)

(ii) Para cada o >0 y e > 0 eziste fo . € F tal que para cada x € X,
AVae(@) A fae (@) / A3 pra()dt
[0,B]

x> pay(fac(@)e? Ve WE, ;  oy(ds). (4.38)
yeX

Mds ain, si f* es un punto limite en F de la familia {fa,.} cuando

a /1 ye (0, entonces f* es promedio dptima.
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Demostracion. (i) Sea (g,h(:)) € R x B(X) el par ordenado la dnica
solucién de la EO (4.1) tal que h(zg) = 0. Para garantizar que se cumple
(4.37) serd suficiente probar que:
Si {an} € (0,1) y {en} C (0,00) cumplen (4.11), entonces
lim ha, e, () =h(z), z€X, y h;m Ganen (T0) = g. (4.39)

Para lograr esto, suponer que {(apn,e,)} C (0,1) x (0,00) satisface

}

son acotadas, por los Teoremas 4.1 y 4.2, respectivamente, y para es-

la ecuacién (4.11). Usando que las sucesiones {ga, . (%0)} ¥ {||Pa, e

tablecer la convergencia en (4.39), serd suficiente probar que cualquier
punto limite de la sucesién {(ha, e, ;Gan.e.(T0))} en B(X) x R coin-
cide con (h,g). Asi que, sea (h*,¢9*) € B(X) x R el punto limite de
{(har ens Goun en (0)) }, POT o que existe una subsucesién, denotada por

{(an,en)}, tal que satisface lo siguiente:

lim hg, 6, (x) =h"(z), z€X, ¥y lim Ganen (o) = g% (4.40)

n—oo
Mas aun, como [F es un espacio métrico compacto, suponer, sin pérdi-

da de generalidad, que {fa, ., } converge a f* € IF, es decir,

lim fo, e ()= f"(z), zeX (4.41)

n—o00
En este caso, el Lema 4.3(iii) asegura que (h*,g*) satisface la EO
(4.1); como h*(xzg) = 0, por la Definicién 4.2 y la ecuacién (4.40), se
sigue del Lema 4.1(%i) que (h*,g*) = (h,g), por lo que se cumple la
convergencia de (4.39).
(ii) Notar que el Lema 4.2(ii) asegura que una politica f, . € F, que
satisfaga la ecuacién (4.38), existe. Ahora, sea f* un punto limite de la
familia {f, c} conforme « incrementa a 1y e decrece a 0. En este caso,
existen sucesiones {a,} y {e,}, que satisfacen la ecuacién (4.11), tal que
cumplen (4.41); como hq, .. () = h(*) ¥ 9o, e, (o) = g cuando n — oo,
(por la parte (i)), el Lema 4.3(ii) implican que, para cada x € X, f*(z)
es un minimizador del lado derecho de la Ecuacién de Optimalidad (4.1),
por lo que JX () = J5(, f*) = g, esto por el Lemma 4.1, finalizando la

prueba del teorema. O






Conclusiones

En este trabajo de tesis, se consideraron cadenas de decisién semi-
Markovianas sobre un espacio de estados comunicante y finito. Se consi-
der6 el criterio de costo promedio sensible al riesgo y se trabajo bajo
dos enfoques: caso no-controlado y controlado. En el primer caso, se
introdujo una ecuaciéon de Poisson donde, bajo ciertas condiciones, el
criterio de costo promedio se caracterizé por una solucién de la ecuacién
de Poisson, esta parte se basé en [9]. Para el segundo caso, el espacio de
estados es comunicante bajo la accién de cualquier politica estacionaria,
esto permitié garantizar que el costo promedio éptimo sensible al riesgo
esté caracterizado via la ecuacién de optimalidad a través de una familia
bi-paramétrica de operadores contractivos.

Es importante mencionar que, el Teorema 4.3 provee una extensién
al enfoque de costos descontados en la teoria de procesos de decisién de
Markov al contexto de los procesos semi-Markovianos sensibles al riesgo.
En contraste al caso Markoviano, donde una familia de operadores de un
solo pardmetro son en general no-contractivos, el uso de dos pardmetros
en el presente trabajo fue esencial para asegurar la propiedad de con-
traccién de los operadores en la Definicién 4.1. Por tdltimo, como una
extensién de los resultados de este trabajo, se puede considerar como

trabajo futuro el estudio para tiempos de permanencia no-acotados.
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Apéndice A

Resultados Auxiliares

A.1. Definiciones

Definicién A.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, la minima o-dlgebra
de subconjuntos de X que contiene a todos los conjuntos abiertos en
X es la o-dlgebra de Borel, es decir, la o-dlgebra generada por 7. La

denotaremos por B(X).

Asi, cuando se hable de conjuntos o funciones medibles, se entenderan

como Borel-medibles.

Definicién A.2. X es un espacio de Borel, si X es un subconjunto de
Borel de un espacio métrico separable y completo. Un subconjunto de

Borel de un espacio de Borel es por si mismo un espacio de Borel.

Definiciéon A.3. Un kérnel estocdstico definido sobre X dado Y es una

funcion Q(- | -) tal que:
1. Q(- | y) es una medida de probabilidad en X para cada y € Y.

2. Q(B | ) es una variable aleatoria (funcion medible) en' Y para cada
B e B(X).
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A.2. Teoremas Auxiliares

Teorema A.l. (de C. Ionescu-Tulcea)
Sea Xo,X1,... una sucesion de espacios de Borel y, para cada n € N,
definase

Y, =X x Xy X -+ xX,

YZ:XOXX1X---

Sea v una medida de probabilidad arbitraria en X, 41 y, para cada
n €N, sea Qn(dxni1 | yn) un kérnel estocdstico sobre X,,11 dado Y,,.
Entonces existe una unica medida de probabilidad @Q, sobre Y tal que,

para cada rectdngulo medible By X -+ X By, en Y,,

Qu(By x - x By) = / o(dzo) | Qolday | z0) [ Q1(dws | 20,21)

Bo B B2

/ Qn—l(dxn | an"'7In—1)~
By
Mads ain, para cada funcion medible no-negativa u en Y, la funcion

T /U(y)Qx(dy)

es medible sobre Xq, donde @QQ, denota a @, cuando v es la probabilidad

concentrada en r € Xg.
Demostracion. Vea [2]. O

Teorema A.2. (de la Convergencia Mondtona)

Sea (X,B, u) un espacio medible y g1, 9o, - ..,g,h funciones medibles

(a) Si g, > h para toda n, donde fX hdp > —o00, y gn 1T g, entonces

/ gndp T / gdp.
X X

(b) Si gn < h para toda n, donde [y hdp < oo, y gn | g, entonces

/ gndp | / gdj.
X X
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Demostracion. Para una demostracién vea [2]. O

Lema A.l. (una extensién del Lema de Fatou)
Sea {un} un sucesion acotada en B, (S), esto es, existe una constante K

tal que ||Junlw < K para toda n, y defina

ul(s) := liminfu,(s), y u”(s):=limsupu,(s).
n—0oo n— 00

Entonces para cada s € S y cualquier sucesion {a™} en A(s) tal que

a™ — a en A(s), tenemos

n—oo

liminf/un(s’)Q(ds’|s,a”) > /uI(s’)Q(d8’|s,a),

limsup/un(s')Q(ds’|s,a”) < /us(s’)Q(ds’\s,a).

n—o0

Por tanto, si u, — u (esto es, ul =u®), entonces

lm [ un(s")Q(ds'|s,a™) = /u(s’)@(ds’|s,a).

n—roo

Demostracion. Vea [14], (pag. 48) O
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