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Capitulo 1

ADN (Acido Desoxirribonucleico)

El ADN, es un &cido nucleico que contiene la informacién genética de los seres vivos,
por la cual se sintetizan las proteinas y se desarrollan. Visto desde el punto de vista
quimico es un polimero de nucledtidos, es decir, una macromolécula formada por la union
de nucleétidos, donde a su vez, cada nucleétido es una molécula formada por una pentosa,
una base nitrogenada y un grupo fostato, como se muestra en la Figura (1.1}

En el caso del ADN la pentosa es la desoxirribosa y la base nitrogenada puede ser Ade-
nina, Citosina, Guanina o Timina (A,C, T, G); la Adenina sélo puede unirse a la Timina y
la Guanina a la Citosina, por eso decimos que la Adenina es complementaria de la Timina
y la Citosina es complementaria de la Guanina. Asi pues, lo que distingue a un nucleétido
de otro es, entonces, la base nitrogenada; y por ello la secuencia del ADN se especifica

nombrando sélo la secuencia de sus bases. Un ejemplo de secuencia de ADN puede ser
ATCCGATTAAGCTCATGGCT.

En 1953, el bioquimico estadounidense James Watson y el biofisico britanico Francis
Crick publicaron la primera descripcion de la estructura del ADN. Su modelo adquirié tal
importancia, que los cientificos obtuvieron en 1962 el Premio Nobel de Medicina por su
trabajo. La estructura del ADN es una especie de escalera retorcida denominada doble
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Figura 1.1: Nucleétidos del ADN



Figura 1.2: Estructura del ADN

hélice, es llamada de esta forma pues esta formada por dos hebras cada una formada por
una secuencia de nucleétidos encadenados, donde cada hebra contiene toda la informacion
presente en la otra y estan unidas entre si por unas conexiones denominadas puentes de
hidrégeno.

En concreto, la molécula de desoxirribosa ocupa el centro del nucleétido, de un lado tiene
un grupo fosfato y del otro una base. El grupo fosfato esta a su vez unido a la desoxirribosa
del nucleétido adyacente de la cadena. Estas subunidades enlazadas desoxirribosa-fosfato
forman los lados de la escalera; las bases estan enfrentadas por parejas, mirando hacia el
interior, y forman los escalones como se muestra en la Figura [1.2]

En la célula, el ADN estd organizado en estructuras llamadas cromosomas. Los cromo-
somas varian ampliamente entre los diferentes organismos. Las células humanas contienen
23 pares de cromosomas, un miembro de cada par heredado de la madre y el otro del
padre. Los dos cromosomas en un par son practicamente idénticos, con la excepcion del
cromosoma sexual, para el cual hay dos tipos, X e Y (XX para la mujer y XY para el
hombre, siendo la pareja la que determina el sexo). Cada célula del cuerpo contiene copias
idénticas del conjunto entero de 23 pares de cromosomas. En los organismos eucariotas
(por ejemplo, animales, plantas y hongos) la mayor parte del ADN se almacena dentro del
nicleo celular y una minima parte en elementos celulares llamados mitocondrias, y en los
plastos y los centros organizadores de microtibulos o centriolos, en caso de tenerlos. Los
organismos procariotas (bacterias y arqueas) lo almacenan en el citoplasma de la célula.
Podemos ver la situacién del ADN dentro de la célula en la Figura [1.3]

Podriamos hacer la comparacion del ADN con una receta, puesto que contiene la infor-
macion genética necesaria para el desarrollo del organismo. Sin embargo para poder hacer
uso de esa informacion debemos copiar la informacién del ADN en moléculas de ARN
mediante un proceso llamado transcripcion, éstas una vez procesadas en el ncleo celular,
pueden salir al citoplasma para su utilizaciéon posterior.
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Figura 1.3: ADN dentro de la célula

1.1. Funciones Biolégicas del ADN

Las funciones biolégicas del ADN incluyen el almacenamiento de informacién (genes
y genoma), la codificacién de proteinas (transcripcién y traduccién) y su autoduplicacién
(replicacién del ADN) para asegurar la transmisién de la informacién a las células hijas
durante la division celular.

1.1.1. Genes y Genoma

El ADN se puede considerar como un almacén cuyo contenido es la informacién (men-
saje) necesaria para construir y sostener el organismo en el que estd presente, ésta se trans-
mite de generacion en generacién. Al conjunto de informacién que cumple esta funcion se
le denomina genoma, y el ADN que lo constituye, ADN gendémico.

La informacién genética de un genoma esta contenida en los genes, y al conjunto de
toda la informacion que corresponde a un organismo se le denomina su genotipo. Un gen
es una unidad de herencia que influye en una caracteristica particular de un organismo
(por ejemplo en el color de los ojos, cabello), ya que son éstos las secuencias de ADN que
constituyen la unidad fundamental, fisica y funcional de la herencia. Contienen un “marco
de lectura abierto” (open reading frame) que puede transcribirse, ademds de secuencias
reguladoras, tales como promotores y enhancers, que controlan la transcripcién del marco
de lectura abierto. La estructura general de un gen puede verse en la Figura

Desde este punto de vista, las obreras de este mecanismo son las proteinas. Estas pueden
ser estructurales, como las proteinas de los musculos, cartilagos, pelo, etc., o funcionales,
como la hemoglobina o las innumerables enzimas del organismo. La funcién principal de la
herencia es la especificacién de las proteinas, siendo el ADN una especie de plano o rece-



Figura 1.4: Estructura del gen

ta para producirlas. La mayor parte de las veces la modificacion del ADN provocara una
disfuncion proteica que dard lugar a la aparicion de alguna enfermedad. Pero en determi-
nadas ocasiones, las modificaciones podran provocar cambios beneficiosos que daréan lugar
a individuos mejor adaptados a su entorno.

Las aproximadamente treinta mil proteinas diferentes en el cuerpo humano estan cons-
tituidas por veinte aminoacidos diferentes, y una molécula de ADN debe especificar la
secuencia en que se unen dichos aminoacidos.

En el proceso de elaborar una proteina, el ADN de un gen se lee y se transcribe a ARN.
Este ARN sirve como mensajero entre el ADN y la maquinaria que elaborara las proteinas
y por eso recibe el nombre de ARN mensajero o ARNm. EI ARN mensajero sirve de molde
a la maquinaria que elabora las proteinas, para que ensamble los aminodcidos en el orden
preciso para armar la proteina.

El dogma central de la biologia molecular establecia que el flujo de actividad y de
informacion era: ADN — ARN — proteina. No obstante, en la actualidad ha quedado
demostrado que este “dogma” debe ser ampliado, pues se han encontrado otros flujos
de informacién: en algunos organismos (virus de ARN) la informacién fluye de ARN a
ADN; este proceso se conoce como “transcripcién inversa o reversa’, también llamada
“retrotranscripcién”. Ademas, se sabe que existen secuencias de ADN que se transcriben
a ARN y son funcionales como tales, sin llegar a traducirse nunca a proteina: son los ARN
no codificantes.

1.1.2. Transcripcién y Traduccion

Uno de los paradigmas principales de la biologia establece que a partir de la informacion
genética codificada en el ADN podemos obtener proteinas, el paradigma también establece
que hay una molécula intermedia entre el ADN que esta en el nicleo y las proteinas, las
cuales estan presentes principalmente en el citosol de la célula, esa molécula intermedia
es conocida como ARN y es la intermediaria, pues es capaz de salir del nicleo, llegar al
citosol y generar las proteinas. El proceso por el cual transferimos el ADN hacia el ARN



se le conoce como transcripcion del ADN y el proceso por el cual transferimos el ARN y
lo codificamos en proteinas se conoce como la traduccion.

La secuencia conocida como promotor se une a los llamados factores de transcripcion y
marcan el inicio del proceso, una vez que estan unidas, la enzima llamada ARN polimerasa
separa los segmentos del ADN para preparar la llegada de los nucleétidos complementarios
del ARN y asi se forma la nueva molécula ARN mensajero o ARNm, cabe mencionar que
la diferencia entre los nucleétidos de ADN y ARN radica en el azticar y una de las bases
que es reemplazada por Uracilo. Por otra parte la célula produce el ARN de transferencia
(ARNt) y ARN ribosomal (ARNr) las cuales en su forma final juegan un rol vital en el
proceso de traduccién y por lo tanto, en la sintesis de proteinas.

1.1.3. El ADN no Codificante

El ADN del genoma de un organismo puede dividirse conceptualmente en dos: el que
codifica las proteinas (los genes) y el que no codifica. Sélo alrededor del 1,5 % del genoma
humano consiste en exones que codifican proteinas (20.000 a 25.000 genes), mientras que
mads del 90 % consiste en ADN no codificante.

El ADN no codificante (también denominado ADN basura o junk DNA) corresponde
a secuencias del genoma que no generan una proteina (procedentes de transposiciones,
duplicaciones, translocaciones y recombinaciones de virus, etc.), incluyendo los intrones.
Hasta hace poco tiempo se pensaba que el ADN no codificante no tenfa utilidad alguna,
pero estudios recientes indican que eso es inexacto. Entre otras funciones, se postula que
el llamado “ADN basura” regula la expresén diferencial de los genes. Por ejemplo, algunas
secuencias tienen afinidad hacia proteinas especiales que tienen la capacidad de unirse al
ADN (como los homeodominios, los complejos receptores de hormonas esteroides, etc.),
con un papel importante en el control de los mecanismos de trascripcion y replicacion.
Estas secuencias se llaman frecuentemente “secuencias reguladoras”, y los investigadores
suponen que sélo se ha identificado una pequena fraccion de las que realmente existen. Un
grupo de investigadores de la Universidad de Yale ha descubierto una secuencia de ADN
no codificante que seria la responsable de que los seres humanos hayan desarrollado la
capacidad de agarrar y/o manipular objetos o herramientas.



Capitulo 2

Analisis de las Secuencias de ADN

Como hemos dicho, el ADN puede representarse como secuencias de nucledtidos. Den-
tro de estas secuencias hay secuencias codificantes (gen), separadas por largas regiones
intergénicas de secuencias no codificantes. La mayoria de los genes eucariotas tienen un
nivel adicional de organizacién: dentro de cada gen, las secuencias codificantes, conocidas
como exones, son interrumpidas por tramos de secuencias no codificantes, conocidas como
intrones. Durante la transcripcién del ADN en ARNm, estos tltimos se eliminan mediante
el proceso de maduracién en la etapa conocida como splicing. Las regiones intergénicas y
los intrones tienen diferentes propiedades estadisticas que los exones, para identificarlas
podemos utilizar procedimientos estadisticos y comprobar si una parte no caracterizada de
ADN es parte de la region codificante del gen. El modelo estd basado en un conjunto de
datos de “entrenamiento” y en el mas sencillo se asume que los nucledtidos en diferentes
posiciones son independientes e idénticamente distribuidos (iid). Si éste es el caso, las dife-
rencias entre ADN codificante y no codificante podrian detectarse por las diferencias entre
las frecuencias de los cuatro nucledtidos en los casos distintos.

2.1. Contrastes de Independencia

La precision de los procedimientos que se llevan a cabo depende de la precision de las su-
posiciones hechas. Podemos intuir que suponer que hay independencia entre los nucledtidos
suele ser una simplificacién excesiva, puesto que puede haber correlaciones, por ejemplo,
entre los nucledtidos debido a su pertenencia a uno u otro codén (triplete de nucleétidos).
Por ello, es importante, entre otras cosas, desarrollar un contraste de independencia sobre
la secuencia de nucledtidos. Este contraste esta basado en el andlisis de una cadena de
Markov. Al utilizar cadenas de Markov en el andlisis de secuencias, el concepto del “tiem-
po t” se reemplaza por la “posicion a en la secuencia”. Nuestras variables aleatorias o
sucesos seran “los nucleétidos en posiciones dadas de la secuencia de ADN” vy, por tanto,
el espacio de estados estard compuesto por los cuatro nucledtidos: E = {A,C,G, T}, de
tamafio k = 4. Desarrollamos entonces un test de independencia chi-cuadrado x? sobre la
secuencia de nucleétidos que queremos analizar, que contrasta la hipotesis nula de que los
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Cuadro 2.1: Tabla de contingencia

nucleétidos en posiciones distintas sean independientes, frente a la hipétesis alternativa de
que un nucleétido en una posicion dada dependa del nucledtido en la posicion anterior. De
esta forma, la distribucién del contraste es una cadena de Markov en la cual todas las filas
de la matriz de transicion son idénticas. Por lo tanto, la hipotesis alternativa la pensamos
como una cadena de Markov donde la probabilidad de un nucleétido en una posicién dada,
dependa del nucledtido en la posicion anterior, es decir, una cadena de Markov de orden
uno. Asi, bajo la hipétesis nula de independencia entre nucleétidos, y dada la secuencia de
ADN X = ACGATTA, por ejemplo, la probabilidad de tal secuencia bajo el modelo de in-
dependencia serd P(X) = papcpapaprprpa = PApepeps , donde p; indica la probabilidad
del nucledtido i en la secuencia, i € {A,C, G, T}.

Este contraste es de interés para evaluar si el modelo de Markov bajo la hipotesis alter-
nativa describe la realidad significativamente mejor que el modelo de independencia y, por
tanto, podria aumentar la precision de nuestros procedimientos de prediccion. Ademds, si
lo hace, podria considerarse incluso el modelo con un nivel de dependencia mas complejo
(una cadena de Markov con orden mayor). Supongamos que la longitud de la secuencia de
ADN que queremos analizar (nuestra muestra) es n. El contraste estadistico de indepen-
dencia es un contraste de asociacién en una tabla 4 x 4 de doble entrada como la mostrada
en el Cuadro 2.1} denominada tabla de contingencia.

Tenemos entonces un contraste de independencia con la hipotesis nula

Hy :piyj = pi X pi,i,5 € B.

Los datos deben aparecer como se muestra en la tabla anterior, donde las filas repre-
sentan el nucledtido en la posicion a y las columnas el nucledtido en la posicién a+1. El
elemento (4, j) de la tabla representa la frecuencia observada n;;, que indica el nimero de
transiciones del estado o nucledtido ¢ al estado o nucledtido 5 en una etapa, para i,j € E;
y Xijepni; = n. Asi, cada uno de los elementos n;, y n; representan la suma de la fila
i (numero de transiciones desde el estado i) y la columna j (ndmero de transiciones que
llegan al estado 7), respectivamente, i, j € E. La idea es realizar el contraste anterior com-
parando las frecuencias esperadas bajo la hipdtesis nula, T;; = np;p;, con las observadas,
O;; = ny;. Si las cantidades p; y p; no son conocidas, han de ser estimadas a partir de las
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frecuencias observadas de la siguiente forma

~ LZAEPN n;
s =2 = L 21
b n D 0 ( )
y por lo tanto
N S ni7n7‘
Tij =np;p; = 7]7 (2'2)

lo que hace perder (k—1)+ (k—1) con k = 4, grados de libertad adicionales al estadistico
de contraste

N

k 2

nl Z
X(k 1)+(k—1) ZZ j i) NX%k—l)-l—(k;—l) (2.3)

=1 j5=1

que sigue, bajo la hipétesis nula, una distribucién aproximada chi-cuadrado con (k — 1) +
(k — 1) grados de libertad. De esta forma, rechazaremos Hj si

X%k:—l)-i—(k—l) > X%lc—l)-&-(k—l),l—ou

y el p-valor correspondiente sera menor o igual que «, para a = 0,05. Por lo tanto, la
hipétesis nula de independencia resulta ser la hipotesis nula de no asociacion en la tabla.
Pruebas de este tipo muestran que nucledtidos contiguos en posiciones de secuencias de
ADN son a veces dependientes, y el modelo de una cadena de Markov de primer orden se
ajusta a los datos reales significativamente mejor que el modelo de independencia, tanto
en regiones de intrones como de exones. Modelos homogéneos de Markov de orden mayor
y modelos no homogéneos a veces pueden ajustarse mejor a los datos.

2.2. Contraste de Bondad de Ajuste

Si el contraste de independencia no es aceptado, se aplica otro test de interés para saber
si la distribucién estacionaria de la cadena de Markov es uniforme. De esta forma, si fuese
asi, los calculos llevados a cabo con los datos de entrenamiento para hallar los parametros
del modelo se facilitarian bastante. Aplicaremos entonces un contraste de bondad de ajuste
a tal distribucién. La hipdtesis nula es que las distribuciones de probabilidad estacionaria y
uniforme son idénticas, y la hipdtesis alternativa que ambas distribuciones son diferentes.
Podemos discutirlo en el caso de una cadena de Markov de primer orden, ya que para
cadenas de érdenes superiores es andlogo. Si denotamos por ¢ la distribucién estacionaria
y por U a la funcion de distribucion uniforme, el contraste de hipotesis planteado se puede

escribir de la forma
HO . ¢ &~ U
H,: 922U

En el caso de primer orden, una condicién necesaria y suficiente para que la distribucion
estacionaria sea uniforme es que las probabilidades de transicién en cada columna de la
matriz de transicion sumen 1. Asi, tenemos el siguiente teorema.
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Teorema. 57 la matriz de transicion P de una cadena de Markov con k estados es
doblemente estocdstica, entonces la distribucion uniforme U (i) = z para todo 1 € E, es

una distribucion estacionaria.
Demostracion. Observamos que

> Uiy = %Zpij = %,Vj €E (2.4)
S ek
de modo que la distribucion uniforme satisface la condicion UP = U que define una dis-
tribucion estacionaria (y ademds, por ser distribucion de probabilidad, ), ., U(i) = 1).
Vemos también, que si la distribucion estacionaria es uniforme, necesariamente la matriz
P es doblemente estocdstica, es decir, la suma por filas y columnas de P es 1.

1
En nuestro caso, la distribucién uniforme es U (i) = - para i € E. Esto implica que, por

ejemplo, los elementos en la cuarta fila de la matriz de transicion estan determinados por
los elementos de las primeras tres filas. La probabilidad de cualquier secuencia observada
de ADN puede calcularse bajo la hipotesis nula de que la distribucion estacionaria es
uniforme. Ya que bajo esta hipotesis los elementos de cada fila y cada columna de la matriz
de transicién deben sumar 1, hay 9 pardmetros libres (habia 4 x 3 cuando solo las filas
sumaban 1, menos 3 que se restan cuando también las columnas lo hacen). La probabilidad
de la secuencia observada puede maximizarse con respecto a estos parametros. Bajo la
hipotesis alternativa, la tinica restriccion es que los elementos de cualquier fila de la matriz
de transicion deben sumar 1, y por lo tanto habra 12 parametros libres. Asi, de la misma
forma, la probabilidad de la secuencia observada puede ser maximizada respecto a estos
parametros. De estas dos probabilidades puede calcularse un estadistico de verosimilitud
—2log), donde A es

_ SUpLO . fn(xaé\()) _ le (25)

supL  f,(z,0)  Supp¢
Segin este contaste, bajo la hipdtesis nula, este estadistico tiene una distribucién
asintética chi-cuadrado con m —r = 12 — 9 = 3 grados de libertad. De esta forma, pode-
mos aplicar un contraste de bondad de ajuste entre ambas distribuciones y comprobar si
la distribucion estacionaria se identifica significativamente con la distribucion uniforme, lo
que facilita los calculos a la hora de modelizar secuencias de ADN.

2.3. Modelado de “Senales” en el ADN

En el contexto de la gendémica, la anotaciéon o puntuacién es el proceso de marcado
de los genes y otras caracteristicas bioldgicas de la secuencia de ADN. El primer sistema
software de anotacion de genomas fue disenado en 1995 por Owen White, éste construyo un
software para localizar los genes, el ARN de transferencia, y otras caracteristicas; asi como
para realizar las primeras atribuciones de funcién a esos genes.
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Se conoce que los genes contienen “senales” en el ADN, que son secuencias de ADN con
un propédsito especifico: indicar, por ejemplo, el comienzo y final de la regién transcrita, los
limites de los exones e intrones, asi como otras caracteristicas. La maquinaria de la célula
utiliza estas senales para reconocer el gen, para editarlo correctamente, y para traducirlo
apropiadamente en proteina. Si la naturaleza fuese bondadosa, cada senal consistird en una
unica secuencia de ADN que no apareceria en ningtin otro lugar del ADN excepto donde
sirviese para su proposito especifico. En la realidad, hay muchas secuencias de ADN que
realizan la misma funcién de senal; llamamos a éstas “miembros” de una senal. Ademaés,
los miembros de las senales también aparecen aleatoriamente en el ADN no funcional,
haciendo dificil clasificar las senales funcionales de las no funcionales. En la practica, no
todos los miembros de una senal son conocidos. Nuestro objetivo es utilizar los miembros
conocidos para evaluar la probabilidad de que una nueva secuencia no caracterizada de
ADN sea también un miembro de la senal. Supondremos que los diferentes miembros sur-
gen de antepasados comunes mediante procesos estocasticos, por lo tanto, es razonable
construir un modelo estadistico de los datos. Algunas senales requieren solamente modelos
simples, mientras que otras necesitan modelos mas complejos. Cuando el modelo requerido
es complejo y los datos son limitados, debemos tener cuidado eligiendo suposiciones simpli-
ficadoras en el modelo para utilizar los datos de la manera mas eficiente posible. Asumimos
que todos los miembros de la senal de interés tienen la misma longitud, que denotaremos
por n. Esta suposicién no es demasiado restrictiva, ya que los miembros de muchas senales
tienen la misma longitud, y para los que no la tengan, podemos capturar porciones de ellos,
que es normalmente suficiente. Para modelar las propiedades de cualquier senal debemos
tener un conjunto de datos de entrenamiento, esto es, una gran cantidad de datos en la cual
los miembros de las senales sean conocidos. Consideraremos ahora algunos de los modelos
de senales basicos que se utilizan en Bioinformética.

2.3.1. Matrices de Peso. Independencia

El contraste de hipdtesis sobre si una secuencia no caracterizada de ADN es miembro
de una senal dada, es mas facil de llevar a cabo cuando el nucledtido en cualquier posicion
de la senal es independiente de los nucleétidos en cualquier otra posicion de esa senal. Es,
por lo tanto, necesario realizar un contraste de independencia sobre si el nucleétido en la
posicion a en una senal es independiente del nucledtido en la posicién b, sin necesidad de
que a y b sean contiguos. Esto puede hacerse de varias formas. Es natural generalizar el
contraste de independencia descrito en el cuadro [2.1 que comprueba la independencia en
posiciones contiguas. En esta generalizacion, “posicién a” es reemplazada por “posicién
a en la senal” y “posicién a + 1”7 se reemplaza por “posicién b en la senial”. Asi, n;; es
interpretado como el niimero de veces que, en los datos, el nucledtido ¢ ocurre en la posicion
a de la senal y el nucledtido j ocurre en la posicion b de la senal. Este contraste se utiliza
luego para todos los pares a y b; con 7,5 € E'y a,b=1,...,n. Por tanto, nos planteamos
un contraste de independencia chi-cuadrado entre las posiciones de los nucleétidos en la
senal, es decir la hipdtesis nula es
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Hy : el nucledtido en la posicién a es independiente del de la posicion b, Va,b =1, ..., n.

El contraste se desarrolla analogamente al test de independencia para cadenas de Mar-

kov de orden uno, expuesto en el presente capitulo (donde las posiciones en la secuencia
si eran contiguas).
Supongamos que, como resultado de este contraste, puede asumirse independencia. Se cons-
truye entonces una matriz 4 x n, donde cada fila corresponde a uno de los 4 nucledtidos
y cada columna a las posibles posiciones de la senal de longitud n. Su posicién o entrada
(7,a) es la proporcién de casos en los datos que el nucleétido i ocurre en la posicién a de
la senal. Nos referimos a ésta como una matriz de peso y la denotaremos por M.

Los elementos de la columna a de la matriz dan (de forma aproximada) las probabi-
lidades para los cuatro nucledtidos (A, G, C y T, respectivamente) en la posicién a de la
senial, @ = 1,...,n. La matriz M define la probabilidad P(X | M) para cualquier secuencia
(senal) X de longitud n. Las matrices de peso se utilizan como una componente de un
algoritmo para busqueda de genes. En general, al modelar un gen, se necesitan matrices
de peso para modelar ciertas “regiones” de éste [1].

2.4. Busqueda de Repeticiones en Secuencias de ADN

Describimos ahora las posibles repeticiones de secuencias de ADN presentes en un geno-
ma eucariota y su clasificacién de acuerdo con su longitud y forma. También abordaremos
el problema computacional para detectarlas y los enfoques utilizados.

En un genoma eucariota, los nucleétidos no se encuentran en igual cantidad, A y T se
encuentran en un 60 % (30 % cada uno), y C, G en un 40 % (20 % cada uno). Pero un genoma
no solo varia en la cantidad de nucleétidos que contiene, también presenta una distribucion
no uniforme de los nucledtidos a lo largo de la secuencia genémica. Incluso existen algunos
segmentos con una alta concentracién de un par de nucleétidos (A, T) o (C, G) denominados
1socoros. Estos isocoros son objeto de estudio ya que presentan una alta concentracion de
secuencias codificantes. Oliver et al. [2] propusieron un método para detectar segmentos
(isocoros o dominios que presenten una composicién similar) denominado segmentacién
entrépica. Ademds de los isocoros, es interesante estudiar repeticiones de secuencias en
un genoma ya que, principalmente los organismos eucariotas, contienen un alto ntimero de
secuencias repetidas (de longitud, composicién y frecuencia variables). Estas repeticiones se
pueden encontrar en los genomas de dos formas: “en tandem”, dos o mas copias consecutivas
de un patrén, o dispersas aleatoriamente a lo largo del genoma.

2.4.1. Repeticiones en Tandem

Estas repeticiones no estan definidas claramente todavia, no obstante se pueden clasi-
ficar como en el Cuadro 2.2
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Clase Long-Nucleétidos  Frec-miles

Satélites Superior a 100 1000
Minisatélites 9-100 100
Macrosatélites 1-8 10-1000

Cuadro 2.2: Repeticiones Tédndem

2.4.2. Repeticiones Dispersas

Las repeticiones dispersas o intercaladas se clasifican de acuerdo con su longitud en cor-
tas, denominadas SINE (short interspersed repeat) y en largas, denominadas LINE (long
interspersed). Estas repeticiones pueden estar formadas por la combinacién de nucleéti-
dos en diferente orden y cantidad. Las repeticiones SINE son fragmentos de ADN cortos
repetidos millones de veces y dispersos por todo el genoma. En el genoma humano, se
estima que tienen una longitud de 100 a 300 pares de bases y se repiten 1,5 millones de
veces (13 % del genoma humano). Las repeticiones LINE son fragmentos de ADN de gran
tamano repetidos miles de veces y dispersos por todo el genoma. En el genoma humano se
estima que tienen una longitud de 6,000 a 8,000 pares de bases y se repiten 85 mil veces
(21 % del genoma humano).

2.4.3. Estudio de Repeticiones

La importancia del estudio de patrones repetidos es evidente desde el proceso de se-
cuenciacion. Durante este proceso, se detectd la presencia de bloques de ADN repetidos,
lo cual dificulté el ensamblado del genoma. El proceso de secuenciacién automatico divi-
de el genoma en miles de fragmentos que luego se amplifican y por ultimo se secuencian
ensamblandolos por superposicion de sus extremos. Pero antes de unir dos fragmentos, el
algoritmo debe determinar si los fragmentos en cuestion son producto de la “clonacién”
(son el mismo fragmento) o se trata de un fragmento repetido en el genoma. Es el procedi-
miento conocido como “shotgun”. En el genoma del hombre, al igual que en el de muchos
organimos, se presentan secuencias de nucledtidos repetidos (patrones o secuencias motif).
Estos patrones generalmente tienen alguna relacion funcional o estructural, ya sea en la
secuencia de ADN o en la proteina, y se cree que por esta razén la evolucion los ha pre-
servado. Los patrones repetidos pueden ser 1tiles en tareas como: validacién de métodos
de clasificacién de proteinas, asociacion directa con alguna funcién y/o estructura de una
proteina, prediccion o identificacién de dominios funcionales, o prediccion de la estructura
tridimensional. Especificamente, para el genoma humano, se estima que el 10 % est4 forma-
do por secuencias repetidas en tandem. Estas repeticiones son probablemente resultado de
una replicacién inexacta del ADN que con el tiempo se fijaron en el genoma. El estudio de
repeticiones en tandem tiene aplicacién directa en medicina debido a que algunos patrones
repetidos han sido asociados a enfermedades.
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2.4.4. El problema de la Deteccion de los Patrones

La estructura primaria de un genoma se representa computacionalmente como un con-
junto de archivos de texto (un archivo para cada cromosoma). Estos archivos contienen la
secuencia de nucledtidos. Cada nucledtido se representa con una letra mayuscula A, C, G
y T, y si ain no se ha determinado el nucleétido en alguna posicion del genoma se utiliza
la letra N. El niimero de repeticiones a buscar se incrementa exponencialmente con la lon-
gitud del patrén de interés. En el Cuadro se ilustra el nimero total de combinaciones
posibles de un patrén de longitud 1 hasta 20.

Longitud | Cantidad | Longitud Cantidad
1 4 11 4194304
2 16 12 16777216
3 64 13 67108864
4 256 14 268435456
) 1024 15 1073741824
6 4096 16 4294967296
7 16384 17 17179869184
8 65536 18 68719476736
9 262144 19 27487790644
10 1048576 20 1099511627776

Cuadro 2.3: Numero total de combinaciones posibles de un patron de longitud 1 hasta 20

Para un patrén de longitud n, existen 4" combinaciones posibles, razén por la cual
este problema presenta un reto computacional de interés. La identificacién de patrones
repetidos en un genoma puede estar dirigida a la busqueda de repeticiones dispersas o
en tandem, con coincidencia exacta del patrén o con presencia de “gaps” (inserciones o
deleciones) y/o mutaciones. El problema se puede plantear asf:

descubrir(X,w, f, g,1;)

donde la funcién “descubrir” debe encontrar una secuencia X de longitud |X| = n,
el patrén w de longitud |w| que tenga una frecuencia de apariciéon no mayor o igual a f,
para descartar secuencias con un bajo nimero de repeticiones; y presente un nimero de
diferencias, incluyendo gaps, menor o igual a g. Si g es igual a cero, el patron se buscaré con
una coincidencia exacta. El parametro [; indica la longitud de la repeticién en tandem. Si
l; es igual a uno, la bisqueda se realizara para patrones repetidos de forma dispersa.
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Capitulo 3

Modelos Ocultos de Markov

Un modelo oculto de Markov (HMM por sus siglas en inglés) es un modelo estadistico
que puede ser usado para describir la evolucién de eventos observados que dependen de
factores internos, los cuales no son observados. Llamaremos al evento observado “simbolo”
y al factor oculto subyacente a la observacion “estado”. Un HMM consiste de dos pro-
cesos estocasticos: un proceso estocéastico de estados ocultos y un proceso estocastico de
eventos observados. Los estados ocultos forman una cadena de Markov y la distribucién
de probabilidad de los simbolos observados depende de los estados ocultos subyacentes.
Por esta razon, un modelo oculto de Markov es llamado proceso estocastico bivariado. La
mayoria de los escritos sobre los modelos de Markov ocultos pertenecen a la literatura del
reconocimiento ortografico, donde fueron aplicados por primera vez a principios de 1970

[31.

3.1. Definicion

Podemos decir que un Modelo Oculto de Markov (HMM, por sus siglas en inglés), es un
proceso estocastico bivariado, ya que consta de un proceso estocastico de estados ocultos,
el cual forma una cadena de Markov, y un proceso estocastico de eventos observados.

3.1.1. Definicion formal

Un Modelo Oculto de Markov discreto se define formalmente como una 5-tupla (S, V, 11, A, B)
donde

e S es el conjunto finito de estados ocultos del HMM, S = {s;,52,...,sn}, N es la
cantidad de estados en el modelo. El estado actual en el instante de tiempo ¢ se
denota como Xj;.

e 1/ es el conjunto de valores o simbolos diferentes que se pueden observar en cada uno
de los estados, puede considerarse también un alfabeto finito. Cada uno de los simbo-
los que un estado puede emitir se denota como {vy, vy, ..., vps }, donde M es el niimero
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Figura 3.1: Arquitectura general de un modelo oculto de Markov

de simbolos del alfabeto y cada v, se refiere a un simbolo diferente. Una secuencia
de observaciones se denota como un VECTOR Y = (Y1,Ys, ..., Y7) donde cada ob-
servacion Y;, es un elemento de V', y T es la cantidad de observaciones en la secuencia.

o Il = {m,ms,...,my} es la distribucién de probabilidad inicial de los estados. De esta
forma, m; = P (X; = s;) constituye la probabilidad de que el sistema inicie en el
estado s;.

o A ={p;;} es la matriz de las probabilidades de transicion entre estados, donde p;; =
P (X, =s;| X;—1 = s;) constituye la probabilidad de que el sistema se encuentre en
el estado s; en el instante ¢ — 1 y pase al estado s; en el instante ¢.

e B = {e;(k)} es el conjunto de las probabilidades de emision, es decir, e; (k) =
P (Y, = v | Xy = s;) constituye la probabilidad de que el sistema, estando en el ins-
tante s;, genere la observacion vy.

La notacién mas compacta para un HMM es usando sus tres medidas de probabilidad
A= (A, B, 1)
Veamos ahora dos ejemplos de como aplicar un HMM.

Ejemplo 1. Un HMM con dos estados: Imaginemos que en un casino utilizan un
dado justo la mayoria de las veces, pero otras utilizan un dado cargado. Asi que tenemos
un par de dados, uno justo y otro cargado (no caemos en todas las caras con igual probabi-
lidad). De esta forma, nuestros estados seran: { “dado libre”, “dado cargado”}. Un modelo
de Markov decide cual de los dos dados juega, y dependiendo del estado del modelo, se
aplicaran las probabilidades de emisién para el dado cargado o para el normal. Asi, ge-
neramos una secuencia de simbolos que es el resultado de estar en dos estados diferentes.
Especificaremos nuestra probabilidad de transicién de modo que en cualquiera de los es-
tados haya un 90 % de posibilidades de quedarse en ese estado, y un 10 % de cambiar de
estado (el casino cambia un dado libre por uno cargado), como se muestra en la Figura
3.2l

Para nuestro dado no cargado o libre, la probabilidad de obtener un ntimero entre 1 y
6 (ambos incluidos) es la misma, y estd dada por
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0.1
1 {0.1667) 1 (0-1000)
2 (0.1667) 2 {0-1000)
3 (0.1667) 3 (0-1000)
4 {0.1667) 4 (0-1000)
5 {0.1667) 5 (0-1000)
6 (0.1667) 6 (0.5000)

Figura 3.2: Modelo de Markov oculto asociado al ejemplo. Las transiciones entre el dado
cargado y el dado libre se modelizan como una cadena de Markov.

0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

donde cada columna describe la probabilidad para cada uno de los seis niimeros.
Para el dado cargado, las probabilidades de emisién son

0.100 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.5000

Aqui las probabilidades de emitir un ntimero entre 1 y 5 son iguales, pero es mucho
mayor la probabilidad de obtener un 6 (50 %).
La secuencia observada por tal modelo de Markov oculto podria ser como la siguiente

Y =4553653163363555133362665132141636651666

Si conocemos las propiedades de los dados y de la cadena de Markov subyacente u
oculta, jpodemos encontrar la secuencia de estados mas probable de estados ocultos detras
de Y? En otras palabras, ;podemos averiguar qué dado ha sido utilizado por el casino en
cada instante o posicion de la secuencia de resultados? Mas adelante, con el algoritmo
de Viterbi, veremos como responder a estas preguntas, aqui simplemente mostramos la
secuencia oculta que genera nuestra secuencia visible

Oculto:X=1111111111111111111122221111111222222222
Visible:Y =4553653163363555133362665132141636651666

Observemos que el simbolo 6 ocurre con una frecuencia mayor cuando el estado en la
secuencia oculta es 2, correspondiente al dado cargado, pero esta dependencia es simple-
mente probabilistica. En las aplicaciones bioldgicas, aplicaremos nuestro modelo de Markov
oculto en un conjunto de datos donde los estados ocultos son conocidos, incluso cuando no
sepamos exactamente cuales son las probabilidades de transicién y emisién. Esto permite
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calcular las matrices de transicién y emision de nuestro modelo basadas en los datos y, por
lo tanto, una mejor inferencia en los estados ocultos de nuevos datos.

Ejemplo 2: Queremos transmitir un mensaje codificado como secuencia de bits b, ..., by,
donde b; € {0,1} son los bits y m es la longitud del mensaje. Deseamos transmitir el men-
saje mediante un canal que sabemos que afectara al mensaje puesto que introduce errores
aleatoriamente. Consideraremos canales discretos, esto es, se supone que las entradas y las
salidas del canal pertenecen a alfabetos finitos: i1, ..., %, para las entradas y o1, ..., 0; para
las salidas. Ya que consideraremos canales binarios, entonces las entradas y las salidas
del canal de transmisién son bits, asi ¢ = [ = 2 y 41,73 = 01,09 = {0,1}. Un canal de
transmision se dice “sin memoria” si

PYo=v0, Y1 =v1,.., Y =Yn | So = 80,51 = S1, .0, S = Sp) = HP(Y; = y;|Si = si).
i=0
donde Y}, representa la salida del canal y Sy la entrada.

En palabras, las salidas del canal son condicionalmente independientes de la secuencia
de entrada. Las probabilidades de transicién del canal discreto sin memoria estan definidas
por el kernel de transicién R : {iy,....3,} x {o1,...,0,} — [0,1], donde param = 1,...,q y
i=1,..,1,

R(im,Oj) = P(YE) = 0j ‘ S(] = Zl) (31)
El ejemplo maés clasico de un canal discreto sin memoria es el canal simétrico binario
(BSC) con entrada y salida binaria, para las cuales R(0,1) = R(1,0) = ¢ con ¢ € [0, 1]. En
palabras, cada vez que un bit S, = 0 0 .S, = 1 es enviado a través del BSC, la salida es
también un bit Y, = {0,1}, el cual difiere del bit de entrada con probabilidad ¢; esto es,
el error de probabilidad es P(Y}, # Oy) = ¢. La salida de un canal simétrico binario puede
ser modelado como una version ruidosa de la secuencia de entrada, Y, = S, @ Vi, donde
@ es la suma mddulo 2 (es decir, la suma asigna 0 a una suma par y el valor de 1 a una
suma impar) y {Vj }x>0 es una secuencia de bits independiente e idénticamente distribuida,
independiente de la secuencia de entrada {Xj}r>0 y con P(V, = 0) = 1 — . Si queremos
transmitir un mensaje Sy = b, ..., S;, = b,, mediante un BSC sin codificar, la probabilidad
de obtener un error sera

P(}/E) # bo, ,Ym # bm | SO == bo, ,Sm == bm) -
1 —P(YE) :bo,...,Ym :bm | SO = bo,...,Sm = bm) ==
I—(1—¢e)™

Por lo tanto, cuando m crece, con probabilidad de casi 1, al menos un bit del mensaje
seria recibido incorrectamente. Consideremos un codificador convolucional de razén 1/2
con longitud de memoria 2. La razén 1/2 significa que el mensaje de longitud m serd trans-
formado en un mensaje de longitud 2m, esto es, enviamos 2m bits a través del canal con el
fin de introducir algin tipo de redundancia para incrementar nuestra oportunidad de obte-
ner un mensaje libre de errores. El principio de este codificador convolucional es mostrado
en la Figura [3.3]
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Figura 3.3: Cédigo convolucional de razén 3

con longitud de memoria 2.

Debido a que la longitud de memoria es 2, hay 4 estados diferentes y el comportamiento
de este codificador convolucional puede ser modelado como una maquina de 4 estados,
donde el alfabeto de estados es E = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}. Denotamos por X, el valor
del estado en el tiempo k, Xy = (Xi1, Xi2) € E . A la llegada del bit By, el estado se
transforma a

Xk+1 = (Xk+1,1an+1,2) = (Bk+1,Xk,1)
Si la secuencia { By }r=0 de los bits de entrada es i.i.d. con probabilidad P(By = 1) = p,
entonces { Xy }r=0 es una cadena de Markov con probabilidades de transicién

P[XkJrl = (17 1) ‘ X = (170)] P[Xk+1 = (17 1) ’ X = (17 1)] =D
PXis1 = (1,0) [ X), = (0,1)] = P[Xi1 = (1,0) [ Xi = (0,0)] = p,
P[Xk—H = (07 1) | X = (170)] ]
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las otras probabilidades de transicién son cero. Para cada bit de entrada, el codificador
convolucional genera dos salidas de acuerdo a

Sk = (Sk,1,Sk2) = (Br ® Xi2, B & Xj0 ® Xi1)

Un codificador convolucional puede ser representado como un diagrama de transicion
de estado del tipo de la Figura [3.4l Los nodos son los estados y las ramas representan
las transiciones que no tienen probabilidad cero. Si indexamos los estados con el indice de
tiempo k y el indice de estado m, obtenemos el diagrama de Trellis de la Figura [3.5] El
diagrama de Trellis muestra la progresién del tiempo de la secuencia de estados. Para toda
secuencia de estados, existe un Unico camino a través del diagrama de Trellis y viceversa.

3.2. Los Tres Problemas Basicos en los Modelos Ocul-
tos de Markov

Dada la forma del modelo oculto de Markov en la seccién anterior, existen tres proble-
mas basicos que deben resolverse para que el modelo pueda ser aplicado a sistemas reales.
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Figura 3.4: Diagrama de estados codigo convolucional de razén % con longitud de memoria

2.

01 ®
10 Y
11 ®

Figura 3.5: Diagrama de Trellis del cédigo convolucional de razon % con longitud de me-

moria 2.
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Estos problemas son los siguientes:

e Dada una secuencia de observaciones Y = (Y7, Ys, ..., Y7) y un modelo A = (A, B, 1II).
; Cémo podemos calcular de forma eficiente Py(Y; = y1, ..., Y7 = y7)?, o dicho de otro
modo, ;Coémo calcular la probabilidad de obtener dicha secuencia de observaciones
dado un modelo fijo?

e Dada una secuencia de observaciones Y = (Y7, Ys, ..., Y7) y un modelo A = (A4, B, II).
., Cémo encontrar la sucesion de estados ocultos més factible que pueda haber gene-
rado dicha secuencia de observaciones? (La que mejor explica la secuencia de obser-
vaciones dada).

e Dada una secuencia de observaciones Y = (Y1, Y3, ..., Y7) ;Cémo estimar los pardme-
tros del modelo A = (A, B,IlI) para maximizar P\(Y1 = y1,...,Yr = yr)? (El mo-
delo que mejor explica la secuencia de observaciones dada), o en otras palabras,
entrenar los parametros del HMM dada una secuencia de observaciones, por entre-
nar entenderemos el proponer un modelo a priori e ir mejorandolo al maximizar

P\(Yi=wy1,....Yr = yr).

Problema 1: Probabilidad de una observacién
El primer problema consiste en la evaluacion de una secuencia de observaciones dado el
modelo. La resolucién de este problema provee la probabilidad de que la secuencia fuera
generada por ese modelo. Un ejemplo practico puede ser presuponer la presencia de varios
HMM’s pugnando entre si. La evaluacién de la secuencia en cada uno de ellos, dard la
oportunidad de elegir el modelo que mejor se ajusta con las observaciones.

Problema 2: Secuencia de estados mas probable
El segundo problema es encontrar lo la cadena oculta del modelo, es decir , descubrir el
camino que sigui6 la cadena de Markov. Este camino oculto es de utilidad para la clasifi-
cacion de las observaciones.

Problema 3: Estimacion de los parametros del modelo

El tercero de los problemas, es el problema critico de los HMM puesto que permite adecuar
en forma optima los parametros de un modelo a una secuencia de observaciones. También
resulta el méas complejo de resolver. Notemos que la solucién a este problema permite la
efectiva aplicaciéon de los HMM a una cantidad de casos reales, a los que seria inviable su
aplicacion, pues determinar a priori las distribuciones correspondientes no es una opcion
en la mayoria de los casos. En lugar de eso, se dispone de una secuencia de entrenamiento
con el fin de ensenar al HMM cuédles son las distribuciones que mejor se adaptan.
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3.3. Solucion a los Tres Problemas Basicos

3.3.1. Solucion al problema 1: Probabilidad de una Observacién

Se quiere calcular de manera eficiente la probabilidad de una secuencia de observaciones
Y = (Y1,Y5, ..., Yr), dado un modelo A = (A, B,1II), es decir P\(Y).
Recordando que cada Y; depende solamente de X, (la observacion en el tiempo ¢ depende
unicamente del estado en el tiempo t), entonces para producir la secuencia Y se debe
tener una secuencia de estados X = (X1, Xy, ..., X7). Luego esto permite inferir un sencillo
método de resolucién al problema en cuestién, simplemete se podria calcular la probabilidad
de obtener Y, con cada una de las posibles secuencias de estados de longitud T que son
posibles con el modelo, y finalmente sumar dichas probabilidades. Notar que si N es el
nimero de estados del modelo, existen N7 posibles secuencias de estados de longitud 7.
Como la probabilidad de que ocurra la secuencia de estados X = (X3, X, ..., X7) en el
modelo A = (A, B,1I) estd dada por:

T—1
P)\(X) = Ty H Pziwyiq- (32)
t=1

La probabilidad de Y, dada la secuencia X y el modelo A = (A, B, 1I) es:

T

PAY | X) = [[P(Yi= w0 | Xe = 20) = e, (1) - €an(82) - - ear (yr)- (3.3)

t=1

donde se asume independencia entre observaciones. La probabilidad conjunta de Y y X (la
probabilidad de obtener la secuencia de observaciones Y simultaneamente con la secuencia
particular de estados X) dado el modelo, es el producto de y (usando la definicién
de probabilidad condicional en conjunto con la regla de la multiplicacién), es decir:

Py(Y,X) = P\(Y | X)P\(X). (3.4)

Y como se comentd al principio, para obtener Py(Y) se debe calcular (3.4) para cada
secuencia posible de estados de tamano 7' del modelo y luego calcular la suma de las
mismas, por lo tanto:

Py(Y) =) P\(Y | X)P\(X). (3.5)

Equivalentemente:

PA(Y> = Z (Trl'lexl(yl) ]jpmtxt+1ext+1<yt+1)> . (3'6)

t=1

Se puede interpretar la ecuacién (3.6)) de la siguiente forma. Al inicio (tiempo t=1), el
proceso se encuentra en el estado x; con probabilidad m,, y es generado el simbolo y; con
probabilidad e, (y1) , en t=2, se produce una transicién del estado x; al estado x5 con
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probabilidad p,,.,, v se genera el simbolo y, con probabilidad e, (y2). El proceso continua
hasta que se llega al tiempo ¢t = T', con una transicién del estado xr_; al estado xp con
probabilidad e, ., y generando el simbolo yr con probabilidad e,,.(yr). En la figura se
puede ver una representacion grafica de lo anterior.

Como ya se menciono antes, si la cantidad de estados del modelo es N, la cantidad de

secuencias de estados posibles de longitud 7' es N”. Analizando la ecuacién , se puede
ver que para cada una de las N7 secuencias de la sumatoria se deben realizar (27 — 1)
multiplicaciones y N7 — 1 sumas. Por lo tanto, esta forma de calcular Py(Y) es del orden
de (2T'NT) lo que la convierte en impracticable.
Para solucionar este problema debe hacerse uso de técnicas de programaciéon dinamica,
con el objetivo de recordar soluciones parciales, en vez de recalcularlas. A continuaciéon
se mostraran un par de técnicas para ese fin, denominados proceso de avance (forward) y
proceso de retroceso (backward).

Proceso de avance

Considérese la siguiente variable (i), definida de la siguiente manera:
Oét(i) :P)\(Yi :ybYrZ:yZ?'“an:ytaXt:i)) (37)

la cual representa la probabilidad conjunta de obtener la secuencia de observaciones
parcial (y1,ys, ..., y;) hasta el tiempo ¢, y que el proceso se encuentre en el estado ¢ en el
tiempo ¢, dado el modelo A = (A, B, II). Los resultados de ay(i), para los estados del mo-
delo en los diferentes momentos de tiempo, se pueden calcular de forma iterativa y luego
pueden ser usados para determinar Py(Y). El proceso es descrito en el siguiente algoritmo

1. Inicializacién:
Oél(Z') = 7Ti6i(y1>, 1 S 1 < N. (38)

2. Induccién:
N
at—i—l(j) = [Z at@)}%]] ej(yt—‘rl)a t= 17 27 7T - 17 1 S j S N. (39)
i=1

3. Terminacién:

N
P)\(ifl :yl,...,YT:yT) :ZOZT(Z) (310)
i=1

El primer paso , inicializa todas las potenciales probabilidades de inicio, es decir,
una para cada estado (N en total), como las probabilidades conjuntas de que inicie en el
estado ¢ y dicho estado genere la observacion y;.

El paso de induccion es el mas complejo y es el nicleo del algoritmo de avance. Para
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entenderlo, primero nétese que a4 (i) representa la probabilidad conjunta de que el proceso
genere la sucesiéon de observaciones (yi, Y, ..., ¥:), estando en el estado i en el tiempo ¢,
luego oy (i)p;; representa la probabilidad de que en el tiempo ¢ + 1 exista una transicién
desde el estado i hasta el estado j, simultdneamente a la probabilidad conjunta anterior
para el tiempo t. Si se suman los productos para cada uno de los N estados posibles en el
instante ¢, y se multiplica esa suma por e;(y+1), (que es la probabilidad de que el simbolo
yi+1 sea emitido por el j), se obtiene oy, 1(j), que serd la probabilidad conjunta de obtener
la secuencia parcial de observaciones (y1,ys, ..., yr+1) y de encontrarse en el estado j en el
instante de tiempo t+1. Se realiza el cdlculo anterior para cada uno de los N estados y para
los instantes de tiempo t = 1,2, ..., T — 1. En la figura se puede apreciar una representacion
del paso de induccién. El paso de terminacion obtiene P\(Y) sumando el valor de las
N variables (7). Né6tese que por definicién,

OzT(i) = P)\(Yi = yl,Yé = Y2, ~--7YT71 = nyhYT = yT;XT = Z) (311)

Es decir, la probabilidad conjunta de obtener la secuencia de observaciones (yi, ya, ..., Yr)
y que en el tiempo T el proceso se encuentre en el estado 4, si se hace extensivo eso a todos
los N estados, y se calcula la suma, se tendra precisamente Py(Y), obteniendo la ecuacién
(3.10) el mismo resultado que la ecuacién ((3.6)).

La Figura muestra los estados y probabilidades necesarias para el calculo de ay(3).
Donde ay4(3) = (2?21 Oég(’i)pig) e3(ys).

Ejemplo aplicacion del algoritmo de avance

Consideremos el siguiente HMM simple. El modelo estda compuesto por dos estados: H
(alto contenido de GC) y L (bajo contenido de GC). Podriamos suponer que el estado H
caracteriza el ADN codificante, mientras que el estado L caracteriza el ADN no codificante.
Representamos graficamente el modelo como en la figura |3.7}

Ahora bien, considere la secuencia de observaciones Y = GGCA. ;Cuél es la probabili-
dad P(Y) de que la secuencia haya sido generada por el HMM descrito? Esta probabilidad
puede ser calculada usando el algoritmo de avance-retroceso descrito anteriormente, vemos
que:

Inicio G G C A
H|O 0.5*0.3=0.15 | 0.15*0.5*%0.3+0.1*0.4*0.3=0.0345 | ... + ... | 0.0013767
L]0 0.5*0.2=0.1 | 0.1*0.6*0.2 + 0.15*0.5*%0.2=0.027 | ... + ... | 0.0024665

Entonces la probabilidad de que la secuencia Y haya sido generado por el HMM es
P(Y)=0.0038432.

La probabilidad de que la secuencia Y = GGC A haya sido generada por el HMM es
PHMM((Y) = 0,0038432. Para evaluar la significancia de este valor, debemos comprobarlo
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Figura 3.6: Estados y probabilidades necesarias para aplicar el algoritmo de avance.
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Figura 3.7: Estados y probabilidades necesarias para aplicar el algoritmo de avance.
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con la probabilidad de que la secuencia Y no haya sido generada por el modelo, a esta
probabilidad la denotaremos F;,. Si todos los nucléotidos tienen la misma probabilidad,
Pog = 0,25; la probabilidad de observar Y es Py, (Y) = pglg = 0,25* = 0,00396.

Asi que para este ejemplo en particular, es mas probable que la secuencia no haya sido
generada por el HMM (B, > P(HMM)).

Proceso de retroceso

Consideramos la variable

Bi(i) = Px(Yeyr = Yer1, Yirr = Yer2, -, Yo = yr | Xi = 1) (3.12)

Es decir, la probabilidad de obtener la secuencia de observacién parcial (yy11, Yiv2, - Y1)
desde el momento de tiempo ¢+ 1 hasta el momento de tiempo T (final), dado que el estado
es i en el momento de tiempo ¢ y dado el modelo A = (A, B, II). Luego se pueden resolver
las variables (;(7) nuevamente en forma inductiva y calcular el valor de P\(Y) a través del
siguiente algoritmo:

1. Inicializacion:

Br(i)=1, 1<i<N. (3.13)
2. Induccion:
N
Bi(i) =Y piiBia()ej(ys), t=T—-1,T—=2,..,1; 1<j<N. (3.14)
j=1
3. Terminacién:
N
P\(Yi=y1,... Yr =yr) = Y _ Bi()mei(wn). (3.15)
=1

El primer paso (3.13), otorga el valor 1 a las N variables 87 (i).

El segundo paso , es el paso inductivo, ndtese que f;11(7) es la probabilidad de obte-
ner la secuencia de observacion parcial (y; 1o, Yiy3, ..., yr) dado que el estado en el momento
t+1 es 5 y dado el modelo, la misma se multiplica por la probabilidad de transicién entre
el estado i y el j y por la probabilidad de que el estado j, en el tiempo ¢t + 1 , emita el
simbolo y;11, 0 sea, €;(yi4+1). Obteniendo dicho producto para cada uno de los N estados
posibles y suméndolos, se obtiene [3;(i, que es precisamente la probabilidad de obtener la
secuencia de observaciones parcial (y;11, Yii2, ..., yr), dado que el estado en el momento ¢
es 7, y dado el modelo. En la figura se puede ver una representacion de este paso.

El paso final obtiene lo que se queria en la direccién inversa al algoritmo anterior,
notese que en este caso a (;(i) se le debe multiplicar la probabilidad de comenzar en el
estado ¢ y la probabilidad de que el estado ¢ emita el simbolo y;, esto ultimo se consideraba
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Figura 3.8: Estados y probabilidades necesarias para aplicar el algoritmo de retroceso.

en el algoritmo de avance (siguiendo la simetria) en el paso 1.
Ejemplo del célculo de [5(3)

La figura muestra los estados y probabilidades necesarios para el célculo de [5(3)
para un modelo de 5 estados y una secuencia de observaciones de longitud 5. Donde 5(3) =

321 PaiBa(7)e; (ya).

3.3.2. Solucion al problema 2: Secuencia de Estados mas Proba-
ble

Como mencionamos, el objetivo es encontrar la secuencia de estados oculta 6ptima,
es decir, de entre todas las secuencias de estados X que pueden dar lugar a determi-
nada secuencia de simbolos queremos encontrar aquella que explique mejor la secuencia
de simbolos observada. Es decir, queremos encontrar “el mejor alineamiento” entre la se-
cuencia de simbolos y el HMM, es por esto que a veces este procedimiento se denomina
problema del alineamiento optimo. Este problema lo podemos resolver haciendo uso del
llamado Algoritmo de Viterbi.

Sea X*=(X7,...,(X7), X=(X1,...,X7) vy Y= (Y7,..., 7). Formalmente, queremos en-
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contrar la secuencia 6ptima X* que satisfaga lo siguiente
AXW< = argmaa:xP(Xl = T, ...,XT = .Z'T’Yi =Y, ...,YT = yT)

Notamos que esto es lo mismo que encontrar la secuencia de estados que maximiza
PYi=vyi,...Yr =yr, Xy = x1, ..., X7 = x7), dado que tenemos

P(Y1 =Y, ...,YT = yT,X1 =T, ...,XT = JJT>

PXy=x1,...Xr=27[Y1=y1,.... Y = yr) PYVi = g1, Yr — 1)

Encontrar la secuencia de estados éptima X* comparando todas las M’ posibles se-
cuencias de estados es computacionalmente inviable. Sin embargo, podemos utilizar un
algoritmo de programacion dinamica, llamado algoritmo de Viterbi, para encontrar la se-
cuencia 6ptima X* eficientemente. El algoritmo se divide en dos partes: primero encuentra
el mar P(Xy = x1,.... X7 = x7|Y1 = y1, ..., Yr = yr), v después realiza un procedimiento
“hacia atras” para encontrar la secuencia X que satisfaga este maximo.

En primer lugar, se define la variable

v(n,i) =mazrx,,  x, PY1 =01, Y =Un, Xbs =21, ..., Xpim1 = Tp1, X, = 1)
y se calcula recursivamente usando la siguiente férmula
v(n,i) = maxg [y(n =1, k)p(k, i)e(zq|0)]
Al final, podemos obtener la observacién con la maxima probabilidad como sigue
P*=maxxPY1=y1,.... Yo = yr, X1 = 21, ..., X7 = x7) = maxyy(L, k)

El camino 6ptimo X* puede ser encontrado facilmente yendo hacia atras en las recursiones
para llegar a la maxima probabilidad P* = P(Y; = y1, ..., Yr = yr, X1 = 21, ..., X7 = o).
El algoritmo de Viterbi encuentra la secuencia de estados éptima con una eficiencia del

orden de O(LM?)

Ejemplo: el casino deshonesto. Recordamos que la probabilidad de quedarse en
cualquiera de los dos estados es 0.9 y la probabilidad de cambiar de estado es 0.1. Ademés,
la probabilidad de obtener cualquier nimero en el dado libre es siempre la misma (%),
mientras que en el dado cargado la probabilidad de obtener un 6 es 5 veces mayor que de
obtener otro nimero. Veamos pues, un ejemplo sencillo de cémo aplicar el algoritmo de
Viterbi para hallar la secuencia oculta dado que tenemos la secuencia de simbolos observada

Y = (6,2,6). Asi pues, para el simbolo 6 tenemos

111
276 12
para el dado libre, mientras que para el dado cargado obtenemos
1 1 1
Sx-=-=025
279271
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Figura 3.9: C4digo convolucional de razén 1/2

ahora, con el siguiente niimero observado que es el 2, obtenemos

1>< {(1><091><01)}—00125
6 mazx 12 7a4 ) - D

1 1 1
5 X maz{(35 x 01,7 x 0,9)} = 0.0225

Finalmente lo aplicamos para el iltimo nimero observado, es decir, el 6

1
& % maz{(0,0125 x 0,9,0,0225 x 0,1)} = 0,000375
1

5 X maz{(0,0125 x 0,1,0,0225 x 0,9)} = 0.005625

Por lo tanto, tomando los mayores valores de v, que son los que estan en negrita, obtenemos
que la secuencia de estados ocultos 6ptima es X = (2,2,2) para la secuencia de simbolos
observada Y = (6,2,6).

Ahora veamos como aplicar el algoritmo de Viterbi a un caso particular del Ejemplo 2
visto en la seccién anterior, el cual se representa en la Figura [3.9]

En la Figura [3.9 vemos los datos de entrada y cuéles deberian ser los datos de salida o
codificados, ademéds también podriamos obtener los estados correspondientes. Luego, para
ilustrar la aplicacién del algoritmo de Viterbi, supondremos que recibimos los datos con
algun error en algiin bit, todo lo anterior lo vemos representado en la siguiente tabla.

Datos 11,0} 1]00]|1]1
Estado presente | 11 | 10 | 01 | 10 | 00 | 01 | 11 | 10
Codificado 100001 |11 |11]10 (1011
Recibido 1000|0101 |11 |11 |10(10

Ahora bien, para aplicar el algoritmo de Viterbi hacemos uso de otro concepto: distancia
de Hamming, la cual se define como la cantidad de bits que cambian de un bloque a otro y
se denota como d?. Bésicamente lo que haremos ser4 recorrer el diagrama de Trellis, hallar
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Figura 3.10: Diagrama de Trellis con la distancia de Hamming.
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Figura 3.11: Ruta 6ptima encontrada con el algoritmo de Viterbi.

la distancia de Hamming entre los datos codificados y los datos recibidos para finalmente
hallar la ruta 6ptima que serd aquella cuya distancia recorrida sea menor. Veamos la
Figura [3.10] notemos que algunas ramas se han borrado puesto que la distancia era muy
grande y por ende quedan descartadas, las etiquetas en amarillo representan la distancia
de Hamming.

Finalmente, la ruta 6ptima sera la mostrada en la Figura 3.11]

3.3.3. Solucién al problema 3: Estimacién de los Parametros del
Modelo

Este el problema crucial de los HMM, debido a que determinar a priori las probabili-

dades correctas para un modelo en particular a priori es una tarea inviable en la mayoria
de los problemas reales, éste es entre los tres problemas el mas complicado de resolver y no
se conoce una manera analitica de resolverlo; es decir, no se conoce la forma analitica de
estimar un conjunto de pardmetros para el modelo, que maximice la probabilidad de una
secuencia de observaciones en particular de una forma cerrada.
Por lo tanto es necesario determinar a través de una secuencia de entrenamiento, las pro-
babilidades que mejor se adaptan al modelo, como se vera en esta seccién, para dicha tarea
se analizara un algoritmo, denominado algoritmo de Baum-Welch. La idea del mismo es
maximizar [ocalmente la probabilidad de una secuencia de observaciones, lo que se consigue
a través de un procedimiento iterativo.

Como ilustracién, el algoritmo de Baum-Welch, intuitivamente, se podria describir de
la siguiente manera. Inicialmente no se tiene conocimiento de los parametros que mejor
se ajustan a un modelo A = (A, B, II), pero se dispone de una secuencia de observaciones
(denominada secuencia de entrenamiento), que puede utilizarse para maximizar Py(Y).
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Como primer paso, se utilizan distribuciones de probabilidad preseleccionadas o se eligen
aleatoriamente, entonces se identificaran las transiciones y simbolos de observacion més
probables. Se incrementaran las probabilidades de dichas transiciones y simbolos, y de esta
forma se tendrd un nuevo modelo revisado y mejor que el anterior, es decir, con una mayor
probabilidad de haber generado la secuencia de entrenamiento dada. Este proceso, deno-
minado proceso de entrenamiento, se repite hasta que el modelo generado por el mismo, no
difiera del generado en el paso anterior, o sea, hasta que no pueda mejorarse el modelo.
Pasando a una descripcién formal, primero se define & (i, j), que serd la probabilidad con-
junta de que el proceso se encuentre en el estado i, en el momento ¢, y que se produzca
una transicion hacia el estado 7 en el momento ¢t + 1, dada la secuencia de observaciones
oy dado el modelo A = (A, B,II), es decir, &(i,7) = Pa(X; = 1, X401 = j | Y). Se puede
demostrar que
. . (1)pije; (Yes1) Bee1(4)
&(Zaj) - N N : (3'16)
Zkzl Zzzl ai(k)prier(Yer1) B (1)

Sea 74(7) la probabilidad de que el proceso se encuentre en el estado i en el momento
t, dada una secuencia de observaciones y dado el modelo. Razén por la cual, es posible
relacionar (i) con &(i, j), notar que la diferencia, es que la tltima requiere que el proceso
se encuentre en el estado 7 en el momento ¢ + 1, es decir,

N

(i) =Y &, j). (3.17)

j=1

Si se suma (i) a través del tiempo (desde ¢ = 1 hasta t = T" — 1) se obtendrd el
numero esperado de wveces que el proceso efectia transciones desde el estado i, y si se
efectia el mismo procedimiento con &(i, j), se obtienen el nimero esperado de veces que
el proceso produce transiciones desde el estado v al estado j. O sea:

Sl (318)

t=1

Sera el nimero esperado de transiciones desde el estado ¢ para una secuencia de observa-
ciones Y = (Y1,Ys,....Yr) v

> &, j). (3.19)

Sera a su vez, el nimero esperado de transiciones desde el estado ¢ hacia el estado j para
Y = (V3,Ya, ..., V7).

Asi pues, utilizando las expresiones y y la definicién de (i), se puede
obtener un método para lograr la reestimacién de los parametros de un HMM. Sea A =
(A, B,TI) el modelo resultante de la reestimacién de los pardmetros, con A = {p;;} 1 <
i,jgN,Ez{W}lgjgN, 1<k<Myll={m}1<i< N, entonces se pueden
utilizar las siguientes féormulas de reestimacién:
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T = (i), (3.20)

o T Gl0nd) (3.21)

S )
> )
e;(k) = == 000 (3.22)
Zt:1 Mt (] )
donde, la primera ecuaciéon sera la cantidad de veces que el proceso se encuentra en el es-
tado ¢ al momento (¢ = 1), la segunda el nimero esperado de transiciones desde el estado
1 al j, sobre el nimero esperado de transiciones desde el estado 7 y la tltima el ntimero
esperado de veces en las que el proceso se encuentra en el estado 7, observando el simbolo
vk, sobre el nimero de veces en las que el proceso se encuentra en el estado j. Si el modelo
inicial es A = (A, B,II), entonces Baum demostré que se verifica que A = ), o bien, el
modelo X tiene una probabilidad mayor que A, donde la mayor probabilidad se refiere a
que se verifica la desigualdad P;(Y) > P\(Y), lo que significa que se ha encontrado un
modelo \, que posee mayor probabilidad de generar la secuencia de observaciones Y. Esto
asegura que si se repite el proceso tomando en cada paso el nuevo modelo como la base
para el posterior calculo, se producird un paulatino acercamiento a los pardametros reales.
Lo anterior es la plataforma para el siguiente algoritmo.

1. Elegir distribuciones de probabilidad (A, B,1I), tal que A\ = (A, B, II).

2. Calcular

T ..
?i:’)/l(i)? Dij = Zt:l 5t<27])7 ej(

— : ]{?) _ Zf:l %(J)
2o (@)

= == ~ 1<, <N, 1<E<M. (3.23)
Zt:1%(])

3. Hacer A = (A4, B,TI).

4. Si A = X terminar y devolver A, sino, hacer A — X y volver al paso 2.
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Capitulo 4

Analisis de Proteinas

Las proteinas son moléculas formadas por cadenas de aminoéacidos, donde los aminoéci-
dos estan representados por 20 letras del alfabeto, las cuales son: A, C, D, E, F, G, H, I, K,
L,M,N,P,Q, R,S, T, V, W, Y. Asi que de forma analoga al caso del ADN, una proteina
es representada por una secuencia de letras tomadas del alfabeto anterior.

Las proteinas se pueden agrupar en familias, es decir, en grupos que estan relacionadas
evolutivamente. Las proteinas que pertenecen una familia descienden de un antepasado
comun y poseen estructura, funciones y secuencias similares, asi pues, para determinar
qué proteinas pertenecen a una familia se busca que esa similitud sea significativa, lo cual
se evalia haciendo uso de métodos de alineamiento de secuencias. Luego, al determinar si
una secuencia desconocida es similar, en algiin sentido, a secuencias conocidas podremos
identificar y predecir su estructura y funcién.

Entre los métodos de alineamiento tenemos los globales y los locales, nosotros nos
centraremos en los primeros. Una estrategia general de los primeros es el llamado algoritmo
Neddleman-Wunsch, el cual describiremos a continuacién. Para implementar el algoritmo
de Neddleman-Wunsch, es necesario definir:

e Una funcién de puntuacion (o). Definimos la puntuacién que daremos a una mutacién
por sustitucién, ésta toma valores en Z. Por ejemplo: 1 para coincidencia y —1 para
no coincidencia.

e Una penalizacién por gaps (). Define la puntuacién que daremos a una mutacién
por insercién o delecion, toma un valor en Z~ . Por ejemplo: —1.

e Una relacion de recurrencia T'. Define las acciones que repetiremos en cada iteracién
del algoritmo, se define como

T(i—1,5— 1)+ (Si(i), S2(4))
T(i,5) =mazx§ T(i—1,5)+¢
T@,j—1)+¢

Donde S, es la k-ésima secuencia a alinear de tamano mony coni € {0,1,...,m+1}
yj€{0,1,...,n+1}.
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j=2 T - T{i,i-1}=T{3,1}
e - T(i, i)<T(3, 2)
4 G T(i-1, j)=T(2,2)
=5 T

Figura 4.1: Primer paso para llenar la matriz

Ahora bien, el algoritmo consta de dos partes:

1. Llenar una matriz o tabla usando la relaciéon de recurrencia previamente definida.
Para construir esta matriz hay algunos aspectos a considerar como lo son:

— Siendo S de longitud m y Sy de longitud n, la matriz sera de tamano m—+1xn+1.
— T(0,0)=0.

— Se llena de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

— Calculamos los valores de T'(i, j) para la fila 0 de izquierda a derecha.

— Calculamos los valores de T'(7, j) para la fila 1, luego la fila 2, etcétera.

2. El camino hacia atras. Usamos la matriz del paso 1 para encontrar el mejor camino
hacia tras y por lo tanto el mejor alineamiento.

Ejemplo. Sean S; = TGGTG y Sy = ATCGT secuencias a alinear, haremos uso del
algoritmo de Needleman-Wunsch con el fin de encontrar el mejor alineamiento.
Asi pues, primero definimos o como

1 coincidencia
—1 mno coincidencia

o (S1(1), Sa()) = {

Ahora, definimos ¢ = —2.
Y finalmente, T' como arriba.
Para construir la matriz, como ya hemos mencionado, hacemos uso de la relacién de recu-
rrencia y los aspectos antes mencionados. En nuestro caso en particular la matriz sera de
tamao 6 x 6.

El proceso anterior descrito se ilustra en las Figuras y asi sucesivamente, hasta
obtener la matriz representada en la Figura

Luego, para llevar a cabo la segunda parte, empezamos en la esquina inferior derecha y
seguimos las flechas para calcular el mejor valor para esa celda, y asi sucesivamente hasta
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- 60 - P

Figura 4.2: Segundo paso para llenar la matriz

- 60N - >

=0 i=1 i=2 =3 i=4 i=5
T 6 G T G

_ — o A
o -2 4 & -8 -10
LY NS N N N
-2 -1 -3 5 -7 -9

Figura 4.3: Tercer paso para llenar la matriz
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Figura 4.4: Matriz construida usando la relacién de recurrencia.

AR A e I L
il IS

DN VAN | LI
[ ]

LOOANG T o -
T 7 5 o o ®

=0
0
%
-2
"
4
-b +
-8 KT
w}
-10

I - 4 - - -

=1 A
=2 T
=3 C
4 G
5 T

j
i=
j=

Figura 4.5: Alineamiento usando el algoritmo Needleman-Wunsh.
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encontrar el camino hacia atras que sera el mejor alineamiento, lo cual se ilustra en la

Figura [4.5]

Por lo tanto, obtenemos que el mejor alineamiento es

- T G G T G

| |
AT CG T -

As, pues una vez que tenemos el mejor alineamiento es necesario hacer uso de otra
herrameinta para estimar los parametros del modelo. En un capitulo anterior hablamos
de los Modelos Ocultos de Markov, pues bien, para modelar una familia de proteinas
utilizaremos una variante de estos llamada Perfiles de Modelos Ocultos de Markov. Veamos
un ejemplo para comprender como funcionan.

Tomemos la siguiente familia de proteinas
HBA HUMAN ... V G A - -

HBB_HUMAN \Y
MYG_PHYCA .. V
GLB3_CHITP ... V
\Y
F
I

oz =
< < >
>0 Q
Qo e

GLB5_PETMA
LGB2_LUPLU - -
GLB1_GLYDI A D A

La topologia basica del HMM consite en tener tres estados por cada columna del ali-
neamiento miltiple, excepto para las columnas en las que més de la mitad de sus elementos
son huecos, como las columnas 4 y 5 del ejemplo anterior. Los estados son:

aelles

Q=R A
<IZDnogom<gx

- Z < x
Q> Q@
zZZ 3
D — =<

e Estados de emparejamiento M.
e Estados de insercion .
e Estados de delecion D.

Luego, el modelo que representa la familia de proteinas serd el representado en la Figura
4.6l

Ahora, para determinar lo parametros del modelo, es decir, las probabilidades de emi-
sion y transicién de cada estado tomamos en cuenta el nimero de veces que cada transcion
y emision es usada cuando el conjunto de secuencias alineadas es pasada por el modelo.
Formalmente:

=
Zz’ Ay
Ek a
ek(a> — —()/
> Erld)
Cuando en la fase de entrenamiento se dispone de un ntimero grande no hay problema,
sin embargo, si son pocas puede darse que las probabilidades sean 0, asi que para evitar
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Figura 4.6: Perfil del Modelo Oculto de Markov asociado a la familia de proteinas.

esto se agrega 1 a cada frecuencia. Por ejemplo, para el alineamiento multiple anterior las
frecuencias de aparicién en la primera columna son V — 5, F, I — 1 y los restantes 17 con
0. Al agregar 1 a cada frecuencia se tiene que ahora la frecuencia de aparicién es: V — 6,
F, I — 2y los restantes 1.

Asf se determina que ey, (V) = 5, e (F) = ex,(I) = % v ea,(a) = 5 para a #
V.F, 1.

De manera similar se tiene que en la columna 1 hay 6 transiciones del estado de em-
parejamiento M, al siguiente, 1 transicién a un estado de eliminacién y 0 a un estado de
insercién. Sumando 1 a cada frecuencia se obtiene ays,, = %, ay,p, = % Y ayy g, = %.

De forma anéloga obtenemos los restantes parametros, es decir:

e enp(G) = en,(E) = en,(K) = ea, (V) = e, (N) = ear,(A) = 5, ean,(a) = 55 para
a7 G EKY NAY v = %, AMy;Dy = % Y arpr, = 1_10

o ea(A) = 55 ens(G) = 55, ean(5) = 55, eans(@) = gopara a £ A, G, Sy awnn, =
aM3D3 - 10 y aM3[3 = 10"

_ 2 1 2 7 1
b €M4(A> = 27 €M4(a> = 57 para a #Ay AMyMs = gy AMaDy = 15 Y OMyl, = 1g-

_ 2 1 _ 7 2 1
o ey (D) = 55, eny(a) = 57 para a # Dy angng = 15, AMsDs = 55 Y AMsIs = 1g-

o ey (N) = %> ems(H) = eng (D) = en(T) = 226 e (a) = % para a # N, H, D, Ty
AMeM7 = 101 @MeDg = % Y Gpgls = 1—10-

¢ 6M7(A) - €M7(Y) = 6M7(I> = €M7(G> = %7 €M7(U) = %; €M7(a) = % para a 7&
VY. v~ v =y v —

hd eMS(G) = €M8<D) = eMs(E>> = eMs(P> = 6M2<A) = %7 eMs(A) = 23_67 eMs(a) = %
para a ;é G7D7A7E7P y aMgMg == 1_70, CL]\/ISD8 = % y aMgIg = %
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o eMQ(K> = eMQ(T> = 22_6’ eMQ(E> = eMQ(G> = %761\/[9(@) = para a # K,T,G,E y
AMoMyy = 1%7 AMyDg = %) Y QMy1y = %

eMlO(D) = eMlO(S) = %7 eMm(V) = eMlO(H) = %7 eMm(&) = % para
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Apéndice

Algoritmo Baum Welch
HMMsample <- function(nu, Q, g, n){
cQ <- t(apply(Q, 1, cumsum));
cg <- t(apply(g, 1, cumsum));
x <-array(0, n);
y <-array(0, n);
X[1] <- 1+sum(as.numeric(runif(1)>cumsum(nu)));
y[1] <- 1+sum(as.numeric(runif(1)>cg[x[1].]));
for (tin 2:n){
X[t] <- 1+sum(as.numeric(runif(1)>cQ[x[t-11,1));
y[t] <- 1+sum(as.numeric(runif(1)>cg[x[t].]);
#remark: it is slightly simpler, but also slightly slower to use:
# X[t] <- sample(1:k, 1, prob = Q[x[t-1],])
# y[t] <- sample(l:r, 1, prob = g[x[t].]);

}
list(x=x,y=y);
}

HMMfilter <- function(y, nu, Q, g){
n <- length(y);
dims <- dim(Q);
res <- list();
res$phi <- matrix(nrow = dims[1], ncol = n);

res$c <- array(0, n);



Z <-nu*gLy[1]];
res$c[1] <- sum(2);
res$phi[,1] <- Z/res$c[1];

for (tin 2:n){
Z <- (res$phi[,t-1] %*% Q) * g[, y[t]]
res$c[t] <- sum(2);
res$phil,t] <- Z / res$c[t];

}

res;

HMMsmoother <- function(y, Q, g, ¢){
n<- length(y);
dims <- dim(Q);
beta <- matrix(1, nrow=dims[1], ncol=n);
for (tinseq(n-1, 1, -1)){
beta[,t] = Q %*% (g[,y[t+1]] * beta][, t+1]) / c[t+1];
}

beta;

}

HMMfilter_C = function(y, nu, Q, g){
n <- length(y);
N <- dim(Q)[1];
M <- dim(g)[2];

res <- .C("HMMfilter", as.integer(N), as.integer(M), as.integer(n), as.double(y), as.double(nu),
as.double(Q), as.double(g), as.double(array(0, N*n)), as.double(array(0, n)));

list(phi = matrix(res[[8]], nrow = N, ncol = n), ¢ = res[[9]]);



HMMsmoother_C = function(y, Q, g, ¢){
n <- length(y);
N <- dim(Q)[1];
M <- dim(g)[2];

res <- .C("HMMsmoother", as.integer(N), as.integer(M), as.integer(n), as.double(y), as.double(Q),
as.double(g), as.double(c), as.double(matrix(0, nrow = N, ncol = m)))[[8]];

matrix(res, nrow = N, ncol = n);

}

HMMbaumwelch <- function(y, nu, tol = 1e-4, maxlIt = 100){
k <- length(nu);
r <- max(y);
n <- length(y);
Y <- matrix(0, nrow=n, ncol=r); for (tin L:n){ Y[t, y[t]]=1; }
Q <- matrix(runif(k*k), nrow=k); Q <- Q/apply(Q, 1, sum);
g <- matrix(runif(k*r), nrow=k); g <-g/apply(g, 1, sum);
it <- 0; oldQ <- Q-tol; oldg <- g-tol;
while ((sum(abs((oldQ-Q))) + sum(abs(oldg-g)) > tol) & (it<maxIt)){
it <-it+1;
f <- myfilter(y, nu, Q, 9);
beta <- mysmoother(y, Q, g, f$c);
post <- f$phi * beta;

N <- Q * (f$phi[,1:(n-1)] %*% t(beta[, 2:n] * g[, y[2:n]] / (matrix(1, nrow=Kk,
nco]:]_)%*%f$0[21n])));

M <- post %*% Y;

oldQ <- Q; oldg <- g;



Q <- N/apply(N, 1, sum);
g <- M/ apply(M, 1, sum);
}

res <- list();

res$Q <- Q;

res$g <- g

res$l <- sum(log(f$c));
res$it <- it;

res;
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