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Introduccion

En este trabajo de tesis se abordan algunos conceptos relacionados a los
Procesos de Decisién de Markov (PDM). Los PDMs son aplicados en pro-
blemas de control en ingenieria (véase [19]) y economia (véase [11]). A la
estrategia seguida en cada periodo de tiempo se le llama politica. Para eva-
luar la calidad de cada politica se cuenta con un criterio de rendimiento o
funcion objetivo, el problema de interés, llamado problema de control éptimo,
consiste en hallar una politica que optimice la funcion objetivo. Para resol-
ver dicho problema es empleada la técnica de programacion dindmica que
permite determinar las decisiones que optimizan el comportamiento de un
sistema que evoluciona a lo largo de una serie de etapas; la idea es encontrar
la solucion éptima de un problema descomponiéndolo en n subproblemas de
una variable y resolviendo cada problema con el fin de hallar una solucion
global.

Se tratard el criterio de costo promedio empleado en problemas de re-
des de comunicacion y teoria de colas (véase [9]). Este problema es resuelto
usando el enfoque de descuento desvaneciente basado en el problema de cos-
to descontado, se establecen condiciones para la existencia de una solucién a
la ecuacion de programacion dinamica que caracteriza a la ecuacién de cos-
to promedio 6ptima. La politica que optimiza el criterio de rendimiento es
conocida como politica éptima y, al criterio de rendimiento evaluado en la
politica éptima como funcién de valor éptimo.

Los procesos de decision de Markov se dividen en dos tipos: neutral y
sensible al riesgo, para distinguir ambos tipos se emplea una constante \
conocida como coeficiente de sensibilidad al riesgo; si A # 0 el proceso de
control de Markov es sensible al riesgo (véase [1], [2] y [11]), mientras que, si
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Introduccion

A = 0 se trata del caso neutral al riesgo (véase [1] [5], [11], [14], [10]).

En este trabajo de tesis se aborda tanto el caso neutral como el caso
sensible al riesgo para un proceso de decision de Markov con criterio de
rendimiento promedio (véase [11]). La herramienta bésica para resolver es-
te problema es programacion dinamica, introducida por Richard E. Bellman
(véase [4]). El principio de Programacién Dindmica permite resolver proble-
mas en los que se toman decisiones en etapas sucesivas que condicionan la
evolucion del sistema, afectando a las situaciones en las que el sistema se
encontrara en el futuro, asi como a las decisiones que seran tomadas.

En el caso neutral al riesgo es presentado el criterio de costo descontado
y el criterio de costo promedio. Posteriormente, el caso de costo promedio
es analizado usando una técnica de factor de descuento desvaneciente, la
idea, es aproximar al caso promedio usando un problema de control éptimo
descontado, para la validez de dicha aproximacion se presentan condiciones
necesarias para hallar una solucion a los problemas. En el caso sensible al
riesgo es tratado el problema de valor 6ptimo con el criterio de costo prome-
dio para lo que se sigue la misma idea presentada con el factor de descuento
desvaneciente ahora con espacio de estados y de acciones finitos. También es
expuesto un ejemplo con dos estados y dos acciones, con lo que es posible
observar que dada un costo (o recompensa) constante es posible hallar una
solucién al problema aunado a otras suposiciones adicionales, una de las mas
importantes es que la matriz de transicion sea comunicante.

Los proceso de decisién de Markov sensibles al riesgo fueron estudiados
por primera vez por Howard y Mathenson en 1972 (véase [13]) en dicho tra-
bajo se considera el espacio de estados y de acciones finitos, si el proceso
es comunicado, aperidédico y bajo la accién de cada politica estacionaria, la
ecuacion de optimalidad tiene solucién para un coeficiente sensible al riesgo
positivo. En 1998 Cavazos-Cadena y Ferndndez-Gaucherand (véase [5]) de-
mostraron que cuando el espacio de estados es finito la condicién de Doeblin
(véase [2], [10], [6]) garantiza la existencia de una solucién de la ecuacién
de costo promedio 6ptima, mientras que Herndndez-Herndndez [10] se basa
en la teoria de juegos estocasticos para resolver el problema de control épti-
mo para un coeficiente de sensibilidad al riesgo cercano a cero. Los trabajos
mencionados parten de la idea de Von Neumann y Morgenstern (presen-
tada en [20]) donde se muestra que las preferencias entre distribuciones de
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probabilidad pueden modelarse, a través de una funcion de utilidad esperada.

La organizacion de esta tesis es la siguiente: en el Capitulo 1 se presenta
el modelo de decision de Markov asi como conceptos basicos empleados, se
describe el problema de control 6ptimo asi como la técnica de programacion
dindmica empleada en la resolucion de este problema; ademés se dan ejemplos
en los que se emplea la teoria presentada en dicho capitulo, en particular se
presenta un ejemplo de inventarios con horizonte finito. En el Capitulo 2 es
resuelto el problema de control éptimo con el criterio de costo promedio y es
aplicado al ejemplo de inventarios presentado en el Capitulo 1 ahora usando el
enfoque de factor de descuento desvaneciente. En el Capitulo 3 se resuelve el
problema de control 6ptimo de costo promedio sensible al riesgo presentando
una vez mas un ejemplo aplicado a la teoria de inventarios. Finalmente, se
presenta un capitulo de conclusiones y un apéndice de resultados auxiliares
utilizados en la tesis.

Objetivos

Establecer condiciones necesarias para garantizar la existencia de una so-
lucion del problema de control 6ptimo empleando la técnica de programacion
dindmica.

En el caso neutral al riesgo presentar un ejemplo de inventarios en donde
se resuelve de problema de control 6ptimo con el criterio de rendimiento de
costo descontado y de costo promedio.

Para el caso de un PDM sensible al riesgo establecer una condicién para
la existencia de una solucién del problema de control éptimo con criterio de
rendimiento de costo promedio para un coeficiente de sensibilidad al riesgo
A que no es “cercano” a cero.

Presentar un ejemplo aplicado a la teoria de inventarios en el caso sensible
al riesgo ya que en este no existen muchos ejemplos en la bibliografia.



Capitulo 1

Preliminares.

Un Proceso de Decision de Markov (PDM) modela un sistema dindmico
cuyos estados son observados periédicamente por un controlador de forma
discreta en el tiempo, el cual debe tomar una decisién, y como consecuencia
se paga un costo (o se obtiene una recompensa). En este capitulo se dardn

conceptos fundamentales empleados en la teoria de los procesos de decisién
de Markov (véase [11] y [14]).

1.1. Procesos de Decision de Markov.

Definicién 1.1.1. Un modelo de decision de Markov (MDM) es una quintu-
pla
(X, A, {A(x)| € X},Q,0)

Donde

» X es un espacio de Borel llamado espacio de estados, los elementos
x € X son llamados estados.

s A es un espacio de Borel llamado espacio de acciones, los elementos
a € A son llamados acciones o controles.

» {A(z)|z € X} es una familia de subconjuntos medibles no vacios de
X x A. El conjunto K denota las parejas estados-acciones admisibles
definida por

K:={(r,a)|lr € X,a € A(z)}.



1.2. Politicas. Capitulol.

= ) es un kernel estocdstico definido en X dado K llamada ley de tran-
sicidn, es decir, para cada (z,a) € K, Q(:|z,a) es una medida de pro-
babilidad en X y para cada B C X medible, Q(B|-) es una funcion
medible en K, es decir, para cada x € X ya € A(x), Q representa la
stquiente probabilidad condicional

Q(B’%,G/):P(Xt+lGBlXt:x,At:a) BGB(X),
donde B(X) representa la o-dlgebra de Borel.
= La funcion ¢ : K — R representa la funcion de costo.

Observaciéon 1.1.1. El calificativo de Markov en la definicion anterior es
usado pues la probabilidad de transicion y la funcion de costo dependen del
estado actual y de la accion seleccionada por el controlador en este estado

(véase [14]).

La dindmica que describe a este sistema estocastico es la siguiente: si
al tiempo t se encuentra en el estado x; = = € X, y se aplica la accion
a; = a € A(x), entonces ocurren dos cosas: se paga un costo y el sistema se
traslada a un nuevo estado x,,; mediante la ley de transicién Q(-|z, a), hecha
la transicién a un nuevo estado, es elegida una nueva accion y la dindmica
descrita se repite (véase [14]).

De esta manera la historia del proceso estd dada por

Hy:=X; H,=K'xX, t>1

un elemento h; € H es de la forma hy = (o, ag, x1, a1, .., T4_1,0i-1, %), €l
cual representa la historia hasta el tiempo ¢ (véase [8]).

1.2. Politicas.

Una politica o estrategia especifica la regla de decisién que sera aplicada
en un periodo de observacion del proceso, la cual cominmente es denotada
por .



1.3. Problemas con Horizonte Finito. Capitulol.

Definicién 1.2.1. Una politica es una sucesion m = {m|t = 0,1,...} de
kerneles estocdsticos m; definidas sobre A dado H, la cual satisface

me(A(ze)|he) = 1 para cada hy e H yt =0,1,...
Se denotard por I1 al conjunto de todas las politicas (véase [12]).

Una politica m € II se clasifica dependiendo de como es incorporada la
informacién pasada y como son seleccionadas las acciones (véase [14]), Asi la
clasificacion es la siguiente.

» Markoviana determinista: Para seleccionar la accién admisible el con-
trolador sélo observa estado y la accion actual, ademas dicha accién es
elegida con certeza.

= Dependiente la historia determinista: Si la eleccion de una acciéon ad-
misible depende de la historia pasada del sistema, es representada por
una sucesion de los estados previos y sus acciones, dado un estado, la
accion es elegida con certeza.

= Markoviana aleatorizada: La accién admisible elegida es determinada
por una distribucion de probabilidad sobre el conjunto de acciones,
ademas la eleccion soélo depende del estado actual.

= Dependiente de la historia aleatorizada: El controlador elige la accién
admisible mediante la observacion de historia y es por medio de una
distribucion de probabilidad.

1.3. Problemas con Horizonte Finito.

1.3.1. Criterio de Rendimiento.

Cada PDM esta dotado de una funcién real, llamada criterio de ren-
dimiento también llamada funcién objetivo, esta mide la calidad de cada
politica, a través de la sucesion de costos que genera. El problema de control
consiste en minimizar el criterio de rendimiento.

N-1

J(m,x) = EI Z c(xy, ar) + en(zy) |, (1.3.1)

t=0
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donde ¢y : X — R es una funcién conocida, la cual denota la funcién de cos-
to terminal. Al entero positivo N se le conoce como horizonte del problema,
que representa el nimero de etapas en el cual el sistema estda operando este
puede puede ser finito o infinito.

El criterio definido en (1.3.1) es conocido como como costo total acumu-
lado, también se define a la funcion de valor como

J*(x) = 71rr€11fll](7r,x), z e X.

De esta manera, el problema de valor 6ptimo consiste en hallar una politi-
ca  (conocida como politica éptima) tal que

J(r*z) =J (), zelX.

Una técnica para resolver este problema es empleando el Teorema de
Programacion Dinamica.

1.3.2. Programacién Dinamica.

El Teorema de Programacion Dindmica enunciado a continuacion propor-
ciona un algoritmo para hallar la funcién de valor V* asi como la politica

*

™.

Teorema 1.3.1. Teorema de Programacion Dindmica. Sean Vi, Vi,...,Vy
funciones sobre X definidas para cada v € X como

Vn(z) = en(z), (1.3.2)
yparat=N—1,N—-2,...,0

Vi(z) == min) [c(m,a)—i—/XVtH(y)Q(dym,a) : (1.3.3)

Suponga que cada una de estas funciones son medibles y que para cada
t=0,1,...,N — 1 existe un selector f; € F tal que fi;(x) € A(z) y para todo
reXyt=0,...,N—1

Vi(w) = cla, ) + / Vi () Q(dylz, f1). (13.4)
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entonces la politica ™ = (fo,..., fn_1) es optima y la funcion de valor V*
es wqual a Vy, es decir,

V*(z) = Vo(z) =V(n",x) para toda z € X.
La demostracién del Teorema 1.3.1 puede encontrarse en [12] y en [22].

La ecuacion (1.3.3) es conocida como ecuacién de programacion dindmi-
ca (EPD). El Teorema 1.3.1 impone al modelo de control de Markov una
suposicién importante conocida como condicion de seleccion medible.

Suposicion 1.3.1. Dado el modelo de control de Markov y una funcion
medible u : X — R tales que

u*(r) = inf [c(:v,a)jL/Xu(y)Q(dyu,a)],

acA(x)

es medible y existe un selector f € F tal que la funcion alcanza su minimo

en f(x) € A(z), es decir

(@) = clo f@) + [ u)Qylr. f(@) Vo€ X,
X

En problemas de aplicacion esta suposicion puede ser verificada direc-
tamente, aunque es conveniente tener condiciones generales con las que se
cumpla, gracias a los Teoremas de selecciéon medible (véase [12]) es posible
hallar una caracterizacion.

En algunos casos es necesario escribir la ecuacién de programacion dinami-
ca en formas equivalentes.

1.3.2.1. Variantes de la Ecuaciéon de Programacién Dinamica.
En esta seccion se presentan algunas de las variantes de la ecuacion de

programacion dindmica mas usadas.

Modelo de Ecuacién en Diferencias Considere el modelo de ecuacion
en diferencias

Ti41 = F(xtu at,ft),
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donde {&} es una sucesion de variables aleatorias (v.a.) independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d) de un espacio de Borel S independiente del
estado inicial zy con distribucién comin py F': X x A xS — X es una
funcién medible conocida. En este caso, la ley de transicion () puede ser
escrita como

Q(Blz.a) = / I5[F(x, 0, 5)]u(ds),

s
para todo B € B(X), Ip representa la funcién indicadora del conjunto B.
Por el teorema de cambio de variable (véase [3]) se tiene que si v es una
funciéon medible sobre X entonces

Elo(ze)la; = .0 = a] = /X v(4)Q(dylz, a),

— /SU[F(LCL,S)]M(dS)7
= E(F(r,a,%))],

asi las ecuaciones (1.3.2) y (1.3.3) pueden ser reescritas como

Vn(z) = en(x), (1.3.5)
Vi(r) = agg){c@,aw / VialF(z,a, 8)]u(d8)},
= ag&) {c(:c, a) + E[Vi1 (F(x,a, ft))]}, (1.3.6)

paratodaz e X yt=N—-1,N—-2,...,1,0.

Forma hacia adelante de la EPD. Sean V; las funciones (1.3.2)-(1.3.3)
y definase v; := Vy_; con t =0,..., N, entonces, reescribiendo la EPD en la
forma hacia adelante

vo(z) = en(x), (1.3.7)

acA(x

v(x) = min) {c(az,a) —|—/th_1(y)Q(dy|x,a)}, (1.3.8)

6



1.3. Problemas con Horizonte Finito. Capitulol.

sit=1,...,N. Més ain si f; € F es como en la ecuacién (1.3.4), entonces
gt == fn—t (t =1,...,N) es un minimizador de (1.3.8), en términos de las
funciones v; la conclusién del teorema de programacion dinamica puede ser
reescrita como ™ = {gn_1,9n_2,..., g1} es una politica 6ptima y la funcién
de valor es V*(-) = vy (-) = V(7,-) asi

vy (z) = inf V(m, x), (1.3.9)

well

para todo x € X, las funciones v; en (1.3.7) y (1.3.8) son llamadas funciones
de iteracion de valores.

Costo Descontado. Suponga que en lugar del criterio de costo acumulado
dado en (1.3.1), el costo esperado es de la forma

N-1
V(z) = E] Z ale(zy, ar) + oaNen(xy) |, (1.3.10)
t=0
donde 0 < a < 1 es un nimero dado llamado factor de descuento. El modelo
de control puede ser visto como un modelo no estacionario con X, A y @
fijos y un costo que varfa por etapa, ¢;(z,a) := o'c(z, a). Entonces, de (1.3.2)
y (1.3.10), se obtiene la ecuacién de programacién dindmica

Vi(z) = oNey(x)

yparat=N—-1,N—-2,...,0

V¥(z) = min [&tc(x,a) —i—/ VﬁrlQ(dy\x,a)], r e X.
acA(x) X

Reescribiendo esta ecuacién en términos de las funciones J2(-) := a~'V,2(+),
t=0,...,N para obtener

Iy(@) = en(x)

a€A(x)

Ji¥(z) = min [c(x,a) —i—oz/XinlQ(dy]x,a)]. (1.3.11)

El teorema de programacion dinamica sigue siendo valido cuando las fun-
ciones V,* son remplazadas por J; esto es, la politica 7* = {fo,..., fv_1}
con f; € F un minimizador de (1.3.11) es éptima para el criterio de costo
descontado dado y V*(r*, z) = J§(x).

7
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Maximizaciéon de Recompensas FEn lugar de un costo por etapa, con-
sidere una recompensa r, entonces, el criterio de costo total acumulado se
convierte en el criterio de recompensa total esperada definido como

N-1
J(m,x) = Ef | Y r(z,a) +ry(ey) |
t=0
donde ry es una funcién de recompensa terminal dada. En este caso, el
problema de control consiste en hallar una politica 7* que maximice el criterio
J(m, z), asi que la funcién de valor J*(x) es

J*(x) :=sup J(m,x), x€X.

mell

Y haciendo los cambios necesarios para que las suposiciones dadas en
el caso de costos sean validas, se tiene que las ecuacion de programacion
dindmica estan dadas por

In(z) = rn(@)
Ji(z) = méx){r(x,a)+/XJt+1Q(dy|x,a)}, t=N-1,...,0.

acA(x

Algunos criterios de rendimiento pueden ser resueltos cuando el horizonte
del problema es infinito, en particular el criterio de costo descontado.

1.4. Problemas con Horizonte Infinito.

En esta Seccién sera descrito el problema de costo descontado con ho-
rizonte infinito, el cual es resuelto empleando el método de aproximaciones
sucesivas. Para aplicar dicho método es necesario que se cumplan las Supo-
siciones 1.4.1 y 1.4.2 enunciadas posteriormente

1.4.1. Costo Total Descontado.

El problema consiste en minimizar la esperanza total del costo desconta-
do con horizonte infinito.
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Dado un modelo de control de Markov (X, A, {A(z)|z € X},Q,c) el

criterio a minimizar es

VY r,x) = EL mellxr e X,

[e.e]
Z ale(wy, ap)
=0

con a € (0,1) un factor de descuento dado. Una politica 7* que satisface

VY (r*, z) = inf V(m, x) =V2,

mell

para todo x € X se le llama politica éptima (o a-descontada éptima) y V.
es llamada funcién de valor éptimo (o funcién de valor a-descontada 6ptima).

Bajo el supuesto de que la funcién de costo es no negativa se define el
n-ésima costo descontado

Vi(mx) = E7

n—1
Z ale(xy, at)] :
=0
Por el Teorema de convergencia monétona (véase [3]) se tiene
Ve (m,z) = lim V¥(7,x).
n—oo

Se dice que una funcién medible v : X — R es solucién de la ecuacién de
programacion dindmica si para cada estado x se satisface

v(r) = min [c(as,a) +a/XU(y)Q(dy|x,a)], (1.4.1)

a€A(x)

7 ’ . o <7 .7 .
la funcién de valor 6ptimo V, es una solucién de la ecuacién (1.4.1), es decir,

acA(z

Vi (x) = min) [c(w,a) +04/XV*O‘(y)Q(dy]x,a)] Vo € X, (1.4.2)

para mostrar esta afirmacién son empleadas las funciones de iteracién de
valores (véase [12]) definida como

vp(z) == min lc(m,a) —1—04/Xvn_1(y)Q(dy\x,a)], (1.4.3)

acA(x)

9
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paratodax € X yn=1,2,... con vy = 0, v, es la funcién de valor éptimo
del n-ésimo costo descontado, esto es

vy (x) = inf V(7 x),

mell
pues

V& (x) = lim v,(z).

n—o0

Haciendo a n tender a infinito en (1.4.3) se obtiene (1.4.2) si se cumple el
intercambio de limite con el minimo. Este procedimiento es conocido como
método de aproximaciones sucesivas, para poder aplicarlo es necesario que
se cumplan las siguientes suposiciones:

Suposicién 1.4.1. (a) La funcidén de costo ¢ es semicontinua inferiormente
(l.s.c), no negativa e inf-compacta en K.

(b) Q es fuertemente continua.

Suposicién 1.4.2. Ezxiste una politica © € 11 tal que V(m,z) < oo para
cada estado x € X.

Bajo estas condiciones también se cumple el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Bajo las Suposiciones 1.4.1 y 1.4.2

1. La funcion de valor optimo V.2 es la solucion de la EPD para el costo
descontado, esto es, para cada x € X

Ve(e) = min {c<x,a> ta / v5<y>cz<dy|x,a>}, (1.4.4)

acA(z

st u es otra solucion de la EPD entonces u > V.2

2. Existe un selector f* tal que f*(z) € A(x) con el que se alcanza el
minimo de la EPD para el costo descontado, es decir, para cada v € X

Ve(z) = r(z, ) + a / VE)QUyle, 7). (L45)

10
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3. Si 7" es una politica tal que V*(1*,-) es una solucion de la EPD para
el costo descontado y satisface que para cada v € X

lim o"E7 lVa(W*,xn)} =0, (1.4.6)

n—oo
entonces V(r*,-) = V&(-) por lo tanto ™ es optima.

4. Si existe una politica dptima T entonces existe una politica que es
determinista estacionaria.

Para la demostracion del teorema véase [11], [12] y [22].

En la siguiente seccién se presentaran dos ejemplos de aplicacion.

1.5. Ejemplos.

En esta Seccién se presentan dos ejemplos importantes, el primero es
usado en ingenierfa y economia, conocido como lineal cuadratico o LQ (véase
[11]), el segundo es aplicado a teorfa de inventarios (véase [14]).

1.5.1. Problema Lineal Cuadratico (LQ).

El problema LQ o lineal cuadratico consisten de un sistema lineal con un
costo cuadratico. Considere un sistema definido por la siguiente ecuacién en
diferencias

Tep1 = YT + PBag + &,

para toda t = 0,1,... donde v y 3 son constantes conocidas, la funcién de
costo estd dada por
c(z,a) = qx* + ra’,

donde ¢ y r son constantes reales tales que ¢ > 0y r > 0y {&} es una su-
cesion de v.a. i.i.d. tomando valores en R con funciéon de densidad continua,
independiente del estado inicial 29 con media cero y varianza o2 finita.

Sea X = A = A(x) = R, se busca una politica que minimice el criterio
de rendimiento

11



1.5. Ejemplos. Capitulol.

N—1
J(m ET | (qa} +raf) + quay |,
t=0
donde qx > 0.

Observe que las Suposiciones 1.4.1 y 1.4.2 se cumplen (véase [22]) asi que
es posible aplicar el algoritmo de programacién dindamica. De las ecuaciones
(1.3.5) y (1.3.6) se tiene que

JN(‘T;) = QN:LQ?

Ji(z) = mj’n {ql’z +ra® + E[Via (v + Bag + ft)]}a
paratodoz € Ryt= N —1,...,0, para obtener Vy_; se tomat =N —1

en las ecuaciones anteriores. En general por induccién hacia atras es posible
demostrar que la politica 7 = {fo, ..., fy_1} estd dada por

fi(z) =Gz con Gy=—(r+ K 18°) ' K178

K, se calcula de forma recursiva con Ky = gy, es dada por

K, = (1 _ R K”lfz
KB
Por lo tanto la funcién de valor esta dada por

)Kmvz +q.

N
J*(z) = Kox* + o? ZK”'

n=1

1.5.2. Inventarios.

Cada mes el encargado de un almacén lleva a cabo el inventario de cier-
to producto, basado en esta informacion decide ordenar o no mas producto,
con el que se enfrenta a un costo asociado con almacenar el producto o las
ganancias perdidas por no ser capaz de cubrir la demanda del cliente. El ob-
jetivo del administrador es maximizar el beneficio obtenido. La demanda del
producto es aleatoria con distribuciéon de probabilidad conocida. El modelo
obedece las siguientes condiciones:

12



1.5. Ejemplos. Capitulol.

1. La decisién de ordenar pedido adicional es hecha al inicio del periodo
y se entrega inmediatamente.

2. La demanda del producto se recibe durante todo el periodo pero todas
las ordenes son cumplidas al final del mes.

3. Si la demanda excede el inventario el cliente es enviado a otra parte
por el producto faltante, es decir, no hay pedidos pendientes.

4. Los ingresos, costos, y la distribucién de la demanda no varia con el
periodo.

5. El producto es vendido tinicamente en unidades enteras.

6. El almacén tiene capacidad de M unidades.

Se denotara por z; la cantidad de inventario al inicio del mes ¢, como
a; al nimero de unidades ordenadas en el mes ¢t y, por D, a la demanda
aleatoria en este mes. Suponga que la probabilidad de la demanda esta dada
por p, = P(D; =y),cony =0,1,2,.... El inventario en la época de decisién
t+ 1, x4y estd relacionado con el inventario en el periodo ¢, z; a través del
sistema de ecuaciones

L1 — méX{.ﬁCt + a; — Dt, 0}
= [l‘t"—at _Dt]+'

Ya que no son permitidos pedidos pendientes el nivel del inventario no
puede ser negativo, asi que si x; + a; — Dy < 0, el nivel del inventario en el
siguiente periodo de decisién sera 0.

El costo por ordenar a unidades en cualquier periodo es L(a) y, se su-
pondra que estd compuesto por un costo fijo K > 0 por realizar el pedido y
un costo variable ¢(a) que se incrementa con la cantidad ordenada, es decir,

| K+c¢(a) , sia>0,
L<“)_{o , sia=0.

Sea h una funciéon no decreciente que representa el valor del costo por
mantener un inventario de x unidades en un mes. Si la demanda es de j uni-
dades y el inventario es suficiente para cubrirla entonces, el administrador

13



1.5. Ejemplos. Capitulol.

recibe una ganancia de f(j), se supondra que f(0) = 0.
En este modelo el costo depende del estado del sistema y de la siguiente
época de decisién; es decir,
c(y, g, wo41) = Llae) + Az + ar) = f([ze + ar — 2] ")

Aunque es més conveniente trabajar con ¢(x, a;). Asi que se calculard Fy(z)
que es el valor esperado de los ingresos recibidos en el periodo t cuando el
inventario previo al ingreso del pedido del cliente es de x unidades.

» si el inventario x excede a la demanda j, el valor del ingreso es f(j)
que ocurre con probabilidad p.

» si la demanda excede al inventario, el valor del ingreso es f(z) que
ocurre con probabilidad ¢, = Z;’ix Dj-

Entonces

Fa@) =Y S+ F @

La formulacién del modelo de control de Markov es la siguiente

= Epocas (o periodos) de decision: T'= {1,2,..., N} para N < oc.

» Estados: (cantidad de inventario al inicio del periodo t) X = {0,1,2,..., M}.

» Acciones: (cantidad de producto que puede ser ordenada) A = {0,1,2,..., M}.

» Acciones admisibles: (la cantidad de producto ordenado en el periodo
t) A(z) =4{0,1,2,..., M — x}.

» Costo esperado: (costos de pedido y mantenimiento menos el ingreso
esperado)
c(r,a) = L(a)+h(z+a)— F(x+a)
exy(z) = g(x) t=N.

= Probabilidades de transicion:

0 , SiM>j7>x+a,
pt(j"s?a): Prta—j SleiU—i—aZ] >O7
Qota , sSiM>x+ayj=0.
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1.5. Ejemplos. Capitulol.

1.5.2.1. Ejemplo numérico: Inventarios.

Ejemplo 1.5.1. Suponga que se tiene los siguientes valores:
K =5, ¢(a) =10a, g(a) =0, h(x) =92z, M =3, N =4.

La capacidad del inventario es de tres (o menos) unidades, la distribucion
de la demanda estd dado por

, sty =1,2,

Wl

Py = .
6 32920737

El ingreso esperado cuando se tienen x unidades almacenadas antes de
recibir una orden estd dado por

0 0
1 25
3
4
2l %
3| 15

ahora, calculando el costo ¢(x,a) = L(a) + h(x + a) — F(x + a)

Ct('r?a)
/al 1 2 3
0 0 47/3 89/3 47
1] 2/3 82/3 32 «x
2 | 14/3 271 x X
5) 12 X X X

Las x representan las acciones no admisibles para el estado x.

La matriz de transicion es

1 0 0 0
5/6 1/6 0 0
1/2 1/3 1/6 0
1/6 1/3 1/3 1/6
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1.5. Ejemplos.

Capitulol.

Como el espacio de estados es finito y dada la matriz de recompensas se
satisface la Suposicion 1.4.1 trivialmente. Por otro lado la Suposicion 1.4.2
se cumple pues, tomando f(x) =0 para cada estado se tiene

Ve(f, )

Eﬂ'

o4

24
1

[ oo
- Z a’e(xy, at)]
L =0

o

D o

N

< 0Q.

1
11—«

11—«

Por lo tanto es posible aplicar las ecuaciones de programacion dindmica
(1.8.8) y (1.3.2) con las que se obtiene

Vi(z) =0,
W) = min {0+ ¥ Quleavion |
yeX
calculando Vs(x) para cada estado

V3(0) = 0,
B) = 273
V@) = 14/3
V3(3) = 12.

Andlogamente para Va(x)

Va(z) = Join
Va(0) = 0,

Va(l) = 14/18,
%(2) = 102/18,
V5(3) = 284/18.

{et

c(z,a)

+ Q(ylr,a)V(y)

yeX

b
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1.5. Ejemplos. Capitulol.

Finalmente para t = 1

Vi) = min {eto0) + X Quis. v},

acA(x) vex

Vi(0) = 0,

Vi(1) = 86/108 = 0.796296296,
Vi(2) = 636/108 = 5.8888888839),
Vi(3) = 1808/108 = 16.740740741.

Otro problema importante es el de recompensa promedio a largo plazo el
cual se presenta en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Costo Promedio.

2.1. Planteamiento del Problema

En este capitulo se estudiard el problema de costo promedio a largo plazo
que se describe a continuacion.

Sea (X, A, {A(x)|z € X},Q, ) un proceso de decisiéon de Markov y

i c(zs, at)] ,

t=0

Va(m, x) = E}

el costo esperado en el n-ésimo periodo cuando es usada la politica 7 y es
dado el estado inicial xg = x. El costo promedio esperado usando 7 € Il y
cuando xo = x estda dado por

Vo (m, :U)

V(m,z) := limsup (2.1.1)
n—oo
El problema es hallar una politica 7* tal que para cada estado x
V(r*,z) = inf V(m,x) = V*(2), (2.1.2)

well

a la politica 7* se le conoce como dptima y la funcién V*(-) es conocida como
funcion de valor.

Para hallar una solucion a este problema es necesario que la Suposicion
1.4.1 se cumpla es decir

18



2.2. Tripleta Candnica. Capitulo2.

a) La funcion de costo es semicontinua inferiormente, no negativa e inf-
compacta sobre K.

b) Q es fuertemente continua.

2.2. Tripleta Canodnica.

Sea h : X — R una funcién medible conocida, V, (7, z,h) el costo total
esperado en el n—ésimo periodo con costo terminal A cuando es usada la
politica 7w y es dado el estado inicial zp = x y Vy(m, x,h) := h(x), y para
n>1

Vo(m, 2z, h) =V,(m,x) + Ellh(z,)]. (2.2.1)

n—1
E c(xy, ap) + h(xy,)
t=0

La funcién de valor esta dada por

V*(z,h) = imﬁI Va(m,z, h), (2.2.2)
e

V*(xz,h) = imﬁI Vo(m,x)  sih(-) =0.
TE

Definicién 2.2.1. Sean p y h funciones medibles con valores en los reales
definida en X y f € F un selector dado, se dice que (p,h, f) es una tripleta
canonica st para cualquier vt € X yn =0,1,... satisface

Val(f, 2, h) = Vi (2, h) = np(x) + h(z), (2.2.3)
donde f es una politica determinista estacionaria.

Observacién 2.2.1. En la primera igualdad de (2.2.3), f es una politica
optima para el n-ésimo periodo con costo terminal h, de la sequnda igualdad
se tiene que la n-ésima funcion de valor es np(x) + h(x), para, n =0,1,....

En general, no es sencillo hallar una tripleta canénica asi que es necesario
aplicar el siguiente teorema como resultado auxiliar el cual proporciona una
caracterizacion de esta.
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2.2. Tripleta Candnica. Capitulo2.

Teorema 2.2.1. (p, h, f) es una tripleta candnica si y sdlo si para todo x € X

(a) p(]?) = 1/nfaEA(ac) fX p<y>Q<dy|x7 CL).
(b) p(x) + h(z) = nfaca) [C(m, a) + [y h(y)Q(dylz, a)] :
(c) f(z) € A(x), a) y b) alcanzan su minimo es decir

plz) = /X () Qdylz, ),

pz) + h(z) = ez f)+ /X hy)Qdyle. f)

Las expresiones en c) son conocidas como ecuaciones candnicas.

Demostracion. Supongamos que (p, h, f) es una tripleta canénica, de las
ecuaciones de programacién dinamica se tiene

V.= min [c(x,a) + /V;(y, h)Q(dy[x,a)] , (2.2.4)

acA(z)

sustituyendo V,, y V11 de la ecuacién (2.2.3) en (2.2.4) se obtiene

a€A(x)

(n+ Dp(x) + h(x) = min [c<x,a>+ / <np<y>+h<y>>@<dy|x,a>], (2.2.5)

para obtener (b) se toma n =0 en (2.2.5).

Ahora, se mostrard (a); multiplicando la ecuacién (2.2.5) por % y después
haciendo a n tender a infinito se obtiene

pla) = lim min [M+ / <p<y>+@>@<dmx,a>],

n—o00 acA(x) n

acA(x)

— min [/p(y)Q(dylm,a)],
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2.2. Tripleta Candnica. Capitulo2.

es decir, se cumple (a).

Note que cualquier politica determinista estacionaria f que satisface la
ecuacion (2.2.3) también cumple a) y b) con lo que se demuestra (c)

Ahora suponga que con f(z) € A(z) alcanza su minimo (a) y (b) es decir,

se cumple (c), se mostrard que p, h y f satisfacen (2.2.3), para concluir que
(p, h, f) es una tripleta canénica.

De (c) se obtiene

plao) + h(zo) = clao, ) + / h(2)Q(da1 o, f)

= c(mo,f)+/

= (a0, f) + / (v, )Qdar |0, ) / / 2)Q(draler, ) () Q(dz o, f) —
/p(ﬂfl)Q(dﬂfl’fﬂoJ)
= (oo )+ Bletar, /) + BLIRCG) = [ ol Q(darfzo. ), (2.2.6)

c(z1, f) + /( )Q(d@\xbf)—P(fﬂl)]Q(difﬂxo,f)

sustituyendo p(z1) en la ecuacion (2.2.6)

2p(wo) + h(wo) = Eleclao, f) + clar, )] + BL[h(X)],

220 xt,
= Vz(f,:v)JrEf [h(X5)];
= Va(f,ah).

I
&=

+ B [h(Xa)],

En general

~

np(x) + h(z) = Vao(f,2) + EL [W(X,)] = Vi (f, 2, h). (2.2.7)
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2.2. Tripleta Candnica. Capitulo2.

Resta demostrar que para todon >0, z € X

Vo(f, 2, h) = V*(2,h), (2.2.8)

esto sera demostrado por induccién sobre n:

para n = 0 se cumple (2.2.8), ahora supéngase que se cumple para n > 0,

A~

sustituyendo V,,(f,z,h) de (2.2.4) en la ecuacién (2.2.7)

Vi(z,h) = ag}g(r;) C(ftja)Jr/X(np(y)+h(y))Q(dy|ﬂf,a)],

> min c(:):,a)+/xh(y)62(dy|x,a)

a€A(x)

+n min /X (1)Q(dylz, a),

i acA(x)
= (n+1)p(x) + h(z),
= Vn-l—l(fa x, h)7

por lo tanto V*,(x, h) > Vit (f, 2, h), v de (2.2.2) se tiene Ve (x,h) <
Vit1(f, x, h) de estas dos desigualdades se concluye que V.5, (z, h) = V11 (f, 2, h).
O
Una suposicién importante sobre h de una tripleta canénica (p, h, f) es
que para toda politicam e [l y z € X:
ETh(X,
tfm Z2PX)]_ (2.2.9)

n—00 n

con lo que se obtiene que la politica determinista estacionaria f es 6ptima
y la funcién de valor es p. Esto se muestra en el Teorema 2.2.2 en donde
también se emplean los conceptos de politica CP-optima y F-fuertemente
CP-optima (véase [7]).

Definicién 2.2.2. Se dice que una politica ™ es

Vi () .

» fuertemente CP-6ptima si V (7", ) < liminf, ,o =

» F-fuertemente CP-éptima lim,, o, |V} m

Vi (z) — —V”(”*’x)] =0.
donde V! (x) = inf e Vi (1, 2) = V*(2,0).
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2.2. Tripleta Candnica. Capitulo2.

Teorema 2.2.2. Sea (p, h, f) una tripleta candnica.

(a) Sih satisface (2.2.9) entonces f es CP-dptima y p es la funcién de valor,
de hecho, para cada v € X se cumple

V*x)=p=V(f,z) = lim Va(f.2) (2.2.10)

n—0o0 n

(b) Mas ain, si h satisface para cada v € X la ecuacion

lim sup Bz [(Xn)] =0, (2.2.11)

n—oo nell n

entonces es F-fuertemente CP-optima y fuertemente CP-éptima y de
(2.2.10)
V*
Vi) = lim 2D

n—00 n

Demostracion. (a) Observe que de las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) se tiene
que Vy(m,z, h) =V, (7, z) + ET[h(X,)] > infren Vi (m, 2, h) = V. (), asi,
sustituyendo V,,(m, z, h) (ver ecuacién (2.2.3)

np(z) + h(z) =V, (x) < Vo (m, @) + E7[R(X,)],
ahora, multiplicando esta expresion por % y tomando limite superior

cuando n tiende a infinito

np(x) + h(z) Va(m,z) | Ef[h(Xn)]

<
n - n n )
ET (X
tminf p(z) + %2 < tminf 20D | g g ZEAX]
o n n—oo n n—00 n

ya que se tiene la condicién (2.2.9) entonces p cumple la desigualdad

p(z) < liminf Valm, 2)

n—oo n

=V(r, x),
es decir, p(z) es una cota superior, lo que implica que p(z) < V*(z). Por

otro lado, de (2.2.3) y de la definicién del n-ésimo costo total esperado
se tienen las siguientes identidades
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2.2. Tripleta Candnica. Capitulo2.

ValFo,h) = Va(F,0) + BID(X)] = np(a) + h(z),  (22.12)
multiplicando por % y tomando limite superior en ambas igualdades se
obtiene

W(f,x,h W(f Elh(X,
lim sup Vul/, 2, 1) (f,2,h) = limsup Vulf, ) + lim sup —z[ (Xo)] = p(z)
n—o00 n n—00 n n—00 n
ll’msupM = V(f,s, ). (2.2.13)
n—00 n

Ahora, tomando limite inferior en (2.2.12) y multiplicando por

h f Ef[h(X
tming Y2 D) Yalh ) g Bl
n—o00 n n—00 n n—00 n
ro A
tmint 2080 (2.2.14)
n—oo n

Igualando las dos expresiones, (2.2.13) y (2.2.14) se obtiene p

~

o) = timing 20 o Vo 0) g Vald )
e n n—00 n n—00 n

entonces, para cada estado x se cumple

p(@) = V(f,2) = 1 22T,

n—00 n

por lo tanto se ha demostrado a).

(b) Note que, de la primera igualdad de (2.2.3) se tiene

V(z,h) = Vi (f,2) + Bl h(X,)], (2.2.15)

por otro lado, de las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) se obtiene
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2.2. Tripleta Candnica. Capitulo2.

Valz,h) = mf (Va(m 2) + EZ[h(X)]),
< Vi (x) +sup E7[A(X,)],

mell

entonces

0 < Vi(a,h) = Va(f,2) + ELA(X,)] < V() + sup EX[A(X,)]

mell

0< Vi(f,o) — Vi) < sup EF[h(X.)] — EL[R(X,)].

T
mell

Como h satisface (2.2.11) entonces, multiplicando por 1/n y tomando

limite
o ] .
o< 1 (vnu’,x) v, <x>) < i (Sup Erlh(X,)] _ EIMX)]\ _
n—00 n n—oo \ rell n n

(2.2.16)
se concluye que f es F-fuerte CP-6ptima. Para probar que f es optima
se aplicara la ecuacion (2.2.15) para obtener

Va(f,2) + EL[h(X,)] < Vi(r, @) + EX[A(X,)),
y de (2.2.11)

lim inf Vn(f, x) < liminf M

n—00 n—00 n
Como el lado izquierdo es igual a V( f.z) (ver ecuacién 2.2.10) se sigue que
f es optima.
[l

En el caso cuando p(-) es una constante, se denota como p(z) = p* para
cada estado x las ecuaciones se reducen a

“+h = inf
Pt (CU) aélgl(x)

c(x,a) —|—/h(y)Q(dy|m,a)], (2.2.17)
7 h(z) = (o f)+ / h(y)Q(dylz, 1),
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2.2. Tripleta Candnica. Capitulo2.

la ecuacién (2.2.17) es conocida como ecuacion de costo promedio dptima.

Observe que del Teorema 2.2.1 (p*, h, f) es una tripleta candnica si y
s6lo si la pareja (p*, h) satisface la ecuacién de costo promedio 6ptima, en
algunos casos es suficiente con tener la solucién (p*, h) de la desigualdad de
costo promedio optima definida como

p*+ h(z) > inf [c(m,a) + /h(y)Q(dy|x, a)], (2.2.18)

a€A(x)

y un selector f tal que para cada estado z € X se cumple
P hla) 2 oo )+ [ b, ). (2.2.19)

i
Lema 2.2.1. (a) Si (2.2.19) se cumple y si h’mnﬁoow > 0 entonces
para cada estado x € X se cumple

A

p* > Vo(f, ). (2.2.20)
(b) Sila desigualdad en (2.2.19) se invierte, es decir,
P hla) < o)+ [ Byl 1),

y st para todo x € X

lim <0,
n—oo n
entonces R
P <V, (f, ).
Demostracion. (a) Por iteracion de (2.2.19) (andlogo a 2.2.7) se cumple para
todon >1 A
np* + h(z) > Vi (f,z) + B [n(X,,)], (2.2.21)

dividiendo entre n y tomando limite inferior se obtiene (2.2.20).

(b) La prueba es andloga a a).
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2.3. Factor de Descuento Desvaneciente. Capitulo2.

En la siguiente seccién se dardn condiciones que garantizan la existencia
de politicas 6ptimas por medio de factor de descuento desvaneciente con la
que es posible hallar una solucion de la desigualdad de costo promedio 6pti-
ma.

2.3. Factor de Descuento Desvaneciente.

Se dard un enfoque basado en el problema de costo descontado con un
factor de descuento variable o € (0, 1) cercano a uno. Recordando a la funcién
de valor V* definida como

Vi(m,z) = supVm, z), (2.3.1)
well
= supE] Zatcm,at)] = a"E[c(w, @)
mell =0 t=0

El intercambio entre esperanza y sumatoria es posible gracias al teorema de
convergencia mondtona (véase [3]).

Existe una relacién entre el costo descontado V(w, z) y el costo promedio
V(m, x), tomando ¢; = EIc(xy,a:), de la primera desigualdad en el Lema
A.0.3, del Apéndice A, para toda x se cumple

limsup(l — a)V(m,x) < V(m, z),
a—1
entonces, de la ecuacién (2.3.1) resulta

limsup(1 — o)V, (7, z) < V(m, z),

a—1

de la definicién de la funcién de valor V* en (2.1.2)

limsup(1 — )V, (7, z) < V*(7, x). (2.3.2)

a—1

Es decir, si la funciéon V¢ es multiplicada por (1 — a), para un « cercana
a uno, entonces se tiene una cota inferior de la funcién de costo promedio.
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2.4. Desigualdad de Costo Promedio Optimo.

Otra relacion entre los problemas de costo descontada y costo promedio
esta dada por la ecuacién de costo descontado optima

a€A(x)

V¥ (z) = min [c(as,a) —I—a/XVf(y)Q(dy|x, a)]. (2.3.3)

Sea m, una constante (que se definird més adelante) que depende de «,
(con a € (0,1)), y definase

ho(z) = V() — ma,
(2.3.4)
Poa = (1 —a)m,.
Cuando « tiende a uno, la pareja (pa, ha(-)) de (2.3.4) en algunos casos
converge al par (p*, h,(+)), el cual satisface la ecuacién de costo promedio
6ptima (2.2.17), en general esto no ocurre, sin embargo, bajo ciertas con-

diciones es posible hallar la solucién de la desigualdad de costo promedio
optima, las cuales se presentan en la siguiente seccion.

2.4. Desigualdad de Costo Promedio ()pti-
mo.

En esta seccién se daran algunas condiciones para la existencia de una
solucion a la desigualdad de costo promedio asi como para la existencia de
politicas estacionarias deterministas éptimas para lo que se supondra lo si-
guiente

Suposicién 2.4.1. Eziste un estado z € X y numeros € (0,1) y M >0
tales que

(a) (1 —a)V¥(z) < M para cada o € [B,1). Mds ain existe una constante
N >0 y una funcion b(-) sobre X tal que ho(x) := V2 (x) — V(2).

(b) =N < ho(x) < b(x) para todo x € X ya € [8,1).

La Suposicién 2.4.1 implica que para cada estado = y para cada o € (0, 1),
V& (x) es finita.
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2.4 Desigualdad de Costo Promedio Optima

Lema 2.4.1. Bajo la Suposicion 2.4.1 a) existe una constante p* tal que
0 < p* < M y una sucesidn de factores descontados a(n) creciente a uno que
satisface, para cada estado x
lim (1 — a(n))Ve™(z) = p* (2.4.1)
n—oo
Demostracion. Por hipétesis, existe un nimero p* € [0, M] que es un punto

limite de (1 — «)V,*(#) cuando « tiende a uno, es decir, para «(n) sucesién
creciente a uno se tiene que

Iim (1 — a(n))Ve™(z) = p*. (2.4.2)

n—o0

Observe que para todo x € X la siguiente relacién se cumple

(1= a(n)) Vo () —p'| =

| (7)) (Vi) ()
< (= a(n) (Vi () = Vi (2)] +
(1= a(n) (Vi (2) = p)l
= (1= a@)|hap (@) + (1 = a(n))Vip (2) = 07,

de la Suposicién 2.4.1 b) se obtiene

(1 = a(n))lhaw) (@) + [(1 = a(n)) Vi, (2) — ¢
< (1= a(n) méx{N,b(z)} + (1 — a(n)) Vi) (2) = o',

para todo x € X tomando limite cuando n tiende a infinito se tiene que

(1 = a(n)) max{N,b(x)} + |(1 — a(n))Vym (2) — p| =0,

por lo tanto

(1= a(n))Vam(z) — p"[ <0,
con lo que se tiene la conclusion del Lema. O

Teorema 2.4.1. Si se cumple la Suposicion 1.4.1 entonces
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2.4 Desigualdad de Costo Promedio Optima

1) Existen una constante p* > 0, una funcion medible h : X — R con
—N < h(x) <, (2.4.3)

para cada estado x € X, h(z) = 0 y un selector f tales que (p*, h, f)
satisfacen la desigualdad de costo promedio éptima (ecuaciones 2.2.18
y 2.2.19), es decir, para cada estado x se cumple

(a)

a€A(x)

o+ hiz) > min [a(w) +f h(y)@(dmx,a)].

()
o+ h(z) > ofe, f) + / h(y)Q(dylz., f).

(¢) f es dptima y p* es la funcién de valor
Vi (z) = V(f,z) = p", (2.4.4)

para cada estado, es decir, p* = inf,ex V*(x) = inf e x infren V(m, z),
de hecho, cualquier selector f € F que satisface b) también (2.4.4).

11) Sz'f es una politica determinista estacionaria dptima que satisface (2.4.4)
entonces existe una funcion medible h(z) > 0 con z € X, tal que
(p*, h, f) satisface b) y por lo tanto a).

Demostracion. 1) (a) Sea {a(n)} igual que en (2.4.1), se define para cada

estado x
h(x) := 111£I_1>})I01f ham)(x) = nh_g)lo H,(z), (2.4.5)
donde H,(z) := infy>, haw)(z). Ya que se cumple la Suposicion

2.4.1 ) la funcién h en (2.4.5) satisface la ecuacion (2.4.3).

Por otro lado, H,, crece hacia h, es decir, para cada estado x

H,(x) 1 h(x). (2.4.6)
Ahora, sea p, = (1 — a)V*(2) y escribiendo la EPD (2.3.3) de la
forma
Po + ho(z) = min {c(x.a) + a/ ha(y)Q(dy|x, a)} . (24.7)
acA(x) X
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2.4 Desigualdad de Costo Promedio Optima

Se usard el lema A.0.2 del apéndice A; en (2.4.7) tomando o = a(n)
y tomando limite superior cuando n tiende a infinito y de (2.4.2)-
(2.4.6) se obtiene

p*+h(z) = liminf min {c(x,a) + a(n) /

n—oo acA(x) X

hagm) (y)Q(dy|z, a)]

> Jim min [c(:z:,a)—i—oz(n) /X Hn(y)Q(dy|x,a)}

n—00 a€A(z)

~ min {c(ac,a)—i—oz(n) /

a€A(x) X

h<y>@<dy\x,a>]. (248)

En conclusién, el intercambio entre “lim” y “min”en (2.4.8) es vali-
do con lo que se completa la prueba a).

Observe que la desigualdad en a) es valida si se reemplaza h(-) por
la funcién no negativa h(-) + N asi que existe un selector f, que
satisface b) (véase [12]).

Sea f un selector que satisface b) entonces de (2.4.3) se cumple la
desigualdad (2.2.21) para cada n > 1

np* + h(z) > V,(f,x) = N,

entonces p* > V(f,z), ya que:

>

np* +h(z) > V,(f,x) — N
np* > Vn( Av 37)
P2 Vn(z’@ =V(f.2)

Por otro lado, de (2.4.1) y la definicién de V*, se tiene p* < V*(z) <

p = lim(1—a®)V¥n)(z) =1lim(l — o)V (z) < V*(x)

n—00 atl

es decir, (2.4.4) se cumple para cualquier f € F, con lo que se
satisface b).
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2.4 Desigualdad de Costo Promedio Optima

11) Definase

hOIPOZO7

y para todo estado x y n > 1

A~

pu(t) = Vu(f,x) — anl(fv ),
)

M, = ;Q)f( Vo(f,z

ho(x) = Vu(f,x)—

R 1 m—+1

h = liminf — hy(x). 2.4.9
) = it > (249

Note que h,(z) > 0 paratodon >0y > "  p,(z) = Viu(f, 2); por otro
lado,

‘%GﬂﬁZd%f%+/VLﬂﬁwQWMMﬂ,

reescribiendo esta expresion

%m+m4m=daﬁ+/m4@@@mﬂ,

sumando desde n = 1 hasta m

an(:p)+2hn_1($) = ZC +Z/ n-1(y)Q(dylz, f),

ValFo2) + 3 halz) = me(e. f) + /zpm Qdyl. ).
Valfoz)+ S (@) = me(s, f) + /Zh Qldylz, 1),

multiplicando la iltima igualdad por % se obtiene
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2.4 Desigualdad de Costo Promedio Optima

WJF% ho(z) = /Zh Q(dylz, ),
V(f,:r;)Jr% - ho(x) = / Zh Q(dylz, f),

tomando limite inferior cuando m tiende a infinito en la ultima igualdad
se obtiene

V(f, :E)+hm1nf—2h +hm1nf/ Zh Q(dy|z, f),

m—oo M m— o0

m—r0o0

V(f,z) + h(z) = c(x, +11m1nf/ Zh Q(dy|x, ),

finalmente aplicando el Lema de Fatou (véase [3]),

o+ h(z) > wun+/imwp—§jh QUyle, f),

m—o0

— c(w.)+ [ h)Ql ),
pohlo) 2 i elwa)+ [ Q)

Esto es, f € Fy h(-) > 0 definido en (2.4.9) satisfacen la la desigualdad
de costo promedio 6ptima.
O]

Para concluir esta seccién se presentard una condicién que implica la
Suposicion 2.4.1 y también se presentara una condicion equivalente.

Suposicién 2.4.2. a) V*(z) < oo para cada estado x y o € (0,1) mds atin
existe un estado z, contantes N' > 0 y ' € (0,1), una funcion medible
no negativa b'(-) y un selector f' tal que hy(z) = V& (x) — V().
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2.4 Desigualdad de Costo Promedio Optima

b) —N'(z) < ho(x) <V (z) para cada x € X y o € [, 1].
¢) [xV(y)Qdylz, f) < oo.

Suposicién 2.4.3. a) Eziste una politica 7T y un estado inicial T tal que
V(m, &) < +oo.

b) Existe Be [0,1) tal que para cada estado x, SUP ¢ (4.1 ga(x) < 400 donde

Ja(x) = V¥(x) — My con my, = 1£1)f< V(x).

Teorema 2.4.2. Bajo la suposicion 1.4.1
a) La suposicion 2.4.2 implica la suposicion 2.4.1.
b) La suposicion 2.4.3 es equivalente a la suposicion 2.4.1.

Demostracion. (a) Sila Suposicién 2.4.2 se cumple entonces también se cum-
ple b) de la Suposicién 2.4.1 tomando = ', N = N"y b(-) =V(-).
Observe que de la Suposicién 2.4.2 a) y de la Suposicién 1.4.1 la ecuacién
de programacién dinamica estd bien definida.

Por lo tanto para todo « € (0,1) se cumple (2.3.3) es decir

(1-a)Vi(z) = VI(z) —aVi(2),

*

< elef)ta /X VEW)Qdylz, ) — aVe(2),

(2, ) + o /X (VA (y) - V() Qdyl=. ).
— (e f) ta / ha(9)Q(dyl=, 1),

X

de la Suposicién 2.4.2 b) se cumple la desigualdad

ez, f)+ a/

X

ha(0)Qdylz, ) < oz f) + o / b(y)Q(dy)=. f).

X

Asi que, tomando a M como ¢(z, f')+a [, b(y)Q(dy|z, f') se obtiene que
para todo « € (0,1) se cumple a) de la Suposicién 2.4.1 .
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2.4 Desigualdad de Costo Promedio Optima

(b) Por demostrar que la Suposicién 2.4.1 implica la Suposicién 2.4.3. Ya que
se cumplen las Suposiciones 1.4.1 y 2.4.1 se tiene, por el Teorema 2.4.1,
que existe una politica éptima f entonces, tomando 7 := f se obtlene

a) de la Suposicién 2.4.3.

Por otro lado, de la Suposicién 2.4.1 b), para cada « € [3,1) se cumple

, vl _ >
;g}f{ ha(z) = VI(2) — my ga(2) = =N,

entonces, para cada estado z y o € [3,1)
go(x) = V(@) — Mo = ha(2) + ga(2) < b(x) + N < o0,

si se toma B = [3 se tiene la conclusién de la Suposicién 2.4.3 b).

Ahora se mostrard que la Suposicion 2.4.3 implica la Suposicién 2.4.1:
definase z = &, entonces, en particular se cumple a) de la Suposicién
2.4.3 y la desigualdad (2.3.2) también se cumplen,

lim sup(1 — a)m, < limsup(l — a)V,*(2) < V*(2) < oo, (2.4.10)

a—1 a—1

mas aun
lim sup(l — a)m, < inf V*(z) < oo,
a—1 zeX

observe que las funciones a — m, y a — V.%(z) son decrecientes en
€ (0,1), ademés m, y V,%(z) son finitas para cualquier a € (0, 1).
De la ecuacién (2.4.10), existe una constantes M > 0y [y € (0,1) tal
que para cada a € [, 1)
0<(1—a)Ve(z) < M.

Por otro lado, note que h,(x) = V*(z) — V*(2) = ga(z) — gal(z); por lo
tanto para toda « € (0, 1)

_ga(z) S ha(x) S ga(x)a
entonces, definiendo

N = sup ga(2), b(z):= sup go(z), z€X
B<a<1 B<a<1
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2.5. Ejemplos. Capitulo 2

y B 1= méx{By, 5}, se obtiene la Suposicién 2.4.1.
O

En la siguiente seccién se presentan dos ejemplos con el criterio de costo
promedio esperado.

2.5. Ejemplos.

Ejemplo 2.5.1. Para un nimero natural fijo N y un nimero p € [0,1] que
se supondrd distinto de 1/2 se tiene:

» FEspacio de estados del sistema X ={0,1,2,...N}.

Espacio de acciones A ={0,1,2,...,[N/2]} donde [N/2] representa la
parte entera de N/2.

El espacio de acciones admisibles para estado x, A(x) = {0,1,2,..., min{x, N—

La ley de transicion estd dada por

Gr,ava(@) j2
Gra—ala) = ¢=1-p,
qnola) = 1,
qoola) = 1L

costo c(x,a) = x
Se busca una politica ™™ tal que, para cada estado x

V(r*,x) =sup V(m,z) = V*(x).

well
Obsérvese que se cumplen las suposiciones

(a) = c es semicontinua inferiormente.
= C es no neqgativa.

= ¢ es inf-compacta sobre K.
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2.5 Ejemplos Capitulo 2

(b) Eziste un estado z = 0 tal que la funcién de valor V(m,0) es finita,

Z a’e(xy, at)] =0,

t=0

V(rm,0) = Ej

pues qoo = 1.

Aplicando la técnica de programacion dindmica hacia adelante se tiene

Vo(z) = 0,
Vilz) = min {z} =,

por lo tanto fi(x) es cualquier accion admisible. Ahora calculando Va(x)

Va(a) = agg(g){a(ast,at)mE[vmmm)}},

a€A(x)

= min {x +a(pVi(z+a) + qVi(z — a))},

a€A(x)

= min {x +a(z(p+q) +alp — (]))}7

= min {x + az(p — q))},

a€A(x)
pues p+ q = 1. Se deben considerar dos casos,

) p>q
Vao(z) = 2 + a(x + min{z,3 — x2}(p — q)),

ast fo(x) = min{x,3 — z} = 1, por lo tanto

Va(r) = z+alp—q)
Vi) = z(1+a)+(p—q1+a)
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2.5 Ejemplos Capitulo 2

)p<
e Va(z) = z(1+ a),

entonces fo(x) = 0.
Para el caso ii)

Va(z) = az(l+a+a?),
Vi(z) = z(1+a+a®+a?)

en general
n—1
Vo(z) =x Z o,
k=0

tomando limite cuando n tiende infinito

x
V., —

1 , T — 00.
-«

Ast que para o cercano a uno
(1 —a)Vy(x) =2, cuando o —1,

es decir, el valor optimo para cada estado x es x.
Para el caso i), p > q, en general
Vo(z) = ml’n) {w +a|pVoi(z+a) + ¢V (z — a)] },

a€A(x

b

= ml’n) {JE +a|p((z +a)Qn-2 + Ru2) + q((z — a)Qn—2 + Ry 2)

a€A(x

= H,lg(n) {'T + o anQx + Qn72<p - Q)CL =+ Rn72
acA(x

= (14 Qno)+a(Qua(p—q)+ Ri2).

por lo tanto
Vn(a:) = anlx + Rnfl(‘x)a
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donde

Qn = 1- anlv

Rn = a(Qn—l(p - q) + Rn—l)'

En general

n—1
Qu=>_at
k=0

tomando limite cuando n tiende infinito se tiene que

)

1—a"

n—oo 1

—

(2.5.1)

Ya que V,(-) converge a V' y Q,, es convergente tomando limite en (2.5.1)

se obtiene

lim R, =R =

n—00 (1

Asi

(I-a)Vi(z)=(1-a")z+(p— @

Para un o cercano a uno se tiene que el valor optimo es

(p—q)

_a)'

Vi(z) = alp — q);

Ejemplo 2.5.2 (Inventarios). Considere el Ejemplo de inventarios en la sec-
cion 1.5.2 con los valores K =5, ¢(z) = 10z, g(x) =0, h(z) = 9z, M = 3,

N =4, ahora serd resuelto el problema de costo promedio.

Recordando, el costo estd dado por

Ct($7a)
fal 1 2 3
0 0 47/3 89/3 17
1] 2/3 82/3 32 x
2 | 14/3 27 x X
3 12 X X X
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2.5 Ejemplos Capitulo 2

La matriz de transicion es

1 0 0 0
5/6 1/6 0 0
1/2 1/3 1/6 0
1/6 1/3 1/3 1/6

Ya se han verificado las Suposicion 1.4.1, y a) de la Suposicion 2.4.3 (ver
Seccion 1.5.2)

entonces, aplicando la técnica de programacion dindmica.

Vo(z) = 0,
Vi(z) = agif&){c(x’a)+aZQ(y|x,a)Vo(y)},
yeX
con lo que se obtiene

Vi(0) = 0,
Vi(l) = 2/3,
Vi(2) = 14/3,
Vi(3) = 12.

De la misma forma se obtiene Va(x) utilizando la ecuacion

Vi) = min {e(o,0) +0 3 @l V) |

a€A(x) vex

y asi sucesivamente hasta que la diferencia entre V,, y V,_1 sea menor que €,
tomando o = 0.5 y ¢ = 0.005.

Ya que los cdlculos se vuelven mds complejos en cada periodo se calcularon
empleando en software R, los resultados se presentan a continuacion
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(V1] [v2] [v3] (V4] [v5] [vel
(0] 0 48.88889 24.44444 12.22222 6.11111  3.05555
[1] 0.66666 33.88889 23.86111 12.84028 6.82928  3.78207
[2] 4.66666 28.88889 24.94444 16.83333 11.26504 8.27141

[3] 12.00000 13.88889 27.69444 24.47917 20.00405 17.19198

(vl [v8] [vol [vi0] [Vvi1] [(vi2]
[0] 1.52777 0.76388 0.38194 0.19097 0.09548 0.04774
[1] 2.25498 1.49115 1.10921 0.91824 0.82275 0.77501
[2] 6.75018 5.98695 5.60507 5.41411 5.31862 5.27088

[3] 15.69620 14.93619 14.55469 14.36376 14.26828 14.22054

[(v13] [V14] [V15]
[0] 0.02387 0.01193  0.00596
[11  0.75114 0.73920 0.73324
[21  5.24701 5.23507 5.22910
[3] 14.19667 14.18473 14.17877

A partir de Vig(x) la diferencia |Vyi1(x) — Vo(x)| es menor que € para
cada estado, asi que

VE(0) = 0.00596,
V(1) = 0.73324,
V(2) = 5.22910,
V(3) = 14.17877,

De aqui, se cumple b) de la Suposicion 2.4.3, por lo tanto, del Teorema 2.4.2
también se cumple la Suposicion 2.4.1.

Asi tomando « cercano a uno, por ejemplo 0.9 se tiene que el valor éptimo
para cada estado es
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(1—a)V(0) = (0.1)V2(0) = 0.000596,
(1—a)Vo(1) = (0.1)V(0) = 0.073324,
(1-a)Vo2) = (0.1)V(0) = 0.522910,
(1—a)Vo3) = (0.1)V(0) = 1.417877.

Este ejemplo puede ser resuelto usando un criterio analogo tomando el
caso sensible al riesgo, esta teoria sera presentada en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Modelos de Control Sensibles
al Riesgo.

Los procesos de decision de Markov se dividen en dos tipos: neutral y
sensible al riesgo, para distinguir ambos tipos se emplea una constante A
conocida como coeficiente de sensibilidad al riesgo; si A = 0 se trata del caso
neutral al riesgo, si A # 0 el proceso de control de Markov es sensible al riesgo

(ver [1],[13], [17]).

Antes de plantear formalmente el problema es necesario presentar dos
conceptos que seran de utilidad en su interpretacion.

» Fstado de la naturaleza: Un estado de la naturaleza es la descripcién
de un cierto resultado de incertidumbre (en el caso de los PDMs es
representado por el espacio de estados).

» Certeza equivalente: La certeza equivalente o plan consumo cierto es
aquel en que el nimero de consumo (costos) no varia en los estados de
la naturaleza.

En este capitulo sera expuesto el problema de costo promedio sensible al
riesgo. Se tomara al espacio de estados X finito, el espacio de acciones A

como un espacio de Borel y la funcion de costo ¢ acotada.

Notacion: Sea D un espacio de Borel y L : D — R una funcién medible,
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3.1. Funcion de Utilidad Capitulo3.

se denotard a la norma de L como
||L|| := sup |L(x)]
xeD

El planteamiento del problema se presenta a continuacién.

3.1. Funcion de Utilidad

Cuando se considera el caso sensible al riesgo el resultado de un proceso
de Markov de costos (recompensas) es evaluado usando la funcién de utilidad
con una constante de sensibilidad al riesgo A € R (véase [17]), las preferen-
cias de un consumidor pueden ser representadas por una funcion real llamada
funcion de utilidad, que asigna un nuimero real a cada resultado. Gracias a
los trabajos de J. von Neumann y O. Morgenstern en [20] es posible repre-
sentar preferencias bajo condiciones de incertidumbre, la funcién de utilidad
es denotada por Uy(Z) a través de la cual es posible medir la sensibilidad al
riesgo que tiene el controlador.

En el caso de los PDM la funcion de utilidad modela la preferencia sobre
las politicas; teniendo dos politica w y 7’ es posible compararlas en funcién
del valor esperado de su utilidad, si E[U(7)] > E[U(n")] entonces se prefiere
la politica 7'

Otro concepto fundamental es la funcién llamada certeza equivalente de-
finida a continuacion

Definicién 3.1.1. Sea Z una variable aleatoria y suponga que el valor es-
perado de Uy(Z) estd bien definido. La certeza equivalente BE(\, Z) de Z con
respecto a Uy estd dada por

TIn(E[eM]) , siX#0,
EQ’Z):{ AE[Z] , siA=0.

Existe una relacion entre la funcién de certeza equivalente y la funcion
de utilidad: U,(E(A, Z)) = E[U\(Z)], es decir, el controlador tiene la opcién
de intercambiar entre la oportunidad de obtener una recompensa aleatoria
Z por la certeza equivalente, cuando se le presenta la oportunidad de pagar
un monto fijo ¢ para evitar un costo aleatorio Z; este aceptard si ¢ < E[\, Z]
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3.1. Funcion de Utilidad Capitulo3.

y serd rechazada si ¢ > E[\, Z] (véase [1]).

La nocion de neutralidad al riesgo corresponde al caso en que la funciéon
de utilidad es la funcién identidad mientras que el controlador es averso al
riesgo cuando E[U(Z)] > U(E]Y]), si el costo aleatorio Y no es constante,
de la desigualdad de Jensen (véase [16]), es equivalente a que la funcién de
utilidad sea convexa, en el caso en que sea amante al riesgo, la funcion de
utilidad es concava.

Se define A(Y) =E(\,Y) — E[Y] ala prima de riesgo correspondiente a
una variable aleatoria Y (véase [2]).

Sea Z una variable aleatoria acotada con media cero y varianza uno,
definase otra variable aleatoria Y (o) = y + 0Z para cada o > 0; observe
que, cuando o tiende a cero, Y (o) converge en probabilidad a y, ademas
ElY(0)]=yy Var(Y (o)) = 02, lo que implica que A(Y (0)) = 0.

Proposiciéon 3.1.1. Suponga que la funcion de utilidad U tiene derivada
continua de orden dos sobre los reales y con primera derivada no negativa
entonces, cuando o tiende a cero
AY(0) | U"(w)
o2 20" (y)

Para la demostracién de este resultado véase [2].

La Proposicién 3.1.1 , muestra que para un costo aleatorio Y con valores
en una vecindad pequena de y se tiene que A(Y) es proporcional a la varianza

de Y y ademas que la constante de proporcionalidad esta dada por VW) con

U'(y)?
lo que se obtiene que U(y) = ae + b para cada nimero real y con a y b
constantes y a > 0. Dado que la funciéon de utilidad es determinada por una
transformacién se supondra que el controlador valora un costo aleatorio Y
utilizando la funcién de utilidad exponencial e*¥. Por lo tanto, la funcién de

utilidad queda definida de la siguiente forma

Definicién 3.1.2. Se define la funcion de utilidad para todo x € R como

| sign(\)eM | si X #£0,
U’\(x)_{x , siA=0,

donde sign(A) =1 si A >0 y sign(A) = -1 si A <0
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3.2. Problemas de Decision de Markov Sensibles al Riesgo.

Observe que U,(z) es una funcién continua, estrictamente creciente y
convexa para A > 0 (amante al riesgo) y concava cuando A < 0 (averso al
riesgo), (véase [17]).

3.2. Problemas de Decision de Markov Sen-
sibles al Riesgo.

La funcién objetivo empleada serd el costo promedio esperado sensible
. " . -1
al riesgo; dado un entero positivo n, considere el costo total Y ;" c(xy, ar)
pagado después de aplicar las primeras n acciones ag, aq,...,a,_1. Dada la
politica 7 y estado inicial x la certeza equivalente de un costo aleatorio es

1 -
Va(m, @) = +log (E;r [eAthol c(“”“)})? (3.2.1)

asi que el costo promedio en el estado inicial z correspondiente a la politica
7w € II esta dado por

1
V(z,7) = limsup =V, (7, z). (3.2.2)

n—oo I
El objetivo es hallar una politica 7* que minimice el criterio, es decir,
Vi(z) = inlfTV(x,ﬂ), (3.2.3)
TE

una politica 7* € II es llamada dptima si V(z,7*) = V* para cada x € X.
Para resolver este problema son necesarias algunas condiciones.

Suposicién 3.2.1. 1) Para cada estado x € X, el espacio de acciones
admisibles, A(x) es compacto.

11) La funcion de costo es no negativa y continua.
11) Para todo x,y € X, la funcién a — Q(y|z,a) es continua sobre A(x).

Observe que de las ecuaciones (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.3) y de la Suposicién
3.2.1 se tiene
minc(z,a) < V(r, ) < méxc(z,a). (3.2.4)

(z,a) (z,a)
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3.2 Problemas de Decision de Markov Sensibles al Riesgo.

Una herramienta empleada para resolver el problema de control 6ptimo
es la técnica de programacién dindamica para lo que se requiere el Teorema
de Verificacién (véase [10]), antes de ser enunciado se probara el Lema 3.2.1
que sera empleando en la demostracién del teorema.

Lema 3.2.1. La igualdad

T-1 eh(u’vt)

ETI'
tll ZyEX e"Wp(ylxy, ar)

T

Z "Wp(yler_y, aTl)] =@ (3.2.5)
yeX

se cumple.

Demostracion. la demostracion se sigue por induccién sobre T'
ParaT =1

eh(aco)

h(y)
> yex €"Wp(y|zo, ao) > " Wp(ylao, ao)

yeX

By

] = el0) = @),

Suponga que 3.2.5 se cumple para T — 1, se demostrara para T’

eh(xt)

T
| | E { h(y)

€ p(y|'rT7 aT)
t=0 ZyEX eh(y)p(ykvt’ a’t) yEX ]

[T-1

(xt e xT)

)
s 2yex € Op(yler, a) 3 ey €"Wp(ylar, ar)

Ze y|$T GT)]

T—1 eh(ﬁt)

L g ZyEX "Wp(yla,, ar)

tomando esperanza
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3.2 Problemas de Decision de Markov Sensibles al Riesgo.

T-1
ET|\E H ety h(zr)
;‘r ;T e xT CLT
L t=0 ZyeX ehWp(y|ay, ay)
rT—1 hze)
e
= E;r E;l' ehar) hy 1, ar
L g EyeX e"Wp(y|e, ar) [ } }
rT—1 hae)
= B e"p(ylor_1, ar—1)
_tll ZyGX eh p(ylze, ar) Z |
_ @),

]

Teorema 3.2.1. (Teorema de Verificacion)
Suponga que existe un numero g y una funcion acotada h : X — R tal que
para cada estado x,

e th@ — min { Ac(z,a) Ze p(ylz,a } (3.2.6)

ac€A(x
yeX

entonces, para cada estado x € X y para toda politica w € I1

9% < V(z,m),
mas aiun, si f* es una politica estacionaria, tal que f*(x) alcanza el minimo
en el lado derecho de la ecuacion (3.2.6) para cada x € X entonces f* es
optima y
i L joe B [ SIS clanan
9= B |6 '
Demostracion. La demostracion se hard por induccién sobre T'; Sea x € X y

rellyT > 1.

Para T' = 1 observe que de (3.2.6) se cumple

erth(a0) < Aelma) 37 MW p(y 1z q),

yeX
e9+h(zo)

zyeX eh (y’x(h )

e/\c(x,a)’
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3.2 Problemas de Decision de Markov Sensibles al Riesgo.

ahora, suponga que se cumple

- h(z¢)
AT ewa) H e 7
=0 > exe p(ylze, ar)
—1 h(z+t)
e
= egT ) )
o 2yex €"Wp(ylze, ar)
Por lo tanto se obtiene
6)\ Z?:o c(z,a) _ 6>\ ZtT:_Ol c(x,a)e)\c(:rT,aT)
§ T-1 p oh(at) y @)

t=0 ZyeX eh(y)p(lylxt? at) ZyeX eh(y)p(yle’ (IT) ’

tomando esperanza en ambos lados de la desigualdad se tiene

T—1 T—1 eh(xt)
Elexp | A Y c(zy,a¢)| > EI ed , (3.2.7)
; t=0 ZyeX e"Wp(y|w, a)_
o TT e ]
= ¢IE" ,
s o a
del Lema 3.2.1 se cumple la igualdad
ﬁ eh(rt) Z h) ( | ) o) ( )
e"Vp(yler—1,ar—1)| = ", 3.2.8
t=0 ZyEX eh(y)p(y|l-t’ a't) yex

y ya que h es acotada, existen constantes M; y My tales que

eh T—1 eh(mt)
M, < < E7
SUPze X,acA(x) ZyeX @h(y)p(y|x’ CL) t=0 ZyeX @h(y)p(yu’ a)
h
(&

l/nf:vEX,aEA(w) ZyEX eh(y)p(y|x, a)

y con (3.2.7) se obtiene
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3.2 Problemas de Decision de Markov Sensibles al Riesgo.

1
- <V .
La segunda parte de la prueba se obtiene cambiando la desigualdad en la
ecuacién (3.2.7) por igualdad con argumentos anédlogos los anteriores. O]

Por lo tanto la ecuacion de costo promedio éptimo sensible al riesgo estan
dado por la ecuacion (3.2.6), escrito en términos de la funcién de utilidad es

Urg +h(e) = min | S plolea)li(c(e.a) + hy) | (329)
a€A(x) exX
Otra condicién necesaria para garantizar la existencia de una solucién
acotada de la ecuacion de costo 6ptimo es que se cumple la condicién de
Doeblin (véase [2], [10], [6]).

Suposicién 3.2.2 (Condicién de Doeblin). Eziste un estado z € X y una
constante K tal que para cualquier estado x € X y para toda politica esta-
cionaria f € F se cumple

El[T.) < K,

donde, para cada y € X

T, := min{n > 1|X,, = y}.

Se ha mostrado que bajo las Suposiciones 3.2.1 y 3.2.2 implica la existen-
cia de de una solucién acotada de la ecuacién de costo promedio 6ptimo para
A cercano a cero (véase [5]); mientras que, para resolver esta ecuacién para
cualquier A distinto de cero es necesario tener una condiciéon de comunicacion

(véase [6]).

Suposicién 3.2.3 (Comunicacion). Bajo cualquier politica estacionaria cada
pareja de estados es comunicante, es decir, dada f € F, x,y € X existe un
n =n(z,y, f) €N tal que P{(X, =y) > 0.

Para resolver el problema de control 6ptimo serda usada la técnica de
programacion dindmica.
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3.3. Caracterizacion por Programacion Dinamica. Capitulo 3.

3.3. Caracterizacion por Programacion Dinami-
ca.

En esta seccién se presentara el teorema fundamental de este capitulo
el cual establece que cuando el espacio de estados es una clase comunicante
bajo la accién de cada politica estacionaria entonces existe una solucién de
la ecuacion de costo promedio 6ptimo para cada A > 0. Antes de enunciar el
teorema se presentaran dos resultados auxiliares.

Lema 3.3.1. Suponga que se tiene una cadena comunicante (Suposicion
3.2.8). Sea f € F fijo y suponga que A es un subconjunto no vacio del espacio
de estados que cumple la siguiente propiedad:

reA=ye A si pylz, f(x)) >0.

entonces A = X.

Demostracion. Sea y € X un estado arbitrario y z € A; ya que se tiene una
clase comunicante existe un estado x;, ¢ = 1,2,...,n — 1 tal que xg = 2z y
x, =y, ademds p(z;y1|z;, f(z;)) >0 parai=1,2,...,n— 1.

Como x; € A por hipétesis se cumple que z;,1 € A, por lo tanto, para
xg = 2z € A se cumple que z,, = y € A ya que y es arbitrario se cumple

A=X. [l

El Teorema 3.3.1 enunciado mas adelante se basa en el llamado operador
contraccion en el contexto de sensibilidad al riesgo es usando el enfoque
de descuento desvaneciente andlogo a la seccién 2.3. Para cada « € (0, 1);

T, : B(X) — B(X), dada una funcién W € B(X), T,W es definida por

a€A(x

Un(T,W (z)) = ml’n) > plylz, a)Us(c(z, a) + aW (y)) |, (3.3.1)
yeS

algunas propiedades del operador T, son presentadas a continuacion.
Lema 3.3.2. 1) T, es un operador contraccion.

11) Eziste una funcién iunica V, € B(X) tal que T,V, = V.
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3.3 Caracterizacion por Programacion Dinamica. Capitulo 3.

) J[(1 = a)Vall < {lef]-
Demostracion. 1) Sean V,W € B(X), la desigualdad

I1)

111)

c(z,a) +aV(y) < c(z,a) + aW(y) +af[V - W]
siempre es valida. Aplicando la funcién de utilidad
Unle(, a) +aV(y)) < eIV =WIU, (e(w, ) + alV (),

por tanto, (3.2.9) se cumple para cada estado x;

acA(x

Un(T W (z)) = mfn)lzp(y\x,am(c(m,a)+aV(y))

a€A(z

< eVl min [Zp(yll“, a)UA(C(xaa)+O‘W<y))]
yes
= e VWig (T, W (2)),

tomando logaritmo T,V (z) < T,W(x)(z)+a||V —W||, intercambiando
V por W se obtiene |T,,V (z) =T, W (z)| < ||V —W|| para cada z € X,
por lo tanto se tiene 1).

La existencia de un tnico punto fijo esta dada por el teorema del punto
fijo de Banach (véase [16]).

Observe que para todo z,y € X ya € A
—|lel] = e [Vall < ez, a) + aly) < ld]| + af|[Vall,
asi

Ur(=llell=allVall) < Y plylz, a)Us(c(z, a)+aV (y)) < Un(llel|+al[Vall),

yeSs

tomado minimo sobre todas las acciones en A y sustituyendo el punto
fijo en 11) en la ecuacién (3.2.9) se obtiene

Ux(=llel] = el [Vall) < Us(Va(z)) < Ux(lle][ + el [Val]),

asi |Vo(2)| < |lc|] + a|V4]|, como x es arbitrario, se sigue que ||V, || <
lle]| + «|| V4| por lo tanto se cumple 111).
O
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3.3 Caracterizacion por Programacion Dinamica. Capitulo 3.

Teorema 3.3.1. Suponga que cada politica estacionaria induce una cadena
de Markov para la que el espacio de estados es una clase comunicante, es
decir, se cumple la Suposicion 3.2.3. Entonces para cada X\ > 0, existe una
pareja (g, h(-)), la cual satisface la ecuacion de costo promedio dptima (3.2.9).

Demostracion. De la ecuacién ( 3.3.1) y suponiendo que que V, es el punto
fijo de T, se tiene que

Us(Va(z)) = min | > p(ylz, a)Us(c(z, a) + aVa(y)) |, (3.3.2)

€A
a€A(2) yeX

ya que el espacio de estados X es finito entonces, para cada o € (0, 1) existe
un estado z, € X tal que

Va(2o) = min V,(z),

definiendo
Jo = (1 —a)Vu(za),
he = Vi(x) = Vo(za),
con esta definicién h,(-) > 0, ahora, reescribiendo la ecuacién (3.3.2)
Ux(ga + ho(x)) = min Zp(y|x, a)Ux(c(z,a) + aha(y)) |, (3.3.5)
a€A(z) vex

de la continuidad de p,, (de la Suposicién 3.2.1) sobre el espacio de acciones
implica que existe una politica estacionaria f, € [F tal que

Ux(ga + ha(z)) = Zp(y|xa fa)Ux(c(, fo) + aha(y)), (3.3.6)

yeX

del Lema 3.3.2 111) y de las ecuaciones (3.3.3) y (3.3.4) se tiene que |g| < ||¢]|.

Ahora, sea {a, } una sucesién en el intervalo (0, 1), creciente y convergente
a uno, ya que el espacio de estados es finito y por compacidad del espacio
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3.3 Caracterizacion por Programacion Dinamica. Capitulo 3.

de acciones es posible elegir una subsucesién de {«a,}, que seguird siendo
denotada por {a,} tal que

fa, = f€eFneN
2o, = z€X,neN (3.3.7)
y existen los limites
lim ¢g,, = g, (3.3.8)
n—oo
lim he, () = h(z) € [0,0] (3.3.9)
n—oo

Resta demostrar que la funcién h(-) asi definida es finita y ademéds que la
pareja (g, h(-)) satisface la ecuacién de costo promedio éptimo (3.2.9).

Definiendo al conjunto A := {x|h(x) < co} note que el estado z en (3.3.7)
pertenece a este conjunto, pues

h(z) = lm h,,(2),

n—od

= lim [V, (2) — Vo, (20)],
n—od

= 1m [V, (2) =V, (2)] =0
n—oo

sea x € X tal que = € A, reemplazando « por «, en (3.3.6) y haciendo a n
tender a infinito

n—oo
yeX

10 U (g, + e (2)) = 10| 37 plyl, o, (DU, fon (1)) + b, ()]

00 > Ux(g+h(x)) = Y pyle, f(@)Us(c(x, f(z)) + h(y)) (3.3.10)

yeX

asi que, h(y) < oo cuando p(y|x, f(x)) > 0. Por lo tanto, y € A, del Lema
3.3.1 se tiene que A = X es decir, h(+) es finita. Por otro lado, de la ecuacién
(3.3.5) se tiene que para todo z € X, a € A, n € Ny tomando limite se
cumple
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3.4. Ejemplos. Capitulo 3.

lm U(ga, + ha,(2)) < lim | > pylz,a)Us(c(z, a) + anha, () |

n—oo
yeX

Ux(g + h(z)) < Zp(y|x, a)Uyx(c(x,a) + h(y)). (3.3.11)

yeX

De las ecuaciones (3.3.10), (3.3.11) y ya que la pareja (z,a) € X x A
es arbitraria, se tiene que (h(-),g) definidas en (3.3.8) y (3.3.9) satisface la
ecuacion de costo promedio 6ptimo. O]

3.4. Ejemplos.

En esta seccion se presentan ejemplos aplicando el Teorema 3.3.1.

Ejemplo 3.4.1. Sea X = {s1, 52} con A(s;) ={a1,a2}, i = 1,2 con funcion
de costo c(s;,a1) = c1, c(si,a2) = o, 1 =1,2 donde 0 < ¢; < g y a € (0,1).

La matriz de transicion bajo la accion ay estda dada por

{Pn p12:| (3.4‘1)
P21 P22

mientras que bajo la accion as estda dada por

[q” ‘-’12] (3.4.2)

q21 Q422

Dado que el espacio de estados y el de acciones es finita se cumple la Su-
posicion 3.2.1, para que se cumpla la condicion de Doeblin (Suposicion 3.2.2)
y la Suposicion 3.2.3 se supondrd que p;; # 0 y q;; # 0, i,7 = 1,2. Asi que
es posible aplicar programacion dindmica.

Tomando Vy(s;) =0, i = 1,2 se obtiene
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3.4. Ejemplos. Capitulo 3.

AVi(s1) JeAelsna)+ato)
Y )

= mfn{Zp(y\sl,aoe”%Zp<y|s1,a1>ekcz}7
Yy Yy

asi que Vi(s1) = ¢1.
Andlogamente Vi (sq) = ¢;.
Asi Va(s1) = Va(se) = a1(1 + «)

En general se tiene

n—1
Va(si) = clzozj, i=1,2
=0

tomando el limite cuando n tiende a infinito

&1

entonces

. ; O
Valza) = grél)r}V(x) Cl-a
go = (I—)Valza) =01

ha = (.

Ejemplo 3.4.2 (Inventarios). Recuerde el ejemplo de inventarios dado en
los Ejemplos 1.5.1 y 2.5.2, los datos dados son K =5, ¢(z) = 10z, g(x) =0,
h(x) =9z, M =3, N =4 y la matriz de transicion estd dada por

1 0 0 0
5/6 1/6 0 0
1/2 1/3 1/6 0
1/6 1/3 1/3 1/6
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3.4. Ejemplos. Capitulo 3.

En este caso se tiene un estado absorbente, 0 y tres estados transitorios,
1,2,3 por lo tanto no se cumple la Suposicion de comunicacion 3.2.3 por lo
tanto con esta matriz no es posible resolver el problema de costo promedio
sensible al riesgo. Bajo las hipotesis estudiadas en este trabajo.

Sin embargo existe otro modelo de inventarios que se presenta en el Ejem-
plo 3.4.3 con el que es posible resolver dicho problema.

Ejemplo 3.4.3 (Inventarios (s, S5)). Suponga que se tiene en un almacén
cierto numero de un producto, y una demanda aleatoria & del producto en el
periodo n, suponga que P(&, =vy) = p, paray = 0,1,...,5 tal que p, > 0
Y Zy py = 1. El nimero de bienes almacenados es revisado en cada periodo
aplicando la siguiente politica de reabastecimiento: Si al final de cada periodo
la cantidad del bien es menor o igual a un nivel s, entonces la bodega se
reabastece hasta un nivel mdaximo S, si al final del periodo el nivel del inven-
tario es mayor a s, entonces no hay reabastecimiento (véase [15]).

Sea x, el niwel del inventario en el periodo n antes de reabastecer. En
este caso no se permitirdn valores negativos para x,, los cuales, represen-
tan demandas del producto no satisfechas asi que el espacio de estados es
X ={0,1,2,...,S}. El modelo es presentado a continuacion

s (ze +&)T , s<ay <8,
1= (S — ét)—’— , Xt S S.

La probabilidad de transicion esta dada por

P((zs+&) T =y) , s<z <68,
Qo ={ ety e
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3.4. Ejemplos. Capitulo 3.

La primera expresion representa el caso en el que no hay reabastecimiento,
la probabilidad de pasar de x a y es la probabilidad de que la demanda al
final de ese periodo sea de y — x pues el nuevo nivel en el almacén serd de
x — (r—y) =y. La siguiente ecuacidn representa el caso cuando hay reabas-
tecimiento y el nuevo nivel es de S — (S —y) =y, cuando la demanda sea de
S —uy.

A continuacion se presenta un ejemplo numérico de este modelo. Se to-
mard s = 1 y el nivel mdximo del inventario serd S = 3, es decir, X =
{0,1,2,3} la distribucion de la demanda P(§, = y) = 1/4, calculando la
matriz de transicion se obtiene

1/4 1/4 1/4 1/4
1/4 1/4 1/4 1/4
1/2 1/4 1/4 0
1/4 1/4 1/4 1/4

y suponga que se tiene un costo constante c(x) = b para cada estado con
b>0.

Ya que el espacio de estados es finito, la Suposicion 3.2.1, también se
cumple la condicion de Doeblin (Suposicion 3.2.2) y ademds se tiene una
cadena comunicante, es decir, se cumple la Suposicion 3.2.3. Por lo tanto es

posible aplicar el algoritmo de programacion dindmica.

Tomando Vo(z) =0, x € X se obtiene

M@ = 3 p(yla) M@,
Yy

= > plyle)e®

6>\b,

asi que Vi(s1) = b.
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Capitulo 3.

De la misma forma se obtiene Va(x) = b(1 + ).

En general se tiene

entonces

) b
Valza) = gg{lv s) = T

Jo = (1=a)Vo(za) =
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudi6 parte de la teoria de Procesos de Deci-
sién de Markov, en particular fue expuesto el problema de control éptimo con
los criterios de costo total, costo promedio y costo promedio sensible al ries-
go. Este problema fue resuelto usando la técnica de programacién dinamica.

En los casos de costo decontado y costo promedio neutral al riesgo se
requieren condiciones referentes a la funcién de costo como por ejemplo que
sea semicontinua inferiormente, no negativa e inf-compacta para hallar una
solucién al problema de control 6ptimo con este criterio. En este caso fue
presentado un ejemplo aplicado a la teoria de inventarios y el problema de
tipo lineal cuadratico.

Para resolver el problema de control éptimo con el criterio de costo prome-
dio se empled la terna (p, h, f) conocida como tripleta canénica (véase [11]),
la cual proporciona una solucién a la n-ésima funcién de valor. Ademas se in-
trodujo el concepto de politica fuertemente RP-éptima y el de F-fuertemente
RP-éptima asi como la relacién con la tripleta candnica, también, fue presen-
tada la desigualdad de costo promedio 6ptima. En el caso de costo promedio
se enunciaron condiciones adicionales a las dadas con el criterio de costo total
con las que es posible garantizar la existencia de politicas 6ptimas utilizando
el factor de descuento desvaneciente basado en el criterio de costo desconta-
da con factor de descuento o € (0,1) (véase [11]) y su relacién con el costo
promedio dada por la ecuaciéon de optimalidad de costo descontada.

Respecto al caso del costo promedio sensible al riesgo un concepto funda-

mental es el de la funcién de utilidad y la relacion que existe con la certeza
equivalente (véase [2]). En este caso un supuesto es que el espacio de ac-
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ciones admisibles es compacto, ademas, se mantiene la suposicion de que la
funcion de costo es no negativ y continua. Fue necesario validar la técnica
de programaciéon dinamica presentado como el Teorema de verificaciéon 3.2.1
(véase [6]). El procedimiento para garantizar la existencia de una solucién fue
similar al presentado con el criterio de costo promedio -por medio del costo
descontado- para lo que se empled el operador de contraccién. Otra condicién
importante es la condicién de Doeblin (véase [2], [10]) asi como la suposicién
de comunicacién de la cadena (véase [6]) la cual resulta ser fuerte pues en
el Ejemplo 3.4.2 de inventarios no fue posible trabajar con los mismos datos
empleados en el criterio de costo total y costo promedio ya que la matriz de
transicion no satisface esta caracteristica.

Un posible trabajo a futuro consiste en estudiar alternativas a la suposi-
cién de comunicacién con la que sea posible garantizar la existencia de una
solucién acotada de la ecuaciéon de optimalidad. Ademéds es necesario exten-
der las condiciones del Teorema 1.3.1 de Programacién Dindmica y el Lema
2.4.1 para permitir funciones de costo con signo variante.
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Apéndice A

Resultados Auxiliares.

Sean X, Ay Y espacios de Borel.
Definicién A.0.1. Un kérnel estocdstico es una funcion P(-|-) tal que
(a) P(-ly) es una medida de probabilidad sobre X para cada y €Y.
(b) P(B|-) es una funcion medible sobre Y para cada B € B.

Definicién A.0.2. Sea f : K — R una funcion, se dice que es inf-compacta
sobre K si para toda x € X yr € R, el conjunto {a € A(x)|v(z,a) <r} es
compacto donde A(x) C A.

Definicién A.0.3. Sea X un espacio métrico y v una funcién v : X — R
tal que v(x) < oo para al menos un x € X. Se dice que v es semicontinua
superiormente (u.s.c) en x si para cualquier sucesion {x,} en X que converge
a x se cumple

lim sup v(z,,) > v(x),
n—oo

se dice que que v es semicontinua superiormente si es u.s.c. en cada punto

de X.

Definicién A.0.4. Un kérnel estocdstico P € Q(X|A) es fuertemente con-
tinuo st la funcion

v(a) = /XU(QC)P(CZJJ’CL),

es continua y acotada en A para cada funcion medible y compacta sobre X.
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Teorema A.0.1 (Teorema de la Convergencia Monénota). Sean (X, P(X),P)
un espacio de probabilidad y {f.} una sucesion de funciones medibles en X
y suponga que para cada r € X se cumple

a) 0 < fi(z) < folz) < -+ < oo,
b) fulz) — f(z) cuando n — oco.

Entonces f es medible y

/andP—>/deP n — 0o

Lema A.0.1 (Lema de Fatou). Sean (X, P(X),P) un espacio de probabilidad
y suponga que f, : X — [0,400] es medible para cada entero positivo n

entonces
/ (h’minf fn> dP < liminf/ fndP
X n—0o0 n—oo X

Lema A.0.2. Sean u y u,, n = 1,2,... funciones semicontinuas superior-
mente, acotadas superiormente e sup-compactas sobre K, si u,, T u entonces

lim méx u,(x,a) = maxu(z,a).

n—r00 Afz) Ala)

Lema A.0.3. Sea {s;|t = 0,1,...} una sucesion de nimeros no negativos,
entonces

|_I

n—

..l
llgg}fﬁz:st<hmmf (1—a) Za s¢ < limsup(l—a) Za sy < lim sup St

1
a—1 a—1 n—oo T .

I
=)

para la demostracion véase [21] y [18].
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