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Simbología

Con la �nalidad de favorecer la lectura, se muestra una breve lista de la simbología y notación
utilizada a lo largo del escrito:

Pf�g Medida de probabilidad.
Ef�g Esperanza.
Es;xf�g = Ef�jx(s) = xg Esperanza condicional.
Varf�g Varianza.
Id Operador Identidad.
Tt Operador Transición.
W (t), Wt Proceso de Wiener.
� = (�1, �2, ..., �n) Vector n-dimensional.
f(�), �(�) Funciones vectoriales.
d+

dt
(�) Derivada por la derecha con respecto al tiempo.

fi(t;x) i-ésima componente de la función vectorial f .
fx(t;x) Derivada con respecto al vector x de la función vectorial f .
x0 Estado inicial del vector x.
_P(t) Derivada con respecto al tiempo de la función vectorial P.
__h(t) Segunda derivada con respecto al tiempo de la función h(t).
Mm�n Espacio de matrices m� n� dimensionales.
[A(t)]T Traspuesta de la matriz A.
Tr[A(t)] Traza de la matriz A.
H(�) Hamiltoniano de una función vectorial.
PCO Problema de Control Óptimo.
PCM Proceso de Control de Markov.
PPTL Problema del Punto Terminal Libre.
PD Programación Dinámica.
EPD Ecuación de Programación Dinámica.
EDE Ecuación Diferencial Estocástica.
PRL Problema Regulador Lineal.
e:o:c: En otro caso.
i:e: Es decir.
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Introducción

El Control óptimo es una herramienta matemática utilizada para resolver problemas de
Optimización cuya evolución en el tiempo es susceptible a ser in�uenciado por fuerzas externas.
La teoría del Control óptimo inicia en los años 50�s, cuando en la incipiente era espacial se

pretendía llevar una aeronave de la Tierra a un punto en el espacio en un tiempo mínimo y
consumiendo la menor cantidad de combustible posible.
Pontryagin y un equipo de matemáticos rusos desarrollaron la teoría de Control óptimo inte-

grando el Principio de Optimalidad de Bellman, resultados fundamentales en la teoría moderna
de la Optimización [Ver 1]. Pontryagin, Bellman y Kalma fueron los primeros matemáticos en
estudiar las ecuaciones diferenciales ordinarias como un modelo de sistemas de control. En el
presente, la teoría de Control óptimo abarca disciplinas tan diversas como Ingeniería mecánica,
Electrónica, Economía, Comunicaciones, Navegación espacial, etc.
En este trabajo se aborda el Control óptimo desde dos enfoques distintos en construcción y

que se conjuntan de manera paralela: el Principio de Pontryagin y la Programación Dinámica.
El objetivo de este trabajo consiste entonces en dos partes: revisar la teoría referente al

Principio del Máximo de Pontryagin y la teoría de la Programación Dinámica en tiempo con-
tinuo mostrando los principales resultados, y exhibir problemas de Control óptimo resueltos
con estos dos métodos mostrando la diversidad de aplicaciones posibles de la teoría.
El contenido se desglosa de la manera siguiente:
En el Capítulo 1 se detallan de�niciones y terminología a utilizar a lo largo de la tesis. El

Principio de Pontryagin consiste esencialmente en dar las condiciones necesarias de optimalidad
para un problema de control óptimo. En el Capítulo 2, después de enunciarse el Principio del
Máximo de Pontryagin se demuestra, primeramente en un caso particular y simple: el Problema
del Punto Terminal Libre. Si no es el caso, cuando se tienen condiciones �jas de frontera se tiene
una versión ampliada del Principio de Pontryagin requiriéndose ecuaciones de transversalidad
para esta frontera. Esta versión del Principio del Máximo se demuestra auxiliándose de dos
resultados: la regla abstracta del multiplicador y el cono de variaciones generado por unos
vectores particulares [Ver 7]. En el Capítulo 3 se dan ejemplos que son resueltos vía el Principio
de Pontryagin.
El Capítulo 4 se dedica a la teoría de la Programación Dinámica. A través de resultados im-

portantes se deduce la Ecuación de la Programación Dinámica [Ver 7], para �nalmente extender-
la al caso estocástico obtendiendo la Ecuación de Programación Dinámica de Hamilton-Jacobi-
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Bellman [Ver 10]. La Programación Dinámica consiste esencialmente en resolver la ecuación
diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman, cuya solución produce el costo óptimo para un
criterio de rendimiento con una función de costo asociada para un sistema dado. En el Capítulo
5 se muestran ejemplos de problemas de control que son resueltos vía Programación Dinámica.
Los problemas de Control óptimo que se revisan en este trabajo y que aparecen en diversa

literatura [Ver 3, 4, 11, 15] se desarrollan y se simulan por medio de programas de código
propio en Mathematica R
, donde además de resolverse, se estudia el comportamiento del sistema
involucrado.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se presenta la teoría básica requerida para capítulos posteriores.
La primer sección Procesos de Markov tendrá continuación en el Capítulo 4, donde queda

determinada la Ecuación de Programación Dinámica (Sección 4.2 y 4.3). En la segunda sección
Control Óptimo se de�ne la terminología utilizada en el Capítulo 3, al formular el Principio del
Máximo de Pontryagin (Sección 3.1, 3.2 y 3.3).

1.1. Procesos de control de Markov

En este capítulo se designará como X a un espacio de Borel, y como B(X) a su �-álgebra
de Borel.

De�nición 1.1.1 Una función Pfs; x; t; Bg de�nida para s; t 2 R+, con 0 � s � t, x 2 X y
B 2 B(X) es llamada una probabilidad de transición si:
(a) Pfs; x; t; �g es una medida de probabilidad sobre B(X) para cada s, x, t �jos;
(b) Pfs; x; s; �g = �x(�), la unidad de masa en x, para cada s, x;
(c) Pfs; x; t; Bg es conjuntamente medible en x 2 X y s � t para cada s � 0 �jo y B 2 B(X);
(d) si s � t � r, entonces

Pfs; x; r; Bg =
Z
X

Pft; y; r; BgPfs; x; t; dtg (1.1.1)

resultado conocido como Ecuación de Chapman-Kolmogorov.

SeaM un espacio lineal de funciones medibles v con valores reales sobre ~X := [0;1)�X
tal que Z

X

jv(t; y)jPfs; x; t; dyg<1

para cada s, x, t:

11



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

De�nición 1.1.2 Para cada t � 0 y v 2M; de�nimos el operador transición sobre ~X como

Ttv(s; x) :=
Z
X

v(s+ t; y)Pfs; x; s+ t; dyg. (1.1.2)

De las propiedades de la De�nición 1.1.1, es claro que Tt (t � 0) forma un semigrupo de
operadores sobreM; ya que T0 = Id, cada Tt mapea el espacioM a sí mismo y Tt+r = TtTr:
SeaM0 �M consistente de aquellas funciones v 2M que satisfacen lo siguiente:

lim
t#0
Ttv(s; x) = v(s; x); (s; x) 2 ~X;

Existen t0 > 0 y u 2M tales que

Tt jvj (s; x) � u(s; x) 8(s; x) 2 ~X; y 0 � t � t0:

Sea D(L) un subconjunto de M0 tal que para v 2 D(L) las siguientes condiciones se
satisfacen:

El límite

Lv(s; x) := lim
t#0

Ttv(s; x)� v(s; x)
t

(1.1.3)

existe para todo (s; x) 2 ~X;

Lv 2M0;

Existen t0 > 0 y u 2M tales que

jTtv(s; x)� v(s; x)j
t

� u(s; x); 8(s; x) 2 ~X; y 0 � t � t0:

El operador L en (1.1.3) será llamado generador extendido del semigrupo Tt: El conjunto
D(L) es llamado dominio de L.

Lema 1.1.3 Si v 2 D(L); entonces las siguientes a�rmaciones son válidas:
(a) d+

dt
Ttv := lim

h#0
Tt+hv�Ttv

h
= Tt fLvg :

(b) Ttv(s; x)� v(s; x) =
R t
0
Tr fLvg (s; x)dr:

Además, si � > 0 y v�(s; x) := e��sv(s; x), entonces v� 2 D(L) y
(c) Lfv�(s; x)g = e��s[Lv(s; x)� �v(s; x)]:

Demostración.

(a) d
+

dt
Ttv := lim

h#0
Tt+hv�Ttv

h
= lim

h#0
TtThv�Ttv

h
= lim

h#0
Tt
�
Thv � v
h

�
= Tt

�
lim
h#0

Thv � v
h

�
= Tt fLvg :
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(b)
R t
0
TrfLvg(s; x)dr =

R t
0
d+

dr
Trfv(s; x)gdr = Ttv(s; x)� T0v(s; x) = Ttv(s; x)� v(s; x):

(c) Lfv�(s; x)g = Lfe��sv(s; x)g

= lim
t#0

�
Tt fe��sv(s; x)g � e��sv(s; x)

t

�
= lim

t#0
1
t

�Z
X

e��(s+t)v(s+ t; y)Pfs; x; s+ t; dyg � e��sv(s; x)
�

= e��s
�
lim
t#0

1

t

�Z
X

e��tv(s+ t; y)Pfs; x; s+ t; dyg � v(s; x)
��

= e��s
�
lim
t#0

1

t

�
e��tTtv(s; x)� v(s; x) + e��tv(s; x)� e��tv(s; x)

��
= e��s

�
lim
t#0

�
1

t
e��t(Ttv(s; x)� v(s; x))

�
+ lim

t#0

�
1

t
(e��tv(s; x)� v(s; x))

��
= e��s

�
lim
t#0

�
Ttv(s; x)� v(s; x)

t

�
+ lim

t#0

�
��e��tv(s; x)

1

��
= e��s [Lv(s; x)� �v(s; x)].

De�nición 1.1.4 Una probabilidad de transición se dice homogénea en el tiempo si

Pfs; x; s+ t; Bg = Pf0; x; t; Bg =: Pft; x; Bg
para todo s, t � 0, x 2 X y B 2 B(X):
Observación 1.1.5 Sea x(�) = fx(t), t � 0g un proceso de Markov X-valuado con probabilidad
de transición Pfs; x; t; Bg, es decir,

Pfx(t) 2 Bjx(r); 0 � r � sg = Pfs; x(s); t; Bg
para todo t � s � 0 y B 2 B(X): Entonces la ecuación (1.1.2) puede escribirse como:

Ttv(s; x) = Es;xfv(s+ t; x(s+ t))g: (1.1.4)

donde Es;xf � g := Ef�jx(s) = xg. Similarmente, podemos reescribir la parte (b) del Lema 1.1.3
como:

Es;xfv(s+ t; x(s+ t))g � v(s; x) = Es;x
�Z t

0

Lv(s+ r; x(s+ r))dr

�
, (1.1.5)

si v 2 D(L):
De�nición 1.1.6 Se de�ne un Proceso de Control de Markov (PCM) a tiempo continuo a la
cuádrupla (X;A;La; c), cuyas componentes son:
(a) X un espacio de Borel, llamado espacio de estados.
(b) A un espacio de Borel, llamado espacio de acciones o controles.
(c) Una ley de movimiento: correspondiente a cada acción a 2 A. Existe un operador lineal
La, que es el generador extendido de un proceso de Markov X-valuado con probabilidad de
transición Pfs; x; t; Bg.
(d) Una función de costo c(s; x; a), es una función medible que toma valores reales de�nida
sobre [0;1)�X � A: Asumimos que c es no negativa.
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De�nición 1.1.7 Las funciones medibles � de ~X := [0;1) � X a A tales que a� := �(s; x)
denota la acción de control prescrita por � cuando el estado x 2 X es observado al tiempo s,
son llamadas políticas de control de Markov.

De�nición 1.1.8 Una política de Markov se dice estacionaria si es independiente del tiempo,
i.e., �(s; x) = �(x) para todo (s; x) 2 ~X:

Consideramos una clase de políticas de Markov � que cumplen las siguientes suposiciones.

Suposición 1.1.9 Para cada � 2 �, existe un proceso estocástico fx�(t) = x(t); t � 0g tal
que:
(a) Casi todas las trayectorias muestrales de x(�) son continuas por la derecha, con límites por
la izquierda, y tienen discontinuidades �nitas en cualquier intervalo �nito de tiempo;
(b) x(�) es un proceso fuerte de Markov con probabilidad de transición denotada por P�fs; x; t; Bg
y su semigrupo asociado por T �t ;
(c) El generador extendido L� de x(�) satisface la propiedad de sustitución:

L� = La si �(s; x) = a; (1.1.6)

(d) El proceso x(�) es conservativo, i.e., T �t 1 = 1 para todo t � 0, y L�1 = 0.

Las políticas de Markov en � que satisfagan la Suposición 1.1.9 son llamadas admisibles. A
menos que explícitamente se indique lo contrario, siempre asumimos que una política � 2 � es
admisible.
Para cada � 2 � los conjuntos de funciones M � M0 � D(L) dependen de la política �

usada, así que se escribirán comoM�,M�
0 , y D(L�), respectivamente.

Suposición 1.1.10 Para los conjuntosM� �M�
0 � D(L�) de�nidos anteriormente,

(a) Existen conjuntos no vacíos M �M0 � D tal que

M �
\
�

M�, M0 �
\
�

M�
0 , D �

\
�

D(L�)

donde las intersecciones son sobre � 2 �.
(b) La función de tasa de costo c(s; x; a) es tal que c�(�; �) 2 M0 para todo � 2 �, donde
c�(s; x) := c(s; x; �(s; x)):

De�nición 1.1.11 Un PCM (X;A;La; c) se dice ser homogéneo en el tiempo si su probabilidad
de transición es homogénea en el tiempo, i.e.,

Pafs; x; t; Bg = Paft� s; x; Bg, 8t � s, x 2 X , B 2 B(X). (1.1.7)

Observación 1.1.12 Si la tasa de costo es invariante en el tiempo, escribimos c(s; x; a) �
c(x; a). Si (1.1.7) se satisface y � 2 � es una política estacionaria, entonces el estado del
proceso x(�) = x�(�) es un proceso de Markov homogéneo en el tiempo.
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Notación 1.1.13 Dada una política � 2 � y tasa de costo c(s; x; a), usaremos la notación

c�(s; x) = c(s; x; �) = c(s; x; �(s; x)) si x(s) = x: (1.1.8)

Ahora, si c(s; x; a) = c(x; a) es independiente del parámetro tiempo s, entonces (1.1.8) se con-
vierte en:

c�(s; x) = c(s; x; �) = c(x; �(s; x)) si x(s) = x: (1.1.9)

Si además, � es estacionaria, (1.1.9) se convierte en:

c�(x) = c(x; �) = c(x; �(x)): (1.1.10)

Notación 1.1.14 Cuando usamos una política � 2 �, esperanzas tales como (1.1.4) serán
escritas como:

T �t v(s; x) = E�s;xfv(s+ t; x(s+ t))g =
Z
X

v(s+ t; y)P�fs; x; s+ t; dyg (1.1.11)

o por la propiedad de sustitución,

T at v(s; x) = Eaxfv(s+ t; x(s+ t))g =
Z
X

v(s+ t; y)Pafs; x; s+ t; dyg; (1.1.12)

si �(s; x) = a. En particular, para un PCM homogéneo y una función v(s; x) � v(x) en D,
(1.1.6), (1.1.7), (1.1.11) y (1.1.12) producen

T �t v(s; x) = T at v(x) si �(s; x) = a;

así que
L�v(s; x) = Lav(s; x) si �(s; x) = a:

1.2. Problema de control óptimo

Considere las siguientes componentes:
Sea U un subconjunto cerrado de Rm; t, x, u variables en R1, Rn y Rm, respectivamente.
Sea f(t;x;u) una función vectorial f : R1�Rn�Rm ! Rn continua y con derivadas parciales

continuas con respecto a las coordenadas de x.
Sea �(t0; t1;x0;x1) una función vectorial � : R1 � R1 � Rn � Rn ! Rl de clase C1:

De�nición 1.2.1 Sea U una clase de funciones continuas a trozos u(t) con valores en U , con
cada función u(t) de�nida sobre [t0; t1]: Una función u(t) 2 U será llamada control.
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Si el conjunto U de controles satisface:
� Si u(t) 2 U para t0 � t � t1;
� vi 2 U para i = 1; :::; p;
� � i � hi < t � � i son intervalos disjuntos que intersectan a [t0; t1];

de�niendo

~u(t) =

�
vi, si t 2 (� i � hi; � i],
u(t), si t 2 [t0; t1] y t =2 (� i � hi; � i],

entonces ~u(t) 2 U .

Para un control u(t) de�nido sobre [t0; t1], la solución x(t) de la ecuación diferencial

_x = f(t;x(t);u(t)), (1.2.1)

sobre el intervalo [t0; t1] con condición inicial x(t0) = x0 será llamada la trayectoria correspon-
diente al control u(t) con condición inicial x0:
La ecuación (1.2.1) es llamada ecuación de movimiento del sistema.
El valor de x(t) en el tiempo t es llamado el estado del sistema al tiempo t.

La primer componente de � evaluada en e :=(t0; t1;x(t0);x(t1)), donde x(t) es una solución
de (1.2.1) es llamada criterio de rendimiento:

J(x0;u) := �1(t0; t1;x(t0);x(t1)) = �1(e). (1.2.2)

Las siguientes k � 1 componentes de � llamadas condiciones terminales de las trayectorias
del sistema están de�nidas a través de las ecuaciones:

�j(t0; t1;x(t0);x(t1)) = 0, j = 2; :::; k: (1.2.3)

Una pareja (x0;u) conformada por una condición inicial x0 y un control u = u(t) será
llamada admisible si existe una solución x(t) de (1.2.1) sobre [t0; t1] con condición inicial x(t0) =
x0, y las condiciones terminales (1.2.3) son satisfechas por x(t).
Sea F = f(x0;u) : (x0;u) es admisibleg.

El problema de control óptimo consiste en encontrar un elemento (x0;u) 2 F tal que el
correspondiente criterio de rendimiento (1.2.2) sea optimizado.

Una pareja (x0;u) en la clase F que alcance este mínimo será llamado condición inicial
óptima y control óptimo, respectivamente.



Capítulo 2

Principio de Pontryagin

La obtención de las condiciones necesarias de optimalidad para el Problema de Control
Óptimo las ofrece el Principio de Pontryagin, algunas de ellas se describen en forma resumida
a través del Hamiltoniano de una función vectorial f , de�nido como

H(t;x(t);u(t)) = [P(t)]T f(t;x(t);u(t))

con P(t) una función vectorial n-dimensional.
Las condiciones del Principio de Pontryagin reducen el cálculo de un control óptimo a la

solución de un sistema de ecuaciones diferenciales con dos puntos frontera y un problema de
optimización.

2.1. Formulación del principio de Pontryagin

Teorema 2.1.1 (Principio de Pontryagin) Las condiciones necesarias para que (x�0;u
�(t)) sea

admisible y óptima son la existencia de:
1) un vector l-dimensional � 6= 0 con �1 � 0 y
2) una función vectorial P(t) n-dimensional tal que para t 2 [t0; t1] se satisfaga:

[ _P(t)]T = �[P(t)]T fx(t;x�(t);u�(t)) (C1)

y para t 2 (t0; t1) y u 2 C;

H(t;x�(t);u) � H(t;x�(t);u�(t)) (C2)

[P(t1)]
T = [�]T�x1(e) (C3)

[P(t0)]
T = �[�]T�x0(e) (C4)

H(t1;x�(t1);u�(t1)) = �[�]T�t1(e) (C5)

H(t0;x�(t0);u�(t0)) = [�]T�t0(e). (C6)

17
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Si f(t;x;u) tiene derivada parcial continua ft(t;x;u); entonces, para cada t 2 [t0; t1] se satisface
la condición

H(t;x�(t);u�(t)) = [�]T�t0(t0; t1;x
�(t0);x

�(t1)) +

Z t

t0

[P(s)]T ft(s;x
�(s);u�(s))ds. (C7)

Observación 2.1.2 La condición (C2) puede ser expresada en términos del Hamiltoniano co-
mo

max
u2U

fH(t;x�(t);u)g = H(t;x�(t);u�(t)). (C2*)

(C2*) es llamada Principio del Máximo de Pontryagin.
(C3-6) son llamadas condiciones de transversalidad.
(C1) son las ecuaciones adjuntas.

2.2. Problema del punto terminal libre

Para motivar la demostración del Principio de Pontryagin se construyen dos derivaciones
de las condiciones necesarias de optimalidad en el caso especial del PCO cuando el tiempo y
estado inicial son �jos y no hay condiciones sobre el estado �nal. Este problema es llamado
Problema del Punto Terminal Libre.
Sean t0 y t1 denotando el tiempo inicial �jo y el tiempo terminal, respectivamente. El

espacio V [Ver Apéndice II] será el espacio de todas las funciones a trozos continuas por la
izquierda de�nidas sobre [t0; t1] con valores en Rm, llamado espacio de funciones de control. El
subconjunto K [Ver Apéndice II] será el conjunto de funciones de control u tal que u(t) 2 U
para cada t 2 [t0; t1] y (x0;u) es una pareja admisible para el estado inicial �jo x0.
Hay muchas maneras de construir mapeos de � hacia K. Consideraremos dos de estos

mapeos:
(a) Si U es convexo y u(t), u(t) + v(t) 2 U para cada t 2 [t0; t1] entonces u(t) + "v(t) 2 U

para cada t 2 [t0; t1] y 0 � " � 1: Los teoremas de dependencia continua de soluciones de
ecuaciones diferenciales sobre parámetros implican que (x0;u + "v) es una pareja admisible
para 0 � " � � para algún � > 0: Por lo tanto, podemos construir el mapeo

� : 0 � " � � ! K

sobre los controles u tal que (x0;u) es admisible, de�niendo

�(") = u+ "v. (2.2.1)

Si x" denota la solución de _x = f(t;x(t);u(t)) con condición inicial x(t0) = x0 correspon-
diente a �(") y x la solución correspondiente a u. Entonces x" para " pequeño, queda en una
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vecindad débil de x [Ver Apéndice II]. El mapeo (2.2.1) es llamado una variación débil del
control.
(b) Supongamos que u 2 K, v 2 U y � 2 (t0; t1]: Para v �jo, � su�cientemente pequeño

y 0 < " < �; los teoremas de existencia para ecuaciones diferenciales implican que existe una
solución x" de

_x = f(t;x(t);v(t)) (2.2.2)

sobre el intervalo � � " � t � � con la condición

x"(� � ") = x(� � "). (2.2.3)

El teorema de dependencia continua de soluciones de ecuaciones diferenciales sobre condi-
ciones iniciales implican que para � su�cientemente pequeño, _x = f(t;x(t);u(t)) tiene una
solución sobre [� ; t1] con condición inicial x"(�). De�namos el control u" por

u"(t) =

�
v, si � � " � t � � ,
u(t), para otros valores de t 2 [t0; t1].

(2.2.5)

Por lo tanto, para � su�cientemente pequeño podemos de�nir un mapeo

� : 0 � " � � ! K

sobre los controles que son admisibles para x0 de�niendo

�(") = u". (2.2.6)

Para el mapeo (2.2.6), x" para " pequeño no necesariamente está contenido en una vecindad
débil de x. Sin embargo, x" está contenido en una vecindad fuerte de x. (2.2.5) es llamada
variación fuerte del control.
Haremos dos derivaciones de las condiciones necesarias de optimalidad, una usando varia-

ciones débiles y la otra usando variaciones fuertes.
Dado que las entradas (t0; t1;x(t0)) son �jas, para el PPTL podemos asumir que el criterio

de rendimiento
�1(t0; t1;x(t0);x(t1))

es de la forma �1(x(t1)). Las otras componentes del vector � de�nido en la Sección 1.2. no
jugarán un rol importante, así que podemos suprimir el subíndice y escribir el criterio de
rendimiento como

J(u) = �(x(t1)).

El siguiente teorema evalúa la derivada direccional del mapeo J(�(")) cuando �(") es el
control correspondiente a una variación débil del tipo (2.2.1).
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Teorema 2.2.1 Sea U convexo y fu(t;x;u) continua. Sea P(t) la solución de las ecuaciones ad-
juntas de la Ecuación (A.II.7): � _x(t) = fx(t;x(t);u(t))�x(t)+fu(t;x(t);u(t))v(t), [Ver Apéndice
II], esto es,

[ _P(t)]T = �[P(t)]T fx(t;x(t);u(t)) (2.2.7)

con condición de frontera
[P(t1)]

T = ��x(x(t1)). (2.2.8)

Entonces

�J(u;v) = �
Z t1

t0

[P(t)]T fu(t;x(t);u(t))v(t)dt. (2.2.9)

Demostración. Si �x(t) es la solución de la ecuación (A.II.7) con condición inicial �x(t0) =
0, la fórmula (A.II.5) [Ver Apéndice II] implica que

�x(x(t1))�x(t1) = �
Z t1

t0

[P(t)]T fu(t;x(t);u(t))v(t)dt. (2.2.10)

El Teorema A.2.2 [Ver Apéndice II] y la regla de la cadena implican que

�J(u;v) = �x(x(t1))�x(t1). (2.2.11)

Finalmente, (2.2.10) y (2.2.11) implican (2.2.9).

Teorema 2.2.2 Bajo las hipótesis del Teorema 2.2.1, una condición necesaria para que un
control u sea óptimo para el PPTL es que para cada t 2 (t0; t1] �jo

[P(t)]T fu(t;x(t);u(t))v � 0, (2.2.12)

para cada v 2 U tal que u(t) + v 2 U .

Demostración. Dado que u se supone que es continua a la izquierda, existe algún intervalo
t0 < t� � < s � t en el cual u(s) es continua. De�namos una función w sobre [t0; t1] por

w(s) =

�
u(t) + v � u(s), si t� � < s � t,

0, e.o.c.
(2.2.13)

Consideraciones similares a las de (2.2.2) con (2.2.6) implican que para � su�cientemente pe-
queño se tiene que u(s)+w(s) 2 K. Por lo que, para � su�cientemente pequeño, por el Teorema
2.2.1 y el Teorema A.1.2 [Ver Apéndice II]

�J(u;w) = �
Z t

t��
[P(s)]T fu(s;x(s);u(s))[u(t) + v(t)� u(s)]ds � 0: (2.2.14)

Dado que el integrando es continua por la izquierda, dividiendo (2.2.14) entre � y tomando
límite cuando � tiende a cero implica (2.2.12).

El siguiente teorema es el análogo de los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2.
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Teorema 2.2.3 Si x" son soluciones de _x = f(t;x(t);u(t)) correspondiente a los controles
u"(t) dados por (2.2.5) con la misma condición inicial x"(t0) = x0, entonces

x"(t) = x(t) + "�x(t) + o(t; "), (2.2.15)

donde �x(t) es la solución de

�x(t) =

�
0, si t0 � t < � ,

[f(� ;x(�);v)� f(� ;x(�);u(�))]+
R t
�
fx(s;x(s);u(s))�x(s)ds, si � � t � t1.

(2.2.16)

Demostración. De (2.2.5), u"(t) = u(t) si t0 � t � � � ". Por lo tanto, x"(t) = x(t) si
t0 � t � � � ". Esto es, (2.2.16) es verdadero con �x(t) = 0 si t0 � t � � � ".
Por otro lado, si � � " � t � � tenemos que

x"(t) = x(t)�
Z t

��"
f(s;x(s);u(s))ds+

Z t

��"
f(s;x"(s);v)ds: (2.2.17)

Sea, para � > 0,
A = f("; t) : 0 � " � �; � � " � t � �g: (2.2.18)

El teorema de dependencia continua de soluciones continuas en ecuaciones diferenciales con
condiciones iniciales implica, para algún � > 0, que el mapeo

("; t)! x"(t)

de A a Rn es continuo. De aquí que

jf(s;x(s);u(s))ds� f(s;x"(s);v)j

está acotada. Entonces (2.2.17) implica

x"(t) = x(t) +O(t; ") si � � " � t � � . (2.2.19)

Aplicando (2.2.19) en (2.2.17) y usando la continuidad por la izquierda de f(t;x(t);u(t)) da

x"(t) = x(t) + [f(� ;x(�);v)� f(� ;x(�);u(�))] "+ o(t; "): (2.2.20)

El Teorema A.2.3 [Ver Apéndice II] y (2.2.20) completa la derivación de (2.2.16).

Teorema 2.2.4 Para 0 � " � �, sea

J(u") = �(x"(t1)) (2.2.21)

donde u" es el control de�nido en (2.2.5). Sea P(t) la solución de (2.2.7) con condición frontera
(2.2.8). Entonces

d

d"
J(u")j"=0 = �[P(�)]T [f(� ;x(�);v)� f(� ;x(�);u(�))] : (2.2.22)
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Demostración. Las fórmulas (A.II.5) [Ver Apéndice II], (2.2.7), (2.2.8) y (2.2.16) implican

�[P(�)]T [f(� ;x(�);v)� f(� ;x(�);u(�))] = �x(x(t1))�x(t1) (2.2.23)

donde �x(t1) es la solución de (2.2.16). Las fórmulas (2.2.21), (2.2.15) y la regla de la cadena
implican (2.2.22)

Finalmente, la fórmula (A.II.3) [Ver Apéndice II] y el Teorema 2.2.4 implican el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.5 (Principio de Pontryagin para el Problema del Punto Terminal Libre). Una
condición necesaria de optimalidad de un control u para el PPTL es que

[P(t)]T [f(t;x(t);v)� f(t;x(t);u(t))] � 0 (2.2.24)

para cada v 2 U y t 2 (t0; t1], donde [P(t)]T es la solución de

[ _P(t)]T = �[P(t)]T fx(t;x(t);u(t)) (2.2.25)

con condición frontera
[P(t)]T = ��x(x(t1)): (2.2.26)

2.3. Veri�cación del principio de Pontryagin

Los Teoremas A.2.4 y A.2.5 [Ver Apéndice II] implican la existencia de un vector � 6= 0,
(� 2 Rl) con

�1 � 0 (2.3.1)

[�]Td � 0 (2.3.2)

para vectores d generadores del cono convexo D, listados a continuación:

i) �x1(e)�x(t1)

ii) �x0(e)y + �x1(e)�x(t1)

iii) � [�t1(e) + �x1(e)f(t1;x(t1);u(t1))]
iv) � [�t0(e) + �x0(e)f(t0;x(t0);u(t0))]

donde �x(t) es la solución de

� _x(t) = fx(t;x(t);u(t))�x(t) (2.3.3)

en i) con condición frontera �x(�) = f(� ;x(�);u)� f(� ;x(�);u(�)) para � 2 (t0; t1] y u 2U , y
en ii) con condición inicial �x(t0) = y:
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Sea P(t) solución de
[ _P(t)]T = �[P(t)]T fx(t;x�(t);u�(t)) (C1)

con condición frontera
[P(t1)]

T = [�]T�x1(e); (C3)

Aplicando la fórmula (A.II.5) [Ver Apéndice II]:

[P(� 2)]
Ty(� 2)� [P(� 1)]Ty(� 1) =

Z �2

�1

[P(t)]TG(t)dt (A.II.5)

con G(t) = 0, y y(t) = �x(t) que es solución � _x(t) = fx(t;x(t);u(t))�x(t) con condición de
frontera �x(�) = f(� ;x(�);u)� f(� ;x(�);u(�)); implican que:

[P(�)]T �x(�)� [P(t1)]T �x(t1) = 0

[P(�)]T (f(� ;x(�);u)� f(� ;x(�);u(�)))� [�]T�x1(e)�x(t1) = 0. (2.3.4)

Por (2.3.2), para el vector i) se tiene que:

[�]T�x1(e)�x(t1) � 0. (2.3.5)

Finalmente, (2.3.4) y (2.3.5) implican que:

[P(�)]T (f(� ;x(�);u)� f(� ;x(�);u(�))) � 0. (C2)

Por otro lado, aplicando (A.II.5) [Ver Apéndice II] con y(t) = �x(t) solución de � _x(t) =
fx(t;x(t);u(t))�x(t) con �x(t0) = y produce que:

[P(t0)]
T �x(t0)� [P(t1)]T �x(t1) = 0

[P(t0)]
Ty�[�]T�x1(e)�x(t1) = 0. (2.3.6)

Por (2.3.2), para el vector ii) implica que:

[�]T (�x0(e)y + �x1(e)�x(t1)) � 0. (2.3.7)

Sumando (2.3.6) y (2.3.7) obtenemos�
[P(t0)]

T+[�]T�x0(e)
�
y � 0, (2.3.8)

como esto debe satisfacerse para cada y 2 Rn; se tiene que

[P(t0)]
T = �[�]T�x0(e). (C4)

Por otro lado, por (2.3.2) para el vector iii) implica que:

�[�]T [�t1(e) + �x1(e)f(t1;x(t1);u(t1))] � 0. (2.3.9)
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Este resultado con
[P(t1)]

T = [�]T�x1(e) (C3)

implican que:

�
�
[�]T�t1(e)+[�]

T�x1(e)f(t1;x(t1);u(t1))
�
� 0

�
�
[�]T�t1(e) + [P(t1)]

T f(t1;x(t1);u(t1))
�
� 0

[P(t1)]
T f(t1;x(t1);u(t1)) = �[�]T�t1(e). (C5)

Un argumento similar es utilizado para el vector iv) teniendo que

�[�]T [�t0(e) + �x0(e)f(t0;x(t0);u(t0))] � 0 (2.3.10)

con
[P(t0)]

T = �[�]T�x0(e) (C4)

implican que:
[P(t0)]

T f(t0;x(t0);u(t0)) = [�]
T�t0(e). (C6)

La condición (C7) se deduce de (C2) y (C6), a través del corolario siguiente derivado del
Lema A.2.6 [Ver Apéndice II].

Corolario 2.3.1 Si f(t;x;u) y u(t) son como en el Teorema 2.1.1 (Principio de Pontryagin),
la condición (C7) del Teorema 2.1.1 es implicada por las condiciones (C1), (C2) y (C6).

Demostración. Aplicando el Lema A.2.6 [Ver Apéndice II] para el hamiltoniano H(t;u) =
[P(t)]T f(t;x(t);u): Entonces

Ht(t;u(t)) = [P(t)]T ft(t;x(t);u(t)):

Por lo tanto, (C7) se sigue directamente de (A.II.18) [Ver Apéndice II] y de (C6).



Capítulo 3

Ejemplos

El presente capítulo se dedica a mostrar algunos problemas resueltos mediante el Principio
de Pontryagin.

3.1. Aeronave alunizando con mínimo combustible

3.1.1. Planteamiento del problema

Considere el problema de una aeronave intentando alunizar suavemente usando una cantidad
mínima de combustible en condiciones normales (Figura 1).

Figura 1. Diagrama de alunizaje.

Para de�nir una versión simpli�cada del problema, considérese:

25
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m: masa total de la aeronave.
h: altura de la aeronave a la luna.
v: velocidad vertical de la aeronave sobre la luna.
M : masa de la aeronave sin combustible.
F : cantidad inicial de combustible.
h0: altura inicial de la aeronave sobre la luna.
v0: velocidad vertical inicial de la aeronave.
�: máxima propulsión de la aeronave.
k: constante de consumo de combustible.
g: aceleración de la gravedad sobre la luna.
f : cantidad �nal de combustible al alunizar.

Obtendremos las ecuaciones de movimiento de la aeronave a partir de leyes físicas.
Notación: dh

dt
= _h.

La pérdida de masa es proporcional a la propulsión de la aeronave, es decir, u = �( 1
k
) _m:

Además, v = dh
dt
= _h.

Se tiene de la Tercera Ley de Newton:

m(t) _v(t) = m(t) __h(t) = �gm(t) + u(t) = �gm(t)� _m

k

por lo que

_v(t) = �g �
�

1

m(t)

�
_m

k
.

Las ecuaciones de movimiento de la aeronave son:

_h = v

_v = �g + u

m
(3.1.1)

_m = �ku.

La propulsión del motor de la aeronave u(t) es el control del problema. Suponga que la
clase U de funciones de control son todas las funciones a trozos continuas u(t) de�nidas sobre
el intervalo [t0; t1] tales que 0 � u(t) � �:
Es natural tomar como tiempo inicial t0 = 0, y tiempo �nal t1 igual al primer momento en

el que la aeronave toca a la luna.
Las condiciones terminales que deben satisfacerse en el tiempo inicial y �nal son:

h(t0)� h0 = 0

v(t0)� v0 = 0

m(t0)�M � F = 0 (3.1.2)

h(t1) = 0

v(t1) = 0.
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El objetivo es minimizar el combustible consumido, F � f:
Pero (M + F )�m(t1) = m(t0)�m(t1) = (M + F )� (M + f) = F � f .
Así, el problema es alunizar consumiendo una mínima cantidad de combustible, o equiva-

lentemente, minimizar �m(t1) sobre la clase U .

Consideremos entonces x =

0@hv
m

1A donde las condiciones iniciales en forma vectorial en el

tiempo inicial t0 = 0 son:

x0=

0@h(t0)v(t0)
m(t0)

1A =

0@ h0
v0

M + F

1A
y en el tiempo �nal t1 :

x1=

0@h(t1)v(t1)
m(t1)

1A =

0@ 0
0

m(t1)

1A .
La función vectorial de las ecuaciones de movimiento de la aeronave es:

f(t;x; u) =

0@ _h
_v
_m

1A =

0@ v
�g + u

m

�ku

1A . (3.1.3)

Sea �(t0; t1; h(t0); v(t0);m(t0); h(t1); v(t1);m(t1)) = �(t0; t1;x0;x1) = �(e) correspondiendo
al criterio de rendimiento (1.2.2) y las condiciones terminales (1.2.3), tenemos:

�(t0; t1; h(t0); v(t0);m(t0); h(t1); v(t1);m(t1)) =

0BBBBBBBB@

�m(t1)
t0

h(t0)� h0
v(t0)� v0

m(t0)�M � F
h(t1)
v(t1)

1CCCCCCCCA
. (3.1.4)

3.1.2. Condiciones de optimalidad de Pontryagin

(C1) Ecuaciones adjuntas

[ _P(t)]T = �[P(t)]T fx(t;x�(t);u�(t)).
Para este ejemplo, la condición (C1) que debe satisfacerse es:0@ _P1(t)

_P2(t)
_P3(t)

1AT

= �

0@P1(t)P2(t)
P3(t)

1AT 0@0 1 0

0 0 � u(t)
[m(t)]2

0 0 0

1A
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o equivalentemente,

_P1(t) = 0
_P2(t) = �P1(t) (C1)

_P3(t) =
P2(t)u(t)

[m(t)]2
.

(C2) Principio del máximo de Pontriagyn

max
u2U

f[P(t)]T f(t;x�(t); u)g = [P(t)]T f(t;x�(t); u�(t)).

max
u2U

�
P1(t)v(t) + P2(t)

�
u

m(t)
� g
�
� P3(t)ku

�
(C2)

= P1(t)v(t) + P2(t)

�
u(t)

m(t)
� g
�
� P3(t)ku(t).

(C3) Condición de transversalidad

[P(t1)]
T = [�]T�x1(e).

0@P1(t1)P2(t1)
P3(t1)

1AT

=

0BBBBBBBB@

�1
�2
�3
�4
�5
�6
�7

1CCCCCCCCA

T

0BBBBBBBBBBBBBBB@

...
... @f�m(t)g

@m(t)

���
t=t1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

@fh(t)g
@h(t)

���
t=t1

...
...

... @fv(t)g
@v(t)

���
t=t1

...

1CCCCCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBB@

�1
�2
�3
�4
�5
�6
�7

1CCCCCCCCA

T 0BBBBBBBB@

0 0 �1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0

1CCCCCCCCA
,

es decir, 0@P1(t1)P2(t1)
P3(t1)

1AT

=

0@ �6
�7
��1

1AT

. (C3)
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(C4) Condición de transversalidad

[P(t0)]
T = �[�]T�x0(e).

0@P1(t0)P2(t0)
P3(t0)

1AT

= �

0BBBBBBBB@

�1
�2
�3
�4
�5
�6
�7

1CCCCCCCCA

T

0BBBBBBBBBBBBBBB@

...
...

...
...

...
...

@fh(t)�hg
@h(t)

���
t=t0

...
...

... @fv(t)�vg
@v(t)

���
t=t0

...
...

... @fm(t)�M�Fg
@m(t)

���
t=t0

...
...

...
...

...
...

1CCCCCCCCCCCCCCCA
= �

0BBBBBBBB@

�1
�2
�3
�4
�5
�6
�7

1CCCCCCCCA

T 0BBBBBBBB@

0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

1CCCCCCCCA
,

es decir, 0@P1(t0)P2(t0)
P3(t0)

1AT

= �

0@�3�4
�5

1AT

. (C4)

Nota: El símbolo
... indica que la entrada es 0.

(C5) Condición de transversalidad

[P(t1)]
T f(t1;x

�(t1); u
�(t1)) = �[�]T�t1(e).

0@P1(t1)P2(t1)
P3(t1)

1AT 0@ v(t1)

�g + u(t1)
m(t1)

�ku(t1)

1A = �

0BBBBBBBB@

�1
�2
�3
�4
�5
�6
�7

1CCCCCCCCA

T 0BBBBBBBB@

0
0
0
0
0
0
0

1CCCCCCCCA
,

que implica

P1(t1)v(t1) + P2(t1)

�
u(t1)

m(t1)
� g
�
� P3(t1)ku(t1) = 0. (C5)
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(C6) Condición de transversalidad

[P(t0)]
T f(t0;x

�(t0); u
�(t0)) = [�]

T�t0(e).

0@P1(t0)P2(t0)
P3(t0)

1AT 0@ v(t0)

�g + u(t0)
m(t0)

�ku(t0)

1A =

0BBBBBBBB@

�1
�2
�3
�4
�5
�6
�7

1CCCCCCCCA

T 0BBBBBBBB@

0
1
0
0
0
0
0

1CCCCCCCCA
,

que implica

P1(t0)v(t0) + P2(t0)

�
u(t0)

m(t0)
� g
�
� P3(t0)ku(t0) = �2. (C6)

(C7) Condición

[P(t)]T f(t;x�(t); u�(t)) = [�]T�t0(t0; t1;x
�(t0);x

�(t1)) +
R t
t0
[P(s)]T ft(s;x

�(s); u�(s))ds.

P1(t)v(t) + P2(t)

�
u(t)

m(t)
� g
�
� P3(t)ku(t) = cte. (C7)

De (C5), (C6) y (C7):
cte = �2 = 0.

3.1.3. Solución

i) La condición max
u2U

fH(t;x�(t);u)g = H(t;x�(t);u�(t)), y las
ii) Condiciones necesarias para un máximo en u� para

q(t; u) = H(t;x�(t); u�(t)) =
�
P2(t)

m(t)
� P3(t)k

�
u(t) + P1(t)v(t)� P2(t)g,

q0(t; u) =
P2(t)

m(t)
� kP3(t),

q00(t; u) = 0.

determinan que

q0(t; u) =
P2(t)

m(t)
� kP3(t) � 0, si u� = 0,

q0(t; u) =
P2(t)

m(t)
� kP3(t) � 0, si u� = �.
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Resumiendo:

u(t) =

8><>:
0, si P2(t)

m(t)
� kP3(t) < 0,

�, si P2(t)
m(t)

� kP3(t) > 0,
Indeterminado; si P2(t)

m(t)
� kP3(t) = 0.

(3.1.5)

Caso 1. u(t) = 0.

Sobre [s1; s2], cuando H0(t;x; u) < 0 se tiene que u(t) = 0 y:

f(t;x(t); u(t) = 0) =

0@ v
�g
0

1A ,
integrando:

m(t) =

Z t

s1

0ds = 0 +m(s1) = m(s1),

v(t) =

Z t

s1

�gds = �gs
���t
s1
+ v(s1) = �g(t� s1) + v(s1),

h(t) =

Z t

s1

v(s)ds =

Z t

s1

(�g(s� s1) + v(s1)) ds = �g
(s� s1)2

2

���t
s1
+ v(s1)s

���t
s1
+ h(s1).

Resumiendo se tendrían las ecuaciones de movimiento de la aeronave para u(t) = 0, es decir,
bajo caída libre

h(t) = �g(t� s1)
2

2
+ v(s1)(t� s1) + h(s1),

v(t) = �g(t� s1) + v(s1), (3.1.6)

m(t) = m(s1).

Caso 2. u(t) = �
Sobre [s1; s2], cuando H0(t;x; u) > 0 se tiene que u(t) = � y:

f(t;x(t); u(t) = �) =

0@ v
�g + �

m

�k�

1A ,
integrando:

m(t) =

Z t

s1

�k�ds = �k�s
���t
s1
+m(s1) = �k�(t� s1) +m(s1).
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Por otro lado, expresando v(t),

v(t) =

Z t

s1

�
�g + �

m(s)

�
ds

=

Z t

s1

�
�g + �

�k�(s� s1) +m(s1)

�
ds.

Haciendo z = �k�(s� s1) +m(s1), dz = �k�ds, ds = �
dz

k�
,

v(t) = �gs
���t
s1
� 1

k

Z t

s1

�
1

z(s)

�
dz + v(s1)

= �g(t� s1)�
1

k
Ln fm(s1)� k�(s� s1)g

���t
s1
+ v(s1)

= �g(t� s1)�
1

k
(Ln fm(s1)� k�(t� s1)g � Lnfm(s1)g) + v(s1)

= �g(t� s1)�
1

k
Ln

�
m(s1)� k�(t� s1)

m(s1)

�
+ v(s1).

A su vez, buscando una expresión para h(t),

h(t) =

Z t

s1

v(s)ds

=

Z t

s1

�
�g(s� s1)�

1

k
Ln

�
m(s1)� k�(s� s1)

m(s1)

�
+ v(s1)

�
ds

= �g (s� s1)
2

2

���t
s1
� 1

k

Z t

s1

Ln

�
m(s1)� k�(s� s1)

m(s1)

�
ds+ v(s1)s

���t
s1
+ h(s1)

= �g(t� s1)
2

2
� 1

k

Z t

s1

Ln

�
m(s1)� k�(s� s1)

m(s1)

�
ds+ v(s1)(t� s1) + h(s1).

Haciendo w =
m(s1)� k�(s� s1)

m(s1)
, dw =

�k�
m(s1)

ds, ds = �m(s1)
k�

dw,

h(t) = �g(t� s1)
2

2
+
m(s1)

k2�

Z t

s1

Ln fw(s)g dw + v(s1)(t� s1) + h(s1)

= �g(t� s1)
2

2
+
m(s1)

k2�
(wLnfwg � w)

���s=t
s=s1

+ v(s1)(t� s1) + h(s1)

=
m(s1)

k2�

�
m(s1)� k�(s� s1)

m(s1)
Ln

�
m(s1)� k�(s� s1)

m(s1)

�
� m(s1)� k�(s� s1)

m(s1)

� ���t
s1

�g(t� s1)
2

2
+ v(s1)(t� s1) + h(s1)
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=
m(s1)

k2�

�
m(s1)� k�(t� s1)

m(s1)
Ln

�
m(s1)� k�(t� s1)

m(s1)

�
� m(s1)� k�(t� s1)

m(s1)

�
�m(s1)
k2�

�
m(s1)� k�(s1 � s1)

m(s1)
Ln

�
m(s1)� k�(s1 � s1)

m(s1)

�
� m(s1)� k�(s1 � s1)

m(s1)

�
�g(t� s1)

2

2
+ v(s1)(t� s1) + h(s1)

=
1

k2�

�
(m(s1)� k�(t� s1))Ln

�
m(s1)� k�(t� s1)

m(s1)

�
�m(s1) + k�(t� s1)

�
� 1

k2�

�
m(s1)Ln

�
m(s1)

m(s1)

�
�m(s1)

�
�g(t� s1)

2

2
+ v(s1)(t� s1) + h(s1)

=
1

k2�

�
(m(s1)� k�(t� s1))Ln

�
m(s1)� k�(t� s1)

m(s1)

�
+ k�(t� s1)

�
�g(t� s1)

2

2
+ v(s1)(t� s1) + h(s1)

=
m(s1)� k�(t� s1)

k2�
Ln

�
m(s1)� k�(t� s1)

m(s1)

�
+
(t� s1)
k

�g(t� s1)
2

2
+ v(s1)(t� s1) + h(s1).

Resumiendo, las ecuaciones de movimiento de la aeronave para u(t) = � son:

h(t) =
m(s1)� k�(t� s1)

k2�
Ln

�
m(s1)� k�(t� s1)

m(s1)

�
+
(t� s1)
k

� g(t� s1)
2

2
+v(s1)(t� s1) + h(s1),

v(t) = �g(t� s1)�
1

k
Ln

�
m(s1)� k�(t� s1)

m(s1)

�
+ v(s1), (3.1.7)

m(t) = �k�(t� s1) +m(s1).

Como paso siguiente, determinemos los puntos (h; v) que pueden ser puntos iniciales en
la parte donde u(t) = �; y en donde h = 0 y v = 0 sean satisfechas en el tiempo terminal.
De�nimos para t 2 [s1; s2]

h(s2) = 0,

v(s2) = 0,

h(s1) = h,

v(s1) = v,

m(s1) = m =M + F ,

s2 � s1 = s,
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en las ecuaciones (3.1.7), obteniéndose

h(s2) =
m� k�(s2 � s1)

k2�
Ln

�
m� k�(s2 � s1)

m

�
+
(s2 � s1)

k
�g(s2 � s1)

2

2
+v(s1)(s2�s1)+h(s1),

lo que implica que:

0 =
m� k�s
k2�

Ln

�
m� k�s
m

�
+
s

k
� gs

2

2
+ vs+ h,

es decir,

h =
gs2

2
� m� k�s

k2�
Ln

�
m� k�s
m

�
� s

k
� vs. (3.1.8)

De la misma manera

v(s2) = �g(s2 � s1)�
1

k
Ln

�
m(s1)� k�(s2 � s1)

m(s1)

�
+ v(s1),

lo que implica que:

0 = �gs� 1

k
Ln

�
m� k�s
m

�
+ v,

es decir,

v = gs+
1

k
Ln

�
m� k�s
m

�
. (3.1.9)

Las ecuaciones (3.1.8) y (3.1.9) describen la altura y velocidad iniciales desde las cuales un
aterrizaje suave (h = 0; v = 0) es posible usando la máxima propulsión � para el tiempo s.
Para ser acordes a la realidad, la relación

� > (M + F )g (3.1.10)

debe satisfacerse. Esto implica que si la propulsión se inicia a tasa máxima, la propulsión sobre
la masa inicial es mayor que la aceleración de la gravedad.
Si la aeronave quema combustible a razón k�, la cantidad total de combustible será con-

sumida en un tiempo F
k�
: Gra�cando (3.1.8) y (3.1.9) bajo la condición (3.1.10) para 0 � s � F

k�

genera la curva en el segundo cuadrante en el plano h-v: Esta curva es llamada curva de tran-
sición (Figura 2).
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Figura 2. Caída libre y Curva de transición.

La interpretación de esta curva es que si la aeronave está en el punto (h; v) sobre la curva
correspondiente al parámetro s y si se propulsa a la máxima tasa �; entonces llegará a v = 0 y
h = 0 en un tiempo s:
Si la aeronave cae libremente seguirá las ecuaciones (3.1.6):

h(t) = �g(t� s1)
2

2
+ v(s1)(t� s1) + h(s1),

v(t) = �g(t� s1) + v(s1), (3.1.6)

m(t) = m(s1).

Si en s1 = 0 la aeronave está en (h0; v0) = (h(s1); v(s1)) e inicia una trayectoria de caída
libre, las primeras dos ecuaciones de (3.1.6) implican que:

v(t) = �gt+ v0,

h(t) = �gt
2

2
+ v0t+ h0.

v(t)2 = (�gt+ v0)2 = v20 � 2v0gt+ g2t2,
v2 � v20 = �2v0gt+ g2t2,
v2 � v20
�2g = v0t�

gt2

2
,

v2 � v20
�2g = h(t)� h0;

es decir,

h(t) = h0 �
v2 � v20
2g

. (3.1.11)
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Sea (h0; v0) un punto en el plano h-v tal que (3.1.11) intersecta a la curva de transición en
un punto (h; v) parametrizado por un valor de s con 0 � s � F

k�
: Sea � denotando el tiempo

en que la aeronave dejaría su trayectoria de caída libre. Podemos mostrar que el control

u(t) =

�
0, si 0 � t � � ,
�, si � � t � � + s, (3.1.12)

es un control extremal.
Esto resultará si se muestra que una elección de � puede ser hecha de tal manera que (C1-

C7) y las condiciones terminales sean satisfechas.
Re�riendo a la Figura 2 vemos que la velocidad de la aeronave al tiempo � usando el control

(3.1.12) es v0 � g� : Las condiciones (C1), (C3) y (C4) son satisfechas por:

P1(t) = ��3 = �6
P2(t) = �3t� �4 = �3(t1 � t) + �7 (3.1.13)

P3(t) =

(
��5, si t0 � t � � ,

��5 +
R t
�
(�3~���4)�
m(~�)2

d~� , si � � t � t1.

De�niendo

r(t) =
P2(t)

m(t)
� kP3(t).

De (C1) y (C4)

_r(t) =
�3
m(t)

.

Figura 3. Grá�ca de r(t)
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De (3.1.13) y (3.1.5) tenemos

r(�) =
�3� � �4
M + F

+ �5k = 0, (3.1.14)

De (C5), (C6), (C7) y (3.1.12)
��3v0 + �4g = 0. (3.1.15)

Las ecuaciones (3.1.14) y (3.1.15) tienen como solución:

�3 =
�5kg(M + F )

v0 � g�

�4 =
�5kv0(M + F )

v0 � g�
.

Cuando las sustituimos en (3.1.13) se tiene que

P3(t) = �5

�
�1 + k(M + F )

v0 � g�

Z t

�

(g~� � v0)�
m(~�)2

d~�

�
, si � � t � t1.

Si son hechas las elecciones

�5 = �1 y
�2 = 0,

entonces �3, �4, �6 y �7 están dadas por:

�3 =
�kg(M + F )

v0 � g�
,

�4 =
�kv0(M + F )

v0 � g�
,

�6 =
kg(M + F )

v0 � g�
,

�7 = ��4 � �6t1.

P1(t), P2(t) y P3(t) están dadas por (3.1.13).

Podemos calcular la pérdida de masa de la aeronave mediante (3.1.7) o de�niendo un fun-
cional de la masa:

�(u) = �
Z t1

t0

m0(t)dt = �
Z t1

t0

dm(t)

dt
dt = m(t0)�m(t1).

Como

_v(t) = �g + d

dt

�
�Lnfm(t)g

k

�
,
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integrando de t0 a t1:

_h(t1) = �g(t1 � t0)�
1

k
Ln

�
m(t1)

m(t0)

�
+ _h(t0),

con _h(t1) = v(t1) = 0 se tiene que:

1

k
Ln

�
m(t1)

m(t0)

�
= _h(t0)� gt1,

por lo que
m(t1) = m(t0)e

k[v(t0)�gt1].

Así,

�(u) = m(t0)�m(t1)
= m(t0)�m(t0)ek[v(t0)�gt1]

= m(t0)
�
1� ek[v(t0)�gt1]

�
.

3.1.4. Simulación

Con los datos de entrada:
h0 = 50000, v0 = �100, g = 1.63, � = 8950, k = 0.0005, M = 2000, F = 700.
Al intersectar las ecuaciones de estado cuando u(t) = 0 y u(t) = �, se obtienen los tiempos

críticos:
t0 = 0, � = 127.975, t1 = 271.222

Figura 4. Altura vs velocidad de la aeronave.

Se representan grá�camente las ecuaciones de estado de la aeronave:
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Fig 5.1 Altura de la aeronave.
Fig. 5.2 Velocidad de la

aeronave.

Fig. 5.3 Velocidad de la

aeronave.

h(t0) = 50000 v(t0) = �100 m(t0) = 2700
h(�) = 23854.8 v(�) = �308.6 m(�) = 2700
h(t1) = 0. v(t1) = 0. m(t1) = 2058.97.

Del comportamiento del estado de la aeronave, gra�cadas en las Figuras 5.1. 5.2 y 5.3, desde
el tiempo inicial al tiempo del alunizaje se analiza lo siguiente:
Altura. Partiendo de una altura inicial de 50000 metros, la aeronave va disminuyendo su

altura con respecto a la luna debido a la caída libre hasta el tiempo de transición � = 127.975,
encontrándose en ese momento a 23854.8 metros. Luego, se aplica el control u = � hasta los
271.222 segundos, consiguiendo una altura �nal h(t1) = 0.
Velocidad. Desde la velocidad inicial v(t0) = �100m/s, la aeronave va aumentando su

velocidad (en sentido negativo) debido a la caída libre hasta el tiempo de transición � , encon-
trándose en ese momento con una velocidad de �308.6m/s. Finalmente, se aplica la máxima
propulsión para ir reduciendo su velocidad y conseguir una velocidad �nal deseada v(t1) = 0.
Masa. Puesto que en t0 = 0 la aeronave de masa 2000kg tiene suministrado 700kg de

combustible, esta masa total de m = 2700kg no se altera bajo condiciones de caída libre. Una
vez activada la máxima propulsión u = �, la nave comienza a consumir combustible, y por
tanto, a disminuir la masa total de la aeronave. En el momento del alunizaje en t1 = 271.222 se
observa una masa total de 2058.97kg, es decir, 2000kg de la aeronave y un sobrante de 58.97kg
de combustible. Es necesario condicionar que m(t1) > M .

3.2. Modelo de Ramsey

En Economía se presenta la siguiente situación llamada modelo de Ramsey.
El Modelo de crecimiento de Ramsey es un modelo de crecimiento económico creado por

Frank P. Ramsey (1928) y perfeccionado por Cass (1965) y Koopmans (1965).
El modelo de Ramsey-Cass-Koopmans también es conocido como el modelo de horizonte

in�nito, y para los economistas, este modelo es la continuación del modelo de Solow, donde se
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consideran tasas de ahorro constantes, pero desarrollado en un contexto de optimización de los
agentes económicos.

3.2.1. Planteamiento del problema

El problema estándar del modelo de Ramsey es:
� Un agente económico quiere controlar una serie de variables: variables de control.
� Un agente económico quiere maximizar una función objetivo (de utilidad, bene�cio, etc.)

sujeto a determinadas restricciones.
� Las restricciones son dinámicas, y explican la evolución de las variables de estado, las

cuales describen el estado de la economía.
� La tasa de ingreso y(t) de un agente económico y el capital K(t) están relacionados a

través de la función
y(t) = F (K(t)), t � 0.

� La tasa de consumo c(t) es una proporción u(t) de una función del capital K(t):

c(t) = u(t)G(K(t))

donde 0 � u(t) � 1:
Entonces, la razón de cambio en el capital es

_K(t) = y(t)� c(t)
= F (K(t))� u(t)G(K(t)). (3.2.1)

Sea H(c) una función que representa la utilidad del sistema de consumo a tasa c. Considere
el rendimiento del agente económico dado por la integral de la función de utilidad:Z t1

t0

H(u(t)G(K(t)))dt. (3.2.2)

El problema es elegir la proporción a consumir, u(t), de tal manera que el capital satisfaga
la ecuación diferencial (3.2.1) desde un valor inicial K(t0) = K0 a un valor �nal deseado
K(t1) = K1 y además, que la integral (3.2.2) sea maximizada.

3.2.2. Solución.

La función de producción neoclásica con labor y capital como entradas es:

Y = K�L1��, 0 < � < 1,

o en términos per cápita (y = Y=L; k = K=L),

y = k�. (3.2.3)
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Consideremos que la tasa de crecimiento poblacional es constante, es decir,

� =
_L

L
= cte. (3.2.4)

y si � es la tasa de depreciación de capital:

PRODUCCIÓN: Y (t) = C(t) + I(t). (3.2.5)

CAPITAL: _K(t) = I(t)� �K(t). (3.2.6)

De tal manera que la producción per cápita es:

Y (t)

L(t)
=

C(t)

L(t)
+
I(t)

L(t)

y(t) = c(t) +
I(t)

L(t)

y(t) = c(t) +
_K(t) + �K(t)

L(t)
. (3.2.7)

Por otro lado,

_k(t) =
d

dt

�
K(t)

L(t)

�
=
L(t) _K(t)�K(t) _L(t)

[L(t)]2
,

=
_K(t)

L(t)
� K(t)
L(t)

 
_L(t)

L(t)

!
,

_k(t) =
_K(t)

L(t)
� �k(t). (3.2.8)

Así que, de (3.2.1),

y(t) = c(t) +
_K(t)

L(t)
+ �

K(t)

L(t)

= c(t) + _k(t) + �k(t) + �k(t)

y(t) = c(t) + _k(t) + (� + �)k(t). (3.2.9)

La restricción del recurso económico es

_k = y � c� (� + �)k, (3.2.10)

con depreciación de capital �, y tasa de crecimiento poblacional �.



42 CAPÍTULO 3. EJEMPLOS

Una función de utilidad individual del tipo CIES (Constant Intertemporal Elasticity of
Substitution) es, por ejemplo:

U(c) =
c1��

1� � , con � > 0: (3.2.11)

Un agente económico desea resolver

max
c(t)

Z 1

0

c1��

1� �e
(���)tdt (3.2.12)

sujeto a _k = y � c� (� + �)k con k(0) = k0.

El Hamiltoniano del valor actual de este problema es

H =
c1��

1� � + �(k
� � c� (� + �)k); (3.2.13)

las condiciones necesarias de primer orden están dadas por

Hc = 0 () c�� = �, (3.2.14)

H� = _k () _k = y � c� (� + �)k,
Hk + (� � �)� = � _� () � _� = (�k��1 � (� + �))�+ (� � �)�, (3.2.15)

y la condición de transversalidad
lim
t!1

k(t)�(t) = 0. (3.2.16)

Tomando logaritmos de (3.2.14) y diferenciando con respecto al tiempo, se obtiene que

�� _c
c
=
_�

�
.

Reordenando (3.2.15) se tiene

_�

�
= ��k��1 + � + �.

De donde obtenemos la regla de Keynes-Ramsey [Ver 5, 16]:

_c

c
=
�k��1 � � � �

�
. (3.2.17)

El comportamiento del modelo dinámico es sintetizado por el sistema

_c =
c

�
(�k��1 � � � �) (3.2.18)

_k = k� � c� (� + �)k (3.2.19)

k(0) = k0: (3.2.20)



3.3. PROBLEMA DEL REGULADOR LINEAL (PRL) 43

La condición de transversalidad asegura la convergencia hacia el estado interior estable.
El estado interior estable puede ser calculado como:

k� =

�
�

� + �

� 1
1��

(3.2.21)

c� = (k�)� � (� + �)k�. (3.2.22)

Cabe señalar, que el sistema anterior no tiene solución explícita, por lo que es común realizar
un análisis cuantitativo a través de diagramas de fase [Ver 5, 16].

3.3. Problema del regulador lineal (PRL)

3.3.1. Planteamiento del problema

Un problema de optimización aplicado a un gran número de problemas de diseño en inge-
niería es el Problema Regulador Lineal [Ver 7, 8].
Sean A(t), M(t) , D 2 Mn�n, B(t) 2 Mn�m y N(t) 2 Mm�m; todas matrices con entradas

funciones continuas.

Sea u(t) un vector m-dimensional de funciones a trozos continuas de�nidas sobre [t0; t1]:

Sea x(t) un vector n-dimensional de funciones que es la correspondiente solución de

_x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), (3.3.1)

con condición inicial x(t0) = x0:
Suponga que M(t), N(t) y D son simétricas, con M(t) y D de�nidas no negativas y N(t)

de�nida positiva.
Considere el problema de elegir u(t) tal que

[x(t1)]
TDx(t1) +

Z t1

t0

�
[x(t)]TM(t)x(t) + [u(t)]TN(t)u(t)

�
dt (3.3.2)

sea minimizado.
El control óptimo del PRL es una función lineal de x(t): Debido a esto, los controles han

sido diseñados para muchos problemas no lineales como problemas lineales.

3.3.2. Solución

El Problema del Regulador Lineal está formulado en forma Bolza, y se reduce en forma
Mayer [Ver Apéndice A.1] introduciendo una coordenada extra xn+1 y una ecuación diferencial

_xn+1(t) = [x(t)]
TM(t)x(t) + [u(t)]TN(t)u(t):
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Entonces, el criterio de rendimiento resulta ser:

J(x0;u) = [x(t1)]
TDx(t1) + xn+1(t1)

= [x(t1)]
TDx(t1) +

Z t1

t0

�
[x(t)]TM(t)x(t) + [u(t)]TN(t)u(t)

�
dt. (3.3.3)

Para reescribir las condiciones del Principio de Pontryagin, de�nimos

~P(t) =

�
P(t)
Pn+1(t)

�
=

0BBBBB@
P1(t)
P2(t)
...

Pn(t)
Pn+1(t)

1CCCCCA , (3.3.4)

donde P(t) es una función vectorial n-dimensional y Pn+1(t) es una función escalar.
Usando fórmulas de diferenciación de formas cuadráticas, las ecuaciones adjuntas (C1)

[ _~P(t)]T = �[~P(t)]T fx(t;x�(t);u�(t)) son

[ _P(t)]T = �[P(t)]TA(t)� 2Pn+1(t)[x(t)]TM(t) y (C1)
_Pn+1(t) = 0.

Las condiciones de transversalidad (C3-C6) son:

[P(t1)]
T = 2�1[x(t1)]

TD, (C3)

Pn+1(t1) = �1,

[P(t0)]
T = �(�4; :::; �n+3), (C4)

Pn+1(t0) = ��n+4,
H(t1;x(t1);u(t1)) = ��3, (C5)

H(t0;x(t0);u(t0)) = �2. (C6)

Note que �1 6= 0, ya que si no lo fuera, como ~P(t1) = 0, se tendría que ~P(t) � 0 , y por lo
tanto, � = 0:
Debido a que las ecuaciones del Principio de Pontryagin son homogéneas en � y �1 6= 0

podemos dividir estas ecuaciones por un número positivo apropiado para obtener �1 = �1
2
:

Con esta normalización
Pn+1(t) = cte = �1 = �

1

2
:

El Hamiltoniano H(t;x(t);u(t)) = [~P(t)]T f(t;x(t);u(t)) es

H(t;x;u) = [P(t)]T (A(t)x+B(t)u) + Pn+1(t)([x]
TM(t)x+ [u]TN(t)u)

= [P(t)]T (A(t)x+B(t)u)� 1
2

�
[x]TM(t)x+ [u]TN(t)u

�
. (3.3.5)



3.3. PROBLEMA DEL REGULADOR LINEAL (PRL) 45

El único u que maximiza H(t;x;u) puede ser encontrado:

Hu = [P(t)]TB(t)� 1
2

�
2[u]TN(t)

�
= [P(t)]TB(t)� [u]TN(t).

Cuando Hu = 0 :

[u]TN(t) = [P(t)]TB(t),

[N(t)]Tu = [B(t)]TP(t),

N(t)u = [B(t)]TP(t),

u(t) = [N(t)]�1[B(t)]TP(t): (3.3.6)

Sustituyendo Pn+1(t) = �1 = �1
2
en las ecuaciones adjuntas:

[ _P(t)]T = �[P(t)]TA(t) + [x(t)]TM(t) y
_Pn+1(t) = 0.

Sustituyendo u(t) = [N(t)]�1[B(t)]TP(t) en _x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) :

_x(t) = A(t)x(t) +B(t)[N(t)]�1[B(t)]TP(t). (3.3.7)

Sintetizamos el problema de encontrar controles extremos para el PRL a encontrar soluciones
x(t) y P(t) del sistema:

_x(t) = A(t)x(t) +B(t)[N(t)]�1[B(t)]TP(t), (3.3.8)
_P(t) = �[A(t)]TP(t) +M(t)x(t), (3.3.9)

con condición inicial x(t0) = x0, y condición terminal P(t1) = �Dx(t1):
Dada una solución del sistema anterior, con esas condiciones iniciales y terminales, el control

extremo es dado por u(t) = [N(t)]�1[B(t)]TP(t):
En el Capítulo 5 se retoma este problema resolviéndose mediante la Programacion Dinámica,

donde se obtienen mismos resultados.
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Capítulo 4

Programación dinámica

En este capítulo se estipula la Ecuación de Programación Dinámica, principal herramienta
en este trabajo.
En la Sección 4.1 se revisa la versión determinista, en la Sección 4.2 se obtienen resultados a

partir de la terminología utilizada en la Sección 1.1, para que con ellos, �nalmente se determine
la versión estocástica de la Ecuación de Programación Dinámica en la Sección 4.3.

4.1. Versión determinista

Considere problemas de optimización como los anteriores.
Sean t0 y x0 el tiempo inicial y estado inicial �jos, y las condiciones terminales involucran

sólo el tiempo �nal t1 y el estado �nal x1:
Estas condiciones terminales requieren que

(t1;x1) 2M

donde M es un subconjunto cerrado de Rn+1: A M le llamamos conjunto terminal.
Dado el dato inicial (t0;x0), de�nimos

Ft0;x0 = fClase de funciones continuas a trozos de�nidas sobre [t0; t1] iniciando en un
tiempo �jo t0 que son admisibles para x0g:

Suponemos una función �1(t1;x(t1)) del tiempo y estado terminales dada como un criterio
de rendimiento. El problema de optimización es minimizar el criterio de rendimiento sobre todos
los controles u = u(:) 2 Ft0;x0 :

De�nición 4.1.1 De�nimos una función objetivo como

V (s;y) = inf
u2Fs;y

�1(t1;x(t1)). (4.1.1)

47
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El método de la Programación Dinámica estudia las propiedades de esta función.

Teorema 4.1.2 La función objetivo evaluada a lo largo de cualquier trayectoria correspondien-
te a un control admisible para su estado inicial es una función no decreciente del tiempo.

Demostración. Sea u de�nida sobre [t0; t1] admisible para x0, y x la correspondiente
solución de _x = f(t;x(t);u(t)): Debemos mostrar que, para t0 � � 1 � � 2 � t1 que

V (� 1;x(� 1)) � V (� 2;x(� 2)):

Para cualquier t tal que t0 � t � t1; Ft;x(t) 6= ? dado que la restricción de u al intervalo
[t; t1] es admisible para x(t):
Sea ~u(t) 2 F�2;x(�2): De�nimos el control uy sobre [� 1; ~t1] por

uy(r) =

�
u(r), si � 1 � r � � 2,
~u(r), si � 2 � r � ~t1:

Entonces uy 2 F�1;x(�1): Por lo tanto

V (� 1;x(� 1)) � �1(~t1;x(~t1)):

Dado que ~u fue cualquier control en F�2;x(�2); tomando el ín�mo sobre los controles en
F�2;x(�2) da

V (� 1;x(� 1)) � V (� 2;x(� 2)):
Como se deseaba.

Teorema 4.1.3 La función objetivo evaluada a lo largo de cualquier trayectoria óptima es
constante.

Demostración. Sea u� de�nida sobre [t0; t1] un control óptimo para el problema iniciando
en x0:

Por el Teorema 4.1.2 V (t;x�(t)) es no decreciente. Para t0 � t � t1; u� restringido a [t; t1]
es un control admisible para x�(t)

V (t;x�(t)) � �1(t1;x�(t1)):

La optimalidad de u� para el problema con condiciones iniciales (t0;x0) implica

V (t0;x0) = �1(t1;x
�(t1)):

Como V (t;x�(t)) es no decreciente, tenemos que V (t;x�(t)) � �1(t1;x�(t1)) en t0 � t � t1:
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Teorema 4.1.4 Sea W (s;y) una función con valores reales de�nida sobre Rn+1 tal que si
(s;y) 2M de�nimos W (s;y) = �1(s;y):
Sean (t0;x0) condiciones iniciales dadas. Supongamos que para cada trayectoria x correspon-
diente a un control u 2 Ft0;x0 que W (t;x(t)) es �nita y no decreciente sobre [t0; t1]:
Si u� 2 Ft0;x0 tal que para la correspondiente trayectoria x�; W (t;x�(t)) es constante, entonces
u� es un control óptimo. Además, W (t0;x0) = V (t0;x0):
Demostración. Para cualquier control u 2 Ft0;x0

W (t0;x0) � �1(t1;x(t1)):

Para el control u� 2 Ft0;x0
W (t0;x0) = �1(t1;x

�(t�1)),

así que, u� es óptimo y W (t0;x0) = V (t0;x0):

De�nimos el siguiente conjunto:

Q0 = f(s;y) 2 Rn+1 : Fs;y 6= ?g.

Esto es, Q0 es el conjunto de puntos (s;y) desde el cual es posible alcanzar el conjunto
terminal M con alguna trayectoria correspondiente a un control continuo a trozos. Llamamos
a Q0 el conjunto factible.

Teorema 4.1.5 Sea (s;y) un punto interior del conjunto factible Q0 en el cual la función
V (s;y) es diferenciable. Entonces V (s;y) satisface la desigualdad diferencial parcial

Vs + Vyf(s;y;v) � 0

para todo v 2 U:
Si existe un control óptimo u� 2 Fs;y; entonces se satisface la ecuación diferencial parcial

min
v2U

fVs + Vyf(s;y;v)g = 0. (4.1.2)

El mínimo es alcanzado por el límite por la derecha u�(s)+ del control óptimo en s. La ecuación
(4.1.2) es conocida como Ecuación de la Programación Dinámica.
Demostración. Como (s;y) es un punto interior de Q0; si un control arbitrario constante

v 2 U es usado sobre un intervalo [s; s + k] , k su�cientemente pequeño, la correspondiente
trayectoria x(t) 2 Q0 para s � t � s+ k:
Si ~u es un control de�nido en [s + k; t1] admisible para x(s + k); el control uk de�nido sobre
[s; t1] por

uk(t) =

�
v, si s � t � s+ k,
~u(t), si s+ k � t � t1:

2 Fs;y
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xk denota la solución de (1.2.1): _x = f(t;x(t);u(t)) con condición inicial x(s) = y correspon-
diente a uk: D+g(t) denota la derivada por la derecha de una función g(t). Como uk es una
función a trozos

D+xk(t) = f(t;xk(t);uk(t)
+)

donde uk(t)+ es el límite por la derecha de uk en t: Del Teorema 4.1.2, V (t;xk(t)) es no
decreciente, por lo que D+V (t;xk(t)) � 0 para cualquier valor de t para el cual esta derivada
exista. Calculando esta derivada en t = s, usando la regla de la cadena para la diferenciación,
tenemos

Vs + Vyf(s;y;v) � 0: (4.1.3)

Si existe un control óptimo u� 2 Fs;y, con correspondiente trayectoria x�, el Teorema 4.1.3
implica que

V (t;x�(t)) = �1(t1;x
�(t1)),

para s � t � t1: Por lo que, si V (s;y) es diferenciable en (s;y);
D+V (s;x�(s)) = Vs + Vyf(s;y;u

�(s)+) = 0: (4.1.4)

Por lo tanto, (4.1.3) y (4.1.4) dan la Ecuación de Programación Dinámica (4.1.2) y el límite
por la derecha del control óptimo u�(s)+ alcanza el mínimo en (4.1.2).

Teorema 4.1.6 (Teorema de Veri�cación) SeaW (s;y) una solución de la ecuación diferencial
parcial de Programación Dinámica (4.1.2) que satisface la condición de frontera

W (s;y) = �1(s;y), para (s;y) 2M: (4.1.5)

Sea (t0;x0) 2 Q0; u 2 Ft0;x0 y x la correspondiente solución de (1.2.1): _x = f(t;x(t);u(t)):
Entonces W (t;x(t)) es una función no decreciente de t:
Si u� 2 Ft0;x0 de�nida sobre [t0; t�1] con correspondiente solución x� de (1.2.1) tal que para
t 2 [t0; t�1]

Ws(t;x
�(t)) +Wy(t;x

�(t))f(t;x�(t);u�(t)) = 0 (4.1.6)

entonces u� es un control óptimo en Ft0;x0 y W (s;y) = V (s;y) donde V (s;y) es la función
objetivo.
Demostración. De la Ecuación de la Programación Dinámica (4.1.2),

d

dt
W (t;x(t)) = Wt +Wyf(t;x(t);u(t)) � 0:

Por lo que W (t;x(t)) es no decreciente.
La ecuación (4.1.6) implica que

d

dt
W (t;x�(t)) = 0,

y como W (t;x�(t)) es una función a trozos, continua, diferenciable que es constante. Por el
Teorema 4.1.4, u� es un control óptimo, y W = V .
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4.2. Versión estocástica

La siguiente proposición elemental será utilizada posteriormente.

Proposición 4.2.1 Sean c(x; s) y K(x; s) funciones medibles sobre G := [0; T ) � X; donde
T > 0 es un tiempo dado �jo. Suponga que c 2 M0, y suponga que v 2 D(L) satisface la
ecuación

Lv(s; x) + c(s; x) = 0, 8(s; x) 2 G;
y la condición terminal

v(T; x) = K(T; x); x 2 X:
Entonces, para todo (s; x) 2 G

v(s; x) = Es;x
�Z T

s

c(t; x(t))dt+K(T; x(T ))

�
: (4.2.1)

Demostración. En (1.1.5), tomamos t = T � s para obtener

Es;xfv(T; x(T ))g � v(s; x) = Es;x
�Z T�s

0

Lv(s+ r; x(s+ r))dr
�

= Es;x
�Z T

s

Lv(r; x(r))dr
�

y (4.2.1) se obtiene directamente de las suposiciones de la proposición.

Proposición 4.2.2 Sea c 2M0 una función no negativa y � > 0: Si v = v� es una función en
D(L) que satisface la ecuación

�v(s; x) = c(s; x) + Lv(s; x) (4.2.2)

y la condición

e��tEs;xfv(s+ t; x(s+ t))g = e��tTtv(s; x)! 0, cuando t!1 (4.2.3)

para todo (s; x) 2 [0;1)�X, entonces v = v� satisface

v�(s; x) = Es;x
�Z 1

s

e��(t�s)c(t; x(t))dt

�
=

Z 1

0

e��tTtc(s; x)dt:

Demostración. Con las suposiciones v 2 D(L) y � > 0, se tiene de (4.2.2) y el Lema 1.1.3
(c) que la función v�(s; x) := e��sv(s; x) está en D(L) y satisface

Lv�(s; x) = �e��sc(s; x):
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Por el Lema 1.1.3 (b) aplicado a v� queda:

Ttv�(s; x)� v�(s; x) = �
Z t

0

e��(s+r)Trc(s; x)dr,

que puede ser reescrito como:

e��tTtv(s; x)� v(s; x) = �
Z t

0

e��rTrc(s; x)dr.

El resultado deseado se sigue de (4.2.3) cuando t!1.

Problemas con horizonte �nito

Consideremos un PCM (X;A;La; c) que satisfaga la De�nición 1.1.6 y las Suposiciones 1.1.9
y 1.1.10, con sus respectivas notaciones, hemos de considerar el funcional de costo

J(s; x; �) := E�s;x
�Z T

s

c�(t; x(t))dt+K(T; x(T ))

�
, (4.2.4)

en donde 0 � s � T , x 2 X, � 2 �, T > 0 el tiempo terminal �jo, y K 2 M una función no
negativa que represente un costo terminal.

El Problema de Control Óptimo es encontrar una política � 2 � tal que

J(s; x; ��) = inf
�
J(s; x; �) =: J�(s; x), 8(s; x) 2 G; (4.2.5)

en donde G := [0; T ]�X. Si (4.2.5) se satisface, entonces decimos que �� es una política óptima,
y la función J�(s; x) es llamada la función objetivo (o costo óptimo).
Las condiciones su�cientes de la Programación Dinámica para optimalidad están estipuladas

en el siguiente teorema de veri�cación:

Teorema 4.2.3 Suponga que v 2 D satisface la ecuación

inf
a2A

[Lav(s; x) + c(s; x; a)] = 0, 8(s; x) 2 G, (4.2.6)

con condición de frontera
v(T; x) = K(T; x), x 2 X, (4.2.7)

en el tiempo terminal T: Entonces:
(a) v(s; x) � J(s; x; �), 8(s; x) 2 G, � 2 �;
(b) Si �� 2 � es una política de Markov tal que ��(s; x) 2 A minimiza (4.2.6), i.e.,

L�
�
v(s; x) + c�

�
(s; x) = 0, 8(s; x) 2 G, (4.2.8)
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entonces J(s; x; ��) = v(s; x).
Por la parte (a), �� es una política óptima y v = J� es la función objetivo.
Demostración. Supongamos que v satisface (4.2.6) y (4.2.7), y sea � 2 � una política

admisible arbitraria. Entonces

L�v(s; x) + c�(s; x) � 0, 8(s; x) 2 G. (4.2.9)

Entonces, por (1.1.5) con t = T � s,

E�s;xfv(T; x(T ))g � v(s; x) = E�s;x
�Z T

s

L�v(r; x(r))dr

�
(4.2.10)

� �E�s;x
�Z T

s

c�(r; x(r))dr

�
:

De esta desigualdad y (4.2.7) obtenemos

v(s; x) � E�s;x
�Z T

s

c�(r; x(r))dr +K(T; x(T ))

�
= J(s; x; �), (4.2.11)

lo cual prueba la parte (a).
Por otro lado, si (4.2.8) se satisface, entonces tendríamos la igualdad con (4.2.9) y (4.2.11)
con � = ��. Por lo tanto, v(s; x) = J(s; x; ��), y de (a), v(s; x) = J�(s; x):

Sea � > 0 un factor de descuento dado, y en vez del funcional de costo (4.2.4) consideramos
el costo esperado descontado

VT (s; x; �) := E�s;x
�Z T

s

e��(t�s)c�(t; x(t))dt+ e��(T�s)K(T; x(T ))

�
, (4.2.12)

con K 2M: El siguiente resultado es un caso especial del Teorema 4.2.3, o puede probarse di-
rectamente con los mismos argumentos de la demostración de la Proposición 4.2.2 y el Teorema
4.2.3.

Teorema 4.2.4 Suponga que v 2 D satisface la ecuación

�v(s; x) = inf
a2A

[Lav(s; x) + c(s; x; a)], 8(s; x) 2 G, (4.2.13)

con condición de frontera
v(T; x) = K(T; x), x 2 X, (4.2.14)

en el tiempo terminal T: Entonces:
(a) v(s; x) � VT (s; x; �), 8(s; x) 2 G, � 2 �;
(b) Si �� 2 � es una política de Markov tal que ��(s; x) 2 A minimiza (4.2.13), i.e.,

�v(s; x) = L�
�
v(s; x) + c�

�
(s; x), 8(s; x) 2 G, (4.2.15)

entonces v(s; x) = VT (s; x; ��).
Así que, por la parte (a), �� es una política óptima para la función de costo descontado (4.2.12).
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La conclusión del Teorema 4.2.4 (b) puede ser escrita como v(s; x) = VT (s; x); en donde

VT (s; x) := inf
�
VT (s; x; �)

es la función objetivo para (4.2.12).

4.3. Procesos de difusión

Consideremos procesos de Markov Rd-valuados fx(t); t � 0g que son solución de la ecuación
diferencial estocástica (EDE) de la forma

dx(t) = �(t;x(t))dt+ �(t;x(t))dW (t), (4.3.1)

donde �(t;x(t)) : [0;1] � Rd ! Rd y �(t;x(t)) : [0;1] � Rd ! Rd�n son funciones dadas,
y fW (t); t � 0g es un proceso de Wiener n-dimensional. Impondremos condiciones en los
coe�cientes � y � para asegurar que exista y sea única la solución de (4.3.1).

Condición 4.3.1 Las funciones �(t;x) y �(t;x) son medibles, y satisfacen:
(a) Para todo T > 0; existe una constante K = K(T ) tal que, para todo 0 � t � T y x 2 Rd;

j�(t;x)j � K(1 + jxj),
j�(t;x)j � K(1 + jxj)

(donde, para una matriz A = (aij); jAj2 := Tr(AAT ) =
P
a2ij).

(b) Para todo T > 0 y r > 0, existe una constante K1 = K1(T; r) tal que

j�(t;x)� �(t;y)j � K1 jx� yj ,
j�(t;x)� �(t;y)j � K1 jx� yj

para todo 0 � t � T y jxj � r, jyj � r.

Bajo las condiciones anteriores, conocidas en la literatura como condiciones de Itô, la EDE
(4.3.1) tiene una única solución continua x(t) que es un proceso de Markov con probabilidades
de transición

Pfs;x; t; Bg = Pfx(t) 2 Bjx(s) = xg = Pfx(t; s;x) 2 Bg:

Condición 4.3.2 �(t;x) y �(t;x) son funciones continuas sobre [0;1)� Rd:

Las Condiciones 4.3.1 y 4.3.2 implican que la solución x(�) de la ecuación diferencial estocás-
tica (4.3.1) es un proceso de difusión con coe�ciente de tendencia �(t;x) y matriz de difusión
D(t;x) := �(t;x)[�(t;x)]T :
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De�nición 4.3.3 Sea C1;2 � C1;2([0;1] � Rd) una clase de funciones v(s;x) continuas con
valores reales sobre [0;1] � Rd tal que v es de clase C1 en s y de clase C2 en x, i.e., las
derivadas parciales C1 en vs, vxi, vxixj , (para i; j = 1; :::; d), son continuas.
Si v 2 C1;2 , de�namos

Lv(s;x) := vs(s;x) + vx(s;x)�(s;x) +
1

2
Tr[vxx(s;x)D(s;x)]; (4.3.2)

donde vx := (vx1, ..., vxd) es el gradiente de v (en las variables x); y vxx = (vxixj) es la matriz
hessiana.

En términos de L podemos escribir la regla diferencial de Itô:

Teorema 4.3.4 Sea x(�) solución de (4.3.1). Si v 2 C1;2, entonces el proceso v(t;x(t)) satisface
la EDE

dv(t;x(t)) = Lv(t;x(t))dt+ vx(t;x(t))�(t;x)dW (t): (4.3.3)

En forma integral, podemos escribir (4.3.3) para t � s � 0, dado x(s) = x , como

v(t;x(t))� v(s;x) =
Z t

s

Lv(r;x(r))dr +
Z t

s

vx(r;x(r))�(r;x(r))dW (r): (4.3.4)

Si v y � son tales que, para cada t > s;

Es;x
�Z t

s

jvx(r;x(r))�(r;x(r)j2 dr
�
<1; (4.3.5)

entonces el valor esperado de la última integral en (4.3.4) es 0. Adicionalmente a (4.3.5), tenemos
que

Es;x
�Z t

s

jLv(r;x(r))j dr
�
<1: (4.3.6)

Entonces, tomando esperanzas Es;x en (4.3.4) obtenemos:

Es;x fv(t;x(t))g � v(s;x) = Es;x
�Z t

s

Lv(r;x(r))dr
�
. (4.3.7)

En términos de la notación de semigrupo (1.1.2), y sea h := t�s, podemos reescribir (4.3.7)
como

Thv(s;x)� v(s;x) =
Z h

0

Tr(Lv)(r;x(r))dr: (4.3.8)

Finalmente, multiplicando por 1
h
y h # 0, obtenemos, de (1.1.3), Lv = Lv. Explícitamente,

se ha demostrado lo siguiente:
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Teorema 4.3.5 Si v 2 C1;2 es tal que (4.3.5) y (4.3.6) se satisfacen, entonces v 2 D(L) y Lv
es dado por

Lv(s;x) = vs(s;x) + vx(s;x)�(s;x) +
1

2
Tr[vxx(s;x)D(s;x)]. (4.3.9)

Observación 4.3.6 Sea v 2 C1;2 como en el Teorema 4.3.5, y sea � un tiempo de paro para
x(�) tal que Es;x f�g <1 entonces (4.3.7) se satisface cuando t = � .

Sea A el conjunto de controles (o acciones), un conjunto cerrado de Rm; y en vez de la EDE
(3.3.1) consideramos la siguiente EDE controlada

dx(t) = �(t;x(t); a(t))dt+ �(t;x(t); a(t))dW (t), (4.3.10)

con coe�cientes � : [0;1)�Rd�A! Rd y � : [0;1)�Rd�A! Rd�n, y a(t) 2 A para t � 0,
el proceso de control.

De�nición 4.3.7 Una política de control de Markov � se dice que es admisible (� 2 �) si
(a) Las funciones ��(t;x) := �(t;x; �(t;x)) y ��(t;x) := �(t;x; �(t;x)) satisfacen las Condi-
ciones 4.3.1 y 4.3.2. La correspondiente solución x(�) de (4.3.10) es escrita como x�(�);
(b) El generador L� de x�(�) satisface que L� = La si �(x; s) = a, donde

Lav(s;x) = vs(s;x) + vx(s;x)�(s;x; a) +
1

2
Tr[vxx(s;x)D(s;x; a)] (4.3.11)

con D(s;x; a) = �(t;x; a)[�(t;x; a)]T :

Para los procesos de difusión controlados determinados por (4.3.10), el Teorema de la Pro-
gramación Dinámica 4.2.3 es válido cuando v satisface las condiciones del Teorema 4.3.5 (i.e.,
v 2 C1;2 , (4.3.6) y (4.3.7)). En este caso, el generador La en (4.2.6) es dado por (4.3.11), así
que (4.2.6) resulta ser:

vs(s;x) +min
a2A

fvx(s;x)�(s;x; a) +
1

2
Tr[vxx(s;x)D(s;x; a)] + c(s;x; a)g = 0 (4.3.12)

para (s;x) 2 G := [0; T ]� Rd, con la condición de frontera

v(T;x) = K(T;x); x 2 Rd. (4.3.13)

La ecuación (4.3.12) y (4.3.13) es llamada Ecuación de la Programación Dinámica de
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) con su respectiva condición frontera.
Además, una forma más general del Teorema 4.2.3 es como sigue. Sea Q un subconjunto

abierto de G, y sea � el tiempo de salida de (t;x(t)) de Q, dada la condición inicial (s;x) 2 Q,
i.e.,

� := infft > sj(t;x(t)) =2 Qg. (4.3.14)
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En particular, si Q = (0; �) � Rd, entonces � = � : Finalmente, sea @�Q un subconjunto
cerrado de la frontera @Q de Q tal que (�;x(�)) 2 @�Q con probabilidad 1 para toda condición
inicial (s;x) 2 Q y toda política admisible �. Finalmente, en la de�nición (4.2.4) del costo
funcional J(s;x; �) reemplazando T por � , obtenemos:

J(s;x; �) := E�s;x
�Z �

s

c�(t;x(t))dt+K(�;x(�))

�
. (4.3.15)

Entonces el Teorema 4.2.3 es válido si (4.3.12) es reescrito para satisfacerse cuando (s;x) 2 Q
y de la condición frontera (4.2.7) tomamos

v(s;x) = K(s;x), 8(s;x) 2 @�Q. (4.3.16)
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Capítulo 5

Ejemplos

En este capítulo se muestran y resuelven algunos problemas mediante Programación Dinámi-
ca, como el PRL revisado en el Capítulo 3, y dos problemas de Finanzas relacionados con la
selección de portafolio óptimo.

5.1. Problema del regulador lineal

Recordando el planteamiento del PRL revisado en la Sección 3.3:
Sea x(t) un vector n-dimensional de funciones que es la correspondiente solución de

_x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

con condición inicial x(t0) = x0:
Agregamos la ecuación diferencial:

_xn+1(t) = [x(t)]
TM(t)x(t) + [u(t)]TN(t)u(t),

para tener el criterio de rendimiento:

J(x0;u) = [x(t1)]
TDx(t1) + xn+1(t1):

5.1.1. Solución

Sea ~y = (y1; y2; :::; yn; yn+1) = (y; yn+1); entonces la Ecuación de la Programación Dinámica
correspondiente es:

min
u2U

�
Vs + Vy(Ay +Bu) + Vyn+1([y]

TM(s)y + [u]TN(s)u)
	
= 0. (5.1.1)

Como xn+1(t) representa la contribución al criterio de rendimiento

J(x0;u) = [x(t1)]
TDx(t1) + xn+1(t1)

= [x(t1)]
TDx(t1) +

Z t1

t0

�
[x(t)]TM(t)x(t) + [u(t)]TN(t)u(t)

�
dt,

59
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el problema es lineal con criterio cuadrático. Proponemos que la función objetivo es lineal en
yn+1 y cuadrática en y: Esto es, suponemos que la función objetivo tiene la forma

W (s; ~y) = yn+1 + [y(t)]
TK(s)y(t), (5.1.2)

en donde K(s) es una matriz simétrica C1 con K(t1) = D; y veremos si W (s; ~y) es solución de
(5.1.1).
Para la función W (s; ~y), la expresión entre corchetes de (5.1.1) es

[y]T _K(s)y+[y]T [A(s)]TK(s)y+[u]T [B(s)]TK(s)y+[y]TK(s)A(s)y+[y]TK(s)B(s)u+[y]TM(s)y+[u]TN(s)u.

Tomando gradiente con respecto a u e igualando a 0; el mínimo es alcanzado en

u = �[N(s)]�1[B(s)]TK(s)y: (5.1.3)

El valor del mínimo es dado por

[y]T _K(s)y+[y]T
�
[A(s)]TK(s) +K(s)A(s)

�
y�[y]TK(s)B(s)[N(s)]�1[B(s)]TK(s)y+[y]TM(s)y:

Una condición su�ciente para que esta cantidad sea igual a 0 es que K(s) satisfaga la
ecuación matricial de Riccati:

_K(s) = �[A(s)]TK(s)�K(s)A(s) +K(s)B(s)[N(s)]�1[B(s)]TK(s)�M(s). (5.1.4)

Por lo tanto, las condiciones del Teorema 4.1.6 son satisfechas.

5.1.2. Simulación

Consideramos el caso escalar d = n = m = 1 [Ver 10].
El estado x(�) 2 R del sistema se supone satisface la ecuación diferencial estocástica lineal

dx(t) = [
(t)x(t) + �(t)a(t)]dt+ �(t)dW (t),

con coe�cientes 
(�), �(�), y �(�) en C1[0; T ]; y con costo funcional

J(s; x; �) := E�s;x
�Z T

s

[q(t)x2(t) + r(t)a2(t)] dt+ qTx
2(T )

�
,

en donde q(�) � 0 y r(�) � 0 son funciones continuas; qT � 0:
La tasa de costo y el costo terminal son dados, respectivamente, por

c(s; x; a) := q(t)x2 + r(t)a2 y K(s; x) := qTx
2: (5.1.5)
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Suponemos que no hay restricciones de control: A = R: Note que los coe�cientes de tendencia
y de difusión de la EDE

�(t; x; a) := 
(t)x+ �(t)a y �(t; x; a) := �(t) (5.1.6)

satisfacen las Condiciones de Itô.
Ahora, de (5.1.5) y (5.1.6), la Ecuación de la Programación Dinámica (4.3.12) y (4.3.13) es

vs + 
(s)xvx +
1

2
�2(s)vxx + q(s)x

2 + min
a2R

f�(s)vxa+ r(s)a2g = 0 (5.1.7)

con
v(T; x) = qTx

2; x 2 R: (5.1.8)

El mínimo en (5.1.7) es alcanzado en a� = ��(s; x) dado por

��(s; x) = ��(s)vx
2r(s)

; (5.1.9)

que insertado en (5.1.7) se obtiene

vs + 
(s)xvx +
1

2
�2(s)vxx + q(s)x

2 � (�(s)vx)
2

4r(s)
= 0: (5.1.10)

La cuestión es ahora obtener la solución de (5.1.10). Por la forma de esta ecuación, podemos
probar una solución de la forma

v(s; x) = k(s)x2 + g(s); (5.1.11)

con k(�) y g(�) de clase C1, y k(�) � 0. Además, para satisfacer (5.1.8) requerimos que

k(T ) = qT y g(T ) = 0. (5.1.12)

Con este valor de v(s; x); la ecuación (5.1.10) resulta�
k0(s) + q(s) + 2
(s)k(s)� �

2(s)k2(s)

r(s)

�
x2 + g0(s) + �2(s)k(s) = 0

así que, para que v en (5.1.11) sea solución de (5.1.10) es su�ciente que k(�) y g(�) satisfagan

k0(s) = �q(s)� 2
(s)k(s) + �
2(s)k2(s)

r(s)
y (5.1.13)

g0(s) = ��2(s)k(s), (5.1.14)

para s < T: Por lo tanto, combinado con la condición frontera (5.1.12), g(�) está dado por

g(s) =

Z T

s

�2(t)k(t) dt; s � T ,
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y k(�) es determinado de manera única por la ecuación de Riccati (5.1.13) con la condición
terminal K(T ) = qT :
Finalmente, de (5.1.9) y (5.1.11), la política óptima �� es

�� = ��(s)k(s)
r(s)

x: (5.1.15)

Supongamos entonces que el estado x(�) 2 R del sistema satisface la EDE

dx(t) = [(2� t)x(t) +
p
2a(t)]dt+

1p
2� t

dW (t), x(0) = x0

con costo funcional a minimizar

J(s; x; �) := E�s;x
�Z T

s

[x2(t) + a2(t)] dt+ x2(T )

�
con s = 0, T = 1.
Con esta dinámica y este criterio de rendimiento, la Ecuación de la Programación Dinámica

es:
vs + (2� s)xvx +

1

2(2� s)vxx + x
2 + min

a2R
f
p
2vxa+ a

2g = 0

con
v(1; x) = x2; x 2 R:

La cuestión es ahora obtener la solución de la EPD que tiene la forma

v(s; x) = k(s)x2 + g(s).

Además, se requiere que

k(T = 1) = q1 = 1, y g(1) = 0.

Las funciones

k(s) = 2� s,
g(s) = 1� s

satisfacen las ecuaciones diferenciales (5.1.13) y (5.1.14) con su respectiva condición terminal.
La política óptima �� es

�� =
p
2(s� 2)x:

Se muestran las siguientes grá�cas del comportamiento de la dinámica promedio que siguen
x y �, respectivamente gra�cados en Fig. 6.1 y 6.2. Observe que �� = ��(0; x0) = �2

p
2.

Además, se obtiene que v(0; x0) = 3.
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Fig. 6.1 Comportamiento promedio simulado de x. Fig. 6.2 Comportamiento promedio simulado de �:

5.2. Selección de portafolio óptimo

Consideramos un ejemplo formulado en el contexto de mercados �nancieros con dos activos:
uno libre de riesgo llamado bono, y el otro con riesgo llamado acción.
En un problema de consumo/inversión, conocido como problema de selección de portafolio

óptimo, un agente económico cuyas acciones no in�uyen en los precios del mercado, puede elegir
un portafolio (estrategia de inversión) y una estrategia de consumo que determinan la evolución
de su riqueza. El problema es elegir estas estrategias para maximizar un criterio de utilidad.

En los siguientes ejemplos, el problema será el de maximizar la utilidad esperada de riqueza
terminal y el de maximizar la utilidad total descontada esperada de consumo. [Ver 9, 10, 12,
14].

5.2.1. Planteamiento del problema

Sea x(t) la riqueza al tiempo t, tendremos las siguientes consideraciones:
P (t) �Precio del activo sin riesgo.
Q(t) �Precio del activo con riesgo.
dados por

dP (t) = rP (t)dt (5.2.1)

dQ(t) = Q(t)[�dt+ �dW (t)] (5.2.2)

donde W (�) es un proceso de Wiener estándar unidimensional. r, �, y � son constantes con
r < �, y � > 0:
Una política � de consumo/inversión es un par (a1(�); a2(�)) consistente en un proceso de

portafolio a1(�) y un proceso de consumo a2(�):
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Esto es, a1(t) (respectivamente 1 � a1(t)) es la fracción de riqueza invertida en la acción
(respectivamente bono) al tiempo t. Y a2(t) es la tasa de consumo. Ambas satisfaciendo las
restricciones de control

0 � a1(t) � 1; a2(t) � 0: (5.2.3)

Cuando usamos una política � de consumo/inversión, la riqueza x(�) = x�(�) cambia de
acuerdo a la EDE

dx(t) = (1� a1(t))x(t)rdt| {z }
ganancia inversi�on bono

+ a1(t)x(t)[�dt+ �dW (t)]| {z }
ganancia inversi�on acci�on

� a2(t)dt.| {z }
p�erdida por consumo

Reescribiendo la ecuación anterior en su forma estándar tenemos

dx(t) = [(r + (�� r)a1(t))x(t)� a2(t)]dt+ �a1(t)x(t)dW (t): (5.2.4)

5.2.2. Utilidad esperada de riqueza terminal

Sea U una función de utilidad, i.e, U es una función no negativa en [0;1); de clase C2,
estrictamente creciente, estrictamente cóncava, y tal que U 0(0) = +1.

Supongamos ahora que no hay consumo, es decir, a2(�) = 0, así que la ecuación de riqueza
(5.2.4) se convierte en

dx(t) = [(r + (�� r)a1(t))x(t)]dt+ �a1(t)x(t)dW (t): (5.2.5)

Además, deseamos maximizar la utilidad esperada de la riqueza terminal

J(s; x; �) := E�s;x fU [x(�)]g . (5.2.6)

Supondremos que la función de utilidad es U(x) = x
, con 0 < 
 < 1, (notar que U(0) = 0),
y � es el primer momento de salida del conjunto abierto Q = (0; T )� (0;1).
El criterio de utilidad (5.2.6) es de la forma

J(s; x; �) := E�s;x
�Z �

s

c�(t; x(t))dt+K(�; x(�))

�
con c(s; x; a1) = 0 y K(s; x) = U(x) = x
:
Entonces, la ecuación HJB (3.3.12)-(3.3.13) es

vs + máx
0�a1�1

�
[r + (�� r)a1]xvx +

1

2
(�a1x)

2vxx

�
= 0 (5.2.7)

con la condición frontera

v(s; x) = K(s; x) = U(x) = x
, 8(s; x) 2 @�Q; (5.2.8)
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donde @�Q = ([0; T )� f0g) [ (fTg � [0;1)).
Ignorando momentáneamente la restricción 0 � a1(t) � 1 encontramos que la función entre

corchetes de (5.2.7) es maximizada cuando

a�1 = �
�(s; x) =

�(�� r)vx
�2xvxx

, (5.2.9)

si vx > 0 y vxx < 0:
La sustitución de (5.2.9) en (5.2.7) produce

vs + rxvx �
(�� r)2v2x
2�2vxx

= 0 (5.2.10)

sobre G = [0; T )� R , con

v(s; x) = x
, para s = T o x = 0. (5.2.11)

Para resolver (5.2.10)-(5.2.11) proponemos una solución de la forma

v(s; x) = h(s)x
, con h(T ) = 1: (5.2.12)

Con esta elección de v, la ecuación (5.2.10) queda

h0(s) + C
h(s) = 0; (5.2.13)

con C := r + (��r)2
2�2(1�
) . Por lo tanto, h(s) = e

C
(T�s) para s � T , así que

v(s; x) = eC
(T�s)x
, (5.2.14)

��(s; x) =
�� r

�2(1� 
) : (5.2.15)

Por lo que, si ��r
�2(1�
) � 1, entonces concluimos que la función (5.2.14) corresponde a la

función objetivo óptima J�(s; x) = v(s; x), y la función (5.2.15) a la política de control óptima
(o proceso portafolio) ��; que es constante.

Simulación

La simulación consistirá en recrear las dinámicas de precios de dos activos (uno libre de
riesgo y otro con riesgo) y la dinámica de la riqueza con condiciones iniciales. Tomando en
cuenta el criterio de rendimiento (5.2.6), el objetivo es maximizar una utilidad esperada de la
riqueza terminal encontrándose una fracción de inversión óptima.
Consideremos entonces dos activos con dinámica de precios

dP (t)

P (t)
= 0.5dt,

dQ(t)

Q(t)
= 0.6dt+ 0.9dW (t)
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para s = 0 � t � T = 1, con condiciones iniciales en t0 = 0, P (0) = 10, Q(0) = 15.
Identi�cándose r = 0.5, � = 0.6, � = 0.9.
La ecuación de riqueza es

dx(t) = [(r + (�� r)a1(t))x(t)]dt+ �a1(t)x(t)dW (t); x(0) = 250:

El propósito es maximizar la utilidad esperada de la riqueza terminal

J(s; x; �) := E�s;x fU [x(�)]g

cuando U = x
, con 
 = 0.8.
La fracción de inversión óptima sobre la acción es

a�1 = 0.617284.

La fracción de inversión óptima sobre el bono, por ende es 1� a�1 = 0.382716.
La función objetivo óptima J�(s; x) con los parámetros dados es

v(s; x) = 126.705.

El comportamiento de los precios de la acción y de la riqueza pueden ser comparados con
sus valores esperados, representados en Fig 7.1 y 7.2.

Fig. 7.1 Simulación del precio del activo. Fig. 7.2 Simulación de la riqueza.

Natural es plantearse invertir únicamente en el bono (a1 = 0), o únicamente invertir la
acción (a1 = 1) donde se tienen los siguientes valores respectivos para v

v0(s; x) = 123.615

v1(s; x) = 125.508.

La función de rendimiento máximo v(s; x) = eC
(T�s)x
 es representada en la sig. �gura,
donde se observa su comportamiento con respecto a la variable de control a1: (Figura 8).
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Figura 8. Función objetivo v(a1).

5.2.3. Utilidad total descontada esperada de consumo

En el contexto del ejemplo anterior, consideremos que ahora el problema de consumo/inversión
en el que estamos interesados es maximizar la utilidad total descontada esperada del consumo

J(s; x; �) := E�s;x
�Z T

s

e��tU(a2(t))dt

�
(5.2.16)

con tasa de descuento � > 0.
Supongamos que la función de utilidad es U(a2) = a



2 , con 0 < 
 < 1. En este caso, las EPD

de HJB (3.3.12, 3.3.13) resultan ser

vs +máx
a

�
e��sa
2 + [(r + (�� r)a1)x� a2]vx +

1

2
(�a1x)

2vxx

�
= 0 (5.2.17)

con condición terminal
v(T; x) = 0 (5.2.18)

y la maximización es sobre el conjunto de parejas a = (a1; a2) satisfaciendo (5.2.3).
Ignorando momentáneamente tales restricciones, la función dentro de los corchetes de (5.2.17)

es maximizada por a� = (a�1; a
�
2) tal que

a�1 =
�(�� r)vx
�2xvxx

(5.2.19)

a�2 =

�
1



e�tvx

� 1

�1

(5.2.20)

si vx > 0 y vxx < 0:
Proponemos una solución de (5.2.17) de la forma

v(s; x) = h(s)x
, con h(T ) = 0: (5.2.21)
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En este caso, (5.2.19) y (5.2.20) resultan ser

a�1 =
�� r

�2(1� 
) , (5.2.22)

a�2 = x[e�th(t)]
1


�1 , (5.2.23)

y reemplazando los valores en (5.2.17) obtenemosh
h0(s) + C
h(s) + (1� 
)h(s)[e�sh(s)]

1

�1

i
x
 = 0, (5.2.24)

donde C := r + (��r)2
2�2(1�
) :

Dado que (5.2.24) se satisface para todo x > 0, la función entre corchetes debe ser 0. Resulta
una ecuación diferencial para h , que puede ser resuelta haciendo g = [e�sh(s)]

1

�1 para resolver

la ecuación diferencial

g0(s) +
C
 � �

 � 1 g(s) = [g(s)]

2 (5.2.25)

con � := C
��

�1 .

Se tiene que la solución es

g(s) =
�

1� e��(T�s) (5.2.26)

y por ende que:

h(s) = e��s
�
1

�
� 1

�
e��(T�s)

�1�

. (5.2.27)

Con esta función h, y si � � r � �2(1 � 
), la política óptima de inversión/consumo está
dada por

a�1 =
�� r

�2(1� 
) , (5.2.28)

a�2 = x

�
�

1� e��(T�s)

�
. (5.2.29)

Note que a�1 es constante, y a
�
2 es una función lineal de x.

Simulación

La simulación consistirá, como en el ejemplo anterior, en recrear las dinámicas de precios de
dos activos y la dinámica de la riqueza con condiciones iniciales. Tomando en cuenta el criterio
de rendimiento (5.2.16), el objetivo es maximizar una utilidad total descontada esperada de
consumo, encontrándose los correspondientes controles óptimos (consumo e inversión).
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Así pues, consideremos como se había venido manejando dos activos con dinámica de precios

dP (t)

P (t)
= 0.5dt,

dQ(t)

Q(t)
= 0.6dt+ 0.9dW (t),

para s = 0 � t � T = 1, con condiciones iniciales en t0 = 0, P (0) = 10, Q(0) = 15.
La ecuación de riqueza es ahora

dx(t) = [(r + (�� r)a1(t))x(t)� a2(t)]dt+ �a1(t)x(t)dW (t); x(0) = 250:

El propósito es maximizar la utilidad esperada de la riqueza terminal

J(s; x; �) := E�s;x
�Z T

s

e��tU(a2(t))dt

�
cuando U = x
, con 
 = 0.8 y � = 1.
La fracción de inversión óptima sobre la acción es

a�1 = 0.617284.

La fracción de inversión óptima sobre el bono, por ende es 1� a�1 = 0.382716.
La función objetivo óptima J�(s; x) con los parámetros dados es v(s; x) = h(s)x
, con h(s)

como en (5.2.27):
v(s; x) = 66.3043.

El comportamiento de los precios de la acción y de la riqueza simulados son representados
en las siguientes grá�cas (Fig 9.1 y 9.2).

Fig. 9.1 Simulación del precio del

activo con riesgo. Fig. 9.2 Simulación de la riqueza.

La tasa de consumo óptima está dada, como en (5.2.29), por

a�2 = 3.04825x.
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Conclusiones

La teoría del control óptimo se encuentra presente en numerosas aplicaciones, tanto en la
vida cotidiana como en so�sticados sistemas tecnológicos.
Al comienzo de este trabajo, se de�nieron conceptos preliminares y la terminología a utilizar

en la teoría del control óptimo. En el desarrollo de esta tesis se revisaron y reelaboraron las
demostraciones del Principio de Pontryagin y de la Programación Dinámica en su versión
determinista y de su análogo estocástico.
El Principio de Pontryagin nos ofrece las condiciones necesarias de optimalidad de un proble-

ma de control óptimo. La Programación Dinámica consiste en resolver una ecuación diferencial
parcial, cuya solución determina la función objetivo óptima del problema de control.
Finalmente, se presentan ejemplos de aplicaciones diversas de control óptimo. Problemas

que se simulan mediante el desarrollo y ejecución de programas y donde además, se estudia el
comportamiento del sistema involucrado.
Un posible problema a futuro es el estudio de problemas a tiempo continuo sensibles al

riesgo.
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Apéndice A

Apéndices

A.1. Apéndice I

En Cálculo, consideramos el problema de maximizar (o minimizar) una función f de�nida
en algún intervalo [a; b] de R. Se saben los siguientes resultados:
(i) Condiciones necesarias para un máximo en x�. Supongamos que f(x�) � f(x) para toda

a � x � b: Entonces

f 0(x�) = 0, f 00(x�) � 0, si a < x� < b (Máximo interior)

f 0(x�) � 0; si x� = a (A.I.1)

f 0(x�) � 0; si x� = b

siempre y cuando la derivada exista.
(ii) Condiciones su�cientes para un máximo local en x�. Suponga que las desigualdades

sobre f 0 y f 00 en (i) son estrictas. Entonces existe una vecindad N(x�) tal que f(x�) < f(x)
para todo x 2 N \ [a; b], x 6= x�.
(iii) Existencia de un máximo. Si f es continua en [a; b], entonces f tiene un máximo en ese

intervalo.
(iv) Unicidad del máximo. Si f(x) es una función estrictamente cóncava en [a; b] tiene un

máximo en un único punto x� en [a; b]. Una condición su�ciente para que f(x) sea estrictamente
cóncava es que f 00(x) < 0 sobre [a; b].
Generalizaremos estos resultados para funciones de�nidas en un espacio abstracto. Así que

consideramos el problema general de optimización: dado un conjunto K y una función real J
de�nida sobre K, encontrar un elemento u� 2 K tal que J(u) � J(u�) para todo u 2 K:
Las condiciones necesarias para un máximo son obtenidas considerando funciones � = �(")

de algún intervalo a � " � b, tal que la función compuesta f(") = J(�(")) sea diferenciable.
(i�) Condiciones necesarias para un máximo. Supongamos que u� 2 K y J(u) � J(u�) para

cualquier u 2 K. Si � = �(") es una función de un intervalo [a; b] a K, tal que �("�) = u�,
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entonces

d

d"
J(�("))j"="� = 0,

d2

d"2
J(�("))j"="� � 0, si a < "� < b.

d

d"
J(�("))j"="� � 0; si "� = a. (A.I.2)

d

d"
J(�("))j"="� � 0; si "� = b.

siempre y cuando la derivada indicada exista.
En muchos casos K es un subconjunto de un espacio vectorial V. Cuando esto ocurre, pueden

ser hechas estas de�niciones.
De�nición. Sea u 2 K y v 2 V. El punto u es un punto interno de K en la dirección de v si

existe "(v) > 0 tal que u+ "v 2 K para j"j < "(v).
De�nición. Sea u 2 K y v 2 V. El punto u es un punto radial de K en la dirección de v si

existe "(v) > 0 tal que u+ "v 2 K para 0 � " < "(v).
Si u es un punto interno (o radial) de K en la dirección de v, entonces

�(") = u+ "v

mapea a K para j"j < "(v) (o 0 � " < "(v)). La notación

�J(u; v) =
d

d"
J(u+ "v)j"=0

denotará la derivada de J en u en la dirección de v.
De�nición. J es Gateau diferenciable en u si u es un punto interno en la dirección de v y

�J(u; v) existe, para todo v 2 V.
La notación �2J(u; v) es usada para denotar

�2J(u; v) =
d2

d"2
J(u+ "v)j"=0

siempre y cuando la segunda derivada indicada exista.
Supongamos ahora que K es un subconjunto de un espacio vectorial V.

Teorema A.1.1 Si J tiene un máximo en K en un punto interno u� de K en la dirección de
v y �J(u�; v), �2J(u�; v) existen, entonces

�J(u�; v) = 0, �2J(u�; v) � 0.

Teorema A.1.2 Si J tiene un máximo en K en un punto radial u� de K en la dirección de v
y �J(u�; v) existe, entonces

�J(u�; v) � 0.
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Teorema A.1.3 Sea K convexo, sea J convexo sobre K y u� 2 K. Si �J(u�; v) � 0 para toda
v 2 V tal que u+ v 2 K, entonces J tiene un máximo sobre K en u�.

Sea L(t;x;u) una función continua

L : R� Rn � Rm ! R

de clase C1 en (x;u):
Dependiendo del criterio de rendimiento considerado, le designamos un nombre al Problema

de Control Óptimo:

J(x0;u) = �1(e) Problema de Mayer (A.I.3)

J(x0;u) =

Z t1

t0

L(t;x(t);u(t))dt Problema de Lagrange (A.I.4)

J(x0;u) = �1(e) +

Z t1

t0

L(t;x(t);u(t))dt Problema de Bolza. (A.I.5)

Los tres problemas de optimización anteriores son equivalentes. Cada uno puede formularse
partiendo de algún otro.
Un problema de Lagrange puede ser formulado como un problema de Mayer agregando una

nueva componente con su correspondiente ecuación diferencial

_xn+1(t) = L(t;x(t);u(t))

con condición inicial xn+1(t0) = 0 al sistema _x = f(t;x(t);u(t)). Entonces el criterio de
rendimiento (A.I.4) está dado por

J(x0;u) = �1(e) = xn+1(t1) =

Z t1

t0

L(t;x(t);u(t))dt:

Un problema de Bolza puede ser convertido a un problema de Mayer de manera similar con
(A.I.5) reescrito como �1(e) + xn+1(t1):
Un problema de Mayer puede ser convertido a un problema de Lagrange agregando una

coordenada extra y su correspondiente ecuación diferencial

_xn+1 = 0

al sistema _x = f(t;x(t);u(t)), y agregando una componente extra �k+1(e) a los �2(e), ..., �k(e)
con

�k+1(e) = xn+1(t1)�
�1(e)

t1 � t0
.

Entonces �k+1(e) = 0 implica Z t1

t0

xn+1(t)dt = �1(e):

Por lo que (A.I.3) puede ser expresado en la forma (A.I.4) con L(t;x;u) = xn+1.
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A.2. Apéndice II

Teorema A.2.1 Sea A(t) 2 Mn�n, G(t) un vector n-dimensional de funciones continuas a
trozos de�nidas en el intervalo [t0; t1], y y0 un vector n-dimensional. Entonces, si � 2 [t0; t1]
existe una única solución continuamente diferenciable a trozos de la ecuación diferencial vec-
torial

_y = A(t)y +G(t) (A.II.1)

sobre el intervalo [t0; t1] que satisface la condición

y(�) = y0: (A.II.2)

El sistema de ecuaciones diferenciales vectoriales

_P = �[A(t)]TP (A.II.3)

es llamado Ecuaciones Adjuntas.
Por el teorema anterior tienen una única solución para una condición frontera dada. Si y(t)

es una solución de (A.II.1) y P(t) es una solución de (A.II.3):

d

dt
[P(t)]Ty(t) = �[P(t)]TA(t)y(t) + [P(t)]TA(t)y(t) + [P(t)]TG(t): (A.II.4)

Para cualesquier tiempos � 1 y � 2, una integración de � 1 a � 2 de (A.II.4) establece la fórmula

[P(� 2)]
Ty(� 2)� [P(� 1)]Ty(� 1) =

Z �2

�1

[P(t)]TG(t)dt. (A.II.5)

Teorema A.2.2 Sea fu(t;x;u) continua. Para 0 � " � �, sea x"(t) las soluciones de _x =
f(t;x(t);u(t)) correspondiente a los controles u(t)+"v(t) con la misma condición inicial x"(t) =
x0. Entonces

x"(t) = x(t) + "�x(t) + o(t; ") (A.II.6)

donde �x(t) es la solución de

� _x(t) = fx(t;x(t);u(t))�x(t) + fu(t;x(t);u(t))v(t) (A.II.7)

con condición inicial
�x(t0) = 0: (A.II.8)

Teorema A.2.3 Para una variable real ", sea x"(t) la solución de _x = f(t;x(t);u(t)) sobre
[t0; t1] correspondiente al control u(t) con condición inicial

x"(t0) = x0 + "y0 + o("): (A.II.9)
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Entonces
x"(t) = x(t) + "�x(t) + o(t; ") (A.II.10)

donde �x(t) es la solución de

� _x(t) = fx(t;x(t);u(t))�x(t) (A.II.11)

sobre [t0; t1] con condición inicial
�x(t0) = y0. (A.II.12)

Teorema A.2.4 (Regla del Multiplicador Abstracto) Si s� es una solución del problema de
programación no lineal abstracta y si D es un cono de variaciones de J en s�, entonces existe
un vector � 6= 0 (� 2 Rl) con �1 � 0 y [�]Td � 0 para todo d 2 D:

Teorema A.2.5 (Cono de variaciones de J(x0;u) = �(e)) El cono convexo generado por los
vectores i-iv) siguientes es un cono de variaciones del mapeo J(x0;u) = �(e) en (x0;u):

i) �x1(e)�x(t1) (A.II.13)

donde �x(t) es la solución de

� _x(t) = fx(t;x(t);u(t))�x(t)

con condición frontera dada para algún � 2 (t0; t1] y u 2 U

�x(�) = f(� ;x(�);u)� f(� ;x(�);u(�)):

ii) �x0(e)y + �x1(e)�x(t1) (A.II.14)

donde y 2 Rn y �x(t) es la solución de

� _x(t) = fx(t;x(t);u(t))�x(t)

con
�x(t0) = y:

iii) � [�t1(e) + �x1(e)f(t1;x(t1);u(t1))] (A.II.15)

iv) � [�t0(e) + �x0(e)f(t0;x(t0);u(t0))]: (A.II.16)

Lema A.2.6 Sea h(t; u) una función continua de�nida en R1 �Rm que tiene derivada parcial
continua con respecto a t.
Sea U un conjunto cerrado de Rm. Sea u(t) una función a trozos continua por la izquierda
de�nida en [t0; t1] con valores en U .
Si

máx
u2U

fh(t; u)g = h(t; u(t)) (A.II.17)

para cada t 2 [t0; t1], entonces h(t; u(t)) es continuamente diferenciable a trozos sobre [t0; t1] y

h(t; u(t)) =

Z t

t0

ht(s; u(s))ds+ h(t0; u(t0)): (A.II.18)
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Demostración. Primero demostraremos que (A.II.17) implica que h(t; u(t)) es continua.
Dado que es continua a trozos y continua por la izquierda, seguirá mostrar que es continua a
la derecha en cada punto interior de [t0; t1]. Para tal punto, (A.II.17) implica que

h(t; u(t+ �)) � h(t; u(t)),

h(t+ � ; u(t)) � h(t+ � ; u(t+ �)).

Tomando límites cuando � decrece a cero implica:

h(t; u(t)+) � h(t; u(t)) � h(t; u(t)+).

Así, h(t; u(t)) es continua.
Sea t un punto de continuidad de u(t) y considere la diferencia

d(�) = h(t+ � ; u(t+ �))� h(t; u(t)).

De (A.II.17)

h(t+ � ; u(t))� h(t; u(t)) � d(�) � h(t+ � ; u(t+ �))� h(t; u(t+ �)).

Por el teorema de la media, existen 0 � �1; �2 � 1 tal que

ht(t+ �1� ; u(t)) �
d(�)

�
� ht(t+ �2� ; u(t+ �)).

Dado que t es un punto de continuidad de u(t) tomando límites cuando � se aproxima a 0
tenemos

ht(t; u(t)) =
d

dt
h(t; u(t)).

Por lo tanto, h(t; u(t)) tiene una derivada continua a trozos ht(t; u(t)):
De esto y de la continuidad de h(t; u(t)) concluimos que se satisface (A.II.18).
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