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Simbologia

Con la finalidad de favorecer la lectura, se muestra una breve lista de la simbologfa y notacién
utilizada a lo largo del escrito:

P{-}

E{-}

Eso{-} = E{|z(s) = «}
Var{-}

I,

7

W (t), W,

A= (A1, Agy oy Ap)

Medida de probabilidad.

Esperanza.

Esperanza condicional.

Varianza.

Operador Identidad.

Operador Transicion.

Proceso de Wiener.

Vector n-dimensional.

Funciones vectoriales.

Derivada por la derecha con respecto al tiempo.

1-ésima componente de la funcién vectorial f.

Derivada con respecto al vector x de la funcién vectorial f.
Estado inicial del vector x.

Derivada con respecto al tiempo de la funcién vectorial P.

Segunda derivada con respecto al tiempo de la funcién h(t).
Espacio de matrices m x n — dimensionales.
Traspuesta de la matriz A.

Traza de la matriz A.

Hamiltoniano de una funcién vectorial.
Problema de Control Optimo.

Proceso de Control de Markov.

Problema del Punto Terminal Libre.
Programaciéon Dindmica.

Ecuaciéon de Programacién Dindmica.
Ecuacién Diferencial Estocéstica.

Problema Regulador Lineal.

En otro caso.

Es decir.






Introduccion

El Control 6ptimo es una herramienta matematica utilizada para resolver problemas de
Optimizacién cuya evolucién en el tiempo es susceptible a ser influenciado por fuerzas externas.

La teorfa del Control éptimo inicia en los anos 50’s, cuando en la incipiente era espacial se
pretendia llevar una aeronave de la Tierra a un punto en el espacio en un tiempo minimo y
consumiendo la menor cantidad de combustible posible.

Pontryagin y un equipo de mateméticos rusos desarrollaron la teorfa de Control 6ptimo inte-
grando el Principio de Optimalidad de Bellman, resultados fundamentales en la teoria moderna
de la Optimizacién [Ver 1]. Pontryagin, Bellman y Kalma fueron los primeros matemé&ticos en
estudiar las ecuaciones diferenciales ordinarias como un modelo de sistemas de control. En el
presente, la teorfa de Control 6ptimo abarca disciplinas tan diversas como Ingenierfa mecdnica,
Electrénica, Economia, Comunicaciones, Navegacion espacial, etc.

En este trabajo se aborda el Control 6ptimo desde dos enfoques distintos en construccién y
que se conjuntan de manera paralela: el Principio de Pontryagin y la Programacion Dindmica.

El objetivo de este trabajo consiste entonces en dos partes: revisar la teoria referente al
Principio del Maximo de Pontryagin y la teorfa de la Programacion Dindmica en tiempo con-
tinuo mostrando los principales resultados, y exhibir problemas de Control éptimo resueltos
con estos dos métodos mostrando la diversidad de aplicaciones posibles de la teorfa.

El contenido se desglosa de la manera siguiente:

En el Capitulo 1 se detallan definiciones y terminologfa a utilizar a lo largo de la tesis. El
Principio de Pontryagin consiste esencialmente en dar las condiciones necesarias de optimalidad
para un problema de control éptimo. En el Capitulo 2, después de enunciarse el Principio del
Méximo de Pontryagin se demuestra, primeramente en un caso particular y simple: el Problema
del Punto Terminal Libre. Si no es el caso, cuando se tienen condiciones fijas de frontera se tiene
una versién ampliada del Principio de Pontryagin requiriéndose ecuaciones de transversalidad
para esta frontera. Esta versién del Principio del Médximo se demuestra auxilidandose de dos
resultados: la regla abstracta del multiplicador y el cono de variaciones generado por unos
vectores particulares [Ver 7]. En el Capitulo 3 se dan ejemplos que son resueltos via el Principio
de Pontryagin.

El Capitulo 4 se dedica a la teorfa de la Programacién Dindmica. A través de resultados im-
portantes se deduce la Ecuacién de la Programacién Dindmica [Ver 7|, para finalmente extender-
la al caso estocéstico obtendiendo la Ecuacién de Programacién Dindmica de Hamilton-Jacobi-
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Bellman [Ver 10]. La Programacién Dindmica consiste esencialmente en resolver la ecuacién
diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman, cuya solucién produce el costo éptimo para un
criterio de rendimiento con una funcién de costo asociada para un sistema dado. En el Capitulo
5 se muestran ejemplos de problemas de control que son resueltos via Programacién Dindmica.

Los problemas de Control 6ptimo que se revisan en este trabajo y que aparecen en diversa
literatura [Ver 3, 4, 11, 15] se desarrollan y se simulan por medio de programas de cédigo
propio en Mathematica®), donde ademds de resolverse, se estudia el comportamiento del sistema
involucrado.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presenta la teoria bdsica requerida para capitulos posteriores.

La primer secciéon Procesos de Markov tendré continuacién en el Capitulo 4, donde queda
determinada la Ecuacién de Programacién Dindmica (Seccién 4.2 y 4.3). En la segunda seccién
Control Optimo se define la terminologfa utilizada en el Capitulo 3, al formular el Principio del
Miéximo de Pontryagin (Seccién 3.1, 3.2 y 3.3).

1.1. Procesos de control de Markov

En este capitulo se designard como X a un espacio de Borel, y como B(X) a su o-dlgebra
de Borel.

Definicién 1.1.1 Una funcion P{s,z,t, B} definida para s,t € R, con0 < s<t,x € X y
B € B(X) es llamada una probabilidad de transicién si:

(a) P{s,z,t,-} es una medida de probabilidad sobre B(X) para cada s, x, t fijos;

(b) P{s,z,s,-} = 0,(-), la unidad de masa en x, para cada s, x;

(c) P{s,x,t, B} es conjuntamente medible en x € X y s <t para cada s > 0 fijo y B € B(X);
(d) si s <t <r, entonces

P{s,z,r, B} = / P{t,y,r, B}P{s,x,t,dt} (1.1.1)
X
resultado conocido como Ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

Sea M un espacio lineal de funciones medibles v con valores reales sobre X := [0,00) x X
tal que

[ 1w Pt dy)< oo
X

para cada s, x, t.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.2 Para cadat >0 yv € M, definimos el operador transicién sobre X como
Tiv(s, x) ::/ v(s+t,y)P{s,z,s +t,dy}. (1.1.2)
X

De las propiedades de la Definicién 1.1.1, es claro que 7; (t > 0) forma un semigrupo de
operadores sobre M; ya que 7y = I;, cada 7; mapea el espacio M a si mismo y 7;,, = 7,7,.
Sea My C M consistente de aquellas funciones v € M que satisfacen lo siguiente:

. ltil%l Tv(s,x) = v(s, x), (s,x) € X,

» Existen tp > 0y u € M tales que

Ti |v] (s,2) < u(s,z) V(s,z) € X, y0<t<t.

Sea D(L) un subconjunto de M; tal que para v € D(L) las siguientes condiciones se
satisfacen:

» El lfmite
ZU(S7 x) _ U(Sa ZL’)

Lu(s,z) = ltllrgl r (1.1.3)
existe para todo (s,z) € X;
s Lv e My;
» Existen tp > 0y u € M tales que
T _ ~
[Ziv(s, @) — v(s, 2)| < u(s,x), V(s,z) € X, y0<t<t.

t

El operador L en (1.1.3) serd llamado generador extendido del semigrupo 7;. El conjunto
D(L) es llamado dominio de L.

Lema 1.1.3 Siv € D(L), entonces las siguientes afirmaciones son vdlidas:
+ . Tiinv—Tv
(a) LT = l]ggl = = T {Lv}.

(b) Tw(s,x) —v(s,x) = [o T, {Lv} (s,x)dr.
Ademds, si p >0 yv,(s,x) :=e Puv(s,x), entonces v, € D(L) y
(¢) L{v,(s,z)} = e " [Lv(s,z) — pv(s,x)].

Demostracion.

Thv —v Thv—v
—d+ — |i —7-,5+h’l)—7—ﬂ) — | —%Thvitz—t’u — | h — 1 h frd
(a) G Tv - 1}5{)1 - l}g{)l o l}gg’]; { . } T {hm . } T, {Lv}.
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(b) f(f’];{Lv}(s,x)dr = J%’Z}{v(s, x)ydr = Tyw(s,z) — Tov(s, x) = T(s,x) — v(s, x).
(c) L{vp(s,2)} = L{e""v(s, x)}

iy [t me i
t10 t
=lim § { / e (s + 1, y)P{s, z, 5 + t,dy} — e P u(s, x)]
X
[ 1
=e P [lim - {/ e (s +t,y)P{s,x, s+t dy} — v(s, x)”
L0 T [Jx

1
— e P 1561 t [e " Tu(s,x) — v(s,x) + e Pv(s,z) — e (s, z)]

— ¢ |lim Ee/’t(ﬁv(s, z) — (s, x))} +lim [%(6%(8, z) —v(s, SU))H

_th
e |fim {Zv(s,x) —v(s,x)} i {—pe"’%(s,x)”
10 t tl0 1

= e " [Lu(s, z) — pu(s,z)]. m
Definicién 1.1.4 Una probabilidad de transicion se dice homogénea en el tiempo si
P{s,z,s +t,B} =P{0,z,t, B} =: P{t,x, B}
para todo s, t >0, z € X y B € B(X).
Observacién 1.1.5 Sea z(-) = {z(t), t > 0} un proceso de Markov X -valuado con probabilidad
de transicion P{s,z,t, B}, es decir,
P{z(t) € Blz(r),0 <r < s} =P{s,z(s),t, B}
para todot > s >0 y B € B(X). Entonces la ecuacion (1.1.2) puede escribirse como:
Tiv(s,z) =By {v(s+t,2(s+ 1))} (1.1.4)

donde B ,{ - } := E{-|x(s) = x}. Similarmente, podemos reescribir la parte (b) del Lema 1.1.3
como:

Es {v(s+t,z(s+1)} —v(s,z) =By {/0 Lv(s+r,z(s+ T))dr} , (1.1.5)
siv e D(L).

Definicién 1.1.6 Se define un Proceso de Control de Markov (PCM) a tiempo continuo a la
cuddrupla (X, A, L% c), cuyas componentes son:

(a) X un espacio de Borel, llamado espacio de estados.

(b) A un espacio de Borel, llamado espacio de acciones o controles.

(c) Una ley de movimiento: correspondiente a cada accion a € A. Existe un operador lineal
L%, que es el generador extendido de un proceso de Markov X -valuado con probabilidad de
transicion P{s, z,t, B}.

(d) Una funcion de costo c(s,x,a), es una funcion medible que toma valores reales definida
sobre [0,00) x X x A. Asumimos que ¢ es no negativa.
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Definicién 1.1.7 Las funciones medibles 7 de X := [0,00) x X a A tales que a™ := 7(s,x)
denota la accion de control prescrita por m cuando el estado x € X es observado al tiempo s,
son llamadas politicas de control de Markov.

Definicién 1.1.8 Una politica de Markov se dice estacionaria si es independiente del tiempo,
i.e., m(s,x) = w(x) para todo (s,z) € X.

Consideramos una clase de politicas de Markov II que cumplen las siguientes suposiciones.

Suposicién 1.1.9 Para cada © € 11, existe un proceso estocdstico {z™(t) = x(t),t > 0} tal
que:

(a) Casi todas las trayectorias muestrales de x(-) son continuas por la derecha, con limites por
la izquierda, y tienen discontinuidades finitas en cualquier intervalo finito de tiempo;

(b) x(+) es un proceso fuerte de Markov con probabilidad de transicion denotada por P™{s, x,t, B}
y su semigrupo asociado por 1,7 ;

(¢) El generador extendido L™ de x(-) satisface la propiedad de sustitucion:

L"=1L" si m(s,x) = a; (1.1.6)
proceso x(-) es conservativo, i.e., =1 para todot >0, y = 0.
d) El ' e, 71 =1 d 0,y L™1 =0

Las politicas de Markov en II que satisfagan la Suposicién 1.1.9 son llamadas admisibles. A
menos que explicitamente se indique lo contrario, siempre asumimos que una politica 7w € II es
admisible.

Para cada m € II los conjuntos de funciones M O M, D D(L) dependen de la politica =
usada, asi que se escribirdn como M™, M7, y D(L™), respectivamente.

Suposicién 1.1.10 Para los conjuntos M™ D MF O D(L™) definidos anteriormente,
(a) Existen conjuntos no vacios M O My D D tal que

M c (M, My C (Y M5, Dc(\D(T")

donde las intersecciones son sobre m € 11.
(b) La funcion de tasa de costo c(s,x,a) es tal que ¢™(-,-) € My para todo m € II, donde
™ (s,x) :=c(s,z,7(s,x)).

Definicién 1.1.11 Un PCM (X, A, L%, ¢) se dice ser homogéneo en el tiempo si su probabilidad
de transicion es homogénea en el tiempo, i.e.,

P*{s,z,t, B} = P*{t — s, z, B}, Vi>s, xe X, BeB(X). (1.1.7)

Observaciéon 1.1.12 Si la tasa de costo es invariante en el tiempo, escribimos c(s,z,a) =
c(x,a). Si (1.1.7) se satisface y m € 11 es una politica estacionaria, entonces el estado del
proceso x(-) = x™(+) es un proceso de Markov homogéneo en el tiempo.
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Notacién 1.1.13 Dada una politica m € 11 y tasa de costo c(s,x,a), usaremos la notacion
(s,x) = c(s,x,m) = (s, z,m(s, x)) st x(s) = . (1.1.8)

Ahora, si c(s,z,a) = c(x,a) es independiente del parametro tiempo s, entonces (1.1.8) se con-
vierte en:

" (s,x) =c(s,x,m) = c(x,m(s,x)) st x(s) = . (1.1.9)

Si ademds, T es estacionaria, (1.1.9) se convierte en:
(x) = c(z,m) = c(z,n(x)). (1.1.10)

Notacién 1.1.14 Cuando usamos una politica m € 11, esperanzas tales como (1.1.4) serdn
escritas como:

T v(s,x) = B {v(s +t, (s +1))} = / v(s+t,y)P{s,x,s +t,dy} (1.1.11)
X
o por la propiedad de sustitucion,
Tou(s, o) = B {u(s + 1 (s + 1))} = / o(s + , y)P s, 2, 5 + ¢, dy}, (1.1.12)
b

si w(s,x) = a. En particular, para un PCM homogéneo y una funcion v(s,x) = v(z) en D,
(1.1.6), (1.1.7), (1.1.11) y (1.1.12) producen

T (s, x) = T, v(x) sim(s,z) = a,

ast que
L™v(s,x) = L'v(s, x) sim(s,z) = a.

1.2. Problema de control 6ptimo

Considere las siguientes componentes:

Sea U un subconjunto cerrado de R™; ¢, x, u variables en R!, R” y R™, respectivamente.

Sea f(t,x, u) una funcién vectorial f : R x R" x R™ — R" continua y con derivadas parciales
continuas con respecto a las coordenadas de x.

Sea ¢(tg,t1, X, X1) una funcién vectorial ¢ : R! x R! x R® x R® — R! de clase C!.

Definicién 1.2.1 Sea U una clase de funciones continuas a trozos u(t) con valores en U, con
cada funcion u(t) definida sobre [to,t1]. Una funcion u(t) € U serd llamada control.
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Si el conjunto U de controles satisface:
-Siu(t) € U para ty <t <ty
v, €U parai=1,...,p,
- 1; — hy <t < 7; son intervalos disjuntos que intersectan a [to, t1],
definiendo
- Vi, site(r;— hi,Ti),
u(t) = :
u(t), sit e [to,tl] y t ¢ (Ti — hi,Tl'],

entonces u(t) € U.

Para un control u(¢) definido sobre [tg, 1], la solucién x(¢) de la ecuacién diferencial
x = f(t,x(t),u(t)), (1.2.1)

sobre el intervalo [tg, 1] con condicién inicial x(ty) = x¢ serd llamada la trayectoria correspon-
diente al control u(t) con condicién inicial xg.

La ecuacién (1.2.1) es llamada ecuacidn de movimiento del sistema.

El valor de x(t) en el tiempo ¢ es llamado el estado del sistema al tiempo t.

La primer componente de ¢ evaluada en e :=(tg, t1,x (o), x(t1)), donde x(t) es una solucién
de (1.2.1) es llamada criterio de rendimiento:

J(Xo, 11) = ¢1(t0,t1,X(t0),X(t1)) = ¢1(e). (122)

Las siguientes £ — 1 componentes de ¢ llamadas condiciones terminales de las trayectorias
del sistema estan definidas a través de las ecuaciones:

qu(to, tl,X<t0),X(t1)) = 0, j = 2, ceny k. (123)

Una pareja (x9,u) conformada por una condicién inicial xo y un control u = u(t) serd
llamada admisible si existe una solucién x(t) de (1.2.1) sobre [ty, t1] con condicién inicial x(¢y) =
Xo, v las condiciones terminales (1.2.3) son satisfechas por x(t).

Sea F = {(xg,u) : (X, u) es admisible}.

El problema de control éptimo consiste en encontrar un elemento (xg,u) € F tal que el
correspondiente criterio de rendimiento (1.2.2) sea optimizado.

Una pareja (xo,u) en la clase F que alcance este minimo serd llamado condicion inicial
dptima y control dptimo, respectivamente.



Capitulo 2
Principio de Pontryagin

La obtencién de las condiciones necesarias de optimalidad para el Problema de Control
Optimo las ofrece el Principio de Pontryagin, algunas de ellas se describen en forma resumida
a través del Hamiltoniano de una funcién vectorial f, definido como

H(t, x(t), u(t)) = [P(t)]"£(t, x(t), u(t))

con P(t) una funcién vectorial n-dimensional.

Las condiciones del Principio de Pontryagin reducen el célculo de un control éptimo a la
solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales con dos puntos frontera y un problema de
optimizacion.

2.1. Formulaciéon del principio de Pontryagin

Teorema 2.1.1 (Principio de Pontryagin) Las condiciones necesarias para que (x5, u*(t)) sea
admisible y optima son la existencia de:

1) un vector l-dimensional A # 0 con A\; <0 y

2) una funcion vectorial P(t) n-dimensional tal que para t € [ty,t1]| se satisfaga:

[P()]" = —[P()] £t x"(t), u"(t)) (C1)
y parat € (to,t1) yu € C,
H(t,x*(t),u) < H(t,x*(t),u*(t)) (C2)
[P(t)]" = A"y, (e) (C3)
[P(to)]" = —[A ey, (e) (C4)
H(ty, x* (1), u*(t)) = —[A" ¢, (e) (C5)
H(to, x*(to), u*(to)) = [Al" @y, (e). (C6)
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Si f(t,x,u) tiene derivada parcial continua f;(t,x,u), entonces, para cada t € [to,t1] se satisface
la condicion

HI(t,x"(t), u* () = [A]" ¢y, (to, 1, X" (to), X" (11)) +/ [P(s)]"fi(s,x7(s),u*(s))ds.  (CT)

to

Observacién 2.1.2 La condicion (C2) puede ser expresada en términos del Hamiltoniano co-
mo

T&%I{H(t,x*(t),u)} = H(¢,x*(t), u*(¢)). (C2%)

(C2%) es llamada Principio del Mazimo de Pontryagin.
(C3-6) son llamadas condiciones de transversalidad.
(C1) son las ecuaciones adjuntas.

2.2. Problema del punto terminal libre

Para motivar la demostracién del Principio de Pontryagin se construyen dos derivaciones
de las condiciones necesarias de optimalidad en el caso especial del PCO cuando el tiempo y
estado inicial son fijos y no hay condiciones sobre el estado final. Este problema es llamado
Problema del Punto Terminal Libre.

Sean ty y t; denotando el tiempo inicial fijo y el tiempo terminal, respectivamente. El
espacio V [Ver Apéndice II] serd el espacio de todas las funciones a trozos continuas por la
izquierda definidas sobre [to, 1] con valores en R™, llamado espacio de funciones de control. El
subconjunto IC [Ver Apéndice 1I] serd el conjunto de funciones de control utal que u(t) € U
para cada t € [tg,t1] y (X0, 1) es una pareja admisible para el estado inicial fijo xq.

Hay muchas maneras de construir mapeos de ( hacia K. Consideraremos dos de estos
mapeos:

(a) Si U es convexo y u(t), u(t) + v(t) € U para cada t € [ty, 1] entonces u(t) +ev(t) € U
para cada t € [tg,t;] y 0 < & < 1. Los teoremas de dependencia continua de soluciones de
ecuaciones diferenciales sobre pardmetros implican que (xg,u + €v) es una pareja admisible
para 0 < e < ¢ para algiin n > 0. Por lo tanto, podemos construir el mapeo

(:0<e<<n—K
sobre los controles u tal que (xg,u) es admisible, definiendo
((e) =u+ev. (2.2.1)

Si x° denota la solucién de x = f(¢,x(t),u(t)) con condicién inicial x(tg) = xq correspon-
diente a ((¢) y x la solucién correspondiente a u. Entonces x° para ¢ pequeno, queda en una
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vecindad débil de x [Ver Apéndice II]. El mapeo (2.2.1) es llamado una wariacidn débil del
control.
(b) Supongamos que u € K, v € U y 7 € (to,t1]. Para v fijo, n suficientemente pequeno
y 0 < € < 7, los teoremas de existencia para ecuaciones diferenciales implican que existe una
solucion x° de
x = f(t,x(t),v(t)) (2.2.2)

sobre el intervalo 7 — ¢ <t < 7 con la condicién

x° (1 —e) =x(1 —¢). (2.2.3)

El teorema de dependencia continua de soluciones de ecuaciones diferenciales sobre condi-
ciones iniciales implican que para 7 suficientemente pequeno, x = f(¢,x(t),u(t)) tiene una
solucién sobre [7, 1] con condicién inicial x*(7). Definamos el control u® por

() — v, sit—e<t<r,
vl = { u(t), para otros valores de t € [tg, t1]. (2.2.5)

Por lo tanto, para n suficientemente pequeno podemos definir un mapeo
(:0<e<<n—K
sobre los controles que son admisibles para x, definiendo
((e) =u". (2.2.6)

Para el mapeo (2.2.6), x° para € pequeno no necesariamente estd contenido en una vecindad
débil de x. Sin embargo, x° estd contenido en una vecindad fuerte de x. (2.2.5) es llamada
variacion fuerte del control.

Haremos dos derivaciones de las condiciones necesarias de optimalidad, una usando varia-
ciones débiles y la otra usando variaciones fuertes.

Dado que las entradas (tg,t1,x(tg)) son fijas, para el PPTL podemos asumir que el criterio
de rendimiento

¢1(to, t1,x(t0), x(t1))

es de la forma ¢,(x(¢1)). Las otras componentes del vector ¢ definido en la Seccién 1.2. no
jugaran un rol importante, asi que podemos suprimir el subindice y escribir el criterio de
rendimiento como

J(u) = o(x(t1)).

El siguiente teorema evalia la derivada direccional del mapeo J(((g)) cuando ((¢) es el
control correspondiente a una variacién débil del tipo (2.2.1).
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Teorema 2.2.1 Sea U convezo y f,(t,x,u) continua. Sea P(t) la solucion de las ecuaciones ad-
guntas de la Ecuacion (A.IL7): 6x(t) = £ (t,x(t), u(t))ox(t)+£, (¢, x(t), u(t))v(t), [Ver Apéndice
II], esto es,

[P()]" = ~[P(0)] £c(t, x(t), u(t)) (2.2.7)
con condicion de frontera
[P(t1)]" = —¢x(x(t1))- (2.2.8)
Entonces "
§J(u,v) = —/t [P ()] fu(t,x(t),u(t))v(t)dt. (2.2.9)

Demostracién. Si §x(t) es la solucién de la ecuacién (A.11.7) con condicién inicial x(tg) =
0, la férmula (A.IL5) [Ver Apéndice II] implica que

by (x(t1))0x(t1) = —/ 1[P(t)]Tfu(t,x(t),u(i&))v(t)alt. (2.2.10)

to

El Teorema A.2.2 [Ver Apéndice II] y la regla de la cadena implican que
dJ(u,v) = ¢y (x(t1))dx(t1). (2.2.11)
Finalmente, (2.2.10) y (2.2.11) implican (2.2.9). =

Teorema 2.2.2 Bajo las hipotesis del Teorema 2.2.1, una condicion necesaria para que un
control u sea dptimo para el PPTL es que para cada t € (to,t1] fijo

[P ()] fu(t, x(t),u(t))v <0, (2.2.12)
para cada v € U tal que u(t) +v € U.

Demostracion. Dado que u se supone que es continua a la izquierda, existe algin intervalo
to <t —9 < s <ten el cual u(s) es continua. Definamos una funcién w sobre [ty t;] por

(2.2.13)

u(t)+v—u(s), sit—9<s<t,
w(s)—{ " 0 ) €e.0.C.

Consideraciones similares a las de (2.2.2) con (2.2.6) implican que para § suficientemente pe-
queno se tiene que u(s)+w(s) € K. Por lo que, para § suficientemente pequeno, por el Teorema
2.2.1 y el Teorema A.1.2 [Ver Apéndice II]

d0J(u,w) = — /t_é[P(s)]Tfu(s,x(s), u(s))[u(t) +v(t) —u(s)lds > 0. (2.2.14)

Dado que el integrando es continua por la izquierda, dividiendo (2.2.14) entre § y tomando
limite cuando ¢ tiende a cero implica (2.2.12). m

El siguiente teorema es el andlogo de los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2.
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Teorema 2.2.3 Si x° son soluciones de x = f(t,x(t),u(t)) correspondiente a los controles
u®(t) dados por (2.2.5) con la misma condicion inicial x°(ty) = Xq, entonces

x°(t) = x(t) + ex(t) + o(t, e), (2.2.15)
donde 6x(t) es la solucion de
0, sity<t<T,
0x(t) = { [£(r,x(7),v) — f(7,x(7),u(r))]+ f: fe(s,x(s),u(s))ox(s)ds, siT <t <t.
(2.2.16)

Demostracién. De (2.2.5), u®(t) = u(t) si to <t < 7 —e. Por lo tanto, x°(t) = x(¢) si
to <t <7 —¢c.Estoes, (2.2.16) es verdadero con 6x(t) =0sitg <t <7 —e.
Por otro lado, si 7 — ¢ <t < 7 tenemos que

x°(t) = x(t) — /t f(s,x(s),u(s))ds + /t f(s,x°(s),v)ds. (2.2.17)

£

Sea, para 1 > 0,
A={(e,t): 0<e<nr—e<t<T} (2.2.18)

El teorema de dependencia continua de soluciones continuas en ecuaciones diferenciales con
condiciones iniciales implica, para algin 1 > 0, que el mapeo

(e,t) = x°(t)
de A a R™ es continuo. De aqui que
If(s,x(s),u(s))ds — f(s,x°(s),v)]
estd acotada. Entonces (2.2.17) implica
x°(t) = x(t) + O(t,¢) sit—e<t<T. (2.2.19)
Aplicando (2.2.19) en (2.2.17) y usando la continuidad por la izquierda de f(¢,x(t), u(t)) da
x°(t) =x(t) + [f(r,x(7),v) — £(7,x(7),u(7))] € + o(t, ¢). (2.2.20)
El Teorema A.2.3 [Ver Apéndice II] y (2.2.20) completa la derivacién de (2.2.16). =

Teorema 2.2.4 Para 0 < e <1, sea
J(u®) = o(x*(t1)) (2.2.21)

donde u® es el control definido en (2.2.5). Sea P(t) la solucion de (2.2.7) con condicion frontera
(2.2.8). Entonces
d

d—gJ(uE)|€:0 = —[P(D]* [f(7,x(7),v) — £(7,%x(7),u(7))] . (2.2.22)
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Demostracién. Las férmulas (A.IL.5) [Ver Apéndice 11|, (2.2.7), (2.2.8) y (2.2.16) implican
_[P(T)]T [f<T7 X(T)7 V) - f(T, X(T); u<7))] = ¢X(X(t1))5x<t1) (2.2.23)

donde 6x(t;) es la solucién de (2.2.16). Las férmulas (2.2.21), (2.2.15) y la regla de la cadena
implican (2.2.22) =

Finalmente, la férmula (A.IL.3) [Ver Apéndice II] y el Teorema 2.2.4 implican el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.5 (Principio de Pontryagin para el Problema del Punto Terminal Libre). Una
condicion necesaria de optimalidad de un control u para el PPTL es que

P [£(t,x(t),v) — £(t,x(t),u(t))] <0 (2.2.24)
para cada v € U y t € (tg,t1], donde [P(t)]" es la solucion de
[P(t)]" = —[P(t)]"£c(t, x(t), u(t)) (2.2.25)
con condicion frontera
[P = —¢y(x(t)). (2.2.26)
2.3. Verificacion del principio de Pontryagin

Los Teoremas A.2.4 y A.2.5 [Ver Apéndice II] implican la existencia de un vector A # 0,
(A € RY) con

AM< 0 (2.3
Alfd < 0 (2.3
para vectores d generadores del cono convexo D, listados a continuacion:
i) Py, (€)ox(t1)
i1) (€)Y + b, (€)0(11)
iii) + ¢y, (e) + by, (e)f(t1,x(11), u(tr))]
) F[dy,(€) + ¢y, (e)f(to, x(to), u(to))]
donde 6x(t) es la solucién de
0% (t) = £ (t,x(t),u(t))ox(t) (2.3.3)
en 7) con condicién frontera dx(7) = f(7,x(7),u) — f(7,x(7),u(r)) para 7 € (to,t1] y u €U, y
en 7i) con condicién inicial dx(tg) =y.
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Sea P(t) solucién de

[P = ~[PO)] f(t, x" (1), u" (1)) (C1)

con condicién frontera
[P(t)]" = [N ¢y, (o), (C3)
Aplicando la férmula (A.IL.5) [Ver Apéndice IIJ:

P(r2) "y ()~ [P(r)"y(r) = [ [P Gt (AIL5)

0x(t) que es solucion 0x(t) = fi(¢,x(t),u(t))dox(t) con condicién de

con G(t) =0,y y(t) =
): f(r,x(7),u) — f(7,x(7),u(r)), implican que:

frontera 0x (7

[P(r)"ox(r) — [P(t)]"ox(t;) = 0
[P (£, x(7), u) = £(7,x(7), u(7))) — [A] by, (€)% (1) = 0. (2.3.4)

Por (2.3.2), para el vector 7) se tiene que:
(A by, (€)0x(t1) < 0. (2.3.5)
Finalmente, (2.3.4) y (2.3.5) implican que:
[P(r)] (£(r,x(7), ) — £(7,x(7),u(r))) < 0. (C2)

Por otro lado, aplicando (A.IL.5) [Ver Apéndice II] con y(t) = dx(t) solucién de d%(t) =
£ (t,x(t),u(t))ox(t) con dx(tg) =y produce que:

[P(to)]"0x(to) — [P(t1)] 0x(t) = 0
[P(to)]"y—[A]" ¢y, (e)dx(t) = 0. (2.3.6)

Por (2.3.2), para el vector i) implica que:
(A" (¢, (€)Y + @y, (€)0x(t1)) < 0. (2.3.7)
Sumando (2.3.6) y (2.3.7) obtenemos
(Pt +[A] ¢y, (e)) ¥y <0, (2.3.8)
como esto debe satisfacerse para cada y € R", se tiene que
[P(to)]" = —[A" by, (e). (C4)

Por otro lado, por (2.3.2) para el vector iii) implica que:

A ey, () + By, (e)f (1, x(t1), u(t1))] < 0. (2.3.9)
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Este resultado con

[P(t)]" = [A]" oy, (e) (C3)
implican que:
£ (A0, () +A @y, (e)f (1, x(11), u(t))) <
£ (A ¢y, (e) + [P(t)] E(t1, x(t1), u(t))) <
[P(t)] E(t,x(0),u(tr) = —[A]" ¢y, (e). (C5)

Un argumento similar es utilizado para el vector iv) teniendo que

£[A] [, () + by, (@)f(to, x(t0), u(te))] <0 (2.3.10)
[P(to)]" = —[A]" by, (e) (C4)

implican que:
[P(to)]" £(to, x(to), u(to)) = [A]" ¢y, (e). (C6)

La condicién (C7) se deduce de (C2) y (C6), a través del corolario siguiente derivado del
Lema A.2.6 [Ver Apéndice II].

Corolario 2.3.1 Sif(t,x,u) y u(t) son como en el Teorema 2.1.1 (Principio de Pontryagin),
la condicion (C7) del Teorema 2.1.1 es implicada por las condiciones (C1), (C2) y (C6).

Demostracién. Aplicando el Lema A.2.6 [Ver Apéndice 1I] para el hamiltoniano H(t, u) =
[P(t)]Tf(t,x(t),u). Entonces

H(t,u(t)) = [P)]" fi(t, x(t), u(t)).

Por lo tanto, (C7) se sigue directamente de (A.I1.18) [Ver Apéndice II] y de (C6). m



Capitulo 3
Ejemplos

El presente capitulo se dedica a mostrar algunos problemas resueltos mediante el Principio
de Pontryagin.

3.1. Aeronave alunizando con minimo combustible

3.1.1. Planteamiento del problema

Considere el problema de una aeronave intentando alunizar suavemente usando una cantidad
minima de combustible en condiciones normales (Figura 1).

to=0 t1

Figura 1. Diagrama de alunizaje.
Para definir una versién simplificada del problema, considérese:

25
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masa total de la aeronave.

altura de la aeronave a la luna.

velocidad vertical de la aeronave sobre la luna.
masa de la aeronave sin combustible.
cantidad inicial de combustible.

altura inicial de la aeronave sobre la luna.
velocidad vertical inicial de la aeronave.
maxima propulsién de la aeronave.
constante de consumo de combustible.
aceleracion de la gravedad sobre la luna.
cantidad final de combustible al alunizar.

Te TR E MRS

Obtendremos las ecuaciones de movimiento de la aeronave a partir de leyes fisicas.
Notacién: % = h.

La pérdida de masa es proporcional a la propulsiéon de la aeronave, es decir, u = —(%)m
Ademads, v = ‘2—? = h.

Se tiene de la Tercera Ley de Newton:

) : m
m(t)o(t) = m(t)h(t) = —gm(t) + u(t) = —gm(t) — -
por lo que
o) — g (L)
I\ ) w
Las ecuaciones de movimiento de la aeronave son:
h = v
b= —gt— (3.1.1)
m
m = —ku.

La propulsién del motor de la aeronave u(t) es el control del problema. Suponga que la
clase U de funciones de control son todas las funciones a trozos continuas u(t) definidas sobre
el intervalo [tg, ;] tales que 0 < u(t) < a.

Es natural tomar como tiempo inicial £, = 0, y tiempo final ¢; igual al primer momento en
el que la aeronave toca a la luna.

Las condiciones terminales que deben satisfacerse en el tiempo inicial y final son:

(3.1.2)

3
—~
~
(=]
~—
|
|
T
I
o O O O O
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El objetivo es minimizar el combustible consumido, F' — f.

Pero (M + F) —m(ty) = m(to) —m(ty) =M+ F)— (M + f) =F — f.

Asi, el problema es alunizar consumiendo una minima cantidad de combustible, o equiva-
lentemente, minimizar —m(t;) sobre la clase U.

h
Consideremos entonces x = | v | donde las condiciones iniciales en forma vectorial en el
m
tiempo inicial ¢ty = 0 son:
h(to) ho
Xo— U(to) = Vo
y en el tiempo final ¢; :
h(ty) 0
xi1= | v(ty) | = 0
m(ty) m(ty)

La funcién vectorial de las ecuaciones de movimiento de la aeronave es:

h v
flt,x,u) =0 | =|—-9g+ el I8 (3.1.3)
m —ku

Sea ¢(to, t1, h(to), v(to), m(to), h(t1),v(t1), m(t1)) = @(to, t1, %0, X1) = ¢(e) correspondiendo
al criterio de rendimiento (1.2.2) y las condiciones terminales (1.2.3), tenemos:

—m(t;)
to
h(to) — ho
b(to, tr, h(te), v(te), mto), h(tr), v(tr),m(t)) = | vlte) —we |- (3.1.4)
h(t1)

v(t)

3.1.2. Condiciones de optimalidad de Pontryagin

(C1) Ecuaciones adjuntas

[P(1)]" = —[P()]"£(t, x" (1), u (1))
Para este ejemplo, la condicién (C1) que debe satisfacerse es:

T
Py(t) P(\© 010
Ps(1) Ps(t) 0 0 0
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o equivalentemente,

P(t) = 0

Pt) = —Pi(b) (1)
o Pbult)

RO = Taop

(C2) Principio del méximo de Pontriagyn

max{[P(0)]"£(£, x*(t), u)} = [PO)]"£(t, x*(t), u*(1)).

max {P1 ()o(t) + Pu(t) (% - g) - Pg(t)ku} (C2)
= Pi(tu(t) + Po(t) (% . g) — Py(t)ku(t).

(C3) Condicién de transversalidad

[P(t)]" = [A]" ¢y, (e).

3{6—71”2(?}
m(t t=t,
M : : M T /000 -1
. A2 : Ao 00 O
Pi(t) A3 : A3 00 0
Pg(tl) = /\4 . = /\4 0 0 0 y
Ps(tq) As : A5 00 0
A6 {h(t)} A6 10 0
/\7 Oh(t) =ty )\7 01 0O
o{v(®)}
@) |y,
es decir,

Py (t1) g A6 g
(P2(t1)) = ( A7 ) : (C3)
Ps(ty) -\
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(C4) Condicién de transversalidad

[P(t)]" = —[A]" p, (@).

)\1 T : : : )\1 T 00
)\2 o{h(t)—h} )\2 0 0
Pi(to)\ " As Ot ity As 10
Pto)| =—| M : ol el . : =— |\ 01
Ps(to) As : o amt)yM_F) As 00
/\6 : : om(t) t=to >\6 00
A7 : : A7 0 0
es decir,
Py (to) ’ As)
Py(to) =— |\ (C4)
P3 (to) )\5
Nota: El simbolo : indica que la entrada es 0.
(C5) Condicién de transversalidad
[P ()] E(tr, x*(t1), u*(t1)) = —[A]" ¢y, (e).
AT /0
A2 0
Py (ty) ’ v(t) A3 0
Py(t1) —g+% — |\ 0f,
Ps(t1) —ku(ty) As 0
A6 0
A7 0
que implica
u(t
1

OO R OO oo
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(C6) Condicién de transversalidad

[P(to)]" £ (to, x*(to), u*(t0)) = [A]" ¢y, (e)-

A1 0
A2 1
Py (to) g v(to) A3 0
(Pg(t())) (g + %) = |\ 0 s
Ps(to) —ku(to) As 0
A6 0
A7 0
que implica t

(C7) Condicién
[POFE(L x*(t), (1))

N7 6 (f0, 11X (H0), X7 (1)) + [y IP(5)] (5, %7 (s), u*(s))ds.

Pi(t)v(t) + Py(t) (% — g) — P3(t)ku(t) = cte. (C7)

De (C5), (C6) y (CT7):
cte = Ay = 0.

3.1.3. Solucién
i) La condicién mgg{H(t, x*(t),u)} = H(t,x*(t),u*(t)), y las

ii) Condiciones necesarias para un maximo en u* para

d(tn) = (0,050 = (225 = k) u(o) + R)olo) - Pl
") = PQ(t) _
q (t7 ) m(t) kP3(t)7
q"(t,u) = 0.
determinan que
/ PQ(t) sk
q(t,u) = (D) kPs(t) <0, siu* =0,
q(t,u) = Balt) kPs(t) >0, siu* = a.

m(t)
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Resumiendo:
0, si 28 _ ppy(t) <0,

(1)
u(t) = a, si 20 — kPy(t) > 0, (3.1.5)

Indeterminado, si ];2((:)) — kPs(t) = 0.

Caso 1. u(t) = 0.

Sobre [s1, sq], cuando H'(,x,u) < 0 se tiene que u(t) =0 y:

f(t,x(t),u(t) = 0) =\|—9]>
0

integrando:

m(t) = / 0ds = 0+ m(s1) = m(s1),
+o(s1) = —g(t — s1) + v(s1),

(s — 51)?

2

t
s

t
v(t) = /—gds:—gs
S1

1

t t

+ h(Sl).

S1

W) = /tv(s)ds:/t(—g(s—sl)—i-v(sl))ds:—g

S1 S1

+v(s1)s

S1

Resumiendo se tendrian las ecuaciones de movimiento de la acronave para u(t) = 0, es decir,
bajo caida libre

h(t) = —W_TS”Q Fo(s1)(t — s1) + h(s1),

v(t) = —g(t—s1)+v(s1), (3.1.6)
m(t) = m(sy).

Caso 2. u(t) = «
Sobre [s1, sg], cuando H'(¢,x,u) > 0 se tiene que u(t) = a y:

f<t7 X(t)7 u<t) - a) =|—-9+ % )
—ka

integrando:

m(t) = / —kads = —kas| +m(s)) = —ka(t — s1) +m(sy).

S1
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Por otro lado, expresando v(t),

o(t) = /t (—g+ %) ds

B / (‘9 J=rr— m<31>> o

d
Haciendo z = —ka(s—s1)+m(s1), dz = —kads, ds = _k_z’
o
t1 [t
’U(t) = —gs o — E /Sl <m) dZ + ’U(Sl>
1 t
= —g(t—s1)— ELn {m(s1) —ka(s —s1)}| +v(s1)
S1

—_

= —g(t—s1) — z(Ln{m(s1) — ka(t — s1)} — Ln{m(s1)}) + v(s1)
= —g(t—s1)——Ln {m(sl) — kall = 81)} + v(sy).

—_

o

A su vez, buscando una expresién para h(t),

W) = / jv(s)ds

S ]

e L M
_ _W‘TSW _ %/t Ln {m(sl) ;nfzgs —s1) } ds + v(s1)(t — 1) + h(s1).
Haciendo w = 1) ;fzgs —5) gy = %ds, ds — —mé?)dw,
ey = PR B o aw oo - )+ (s
= P ) gy~ ) [ s - 50+ bl
(e, ) sl ey
_ylt=s1)*

5 +v(s1)(t — s1) + h(s1)
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_ m(sy) (m(sl) — ka(t — Sl)Ln m(sy) — ka(t — 51)} ~ m(s1) — ka(t — 51)>

k2 m(sllg) m(81)k m(s1) .
_72(22) (m(sl) —m(z(;l —s) . {m(sl) —m(z()sl - 81)} ~m(s1) —m(zél()sl = 81)>
_W_TSIV +o(s1)(t — s1) + h(s1)
- = (<m<sl> ~ kalt - 1)) En {m<51) ;gt = 31)} — m(s1) + kalt - so)
e 2} )
SIS )= s1) 4 ko)
= o (o) bt sy DR
g(t = s1)°

=5 Fus)(t = s1) + (1)

m(sy1) — ka(t — s1) m(sy) — ka(t — s1) (t —s1)
B k2o Ln{ m(s1) } L

t—s1)?
_% + 'U(Sl)<t — 81) + h(Sl).
Resumiendo, las ecuaciones de movimiento de la aeronave para u(t) = « son:
_m(s1) — ka(t — s1) m(s1) — ka(t — s1) (t—s1) g(t— 51)? B
h(t) = a Ln{ (o) + ? 5 +v(s1)(t — s1) + h(s1),
o 1 m(s1) — ka(t — s1)
v(t) = —g(t—s1) kLn{ p + v(s1), (3.1.7)

m(t) = —ka(t—s1)+m(s1).

Como paso siguiente, determinemos los puntos (h,v) que pueden ser puntos iniciales en
la parte donde u(t) = «, y en donde h = 0 y v = 0 sean satisfechas en el tiempo terminal.
Definimos para t € [s1, $o]

h(Sg) = O,
v(se) = 0,
h(Sl) = h,
v(s1) = w,
m(sy)) = m=M+F,
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en las ecuaciones (3.1.7), obteniéndose

h(sg) = o — +v(s1)(s2—s1)+h(s1),

m—ka(s = s1) {m — ka(sy — 1) }+(32 . s1) g5 - 5)?

lo que implica que:

m — kas m — kas s gs?
pu— —L —_— _—— —_——
0 = n{ - }+k 2 +vs+ h,
es decir,
2
_gs _m—kas m — kas s
h = 5 =M Ln{ - } p s (3.1.8)

De la misma manera

v(s2) = —g(sa — 51) — —

;Ln {m(sl) — ka(ss — s1)

} +v(s1),

lo que implica que:

es decir,

1 —
v:gs+—Ln{T;JTf}. (3.1.9)

k m

Las ecuaciones (3.1.8) y (3.1.9) describen la altura y velocidad iniciales desde las cuales un
aterrizaje suave (h = 0,v = 0) es posible usando la maxima propulsién « para el tiempo s.

Para ser acordes a la realidad, la relacién
a>(M+F)g (3.1.10)

debe satisfacerse. Esto implica que si la propulsién se inicia a tasa méxima, la propulsién sobre
la masa inicial es mayor que la aceleracién de la gravedad.

Si la aeronave quema combustible a razén ka, la cantidad total de combustible serd con-
sumida en un tiempo -=. Graficando (3.1.8) y (3.1.9) bajo la condicién (3.1.10) para 0 < s < £
genera la curva en el segundo cuadrante en el plano h-v. Esta curva es llamada curva de tran-
sicion (Figura 2).
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h
.r"--b"'\
LY
Trayactaria
—— de

caida libre
Curva de
transicion

¥

Figura 2. Caida libre y Curva de transicion.

La interpretacion de esta curva es que si la aeronave estd en el punto (h,v) sobre la curva
correspondiente al pardmetro s y si se propulsa a la méxima tasa «, entonces llegard a v =0y

h =0 en un tiempo s.
Si la aeronave cae libremente seguird las ecuaciones (3.1.6):

pt) = 2 (st - ) +hisy)

v(t) = —g(t—s1)+v(s1), (3.1.6)
m(t) = m(sy).
Si en s; = 0 la aeronave estd en (hg,vg) = (h(s1),v(s1)) e inicia una trayectoria de caida
libre, las primeras dos ecuaciones de (3.1.6) implican que:

v(t) = —gt+ vy,
t2
h(t) = —974"0025"‘}7/0.
v(t)? = (=gt +w)® = vy — 2upgt + ¢*t*,
v — vg = —uogt + ¢*t?,
2 _ .2 42
vy vt — g_,
—2g 2
v? — V2
= h(t)—nh
_2g ( ) 0
es decir,
v?—?
h(t) = ho — . (3.1.11)

29
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Sea (hg,vg) un punto en el plano h-v tal que (3.1.11) intersecta a la curva de transicién en
un punto (h,v) parametrizado por un valor de s con 0 < s < % Sea 7 denotando el tiempo
en que la aeronave dejarfa su trayectoria de caida libre. Podemos mostrar que el control

0, sio<t<rT,
u(t) —{ o siT<t<rts (3.1.12)

es un control extremal.

Esto resultard si se muestra que una eleccién de A puede ser hecha de tal manera que (C1-
C7) y las condiciones terminales sean satisfechas.

Refiriendo a la Figura 2 vemos que la velocidad de la aeronave al tiempo 7 usando el control
(3.1.12) es vy — g7. Las condiciones (C1), (C3) y (C4) son satisfechas por:

Pl(t) - —)\3 - )‘6
Pot) = Mgt — M= s(tr — ) + \r (3.1.13)
_)\57 si 2(/-0 S 13 S T,
(1) { —Xs+ [L BedE, i <t <ty
Definiendo 0
Pyt
t) = — kPs(t).
De (C1) y (C4)
: A3
t p—
7 (t) ()
h
/’.--\\
A
r(t)<0
r(t)=0
r(t)>0

Figura 3. Gréfica de r(t)
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De (3.1.13) y (3.1.5) tenemos

AsT — A
r(r) = ﬁ + Ask =0, (3.1.14)
De (C5), (C6), (C7) v (3.1.12)
—>\3’UQ + )\49 = 0. (3115)
Las ecuaciones (3.1.14) y (3.1.15) tienen como solucién:
Askg(M + F)
N = ST
Vo — g7
)\5k"UQ(M + F)
Ay = .
vo — gT

Cuando las sustituimos en (3.1.13) se tiene que

k(M + F) /t (97 — vo)

Vg — gT T

Pg(t):)\g, -1+ ad%:|, SiTStStl.

m(7)?
Si son hechas las elecciones

As = —1ly
A = 0,

entonces A3, A4, A\g ¥ A7 estdn dadas por:

—kg(M + F)
g =
Vo — g7
—kUQ(M+F)
Ny = —M
Vo — gT7
kg(M + F)
e = ———,
Vo — g7
)\7 = —>\4—>\6t1.

Pi(t), Py(t) y Ps(t) estan dadas por (3.1.13).

Podemos calcular la pérdida de masa de la aeronave mediante (3.1.7) o definiendo un fun-
cional de la masa:

Aw) = —/tlm'(t)dt _ —/tldT;L—t(t)dt — mlty) — m(t).

0 0
Como

0(t) =—g+

% (_ Ln{zt@ﬂ) ,
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integrando de £y a t;:

h(t1) = —g(t — to) — —Ln{ m(tl)} + h(to),

con h(ty) = v(t;) = 0 se tiene que:

1Ln{ m(t)

k m(to)

: b= o) - s

por lo que
m(ty) = m(to)ek[v(to)fgtﬂ.

Asi,
A(U) = m(to)—m(tl)

= m(ty) — m(to)ek[v(to)—gtﬂ
= m(to) (1 i ek[v(to)fgtl}) .

3.1.4. Simulacién

Con los datos de entrada:
ho = 50000, vy = —100, g = 1.63, @ = 8950, k = 0.0005, M = 2000, F = 700.
Al intersectar las ecuaciones de estado cuando u(t) = 0 y u(t) = «, se obtienen los tiempos
criticos:

to =0, 7 = 127.975, t = 271.222

Altura

50000
40000
30000
20000

io0000

Velocidad
—-300 —-250 —-200 -150 -100 =50

Figura 4. Altura vs velocidad de la aeronave.

Se representan graficamente las ecuaciones de estado de la aeronave:



3.2. MODELO DE RAMSEY 39

Tomomeome Fig. 5.2 Velocidad de la Fig. 5.3 Velocidad de la
Fig 5.1 Altura de la aeronave. aeronave. aeronave.
h(to) = 50000 v(te) = —100 m(te) = 2700
h(r) = 23854.8 () = —308.6 m(r) = 2700
h(t1) = 0. v(ty) = 0. m(t,) = 2058.97.

Del comportamiento del estado de la aeronave, graficadas en las Figuras 5.1. 5.2 y 5.3, desde
el tiempo inicial al tiempo del alunizaje se analiza lo siguiente:

Altura. Partiendo de una altura inicial de 50000 metros, la aeronave va disminuyendo su
altura con respecto a la luna debido a la caida libre hasta el tiempo de transicién 7 = 127.975,
encontrandose en ese momento a 23854.8 metros. Luego, se aplica el control u = « hasta los
271.222 segundos, consiguiendo una altura final h(t;) = 0.

Velocidad. Desde la velocidad inicial v(tp) = —100m/s, la aeronave va aumentando su
velocidad (en sentido negativo) debido a la caida libre hasta el tiempo de transicién 7, encon-
trandose en ese momento con una velocidad de —308.6m/s. Finalmente, se aplica la maxima
propulsion para ir reduciendo su velocidad y conseguir una velocidad final deseada v(t;) = 0.

Masa. Puesto que en t5 = 0 la aeronave de masa 2000kg tiene suministrado 700kg de
combustible, esta masa total de m = 2700kg no se altera bajo condiciones de caida libre. Una
vez activada la méaxima propulsién v = «, la nave comienza a consumir combustible, y por
tanto, a disminuir la masa total de la aeronave. En el momento del alunizaje en ¢t; = 271.222 se
observa una masa total de 2058.97kg, es decir, 2000kg de la aeronave y un sobrante de 58.97kg
de combustible. Es necesario condicionar que m(ty) > M.

3.2. Modelo de Ramsey

En Economfa se presenta la siguiente situacién llamada modelo de Ramsey.

El Modelo de crecimiento de Ramsey es un modelo de crecimiento econémico creado por
Frank P. Ramsey (1928) y perfeccionado por Cass (1965) y Koopmans (1965).

El modelo de Ramsey-Cass-Koopmans también es conocido como el modelo de horizonte
infinito, y para los economistas, este modelo es la continuacién del modelo de Solow, donde se
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consideran tasas de ahorro constantes, pero desarrollado en un contexto de optimizacién de los
agentes econémicos.

3.2.1. Planteamiento del problema

El problema estdndar del modelo de Ramsey es:

- Un agente econémico quiere controlar una serie de variables: variables de control.

- Un agente econémico quiere maximizar una funcién objetivo (de utilidad, beneficio, etc.)
sujeto a determinadas restricciones.

- Las restricciones son dindmicas, y explican la evolucién de las variables de estado, las
cuales describen el estado de la economia.

- La tasa de ingreso y(t) de un agente econémico y el capital K (t) estdn relacionados a
través de la funcién

y(t) = FK(), >0,

- La tasa de consumo ¢(t) es una proporcién u(t) de una funcién del capital K (t):
c(t) = u(t)G(K(t))

donde 0 < u(t) < 1.
Entonces, la razén de cambio en el capital es

K@) = y(t) —c(t)
= F(K() — u(t)G(K(L)). (3.2.1)

Sea H (c) una funcién que representa la utilidad del sistema de consumo a tasa c. Considere
el rendimiento del agente econémico dado por la integral de la funcién de utilidad:

/t " H ()G (1))t (3.2.2)

El problema es elegir la proporcién a consumir, u(t), de tal manera que el capital satisfaga
la ecuacién diferencial (3.2.1) desde un valor inicial K(ty) = Ky a un valor final deseado
K(t1) = K; y ademds, que la integral (3.2.2) sea maximizada.

3.2.2. Solucién.

La funcién de produccién neocldsica con labor y capital como entradas es:
Y = KoL, 0<a<l,
o en términos per cépita (y =Y/L, k= K/L),
y = k“. (3.2.3)
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Consideremos que la tasa de crecimiento poblacional es constante, es decir,

L
n=1 = cte. (3.2.4)
y si § es la tasa de depreciacién de capital:

PRODUCCION: Y (t) = O(t) + I(t). (3.2.5)
CAPITAL: K(t) = I(t) — 6K(t). (3.2.6)

De tal manera que la produccién per cédpita es:

(3.2.7)

Por otro lado,

k(t) = —= —nk(t). (3.2.8)
Asi que, de (3.2.1),

K@)  K()
TR0

nk(t) + 0k(t)
1+ 0)k(t). (3.2.9)

0

+ Ek(t) +
y(t) = c(t)+ k(t) +

~
~—
—~

La restriccién del recurso econdmico es

k=y—c—(n+0)k, (3.2.10)

con depreciacién de capital 9, y tasa de crecimiento poblacional 7.



49 CAPITULO 3. EJEMPLOS

Una funcién de utilidad individual del tipo CIES (Constant Intertemporal Elasticity of
Substitution) es, por ejemplo:

Ule) = , con o > 0. (3.2.11)

Un agente econémico desea resolver

co _l1—o
max / C  emntgy (3.2.12)
ety Jo 1—o0

sujetoa k = y—c—(n+0)k  con k(0) = ko.
El Hamiltoniano del valor actual de este problema es

Cl—a

H =
l1—0

+ Ak —c— (n+)k), (3.2.13)

las condiciones necesarias de primer orden estan dadas por

He = 0 <= ¢ 7=, (3.2.14)
Hy = k < k=y—c—(n+0)k,
Hy+(n—p)A = —\ <= —A= (akail — M+ )N+ (n—p)A, (3.2.15)
y la condicién de transversalidad
tlim E(t)A(t) = 0. (3.2.16)

Tomando logaritmos de (3.2.14) y diferenciando con respecto al tiempo, se obtiene que

¢ A
—0- = —.
c A
Reordenando (3.2.15) se tiene
A
1= —ak® 5+ p.

De donde obtenemos la regla de Keynes-Ramsey [Ver 5, 16]:

é:ako‘fl—é—p

=z 3.2.17
. . ( )
El comportamiento del modelo dindmico es sintetizado por el sistema
¢ = Skt =5 —)p) (3.2.18)
o
k= kK —c—(n+0)k (3.2.19)

E0) = k. (3.2.20)
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La condiciéon de transversalidad asegura la convergencia hacia el estado interior estable.
El estado interior estable puede ser calculado como:

1

K= (ﬁ) o (3.2.21)
= (k)" — (n+ 8)k". (3.2.22)

Cabe senalar, que el sistema anterior no tiene solucién explicita, por lo que es comiin realizar
un andlisis cuantitativo a través de diagramas de fase [Ver 5, 16].

3.3. Problema del regulador lineal (PRL)

3.3.1. Planteamiento del problema

Un problema de optimizacién aplicado a un gran nimero de problemas de diseno en inge-
nierfa es el Problema Regulador Lineal [Ver 7, 8].

Sean A(t), M(t) , D € Mxpn, B(t) € M ¥y N() € M,;,5m; todas matrices con entradas
funciones continuas.

Sea u(t) un vector m-dimensional de funciones a trozos continuas definidas sobre [to, t1].

Sea x(t) un vector n-dimensional de funciones que es la correspondiente solucién de
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(?), (3.3.1)

con condicién inicial x(ty) = Xo.

Suponga que M(¢), N(¢) y D son simétricas, con M(t) y D definidas no negativas y N(¢)
definida positiva.

Considere el problema de elegir u(t) tal que

[x(t1)]" Dx(t;) + /t 1 (x®)]"M(t)x(t) + [u()]"N(t)u(t)) dt (3.3.2)

sea minimizado.
El control éptimo del PRL es una funcién lineal de x(¢). Debido a esto, los controles han
sido disennados para muchos problemas no lineales como problemas lineales.

3.3.2. Solucién

El Problema del Regulador Lineal estd formulado en forma Bolza, y se reduce en forma
Mayer [Ver Apéndice A.1] introduciendo una coordenada extra z,; y una ecuacién diferencial

Fni1(t) = (O] M(8)x(t) + [u(t)]" N(t)u(t).
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Entonces, el criterio de rendimiento resulta ser:

J(xo,u) = [x(t:)]"Dx(t1) + Ty (t1)
— x(t)]"Dx(t) + / " (M) + ] N@u() db. (333
Para reescribir las condiciones del Prin((:)ipio de Pontryagin, definimos
i)
P(t) = (Pi(f()t)) _ Png(t) , (3.3.4)
Paia(t)

donde P(t) es una funcién vectorial n-dimensional y P, 1(t) es una funcién escalar.
Usando férmulas de diferenciacién de formas cuadraticas, las ecuaciones adjuntas (C1)

[P()]T = —[P()|7£(t, " (1), w*(£)) son

[P(t)]T = —[PM)TA(t) = 2P, (H)[x(1)]"M(t) (C1)
Po(t) = 0.

Las condiciones de transversalidad (C3-C6) son:

[P)]" = 2M[x(t)]'D, (C3)
Poa(t) = A,
[P(to)]" = =4y Anga), (C4)
PnJrl(tU) = _)‘n+47
H(ty,x(t1),u(ty)) = —As, (C5)
H(to, x(to),u(te)) = Ao (C6)

Note que A\; # 0, ya que si no lo fuera, como 15(751) = 0, se tendria que 15(15) =0,y porlo
tanto, A = 0.

Debido a que las ecuaciones del Principio de Pontryagin son homogéneas en A y A; # 0
podemos dividir estas ecuaciones por un nimero positivo apropiado para obtener \; = —=.
Con esta normalizacién

[

1
Po(t)=cte=X\ = —=

2
El Hamiltoniano H(t,x(¢), u(t)) = [P(£)]7£(¢,x(t), u(t)) es
H(t,x,u) = [P)] (A()x+ B(t)u )+Pn+1(t)([ J"M(t)x + [u] 'N(t)u)
A(t)x+ B(t)u) - ([X]TM( )x + [u]'N(t)u). (3.3.5)
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El tnico u que maximiza H(¢, x, u) puede ser encontrado:

Ha = [PO)JB() — 5 (2] "N()

Cuando H, =0 :
W'N(t) = [P@)]"B(),
IN®)"u = [B@)"P(t),
N(Hu = [B(t)]"P(t),
u(t) = [N ' B@)]'P(1). (3.3.6)
Sustituyendo P,.1(t) = A\ = —% en las ecuaciones adjuntas:
PO = —[POI"A®) + x()]"™™M(t) vy
Po(t) = 0.

Sustituyendo u(t) = [N(t)] 1 [B(#)]TP(t) en x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) :
%(t) = A(t)x(t) + B(#)[N(®)] ' [B#)] P(1). (3.3.7)

Sintetizamos el problema de encontrar controles extremos para el PRL a encontrar soluciones
x(t) y P(t) del sistema:

%(1) = A()x(t) + BN B0 P(0) (338)
P(t) = —[A@®))"P(t)+M(t)x(t), (3.3.9)
con condicién inicial x(ty) = X, y condicién terminal P(¢;) = —Dx(t1).

Dada una solucién del sistema anterior, con esas condiciones iniciales y terminales, el control
extremo es dado por u(t) = [N(¢)] 7} [B(¢)]TP(t).

En el Capitulo 5 se retoma este problema resolviéndose mediante la Programacion Dindmica,
donde se obtienen mismos resultados.
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Capitulo 4

Programacién dinamica

En este capitulo se estipula la Ecuacién de Programacion Dindmica, principal herramienta
en este trabajo.

En la Seccidén 4.1 se revisa la versién determinista, en la Seccién 4.2 se obtienen resultados a
partir de la terminologfa utilizada en la Seccién 1.1, para que con ellos, finalmente se determine
la versién estocédstica de la Ecuacién de Programacién Dindmica en la Seccién 4.3.

4.1. Version determinista

Considere problemas de optimizaciéon como los anteriores.

Sean ty y Xg el tiempo inicial y estado inicial fijos, y las condiciones terminales involucran
s6lo el tiempo final ¢; y el estado final x;.

Estas condiciones terminales requieren que

(tl,Xl> c M

donde M es un subconjunto cerrado de R**!. A M le llamamos conjunto terminal.
Dado el dato inicial (¢, Xg), definimos

Fioxo = {Clase de funciones continuas a trozos definidas sobre [ty ?1] iniciando en un

tiempo fijo ¢ty que son admisibles para xg}.

Suponemos una funcién ¢, (t1,x(t1)) del tiempo y estado terminales dada como un criterio
de rendimiento. El problema de optimizacién es minimizar el criterio de rendimiento sobre todos
los controles u = u(.) € Fi, x,-

Definicién 4.1.1 Definimos una funcion objetivo como

V(s,y) = inf ¢(t1,x(t1)). (4.1.1)

ucksy

47
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El método de la Programacién Dindmica estudia las propiedades de esta funcién.

Teorema 4.1.2 La funcidn objetivo evaluada a lo largo de cualquier trayectoria correspondien-
te a un control admisible para su estado inicial es una funcion no decreciente del tiempo.

Demostracién. Sea u definida sobre [tg,?;] admisible para Xy, y x la correspondiente
solucién de x = f(¢,x(t),u(t)). Debemos mostrar que, para to < 71 < 79 < t; que

V(T1,%x(711)) < V(72,%(72)).

Para cualquier ¢ tal que tg <t < t1, Fyx) # @ dado que la restriccién de u al intervalo
[t,t1] es admisible para x().
Sea @(t) € Fr, x(r,)- Definimos el control u' sobre [r1,#1] por

oy Julr), sim <<,
u'(r) { a(r), siTe <r<t.

Entonces u' € F;, x(-,). Por lo tanto

V(r1,x(71)) < ¢, (f1,x(t1)).

Dado que 1 fue cualquier control en F7, «(r,), tomando el infimo sobre los controles en
Fryx(rs) da
V(r1,x(m1)) < V(72,%(72))-

Como se deseaba. =

Teorema 4.1.3 La funcion objetivo evaluada a lo largo de cualquier trayectoria optima es
constante.

Demostracién. Sea u* definida sobre [tg, ¢;] un control éptimo para el problema iniciando
€n Xop.

Por el Teorema 4.1.2 V(¢,x*(t)) es no decreciente. Para t, < ¢t < ¢;, u* restringido a [, 1]
es un control admisible para x*(t)

V(t,x"(t) < ¢y (t1,x*(t1)).

La optimalidad de u* para el problema con condiciones iniciales (%o, %) implica

V(to, x0) = ¢ (t1,x"(t1)).

Como V (t,x*(t)) es no decreciente, tenemos que V' (t,x*(t)) = ¢, (t1,x*(t1)) en to <t < t;.
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Teorema 4.1.4 Sea W (s,y) una funcién con valores reales definida sobre R™ tal que si
(s,y) € M definimos W(s,y) = ¢,(s,y).
Sean (ty,%o) condiciones iniciales dadas. Supongamos que para cada trayectoria X correspon-
diente a un control u € Fy, «, que W (t,x(t)) es finita y no decreciente sobre [to,t1].
Siu* € Fyy x, tal que para la correspondiente trayectoria x*, W (t,x*(t)) es constante, entonces
u* es un control éptimo. Ademds, W (ty,xo) = V(to,Xo).

Demostracion. Para cualquier control u € F, «,

W (to,%0) < ¢y(t1,%(t1)).

Para el control u* € Fy, «,
W (to, x0) = ¢4 (t1,x*(t1)),

ast que, u* es dptimo y W(to,xo0) = V(t9,X0). ®

Definimos el siguiente conjunto:

Qo= {(s,y) e R : F,, + &}

Esto es, Qg es el conjunto de puntos (s,y) desde el cual es posible alcanzar el conjunto
terminal M con alguna trayectoria correspondiente a un control continuo a trozos. Llamamos
a Qg el conjunto factible.

Teorema 4.1.5 Sea (s,y) un punto interior del conjunto factible Qy en el cual la funcién
V(s,y) es diferenciable. Entonces V (s,y) satisface la desigualdad diferencial parcial

Vi, + Vyf(s,y,v) > 0

para todo v € U.
Si existe un control dptimo u* € Fy, entonces se satisface la ecuacion diferencial parcial

nézg]z{‘/; + Vyf(s,y,v)} =0. (4.1.2)

El minimo es alcanzado por el limite por la derecha u*(s)* del control éptimo en s. La ecuacion
(4.1.2) es conocida como Ecuacién de la Programacién Dindmica.

Demostracion. Como (s,y) es un punto interior de Qo, si un control arbitrario constante
v € U es usado sobre un intervalo [s,s + k|, k suficientemente pequeno, la correspondiente
trayectoria x(t) € Qo para s <t < s+ k.
Si @ es un control definido en [s + k,t1] admisible para x(s + k), el control uy, definido sobre
[s,t1] por

uk(t):{uv, sis<t<s+k,

a(6), sisth<t<t, <7
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X denota la solucion de (1.2.1): x = f(t,x(t),u(t)) con condicion inicial X(s) =y correspon-
diente a uy. D g(t) denota la derivada por la derecha de una funcion g(t). Como uy es una
funcion a trozos
DYx(t) = f(t, xx(t), up(t)")

donde uy(t)" es el limite por la derecha de wuy en t. Del Teorema 4.1.2, V(t,xx(t)) es no
decreciente, por lo que DTV (t,xx(t)) > 0 para cualquier valor de t para el cual esta derivada
ezista. Calculando esta derivada en t = s, usando la regla de la cadena para la diferenciacion,
tenemos

Vs + Vyf(s,y,v) > 0. (4.1.3)

Si existe un control optimo u* € Fy,, con correspondiente trayectoria x*, el Teorema 4.1.3
implica que
V(taX*(t)) = ¢1(t17X*<t1)):
(

para s <t <ty. Porlo que, si V(s,y) es diferenciable en (s,y),
DYV (s,x*(s)) = Vs + Vyf(s,y,u*(s)") = 0. (4.1.4)

Por lo tanto, (4.1.8) y (4.1.4) dan la Ecuacion de Programacion Dinamica (4.1.2) y el limite
por la derecha del control éptimo u*(s)" alcanza el minimo en (4.1.2).

Teorema 4.1.6 (Teorema de Verificacion) Sea W (s,y) una solucion de la ecuacion diferencial
parcial de Programacion Dinamica (4.1.2) que satisface la condicion de frontera

W(s,y) = 6u(s,y),  para (s,y) € M. (4.1.5)

Sea (to,Xo) € Qo, u € Fiyx, Y X la correspondiente solucion de (1.2.1): x = f(t,x(t),u(t)).
Entonces W (t,x(t)) es una funcion no decreciente de t.

Siu* € Fyx, definida sobre [to,t}] con correspondiente solucion x* de (1.2.1) tal que para
t € [to, t]]

W(t,x*(t)) + Wy (t,x*(¢))f(t, x*(t),u*(t)) =0 (4.1.6)
entonces u* es un control dptimo en Fyyx, Yy W(s,y) = V(s,y) donde V(s,y) es la funcion
objetivo.

Demostracion. De la Ecuacion de la Programacion Dindmica (4.1.2),

%W(t,x(t)) = W, + Wyf(t, x(t),u(t)) > 0.

Por lo que W (t,x(t)) es no decreciente.

La ecuacion (4.1.6) implica que

d

—W(t,x*(t)) =0,

St x (1)

y como W (t,x*(t)) es una funcion a trozos, continua, diferenciable que es constante. Por el
Teorema 4.1.4, u* es un control éptimo, y W =V. m
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4.2. Version estocastica

La siguiente proposicién elemental serd utilizada posteriormente.

Proposicién 4.2.1 Sean c(z,s) y K(x,s) funciones medibles sobre G := [0,T) x X, donde
T > 0 es un tiempo dado fijo. Suponga que ¢ € My, y suponga que v € D(L) satisface la
ecuacion

Lv(s,x) + c(s,z) =0, V(s,x) € G,

y la condicion terminal
(T, z) = K(T,x), r e X.

Entonces, para todo (s,x) € G

(s, z) =B, {/T c(t, z(t))dt + K (T, x(T))} . (4.2.1)

Demostracién. En (1.1.5), tomamos ¢ = T' — s para obtener

B, {o(T,(T))} — v(s,z) — E{ /0 T_SLU(3+7",$(5+7"))dr}

_ B, { / ' Lv(r,a:(r))dr}

y (4.2.1) se obtiene directamente de las suposiciones de la proposicién. m

Proposicién 4.2.2 Sea c € M, una funcion no negativa y p > 0. St v = v, es una funcion en
D(L) que satisface la ecuacion
pu(s,x) = c(s,x) + Lv(s, ) (4.2.2)
y la condicion
e "By {v(s+tz(s+1)} =e " Tw(s,z) — 0, cuandot — oo (4.2.3)

para todo (s,z) € [0,00) x X, entonces v = v, satisface

v(s,2) = By, { / h e_p(t_s)c(t,x(t))dt}

= / e P"Tic(s, x)dt.
0

Demostracion. Con las suposiciones v € D(L) y p > 0, se tiene de (4.2.2) y el Lema 1.1.3
(¢) que la funcion v,(s,z) = e P°v(s,x) estd en D(L) y satisface

Lv,(s,z) = —e "c(s, x).
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Por el Lema 1.1.3 (b) aplicado a v, queda:
t
Tivy(s, ) —vy(s, ) = —/ e P (s, x)dr,
0
que puede ser reescrito como:
¢
e ""T(s,x) —v(s,x) = —/ e P"T.c(s, x)dr.
0
FEl resultado deseado se sigue de (4.2.3) cuando t — co. m

Problemas con horizonte finito

Consideremos un PCM (X, A, L%, ¢) que satisfaga la Definicién 1.1.6 y las Suposiciones 1.1.9
y 1.1.10, con sus respectivas notaciones, hemos de considerar el funcional de costo

J(s,x,7) = ET, { / " ot 2(0))di 4+ K(T,x(T))} , (4.2.4)

endonde 0 < s <T,x e X, mell, T >0 el tiempo terminal fijo, y K € M una funcién no
negativa que represente un costo terminal.

El Problema de Control Optimo es encontrar una politica 7 € II tal que
J(s,z, %) =inf J(s,x,m) = J*(s, ), V(s,z) € G, (4.2.5)

en donde G := [0, 7] x X. Si (4.2.5) se satisface, entonces decimos que 7* es una politica 6ptima,
y la funcién J*(s, z) es llamada la funcién objetivo (o costo éptimo).

Las condiciones suficientes de la Programacion Dindmica para optimalidad estdn estipuladas
en el siguiente teorema de verificacion:

Teorema 4.2.3 Suponga que v € D satisface la ecuacion

inf [L*v(s,z) + c(s,z,a)] =0, V(s,z) € G, (4.2.6)

a€A

con condicion de frontera

v(T,z) = K(T,x), reX, (4.2.7)

en el tiempo terminal T. Entonces:
(a) v(s,2) < J(s,z,m),  W(s,1) € G, m el
(b) Sim* €11 es una politica de Markov tal que 7*(s,x) € A minimiza (4.2.6), i.e.,

L™ v(s,x) 4+ " (s,2) =0, V(s,z) € G, (4.2.8)
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entonces J(s,x,7) = v(s,x).
Por la parte (a), ™ es una politica éptima y v = J* es la funcion objetivo.

Demostracion. Supongamos que v satisface (4.2.6) y (4.2.7), y sea m € 11 una politica
admisible arbitraria. Entonces

L™v(s,z) + c"(s,x) > 0, V(s,z) € G. (4.2.9)
Entonces, por (1.1.5) cont =T — s,

B {v(T,2(T))} —v(s,x) = Ef, {/ST L”U(T,x(r))dr} (4.2.10)

T
> —Ef, {/ c”(r,x(r))dr}.
De esta desigualdad y (4.2.7) obtenemos

v(s,z) < BT, { / : & (r, 2 (r))dr + K (T, a:(T))} = J(s,z,7), (4.2.11)

lo cual prueba la parte (a).
Por otro lado, si (4.2.8) se satisface, entonces tendriamos la igualdad con (4.2.9) y (4.2.11)
con m = w*. Por lo tanto, v(s,x) = J(s,x,7*), y de (a), v(s,z) = J*(s,z). =

Sea p > 0 un factor de descuento dado, y en vez del funcional de costo (4.2.4) consideramos
el costo esperado descontado

T
Vr(s,x,m) = Ef, {/ e P e (¢ (t))dt + e T K (T, x(T))} , (4.2.12)

con K € M. El siguiente resultado es un caso especial del Teorema 4.2.3, o puede probarse di-
rectamente con los mismos argumentos de la demostracién de la Proposicién 4.2.2 y el Teorema
4.2.3.

Teorema 4.2.4 Suponga que v € D satisface la ecuacion

pv(s,x) = inf [L*v(s,z) + c(s, z,a)], V(s,z) € G, (4.2.13)
acA
con condicion de frontera
o(T,z) = K(T,z), a€X, (4.2.14)
en el tiempo terminal T. Entonces:
(a) v(s, ) < Vals,z,m),  V(s,2) € G, 7Tl
(b) Si m* € 11 es una politica de Markov tal que 7*(s,z) € A minimiza (4.2.13), i.e.,
pv(s,x) = L™ v(s,x) + c (s,2), V(s,z) € G, (4.2.15)

entonces v(s,x) = Vr(s,z, 7).
Ast que, por la parte (a), ™ es una politica dptima para la funcion de costo descontado (4.2.12).
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La conclusion del Teorema 4.2.4 (b) puede ser escrita como v(s,z) = Vr(s,z), en donde

Vr(s,z) :=inf Vp(s,z, )

es la funcién objetivo para (4.2.12).

4.3. Procesos de difusién

Consideremos procesos de Markov Révaluados {x(t),* > 0} que son solucién de la ecuacién
diferencial estocéstica (EDE) de la forma

dx(t) = p(t,x(t))dt + o(t,x(t))dW (t), (4.3.1)

donde u(t,x(t)) : [0,00] x R? — R% y o(t,x(t)) : [0,00] x RY — R¥" son funciones dadas,
y {W(t),t > 0} es un proceso de Wiener n-dimensional. Impondremos condiciones en los
coeficientes p y o para asegurar que exista y sea unica la solucién de (4.3.1).

Condicién 4.3.1 Las funciones u(t,x) y o(t,x) son medibles, y satisfacen:
(a) Para todo T > 0, existe una constante K = K(T) tal que, para todo 0 <t <T yx € R?

< K(1+[x]),
o, x)] < K(1+x])

(donde, para una matriz A = (a;;), |A]? := Tr(AAT) =3 az;)-

(b) Para todo T > 0 y r > 0, existe una constante K' = K'(T,r) tal que
Kl ‘X - Y| ’
K'lx—y|

lu(t,x) — p(t, y)
lo(t,x) —o(t,y)

IN A

para todo 0 <t <T y |x| <r, |y|] <r.

Bajo las condiciones anteriores, conocidas en la literatura como condiciones de It6, la EDE
(4.3.1) tiene una tunica solucién continua x () que es un proceso de Markov con probabilidades
de transicién

P{s,x,t, B} = P{x(t) € Blx(s) = x} = P{x(t;s,x) € B}.
Condicién 4.3.2 p(t,x) y o(t,x) son funciones continuas sobre [0,00) x R%
Las Condiciones 4.3.1 y 4.3.2 implican que la solucién x(-) de la ecuacién diferencial estocds-

tica (4.3.1) es un proceso de difusién con coeficiente de tendencia yu(t,x) y matriz de difusién
D(t,x) := o(t,x)[o(t,x)]".
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Definicién 4.3.3 Sea C'? = CY%([0, 00] x R?) una clase de funciones v(s,x) continuas con
valores reales sobre [0,00] x R? tal que v es de clase C' en s y de clase C? en x, i.e., las
derivadas parciales C' en vy, v,,, Vasa;» (Para i, j =1,...,d), son continuas.

Sive Ch?, definamos

1
Lo(s,x) := vs(8, %) + vx(s,x) (s, x) + iTr[Uxx(s,x)D(s,x)], (4.3.2)
donde vy := (Vg,, ..., Us,) €s el gradiente de v (en las variables X); y Vxx = (Vg,z,) €5 la matriz

hessiana.
En términos de £ podemos escribir la regla diferencial de Ito:
Teorema 4.3.4 Seax(-) solucion de (4.5.1). Siv € C*2, entonces el proceso v(t,x(t)) satisface

la EDE
dv(t,x(t)) = Lo(t,x(t))dt + vk(t,x(t))o(t,x)dW (t). (4.3.3)

En forma integral, podemos escribir (4.3.3) parat > s > 0, dado x(s) = x, como

v(t,x(t))—v(s,x):/ Ev(r,x(r))dr—l—/ vx(r,x(r))o(r,x(r))dW (r). (4.3.4)

Si v y o son tales que, para cada t > s,

Esx { / t s (r, % (1)) (r, x (1) |” dr} < 00, (4.3.5)

entonces el valor esperado de la dltima integral en (4.3.4) es 0. Adicionalmente a (4.3.5), tenemos
que

E,.. { / Lo x(r)| dr} < 0. (4.3.6)

Entonces, tomando esperanzas E; x en (4.3.4) obtenemos:

B, {0(t, x(£))} — v(s,x) = By { / t Lo(r, x(r))dr} . (4.3.7)

En términos de la notacién de semigrupo (1.1.2), y sea h := t — s, podemos reescribir (4.3.7)
como

h
Thv(s,x) —v(s,x) = /0 T.(Lv)(r,x(r))dr. (4.3.8)

Finalmente, multiplicando por % y h | 0, obtenemos, de (1.1.3), Lv = Lv. Explicitamente,
se ha demostrado lo siguiente:
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Teorema 4.3.5 Siv € C'? es tal que (4.5.5) y (4.3.6) se satisfacen, entonces v € D(L) y Lv
es dado por

Lo(s,x) = vs(8,X) + vy (s, x) (s, %) + %Tr[vxx(s, x)D(s,x)]. (4.3.9)

Observacién 4.3.6 Sea v € C%? como en el Teorema 4.3.5, y sea T un tiempo de paro para
x(+) tal que By {17} < 0o entonces (4.3.7) se satisface cuando t = T.

Sea A el conjunto de controles (o acciones), un conjunto cerrado de R™, y en vez de la EDE
(3.3.1) consideramos la siguiente EDE controlada

dx(t) = p(t,x(t), a(t))dt + o(t, x(t), a(t))dW (¢), (4.3.10)

con coeficientes g : [0,00) x RIx A — Ry g :[0,00) x RIx A — R¥>" vy a(t) € Aparat >0,
el proceso de control.

Definicién 4.3.7 Una politica de control de Markov 7 se dice que es admisible (m € I1) si
(a) Las funciones p™(t,x) := p(t,x,7(t,x)) y o™ (t,x) := o(t,x,n(t,x)) satisfacen las Condi-
ciones 4.3.1 y 4.53.2. La correspondiente solucion x(-) de (4.3.10) es escrita como X" (+);

(b) El generador L™ de x™(-) satisface que L™ = L* si w(x,s) = a, donde

L2v(s,x) = vs(s,x) + vx(s, x) (s, x, ) + %Tr[vxx(s, x)D(s,x,a)] (4.3.11)

con D(s,x,a) = o(t,x,a)[o(t,x,a)]’.

Para los procesos de difusion controlados determinados por (4.3.10), el Teorema de la Pro-
gramacién Dindmica 4.2.3 es vdlido cuando v satisface las condiciones del Teorema 4.3.5 (i.e.,
veCh? | (4.3.6) y (4.3.7)). En este caso, el generador L* en (4.2.6) es dado por (4.3.11), asf
que (4.2.6) resulta ser:

vs(8,X) + gréig{vx(s, x) (s, x,a) + %Tr[vxx(s, x)D(s,x,a)] + c(s,x,a)} =0 (4.3.12)

para (s,x) € G := [0, T] x R%, con la condicién de frontera
o(T,x) = K(T,x), x € R% (4.3.13)

La ecuacién (4.3.12) y (4.3.13) es llamada Ecuacién de la Programacién Dindmica de
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) con su respectiva condicién frontera.

Ademsds, una forma maés general del Teorema 4.2.3 es como sigue. Sea () un subconjunto
abierto de G, y sea ( el tiempo de salida de (¢,x(t)) de @, dada la condicién inicial (s,x) € @,
ie.,

¢ :=1inf{t > s|(t,x(t)) ¢ Q}. (4.3.14)
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En particular, si Q = (0,7) x R?, entonces ¢ = 7. Finalmente, sea 9*Q un subconjunto
cerrado de la frontera 0Q) de @ tal que (,x(¢)) € 9*Q con probabilidad 1 para toda condicién
inicial (s,x) € @ y toda politica admisible 7. Finalmente, en la definicién (4.2.4) del costo
funcional J(s,x, ) reemplazando T por ( , obtenemos:

¢
J(s,x,m) = Ef, {/ " (t,x(t))dt + K(C,X(())} . (4.3.15)

Entonces el Teorema 4.2.3 es vilido si (4.3.12) es reescrito para satisfacerse cuando (s,x) € @
y de la condicién frontera (4.2.7) tomamos

v(s,x) = K(s,x), V(s,x) € 0"Q). (4.3.16)
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Capitulo 5
Ejemplos

En este capitulo se muestran y resuelven algunos problemas mediante Programacién Dindmi-
ca, como el PRL revisado en el Capitulo 3, y dos problemas de Finanzas relacionados con la
seleccién de portafolio 6ptimo.

5.1. Problema del regulador lineal

Recordando el planteamiento del PRL revisado en la Seccién 3.3:
Sea x(t) un vector n-dimensional de funciones que es la correspondiente solucién de
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(?)

con condicién inicial x(ty) = xg.
Agregamos la ecuacién diferencial:

Fn1 (1) = [x(8)]"M(t)x(t) + [u(t)] " N(t)u(t),
para tener el criterio de rendimiento:

J(Xo, 11) = [X(tl)]TDX(tl) + .Tn+1<t1).

5.1.1. Solucién

Seay = (Y1, Y2, - Yns Yn+1) = (¥, Ynt+1), entonces la Ecuacion de la Programaciéon Dindmica
correspondiente es:

min {V, + V,(Ay + Bu) + V., ([y]"M(s)y + [u]"N(s)u)} = 0. (5.1.1)

ueld

Como x,1(t) representa la contribucion al criterio de rendimiento

J(x0,u) = [x(t2)]"Dx(t1) + zpp1(t1)
= [X(tl)]TDX(t1)+/ (] M(t)x(t) + [u®)]" N(t)u(t)) dt,

to

99
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el problema es lineal con criterio cuadratico. Proponemos que la funcién objetivo es lineal en
Yna1 y cuadrdtica en y. Esto es, suponemos que la funcién objetivo tiene la forma

W(s,¥) = yns1 + [y(0)]"K(s)y(t), (5.1.2)
en donde K(s) es una matriz simétrica C' con K(¢;) = D, y veremos si W (s,y) es solucién de

(5.1.1).
Para la funcién W (s,y), la expresién entre corchetes de (5.1.1) es

)" K(s)y +[y]" A ()] K(s)y +[u]" [B(s)] "K(s)y+[y] "K(s)A(s)y+[y] " K(s)B(s)ut[y] M(s)y+[u] "N(s)u.

Tomando gradiente con respecto a u e igualando a 0, el minimo es alcanzado en
u = —[N()] " [B(s)|"K(s)y. (5.1.3)
El valor del minimo es dado por

I K(s)y+ly]" ([A(s)]TK(s) + K(s)A(s)) y—[y] K (s)B(s)[N(s)] " [B(s)]"K(s)y+[y] " M(s)y.

Una condicién suficiente para que esta cantidad sea igual a 0 es que K(s) satisfaga la
ecuacién matricial de Riccati:

K(s) = —[A(s)]"K(s) — K(s)A(s) + K(s)B(s)[N(s)] '[B(s)]"K(s) = M(s). ~ (5.1.4)

Por lo tanto, las condiciones del Teorema 4.1.6 son satisfechas.

5.1.2. Simulacién

Consideramos el caso escalar d =n =m =1 [Ver 10].
El estado z(-) € R del sistema se supone satisface la ecuacién diferencial estocdstica lineal

dx(t) = [y(t)2(t) + B(t)a(t)]dt + o (t)dW (2),

con coeficientes ¥(+), 8(+), y o(-) en C'[0,T], y con costo funcional

J(s.2.m) = I, { [ a0z + 0] a + qTa:2<T>} ,

en donde ¢(-) > 0y r(-) > 0 son funciones continuas; gr > 0.
La tasa de costo y el costo terminal son dados, respectivamente, por

c(s,z,a) == q(t)x* + r(t)a® y K(s,x) := qpa?, (5.1.5)
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Suponemos que no hay restricciones de control: A = R. Note que los coeficientes de tendencia
y de difusién de la EDE

p(t,z,a) :=~vt)x + B(t)a y o(t,z,a) = o(t) (5.1.6)

satisfacen las Condiciones de Ito.
Ahora, de (5.1.5) y (5.1.6), la Ecuacién de la Programacién Dindmica (4.3.12) y (4.3.13) es

1
vs + y(8)zv, + 502(s)vm + q(s)z* + m%Rn{B(s)vwa +7(s)a*} =0 (5.1.7)
ac
con
v(T,z) = qra®, x €R. (5.1.8)
El minimo en (5.1.7) es alcanzado en a* = 7*(s, x) dado por
* ﬁ(s)vfﬁ
= ——" 5.1.9
s0) =~ (5.9

que insertado en (5.1.7) se obtiene

L, 2 _
vs +y(s)zv, + 39 () + q(s)x Tl 0. (5.1.10)

La cuestion es ahora obtener la solucién de (5.1.10). Por la forma de esta ecuacién, podemos
probar una solucién de la forma

v(s,z) = k(s)a® + g(s), (5.1.11)
con k(+) y g(-) de clase C*, y k(-) > 0. Ademds, para satisfacer (5.1.8) requerimos que
E(T)=qr y g(T)=0. (5.1.12)
Con este valor de v(s, x), la ecuacién (5.1.10) resulta

B*(5)k*(s)
r(s)

asi que, para que v en (5.1.11) sea solucién de (5.1.10) es suficiente que k(-) y g(-) satisfagan

K(s) + als) + 2y(s)k(s) — 2+ g/(s) + 0%(s)k(s) = 0

K(s) = —q(s)—27(s)k(s)+T y (5.1.13)
d(s) = —a*(s)k(s), (5.1.14)

para s < T. Por lo tanto, combinado con la condicién frontera (5.1.12), ¢(-) estd dado por

o(s) = / Wkt dt,  s<T,
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y k(-) es determinado de manera tnica por la ecuacién de Riccati (5.1.13) con la condicién
terminal K (7T') = qr.
Finalmente, de (5.1.9) y (5.1.11), la politica 6ptima 7* es

= Xy (5.1.15)

Supongamos entonces que el estado z(-) € R del sistema satisface la EDE

1

dz(t) = [(2 — t)z(t) + V2a(t)]dt + N

dW (t), z(0) = xg
con costo funcional a minimizar

J(s,,7) =BT, {/STW@) +a()] dt + x2(T)}

con s =0,T =1.
Con esta dindmica y este criterio de rendimiento, la Ecuacién de la Programacion Dindmica
es:

Vs + (2 — 8)zv, + Vg + 2% + m'ﬁ{n{\/ﬁvxa +a*} =0
ac

2(2—5s)
con
v(l,z) =2% x€R.

La cuestion es ahora obtener la solucién de la EPD que tiene la forma
v(s, x) = k(s)x* + g(s).
Ademas, se requiere que
BT =1)=q =1,y g(1)=0.
Las funciones
k(s) = 2—s,
g(s) = 1—s

satisfacen las ecuaciones diferenciales (5.1.13) y (5.1.14) con su respectiva condicién terminal.
La politica éptima 7* es

™ =2(s — 2)x.

Se muestran las siguientes gréficas del comportamiento de la dindmica promedio que siguen
x y m, respectivamente graficados en Fig. 6.1 y 6.2. Observe que 7* = 7*(0,x¢) = —2V/2.
Ademss, se obtiene que v(0, xg) = 3.
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Fig. 6.1 Comportamiento promedio simulado de x.  Fig. 6.2 Comportamiento promedio simulado de 7.

5.2. Seleccién de portafolio 6ptimo

Consideramos un ejemplo formulado en el contexto de mercados financieros con dos activos:
uno libre de riesgo llamado bono, y el otro con riesgo llamado accion.

En un problema de consumo/inversién, conocido como problema de seleccién de portafolio
6ptimo, un agente econémico cuyas acciones no influyen en los precios del mercado, puede elegir
un portafolio (estrategia de inversién) y una estrategia de consumo que determinan la evolucién
de su riqueza. El problema es elegir estas estrategias para maximizar un criterio de utilidad.

En los siguientes ejemplos, el problema serd el de maximizar la utilidad esperada de riqueza
terminal y el de maximizar la utilidad total descontada esperada de consumo. [Ver 9, 10, 12,
14].

5.2.1. Planteamiento del problema

Sea x(t) la riqueza al tiempo ¢, tendremos las siguientes consideraciones:
P(t) =Precio del activo sin riesgo.
Q)(t) =Precio del activo con riesgo.
dados por

dP(t) = rP(t)dt (5.2.1)

dQ(t) = Q(t)|pdt + odW (t)] (5.2.2)
donde W(-) es un proceso de Wiener estdndar unidimensional. r, o, y ¢ son constantes con
r<p,yo>0.

Una politica 7 de consumo/inversién es un par (a;(-),az(-)) consistente en un proceso de
portafolio a1(+) y un proceso de consumo as(+).
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Esto es, a1(t) (respectivamente 1 — aq(t)) es la fracciéon de riqueza invertida en la accién
(respectivamente bono) al tiempo ¢. Y as(t) es la tasa de consumo. Ambas satisfaciendo las

restricciones de control

Cuando usamos una politica 7 de consumo/inversién, la riqueza z(-) = z7(-) cambia de
acuerdo a la EDE

de(t) = (1 — a1 (t)z(t)rdt + ai(t)x(t)[pdt + odW(t)] — as(t)dt.
ganancia inversién bono ganancia inversion acciéon pérdida por consumo

Reescribiendo la ecuacién anterior en su forma estdndar tenemos

dx(t) = [(r + (p — r)ay(t))x(t) — az(t)]|dt + oay (t)x(t)dW (). (5.2.4)

5.2.2. Utilidad esperada de riqueza terminal

Sea U una funcién de utilidad, i.e, U es una funcién no negativa en [0, 00), de clase C?,
estrictamente creciente, estrictamente céncava, y tal que U'(0) = +o0.

Supongamos ahora que no hay consumo, es decir, as(-) = 0, asi que la ecuacién de riqueza
(5.2.4) se convierte en

dx(t) = [(r + (u — r)ay(t))x(t)]dt + oay (t)x(t)dW (t). (5.2.5)
Ademads, deseamos maximizar la utilidad esperada de la riqueza terminal
J(s,@ym) == B, {U[z(Q)]}- (5.2.6)

Supondremos que la funcién de utilidad es U(x) = 27, con 0 < y < 1, (notar que U(0) = 0),
y ( es el primer momento de salida del conjunto abierto @ = (0,7") x (0, c0).
El criterio de utilidad (5.2.6) es de la forma

) =1, { [+ weicaie}

con ¢(s,x,a1) =0y K(s,z) =U(z) = 2.
Entonces, la ecuaciéon HJB (3.3.12)-(3.3.13) es

1
Vs + méx {[7“ + (p—r)aq]zv, + 5(06111')2%590} =0 (5.2.7)

0<a1<1
con la condicién frontera

v(s,x) = K(s,z) =U(z) =27, V(s,z) € 0°Q, (5.2.8)



5.2. SELECCION DE PORTAFOLIO OPTIMO 65

donde 0*Q = ([0,7) x {0}) U ({T'} x [0,00)).
Ignorando momenténeamente la restriccién 0 < a;(t) < 1 encontramos que la funcién entre
corchetes de (5.2.7) es maximizada cuando

—(p — 1)V,

a; =7 (s,x) = p— (5.2.9)
si v, >0y v <O0.
La sustitucién de (5.2.9) en (5.2.7) produce
Vs + rTv, — —(u2;27;ivf. =0 (5.2.10)
sobre G = [0,T) x R, con
v(s,x) = a7, paras =T ox =0. (5.2.11)
Para resolver (5.2.10)-(5.2.11) proponemos una solucién de la forma
v(s,x) = h(s)x?, con h(T) = 1. (5.2.12)
Con esta eleccién de v, la ecuacién (5.2.10) queda
h'(s) + Cvh(s) = 0, (5.2.13)
con C :=r+ 22‘;?2;. Por lo tanto, h(s) = e“""=%) para s < T, asf que
v(s,z) = T (5.2.14)
(s, 1) = % (5.2.15)

Por lo que, si % < 1, entonces concluimos que la funcién (5.2.14) corresponde a la

funcién objetivo 6ptima J*(s,x) = v(s,z), y la funcién (5.2.15) a la politica de control éptima
(o proceso portafolio) 7*, que es constante.

Simulacion

La simulacién consistird en recrear las dindmicas de precios de dos activos (uno libre de
riesgo y otro con riesgo) y la dindmica de la riqueza con condiciones iniciales. Tomando en
cuenta el criterio de rendimiento (5.2.6), el objetivo es maximizar una utilidad esperada de la
riqueza terminal encontrandose una fraccién de inversién éptima.

Consideremos entonces dos activos con dindmica de precios

dP(t

PO~ ot

P(t)

dQ(t

AU - 6 + 0.9dW (t)
Q(t)
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para s = 0 < t < T = 1, con condiciones iniciales en ¢, = 0, P(0) = 10, Q(0) = 15.
Identificindose r = 0.5, 4 = 0.6, 0 = 0.9.
La ecuacién de riqueza es

dx(t) = [(r + (p — r)aqy (t))x(t)]dt + oay (t)x(t)dW (t), x(0) = 250.
El propésito es maximizar la utilidad esperada de la riqueza terminal
J(s,x;m) = B, {U[z(C)]}

cuando U = 27, con v = 0.8.
La fraccién de inversién éptima sobre la accién es

at =0.617284.

La fraccién de inversién 6ptima sobre el bono, por ende es 1 — aj = 0.382716.
La funcién objetivo 6ptima J*(s, x) con los pardmetros dados es

v(s,z) = 126.705.

El comportamiento de los precios de la accién y de la riqueza pueden ser comparados con
sus valores esperados, representados en Fig 7.1 y 7.2.

g /j’ wor
W0k .--"_..-J.’--
) / s00f

200

100

1 L L " T L L L L Lo
0.2 0.4 0.6 [R:3 1.0 0.1 0.4 0.6 0.8 10

Fig. 7.1 Simulacién del precio del activo. Fig. 7.2 Simulacién de la riqueza.

Natural es plantearse invertir unicamente en el bono (a; = 0), o Unicamente invertir la
accion (a; = 1) donde se tienen los siguientes valores respectivos para v

vo(s,x) = 123.615
vi(s,z) = 125.508.

La funcién de rendimiento méximo v(s,z) = e“"T=*)z7 es representada en la sig. figura,

donde se observa su comportamiento con respecto a la variable de control a;. (Figura 8).
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Figura 8. Funcién objetivo v(ay).

5.2.3. Utilidad total descontada esperada de consumo

En el contexto del ejemplo anterior, consideremos que ahora el problema de consumo/inversién
en el que estamos interesados es maximizar la utilidad total descontada esperada del consumo

J(s,z;7) = ET, { / ' e"’tU(aQ(t))dt} (5.2.16)

con tasa de descuento p > 0.

Supongamos que la funcién de utilidad es U(ay) = ag, con 0 < v < 1. En este caso, las EPD
de HJB (3.3.12, 3.3.13) resultan ser

1
Vs + max {e"’sa; +[(r+ (g —r)ar)x — asv, + §(Ua1x)2vm} =0 (5.2.17)
con condicién terminal

v(T,z) =0 (5.2.18)

y la maximizacion es sobre el conjunto de parejas a = (ay, as) satisfaciendo (5.2.3).
Ignorando momentaneamente tales restricciones, la funcién dentro de los corchetes de (5.2.17)
es maximizada por a* = (a}, a}) tal que

. —(p—7)vs
= 5.2.19
ay Uzl"l)xa; ( )
1, 17
a/; = [—eth$:| (5220)
Y

si v, >0y v <O0.
Proponemos una solucién de (5.2.17) de la forma

v(s,x) = h(s)x”, con h(T) = 0. (5.2.21)
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En este caso, (5.2.19) y (5.2.20) resultan ser

* H—=r

= L= 5.2.22
ay 0_2(1_7)7 ( )
@, = z[e”h(t)]7T, (5.2.23)

y reemplazando los valores en (5.2.17) obtenemos
[h'<s) + Cyh(s) + (1 — Y)h(s)[e?h(s)] 71| 27 = 0, (5.2.24)

donde C :=r + (u—r)®

20%(1—7)"
Dado que (5.2.24) se satisface para todo = > 0, la funcién entre corchetes debe ser 0. Resulta

1
una ecuacién diferencial para h , que puede ser resuelta haciendo g = [e”*h(s)]7—T para resolver
la ecuacién diferencial

Cy—p

g'(s)+ o g(s) = lg(s))* (5.2.25)

con 3 := —Cj:l” .

Se tiene que la solucién es
_ g

g(S) - 1 - e*ﬁ(T*S) (5226)

y por ende que:

L1 sag]

h(s)=e " |= ——e PV 7° . 5.2.27
e -

Con esta funcién h, y si p —r < o%(1 — 7), la politica éptima de inversién/consumo estd
dada por

* w—=r
= — 2.2
al 0_2<1 _ ’}/) ) (5 8)
* /8

Note que aj es constante, y a3 es una funcién lineal de x.

Simulacién

La simulacién consistird, como en el ejemplo anterior, en recrear las dindmicas de precios de
dos activos y la dindmica de la riqueza con condiciones iniciales. Tomando en cuenta el criterio
de rendimiento (5.2.16), el objetivo es maximizar una utilidad total descontada esperada de
consumo, encontrandose los correspondientes controles 6ptimos (consumo e inversion).
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Asi pues, consideremos como se habfa venido manejando dos activos con dindmica de precios

dP(t) -

W = 0.5dt,

dQ(t) -

T = 0.6dt + 0.9dW (),

para s =0 <t < T =1, con condiciones iniciales en t; = 0, P(0) = 10, Q(0) = 15.
La ecuacién de riqueza es ahora
dz(t) = [(r + (p —r)ai(t))x(t) — az(t)|dt + oaq (t)z(t)dW (t), z(0) = 250.

El propésito es maximizar la utilidad esperada de la riqueza terminal

J(s,z;7) = ET, { / ' eth(ag(t))dt}

cuando U =27, con vy =08y p = 1.
La fraccién de inversién 6ptima sobre la accién es

) = 0.617284.

La fraccién de inversién 6ptima sobre el bono, por ende es 1 — a] = 0.382716.
La funcién objetivo éptima J*(s, z) con los pardmetros dados es v(s, ) = h(s)z?, con h(s)
como en (5.2.27):
v(s, ) = 66.3043.

El comportamiento de los precios de la accién y de la riqueza simulados son representados
en las siguientes gréficas (Fig 9.1 y 9.2).

L)
o

= = RBY RY R RO
h O D BRIl h

t
o.20.40.€0.8B 1
Fig. 9.1 Simulacién del precio del 0.2 0.4 0.€ 0.8 1
activo con riesgo. Fig. 9.2 Simulacién de la riqueza.

La tasa de consumo 6ptima estd dada, como en (5.2.29), por

a; = 3.04825x.
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Conclusiones

La teorfa del control éptimo se encuentra presente en numerosas aplicaciones, tanto en la
vida cotidiana como en sofisticados sistemas tecnolégicos.

Al comienzo de este trabajo, se definieron conceptos preliminares y la terminologia a utilizar
en la teorfa del control 6ptimo. En el desarrollo de esta tesis se revisaron y reelaboraron las
demostraciones del Principio de Pontryagin y de la Programacién Dindmica en su version
determinista y de su andlogo estocéstico.

El Principio de Pontryagin nos ofrece las condiciones necesarias de optimalidad de un proble-
ma de control 6ptimo. La Programaciéon Dindmica consiste en resolver una ecuacién diferencial
parcial, cuya soluciéon determina la funcién objetivo 6ptima del problema de control.

Finalmente, se presentan ejemplos de aplicaciones diversas de control éptimo. Problemas
que se simulan mediante el desarrollo y ejecuciéon de programas y donde ademads, se estudia el
comportamiento del sistema involucrado.

Un posible problema a futuro es el estudio de problemas a tiempo continuo sensibles al
riesgo.
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Apéndice A

Apéndices

A.1. Apéndicel

En Calculo, consideramos el problema de maximizar (o minimizar) una funcién f definida
en algun intervalo [a,b] de R. Se saben los siguientes resultados:

(i) Condiciones necesarias para un mdzrimo en x*. Supongamos que f(z*) < f(z) para toda
a < z < b. Entonces

=
—~
K
*
I

0, f"(z*) <0,sia<z*<b (Maximo interior)
fl(z*) < 0, siz¥=a (A.L1)
>

0, siz"=0b

siempre y cuando la derivada exista.

(ii) Condiciones suficientes para un mdximo local en z*. Suponga que las desigualdades
sobre f'y f” en (i) son estrictas. Entonces existe una vecindad N(z*) tal que f(z*) < f(z)
para todo x € N N [a,b], x # x*.

(iii) Ezistencia de un mdximo. Si f es continua en |a, b], entonces f tiene un maximo en ese
intervalo.

(iv) Unicidad del maximo. Si f(x) es una funcién estrictamente céncava en [a,b] tiene un
méximo en un unico punto z* en [a, b]. Una condicién suficiente para que f(x) sea estrictamente
céncava es que f”(x) < 0 sobre [a, b].

Generalizaremos estos resultados para funciones definidas en un espacio abstracto. Asi que
consideramos el problema general de optimizacién: dado un conjunto K y una funcién real J
definida sobre K, encontrar un elemento u* € K tal que J(u) < J(u*) para todo u € K.

Las condiciones necesarias para un méximo son obtenidas considerando funciones ¢ = ((¢)
de algin intervalo a < ¢ < b, tal que la funcién compuesta f(e) = J(((¢)) sea diferenciable.

(i) Condiciones necesarias para un mdrimo. Supongamos que u* € Ky J(u) < J(u*) para
cualquier u € K. Si ( = ((¢€) es una funcién de un intervalo [a,b] a I, tal que ((¢*) = u*,
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entonces
iJ(C(e))| =0 d—gJ(C(s))| <0, sta<e*<b
d€ e=¢* - 9 d€2 e=e* > Y, .
%J(C(e)ﬂga* < 0, sie"=a. (A.1.2)
d

£J(C(5))|E:a* > 0, sieg*=hb.
siempre y cuando la derivada indicada exista.

En muchos casos K es un subconjunto de un espacio vectorial V. Cuando esto ocurre, pueden
ser hechas estas definiciones.

Definicién. Sea u € K y v € V. El punto u es un punto interno de K en la direccién de v si
existe e(v) > 0 tal que u + cv € K para |¢| < e(v).

Definicién. Sea u € K y v € V. El punto u es un punto radial de K en la direccién de v si
existe €(v) > 0 tal que u+cv € K para 0 < ¢ < £(v).

Si u es un punto interno (o radial) de K en la direccién de v, entonces

((e)=u+ev

mapea a K para |e| < ¢(v) (0 0 < e < e(v)). La notacién

d
0J(u,v) = d—gJ(u +ev)|c=0

denotard la derivada de J en u en la direccién de v.

Definicién. J es Gateau diferenciable en u si u es un punto interno en la direccién de v y
dJ(u,v) existe, para todo v € V.

La notacién 6°.J(u,v) es usada para denotar

2

d
6% J (u,v) = d_ezj(u + €v)|e=o

siempre y cuando la segunda derivada indicada exista.
Supongamos ahora que K es un subconjunto de un espacio vectorial V.

Teorema A.1.1 Si J tiene un mdximo en KC en un punto interno u* de IKC en la direccion de
vy 6J(u*,v), 6*J(u*,v) existen, entonces

dJ(u*,v) =0, 6% J(u*,v) < 0.

Teorema A.1.2 Si J tiene un mdximo en KC en un punto radial u* de K en la direccion de v
y 0J(u*,v) existe, entonces
dJ(u*,v) <0.
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Teorema A.1.3 Sea KC converxo, sea J convexo sobre K y u* € K. Si §J(u*,v) < 0 para toda
v €V tal que u+v € I, entonces J tiene un mdximo sobre IC en u*.

Sea L(t,x,u) una funcién continua
L:RxR"xR"™—R

de clase C' en (x,u).
Dependiendo del criterio de rendimiento considerado, le designamos un nombre al Problema
de Control Optimo:

J(xg,u) = o¢,(e) Problema de Mayer (A.L3)
t1
J(xp,u) = / L(t,x(t),u(t))dt Problema de Lagrange (A.14)
to
t1
J(xou) = o(e)+ / L(t.x(t),u(t))dt  Problema de Bolza. (AL5)
to

Los tres problemas de optimizacién anteriores son equivalentes. Cada uno puede formularse
partiendo de algiin otro.

Un problema de Lagrange puede ser formulado como un problema de Mayer agregando una
nueva componente con su correspondiente ecuacién diferencial

npa(t) = L(t, x(t), u(?))

con condicién inicial x,41(tg) = 0 al sistema x = f(¢,x(¢),u(t)). Entonces el criterio de
rendimiento (A.I.4) estd dado por

t1
Txo.0) = 6y (€) = eslts) = [ L(t:x(0).u(®)d.
to
Un problema de Bolza puede ser convertido a un problema de Mayer de manera similar con
(A.L5) reescrito como ¢, (e) + xp41(t1).
Un problema de Mayer puede ser convertido a un problema de Lagrange agregando una
coordenada extra y su correspondiente ecuacién diferencial

in—f—l =0
al sistema % = f(¢,x(¢),u(t)), y agregando una componente extra ¢, ,(e) a los ¢,(e), ..., ¢, (e)
con b1 (o)
e
Gpr1(€) = Tny1(ts) — ; : P
1 — o

Entonces ¢, ,(e) = 0 implica
i1
/ Tui (1)t = (@),
to

Por lo que (A.L.3) puede ser expresado en la forma (A.I.4) con L(t,x,u) = ;41.
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Teorema A.2.1 Sea A(t) € M, x,, G(t) un vector n-dimensional de funciones continuas a
trozos definidas en el intervalo [to,t1], y yo un vector n-dimensional. Entonces, si T € [to, 1]
existe una unica solucion continuamente diferenciable a trozos de la ecuacion diferencial vec-
torial

v =A()y + G(1) (A.IL1)

sobre el intervalo [ty,t1] que satisface la condicion
y(7) = yo. (A.IL.2)
El sistema de ecuaciones diferenciales vectoriales
P=—[A1)]"P (A.TL3)

es llamado Ecuaciones Adjuntas.
Por el teorema anterior tienen una unica solucién para una condicién frontera dada. Si y(?)
es una solucién de (A.IL.1) y P(¢) es una solucién de (A.IL3):

CIPO"y(1) = PO AbY(0) + PO AWy () + [POITGH). (AIL4)

Para cualesquier tiempos 71 y 75, una integracién de 71 a 7o de (A.I1.4) establece la férmula

[P(72)]"y(r2) — [P(11)]"y (1) = /T2 [P(®)]" G(t)dt. (A.IL5)

T1

Teorema A.2.2 Sea f,(t,x,u) continua. Para 0 < ¢ < n, sea x°(t) las soluciones de X =
f(t,x(t),u(t)) correspondiente a los controles u(t)+ev(t) con la misma condicion inicial x°(t) =
Xo. Entonces

x°(t) = x(t) + ex(t) + o(t,¢) (A.IL6)
donde 6x(t) es la solucion de
0x(t) = £ (t,x(t),u(t))ox(t) + fu(t,x(t),u(t))v(t) (AIL7)
con condicion inicial
5x(to) = 0. (AILS)

Teorema A.2.3 Para una variable real €, sea x°(t) la solucion de x = f(t,x(t),u(t)) sobre
[to, t1] correspondiente al control u(t) con condicidon inicial

Xe(to) = X + €Yo + 0(8). (AIIQ)
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Entonces
x°(t) = x(t) + eox(t) + o(t,¢) (A.IL.10)

donde 6x(t) es la solucion de

5%(t) = £ (t, x(t), u(t))ox(t) (AIL11)

sobre [tg,t1] con condicion inicial

Teorema A.2.4 (Regla del Multiplicador Abstracto) Si s* es una solucion del problema de
programacion no lineal abstracta y si D es un cono de variaciones de J en s*, entonces existe
un vector A # 0 (A € RY) con Ay <0y [A]Td <0 para todo d € D.

Teorema A.2.5 (Cono de variaciones de J(xg,u) = ¢(e)) El cono convexo generado por los
vectores i-1v) siguientes es un cono de variaciones del mapeo J(Xo,u) = ¢(e) en (Xo, u).

i) ¢y, (e)0x(t1) (A.11.13)
donde 6x(t) es la solucion de
o%(t) = £ (t, x(t), u(t))ox(t)
con condicion frontera dada para algin T € (to,t1] yu € U
0x(7) = £(7,x(7),u) — £(7,%x(7), u(r)).

i) ¢y, (e)y + by, (e)ox(t1) (AIL14)
donde 'y € R™ y 6x(t) es la solucion de

Sx(t) = £,(t, x(t), u(t))ox(t)

6X(t0) =Y.
iii) + [¢y, (e) + o, (e)f(t1,x(t1), u(t1))] (A.I1.15)
iv) =+ [P, (e) + @y, (e)f(to, x(to), u(to))]- (A.I1.16)

Lema A.2.6 Sea h(t,u) una funcion continua definida en R' x R™ que tiene derivada parcial
continua con respecto a t.
Sea U un conjunto cerrado de R™. Sea u(t) una funcion a trozos continua por la izquierda
definida en [tg,t1] con valores en U.
Si

mdx{h(t,u)} = h(t,u(t)) (A.IL.17)

para cada t € [to,t1], entonces h(t,u(t)) es continuamente diferenciable a trozos sobre [ty,t1] y

/ he(s, u(s))ds + h(to, ulto)). (A.IL18)
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Demostracién. Primero demostraremos que (A.IL.17) implica que h(t,u(t)) es continua.
Dado que es continua a trozos y continua por la izquierda, seguird mostrar que es continua a
la derecha en cada punto interior de [to, ¢;]. Para tal punto, (A.I1.17) implica que

h(t,u(t + 7)) < h(t,u(t)),
h(t+7,u(t) < h(t+7,ult+71)).

Tomando limites cuando 7 decrece a cero implica:
h(t,u(t)™) < h(t,u(t)) < h(t,u(t)").

Asi, h(t,u(t)) es continua.
Sea t un punto de continuidad de u(t) y considere la diferencia

d(1) = h(t + 7, u(t + 7)) — h(t, u(t)).
De (A.IL.17)
h(t +71,u(t)) — h(t,u(t)) < d(t) < h(t+ 7, u(t+ 7)) — h(t, u(t + 7)).
Por el teorema de la media, existen 0 < 6#,, 05 <1 tal que

d
Bt + 0 u(t) < 2 < ot 4 0or ot + 7).
T
Dado que t es un punto de continuidad de u(t) tomando limites cuando T se aproxima a 0

tenemos

ha(t, u(t)) = %h(t,u(t)).

Por lo tanto, h(t,u(t)) tiene una derivada continua a trozos h:(t, u(t)).
De esto y de la continuidad de h(t,u(t)) concluimos que se satisface (A.IL.18). m
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