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Introduccién

Este trabajo esta relacionado con la teoria de los Procesos de Deci-
sién de Markov (PDMs) a tiempo discreto ([12] y [13]). Los PDMs
son utilizados para modelar un sistema que es observado de forma
discreta en el tiempo y el cual cuenta con la propiedad de Markov.
En el trabajo desarrollamos la teoria basica de PDMs para el estu-
dio de un modelo de inventarios, basado en la caminata aleatoria
de Lindley.

De manera general, un PDM modela un sistema dindmico cuyos es-
tados son observados de manera periddica y es aplicado un control.
El desarrollo de un PDM, a través del tiempo estd dado de acuerdo
al siguiente procedimiento. En cada tiempo ¢, t = 0,1, ..., se elige
un control que se aplicara dependiendo del estado del sistema. En-
tonces como consecuencia del estado actual y de haber aplicado un
control se paga un costo y el sistema se traslada a un nuevo estado
en el instante de tiempo ¢ 4+ 1, mediante una ley de transicién. Al
ocurrir un estado en ¢t + 1, el proceso se repite. De esta manera se
obtiene una sucesién de controles a la cual se le denomina politi-
ca. Con la finalidad de medir la calidad de una politica, el PDM
estd dotado de una funcién real llamada criterio de rendimiento.
Este trabajo se enfoca en el criterio de costo total descontado. En
general, el problema de control éptimo consiste en encontrar una
politica que minimice el criterio de rendimiento, a tal politica se le
llama éptima, y al criterio de rendimiento evaluado en la politica
6ptima se le llama funcién de valor.

En este trabajo de tesis se presenta el desarrollo tedrico del crite-
rio de costo total descontado para el caso de Borel. Posteriormente,
estudiamos un modelo de inventarios, el cual es motivado por la ca-
minata aleatoria de Lindley. Mediante la teoria de los PDMs demos-
tramos la existencia de una politica éptima estacionaria markovia-
na. Después, como resultado principal de este trabajo se demuestra
para este modelo generalizado la optimalidad de una clase politicas
conocidas en el contexto de sistemas de inventarios como (s, .S). En
general, una politica del tipo (s,.S) consiste en un reordenamiento
de hasta S productos si el nivel de almacenaje se encuentra por
debajo de s, en caso contrario no se ordena. Es importante senalar
que existen diversos trabajos que estudian este tipo de politicas
optimas en modelos matematicos aplicados a sistemas de inventa-
rios. En este trabajo, presentamos de manera resumida los avances
que se han logrado para encontrar optimalidad de politicas (s, S)
en diversos modelos de inventario. Posteriormente, con el modelo
de inventarios motivado por la caminata aleatoria de Lindley con
espacio de estados y acciones no necesariamente compactos proba-
mos la optimalidad de politicas (s, S).



VII

La tesis esta estructurada de la siguiente manera.

En el Capitulo 1, presentamos la teoria basica de los PDMs, basa-
dos en la literatura clasica [12] y [13]. En el Capitulo 2, estudiamos
los modelos de inventarios en particular los estocdsticos. Se tienen
tres modelos matemaéticos que aproximan el estudio de los siste-
mas de inventarios méas conocidos; un modelo lineal, uno basado
en el propuesto por David Lindley en [17] y una generalizacién del
modelo de Lindley. Después realizamos una revisién de los resulta-
dos mas importantes que demuestran optimalidad de politicas de
la clase (s,S). En el Capitulo 3, se prueba la optimalidad de politi-
cas (s,S) para el modelo propuesto, dicho resultado se considera
una de las principales aportaciones de este trabajo de tesis. Por
ultimo, presentamos una aplicaciéon de este modelo, para ello se
considera una base de datos indicada en [19], para una compaiia
textil en la venta de poliéster de Indonesia, donde realizamos una
aproximacién numérica a la politica éptima de la clase (s, S).
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Capitulo 1

Procesos de decision de
Markov

El principal objetivo en este capitulo es introducir formalmente
los conceptos basicos y los teoremas méas importantes de Procesos
de Decision de Markov a tiempo discreto, que seran requeridos méas
adelante para la caracterizacién de la politica éptima del modelo
que estudiamos.

1.1. Modelos de control de Markov

Un Proceso de Decisién de Markov (PDM) consiste en estudiar
un sistema que es observado de forma discreta en el tiempo bajo
incertidumbre en su dindmica. Para construir un PDM es necesario
considerar las siguientes componentes:

(X, A {A(x)|z € X},Q,C). (1.1)

Los conjuntos X y A son llamados espacios de estados y acciones
(o controles), respectivamente, ambos conjuntos son subespacios de
Borel pertenecientes a espacios polacos (espacios métricos y com-
pletos). La coleccién de subconjuntos no vacios {A(z)|z € X} de
A, donde cada conjunto es llamado espacio de controles (o accio-
nes) admisibles en el estado z € X. Finalmente, ) es un kérnel
estocastico o una ley de transicién definido en X dado X x A y
C: X x A — R es una funcién medible de costo en un paso.

La quintupla en (1.1) es conocida como Modelo de Control de Mar-
kov estacionario a tiempo discreto (MCM).

Un MCM estacionario a tiempo discreto es un sistema estocasti-
co controlado que se observa de manera peridédica en los tiempos



t =0,1,2,.... La dindmica que describe este sistema funciona de
la siguiente manera:

Costo
Dindmica

Figura 1.1: Comportamiento de un MCM

Si el sistema se encuentra al tiempo ¢ en el estado z; =z € X, y
la accién a; € A(xz) C A es aplicada, entonces ocurren dos cosas:

= se paga un costo ¢(x,a),

= ¢l sistema se traslada a un nuevo estado x;; mediante la ley
de transicién Q(-|z,a) sobre X, es decir,

Q(B|z,a) = P(x441 € Bl = z,a4 = a),

en donde B € B(X), con B(X) la o- dlgebra de Borel en X y
(r,a0) e K:={(z,a) € A x Xla € A(x)}.
Una vez hecha esta transicién a un nuevo estado, se elige una nueva

accién y el proceso anterior se repite; como se muestra en la Figura
1.1.

Suposicién 1.1.1 Supongamos que K contiene la grdifica de una
funcion medible de X a A; esto es, existe una funcion medible
f: X = A tal que f(x) € A(x) para cada x € X. La familia de
tales funciones se denotard por F.

1.2. Politicas

En esta seccion se va a definir formalmente el concepto de politi-
ca en el contexto de MCM. Primero considere el espacio de historias



1.3 Construccion del proceso de Markov

observadas en un proceso de control hasta un tiempo t = 0,1, ...,
denotado por Hy, como:

H, = X,
Ht:KXHt_lthXX, t:1,2,

Cada elemento h; € Hy, se llama t-historia, el cual es un vector
de la forma (xq, ag, z1,a1,...,at—1, ), en donde (z;,a;) € K para
cadat=0,1,...,t—1yz; € X.

Definicién 1.2.1 Una politica es una sucesion m = {m;} de kérne-
les estocasticos, donde cada ; estd definido sobre A dado H; y sa-
tisface que: m (A(z,)|he) =1 para cada hy € H, cont =0,1,.... El
conjunto de todas las politicas se denota por 11.

De acuerdo con esta definicién, una politica 7 = {m;} puede in-
terpretarse como una sucesién {a;} de variables aleatorias sobre
A, tales que para cada t—historia y t = 0,1,..., la distribucién de
a; es m(+|hy), la cual estd concentrada en el conjunto de acciones
admisibles A(z;). En otras palabras, cuando usamos una politica
arbitraria, la accién en cualquier tiempo t es una variable aleatoria
que depende de todas las t—historias.

Definicién 1.2.2 Una politica w € 11 es Determinista Marko-
viana, si existe una sucesion {fi} CF, en donde

F={f:X — Alf es medible y f(x) € A(x) para cada x € X},

con la caracteristica de w(-|h;) estd concentrada fi(x:) para cada
h; € H, yt=20,1,2,....

Si existe f € F tal que para toda t = 0,1,2,..., fr = f, enton-
ces a m se le conoce como politica Determinista Markoviana
Estacionaria.

Observacién 1.2.3 Se entiende que m(-|h;) estd concentrada en
f(z) si m(Clhy) = Ic(f(x)) para cada C € B(A). En donde B(A)
denota la o-dlgebra de Borel de A e Ic es la funcion indicadora
sobre C.

1.3. Construcciéon del proceso de Mar-
kov
Sea (€, F) el espacio medible que consiste del espacio muestral

canonico,

Q:=(X x A)>



con F su correspondiente o—algebra producto. Los elementos de €2
son de la forma w = (x9, ag,x1,a1,...) con z; € X y a; € A para
toda t = 0,1,..., con las proyecciones z; y a; de £ sobre X y A,
llamadas estado y accién, respectivamente.

Sea m = {m;} una politica de control y v una medida de probabi-
lidad en X. Por el teorema de Tonescu-Tulcea (A.1.7) en el Anexo
A, existe una unica medida de probabilidad PJ en (2, F) tal que,
para cada B € B(X), C € B(A) y h; € H; se tiene:

PJ(xo € B) =v(B),
P:(Clt S C|ht) = 7T(C|ht),
P:(.’L't+1 S B|ht,at) = Q(B|J]t7at).

El proceso estocéstico (2, F, PT, {z:}) es llamada Proceso de De-
cisién de Markov a tiempo discreto.

Observacién 1.3.1 Cuando v estd concentrada en el estado xg =
x € X, se utiliza la siguiente notacion:

Pr:=P7
ET =E7.

1.4. Criterio de rendimiento

Cada PDM esta dotado de una funcién real llamada criterio de
rendimiento, la cual mide en algtn sentido la calidad de cada politi-
ca, a través de la sucesion de costos que se generan. A continuacién
se define el criterio de rendimiento que se utilizara en este trabajo.
Para esto, considere un MCM estacionario a tiempo discreto y un
conjunto de politicas II.

Definicién 1.4.1 Se define para cada x € X y m € 11 el criterio
de costo total a—descontado por

Vo () = BT

N—-1
> atC(xt,at)] , (1.2)
t=0

en donde a € (0, 1) es llamado factor de descuento y N es un entero
positivo conocido, llamado horizonte del problema de optimizacion.
Cuando N = oo, se tiene el criterio de costo total a—descontado
con horizonte infinito y se denota el criterio total a descontado con
horizonte infinito como v,.

Definicion 1.4.2 La funcion de valor dptimo a—descontado con
horizonte finito se define como:

Voin(z) = 11611;I Vo, N (T, ), Vo € X. (1.3)



1.5 Programacién dinamica

El problema de control éptimo a—descontado con horizonte N, con-
siste en encontrar una politica my € Il tal que

Vo n(@) = va,n (T, T), Vz e X. (1.4)
La politica my € 11 es llamada politica dptima.

Ahora bien, se define la funcion de valor éptimo « descontado con
horizonte infinito como:

V2 () = inf v, (m, ), Vo € X. (1.5)
mell
El problema de control éptimo a— descontado con horizonte infinito
consiste en encontrar una politica m, € Il tal que

VI(x) := v (T, x), Vo e X. (1.6)

[e3%

1.5. Programacién dinamica

En esta seccién se presenta una herramienta escencial para re-
solver el problema de control 6ptimo, conocida en la literatura como
Programacién dindmica [2] . Este procedimiento permite determi-
nar la funciéon de valor éptimo para horizonte finito e infinito, asi
como la politica éptima. Bajo condiciones adecuadas sobre la fun-
cién de costo en un paso y la ley de transicién se caracterizan las
funciones de valores éptimos a descontado V' y V7 y mediante una
ecuacion funcional. Més atn, el conocimiento de V' y V7 permi-
te obtener una politica 6ptima determinista markoviana estaciona-
ria. La funcién objetivo a considerar es el criterio de rendimiento
a—descontado con horizonte N € NU {co} con estado inicial del
proceso fijo xg = x € X.

Primero presentamos una breve introduccién con horizonte finito
del problema.

1.6. Horizonte finito

La idea central de Programacién Dinamica consiste en dividir
el problema de optimizar el costo desde el tiempo 0 hasta N, en
subproblemas més pequenos, en los que se requiere optimizar el
costo en un nuimero de periodos menor a N. De manera intuitiva,
los subproblemas son més sencillos de resolver en la medida de que
involucra menos intervenciones por parte del controlador, que el
problema original.

Considere como criterio de rendimiento al costo total a«— descon-
tado vo,n con horizonte finito N € N.



Definicién 1.6.1 Sean vg, vy, ..., vy funciones definidas en X co-
mo:

vo(x) :=0

y para cada t € {1,2,... N},

ve(x) = min) {C’(x,a) + a/X vt_l(y)Q(dy|x,a)} , (1.7)

acA(x
en donde cada funcion vy es medible.

La ecuacién funcional dada en (1.7) se conoce como Ecuacién de
Programacién Dindmica (EPD), junto con su condicién inicial
vo(z) = 0 y su nombre es debido a Bellman [2].

Una consecuencia interesante que determina el algoritmo es que
la politica 6ptima encontrada resulta ser determinista markoviana.
De esta manera se deduce que para seleccionar una accién, a; en el
tiempo t sélo es necesario conocer al estado actual z;, para lograr
todo esto, es necesaria la suposicién de existencia de selectores
f € F, los cuales minimizan la ecuacién de programacion dindmica
en cada etapa. La suposicién presentada a continuacién es conocida
como condicién de seleccion medible.

Suposicién 1.6.2 Supongamos para cada t = 1,2,..., N, existe
un selector fi € F tal que fi(x) € A(z) alcanza el minimo en (1.7)
para cada x € X, es decir,

u(z) = Cla, ful@) +a / o1 (0)Qdylz, fi(2)), Vo€ X (18)

X

Note que la sucesién {f1, f2, -+, fv—1} genera una politica deter-
minista markoviana.

Para poder garantizar la condiciéon de seleccion medible se buscan
condiciones sobre el modelo, las cuales presentamos a continuacion.
Antes, es necesario presentar los siguientes conceptos.

Definicién 1.6.3 Sean X el espacio de estados, (X, d) un espacio
métrico y v : X — RU{oo} una funcion medible tal que v(z) <
oo para algin x € X. La funcion v se dice ser inferiormente
semicontinua (l.s.c., por sus siglas en inglés) en v € X, si

liminf v(z,,) > v(x),

n— oo
para cualquier sucesion {x,} en X convergente a x € X.
Siv esl.s.c. para cada x € X, se llama inferiormente semicon-
tinua.



1.6 Horizonte finito

Definicién 1.6.4 Una funcion v : K — R se llama inf-compacta
sobre K, si el conjunto {a € A(z)lv(z,a) < A} es compacto para
cada A € R

Definicién 1.6.5 Un kérnel estocdstico Q € P(X|A) (ver Defini-
cion A.1.8 en el Anexo) es fuertemente continuo, si la funcion

wla) = /X o(y)Q(dylz, a), (1.9)

es continua y acotada en A para cada v, funcién continua y acotada
sobre X y para cada v € X.

Suposicién 1.6.6 Las siguientes condiciones se cumplen:

1. La funcion de costo en un paso C es acotada inferiormente e
inf-compacto sobre K.

2. El kérnel estocdstico Q es fuertemente continuo.

A continuacién se presenta un lema, que demuestra la relacién entre
la Suposicién 1.6.2 y la Suposicién 1.6.6.

Lema 1.6.7 La Suposicion 1.6.2 implica la Suposicion 1.6.6.
Demostracién. Ver [12]. m

Teorema 1.6.8 (Teorema de Programacidn Dindmica)

Suponga que la Suposicion 1.6.2 se satisface entonces la politica
determinista markoviana 7 = {fo,..., fn—1} es dptima y se tiene
que

Vi n(®) = van(T", 2) = vn(T), Vo e X. (1.10)

[e3

Demostracion. Ver [12] m
El teorema anterior muestra que v; es el 6ptimo del subproblema
desde el tiempo 0 al tiempo ¢, es decir,

ve(x) = 71r€1fl_[ Vot (0, ),

paracadax € X yt=0,1,...N.

Con la finalidad de garantizar la existencia de selectores medibles,
se pueden consultar en [12] y [13] condiciones sobre las componen-
tes del modelo de control, las cudles garantizan la Suposicién 1.6.2.
Cabe destacar que una consecuencia interesante que determina el
algoritmo, es que la politica 6ptima es determinista markoviana.
Entonces para seleccionar una accién a; en el tiempo ¢ solo es ne-
cesario conocer al estado actual zy, es decir, no es indispensable
emplear mecanismos aleatorios para seleccionar las acciones.



1.7. Horizonte infinito

Esta seccion trabaja el problema de control éptimo cuando el

horizonte del problema es infinito. El criterio de rendimiento a con-
siderar es el costo total o descontado, denotado por vg.
Para poder resolver el problema, se aproxima a V' con la funciones
de valor éptimo V.. Uno de los resultados principales en esta sec-
cién es la convergencia puntual de la sucesién de funciones {V;, }
aVy.

Definicién 1.7.1 Las funciones de iteraciones de valores dptimos
se definen de la forma siguiente, para cada x € X yn=1,2,...,

Vo(z) = inf {C(:c,a)—i—a/

a€A(z) X

vm(y)cz(dma)}, (L.11)

con Vo(z) = 0.

Suponga que la funcién de costo C' es no negativa, entonces por el
Teorema de Convergencia Dominada [1], se tiene que

li_>m Vo, (0, ) = vo (7, ). (1.12)

Probaremos que la funcién de valor éptimo « descontado V}, es
solucion de la ecuacion de programacién dinamica, es decir,

Vi@ =min{Ceata [ VimQuleaf. wex.
z X
(1.13)
y ademas que

Vi(z) = lim Vi, (x), Vo e X.

[e3%
n—o0

Por definicién de cada iteracién y lo visto en la seccién anterior V,,
es el valor 6ptimo a descontado con horizonte n € N, asi V,, = V7 .
De esta forma

Vo(z) = lim VJ (z) = lim inf vy, (7, ), Vee X. (1.14)

n—00 ’ n—oo reX

Si logramos justificar el intercambio entre limite e infimo, al aplicar
(1.12) tendrfamos las igualdades en (1.14). Para esto, se requieren
las siguientes suposiciones al modelo.

Suposicién 1.7.2 1. La funcidén de costo es no negativa, I.s.c.
e inf-compacta sobre K.

2. La ley de transicion Q) es fuertemente continua.



1.7 Horizonte infinito

Para proseguir con los resultados, es importante la siguiente supo-
sicion.

Suposicién 1.7.3 Existe una politica w tal que v, (m,2) < 00 para
cada x € X.

Se denota por Il al conjunto de todas las politicas que cumplen la
Suposicién 1.7.3.

El siguiente lema da como resultado el intercambio de infimo y
limite bajo condiciones sobre la sucesién de funciones.

Lema 1.7.4 Sean u y up, n = 1,2,--- funciones l.s.c., acotadas
inferiormente e inf compactas en K. Si u, T u entonces,

lim min wu,(z,a) = min u(zx,a), Vo e X.
n—o0 a€A(x) a€A(x)

Demostracién. Para cada x € X, se define

() :=lim min u,(z,a w*(z) := min u(z,a).

(@ :=lim min w,(e,0) y (@)= min u@o
Como u, 1 u, se tiene que I(z) < u*(z). Para probar la otra de-
sigualdad, sea x € X fijo y considere los siguientes conjuntos para
cadan € N:

A, ={a € A(@)|un(z,a) <u*(z)} y
Ap: = {a € A(x)|u(z,a) = u*(z)}.

Observe que cada uno de estos conjuntos es no vacio debido a la
definicién de u* y la convergencia de u,. Por otro lado son com-
pactos por que u, son inf — compactos. También, los conjuntos A,
decrecen a un conjunto compacto, ya que si a € A, 1 entonces
Un+1(x,a) < u*(z) pero uy(x,a) < upy1(z,a), de esto que a € A,
asi A, | Ap.

Para cadan > 1,sea a,, € A, tal que u,(z,a,) = minge a(y) un(z, a),
se garantiza la existencia de a,, por la Proposicién A.1.5. Utilizan-
do que A, | Ay y que son conjuntos compactos, existen ag € Ag y
una subsucesién {a,,} C {a,} tal que a,, — ao.

Asi
Unp, (T, ap,) > up(x,an,), Yn; >n,

haciendo tender n — oo

Y

lim uy,,(x,an,,)

n— 00 un(x, ani)

Y

= lim min wu,(x,an,) > uy(x,ag)

n—o0 a€ A(x)

= l(z) > up(z,ap),
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y como u, T u, se tiene que l(x) > u(x,ag) = u*(x) y esto sucede
para cualquier z € X, de esta forma queda probado el lema. m

Definicién 1.7.5 Se denota al espacio de las funciones medibles
no negativas en X como M (X))t y para cadaw € M(X)" se define
el siguiente operador sobre el espacio M(X)™*

Tu(z) = min {C(:c,a)—i—a /

u(y)Q(dy|z, a)} . VreX.
a€A(x) X

Lema 1.7.6 Suponga que se cumple la Suposicion 1.7.2 entonces
Tu € M(X)" para cada w € M(X)*, mds aun existe un selector
f €T tal que

Tu(z) =C(zx, f) + a/X w(y)Q(dy|z, f), VxeX.

Demostracién. Ver [2]. m
Observe que usando el operador T se reescribe la ecuacién (1.11)
y (1.17) de la forma siguiente

Vi=TV' y V,=TV,_1, VneN
y Vo =0.

Lema 1.7.7 Suponga que se cumplen las Suposiciones 1.7.2y 1.7.3
entonces

a) Siu€ M(X)" conu > Tu entonces u > V.

b) Sea u: X — R una funcion medible tal que Tu estd bien defi-
nida, con u < Tu y

lim a"Eu(z,)] =0, VreX, well,

n— oo

entonces u < V.

Demostracién.
a) Sea u € M(X)" con u > Tu y considere f € F tal que

u(z) > Cla, ) + o / W()QUyle, ¥z e X, (115)

X
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iterando esta desigualdad, se tiene que

u(z) > Clx, f) + a/

X

(c<x,f> o f u<z>cz<dz|y,f>) Qdyla, f)
—C(,f)+a / Cly, F)Qdyl(dy. f)

+a// Q(dzly, f)Q(dyl|z, f)

E Oé It,

procediendo de manera inductiva, se obtiene que

ZaCmt,

+a" Bl [u(z2)],

) > g E] By [u(zn)],

en donde

B [u(z,)] = / u(y)Q" (dyla, ).

X

y Q™ denota el n-ésimo paso del Proceso de Markov usando la
estrategia f. Como w es no negativa se tiene la siguiente relacién

u(z) > Ef

n—1
Z o' C (x4, f(xt))] )

t=0
para cada n € Ny x € X, haciendo tender n — oo
u(z) > vo(f,z) > V*(x), VrxelX.

Asi, se ha demostrado el inciso a) del lema .
b) Sean m € II, € X y considere que Tu > wu, entonces por la
propiedad de Markov se prosigue de la manera siguiente:

E7 [at+lu($t+1)|ht,at] = at+1/ u(y)Q(dy|we, ar)
X

=aof (C(xt,at) +a/Xu(y)Q(dy|$taat)>

—a'C(z¢, ay)
> o (u(zy) — O, ar)) -

Asi,
'Cxs,a1) > —ET [ u(zey) — au(mt)|ht,at]

= E;r [atu(zt) — at+1u(xt+1)|ht, at] .
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Tomando esperanzas y sumando desde t = 0 a n — 1, se obtiene
que

ET > ET

n—1
ZatC(xt,at)
t=0

n—1
Z alu(zy) — o tu(zygq)
t=0

= E7 [u(zo) — au(zn)]

= U(.’E) — Oén.E‘;r [U(mn)] 9

hi, at]

haciendo n — oo y considerando las hipdtesis de este inciso, se
tiene que

EZ

Z atC(:ct,at)] > u(x),

t=0

y esto fue para x y 7 arbitrarios, de esto que
Vi > .

]

Lema 1.7.8 Suponga que se cumplen las Suposiciones 1.7.2y 1.7.3,
entonces V, T VZ y VI satisface la ecuacion de programacion
dindmica (1.13).

Demostracion. Para cada x € X, m € [l y n = 0,1,... se tiene
que

Vo(2) < vgn(m z) <ve(m, x).
Por lo tanto,
Val(z) < V*(2). (1.16)

Claramente si uj,us € M(X)T con u; > uy entonces Tuy > Tus.
De esta forma T es monétono. Como Vo =0y V,, = TV,,_; para
cada n > 1, las funciones de iteracién de valores forman una su-
cesi6én de funciones no decreciente en M (X)™T, lo cual implica que
Vo TV}, para alguna V. € M(X)*.

Considere

up(z,a) = C(x,a) + a/X Vo (y)Q(dy|x, a),

u(z,a) :=C(z,a) + a/ V2 (y)Q(dy|z, a),

X

para cada (z,a) € K. Luego, por el Teorema de Convergencia
Monétona [1], se tiene que wu, T u.
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Por otro lado, las funciones u y u,, para cada n € Ny son l.s.c. e
inf —compactas en K, asi por el Lema 1.7.6, se tiene que
V*=lim V, = lim TV,_, =TV",
n—oo n—oo
es decir, V* es solucién de la ecuacion de programacién dindmica.
Falta ver que V* = V. Por el Lema 1.7.6, V* > V} y la otra

desigualdad se sigue por (1.16). m
El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 1.7.9 Suponga que se cumplen las Suposiciones 1.7.2 y
1.7.3 entonces

a) La funcién de valor o descontado es la solucion minima de la
ecuacion de optimalidad de costo a descontado, es decir,

Vit = min {C@a)+a [ viGQUEna ). ()

a€A(z) ¥
y st u es otra solucion de la ecuacion de optimalidad, entonces
u(z) > V¥(x) para cada x € X.

b) Ezxiste un selector f. € F tal que f. € A(z) alcanza el minimo
de (1.17), es decir,

Vi(z) = Cla, f.) + o /X Viw)QUyle. £, (118)

para cada x € X y la politica determinista estacionaria f. es
optima; de manera reciproca si f, € llpg es dptima, entonces
satisface (1.18).

¢) Sim* es una politica tal que vo (7%, ) es solucidn de la ecuacion
de optimalidad y satisface

lim a"E7 [va(7*,2)] =0, VoeX,

n—oo
entonces, Vo (7, ) = V*(-), asi m* es dptima si y s6lo si vy (7%, -)
satisface la ecuacion de optimalidad de costo a—descontado.

d) Si existe una politica dptima a-descontado entonces existe una
que es determinista estacionaria.

Demostracién. a) Del Lema 1.7.8, V¥ es una solucién de la ecua-
cién de programacién dindmica de costo descontado y por el Lema
1.7.6, V7 es la minima solucién de la misma ecuacién. De esta ma-
nera u > T, entonces u > V
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b) La existencia de un selector f. € F se asegura por el Lema 1.7.6.
Para cada x € X y n > 1 se tiene

S a'Clar, fular)

t=0

Va(z) = Ef

:Eg* C(zo, f+) +ZC¥ (¢, fe xt))]
Clx, fu(2)) + Ef Za C(at, f*(xt))‘| -
=1

Usando la propiedad de Markov podemos reescribir de la manera

siguiente
Bl ZatC(xt,f*(;vt))l —/ EJ: Za (e, fa xt))} Q(dylz, f+)
t=0

_ / valfer v)Q(dylz, f.).
X

Particularmente, si f. es 6ptima entonces V*(x) = v, (fs, z) para
cada z € X.

¢) Si v (7, x) satisface la ecuacién de programacién dindmica y
por Lema 1.7.7 se tiene que

valr®) = V2 ().

d) Finalmente, podemos concluir que si una politica éptima existe,
entonces existe una politica determinista estacionaria, ver [12]. m



Capitulo 2

Modelos de inventarios

El control y mantenimiento de los inventarios de bienes fisicos
es un problema comin a todas las empresas en cualquier sector
de una economia determinada. No obstante las tiendas minoristas
son las que deben administrar sus inventarios. El mantenimiento
de los inventarios es necesario para cualquier empresa que se ocupe
de productos fisicos, incluidos fabricantes, mayoristas y minoristas.
Por ejemplo, los fabricantes necesitan inventarios de los materia-
les necesarios para fabricar sus productos, ellos también necesitan
inventarios de los productos terminados en espera de envio, del mis-
mo modo, ambos mayoristas y minoristas necesitan mantener los
inventarios de los productos para estar disponibles para la compra
de los clientes.

Los costos anuales asociados con el almacenamiento del inventa-
rio son muy grandes, tal vez hasta una cuarta parte del valor del
inventario. Por lo tanto, los costos que se incurren para el almace-
namiento de inventario en México se encuentran con los cientos de
miles de millones de pesos anualmente. Reducir los costos de alma-
cenamiento evitando inventarios innecesariamente grandes puede
mejorar la competitividad de cualquier empresa.

Muchas companias en otras partes del mundo también han esta-
do modernizando la forma en que administran sus inventarios. La
aplicacién de técnicas de investigacion de operaciones en esta area
proporciona una herramienta poderosa para obtener una ventaja
competitiva. La investigacion de operaciones comprende de los si-
guientes pasos:

= Formular un modelo matemé&tico que describa el comporta-
miento del sistema de inventario.

= Buscar una politica de inventario con respecto a este modelo.

= Usar un sistema de procesamiento de informaciéon computari-

15
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zado para mantener un registro recurrente de los niveles de
inventario.

= Con este registro de niveles de inventario actuales, aplicar la
politica de inventario éptima para senalizar cuando y cuanto
reponer de inventario.

Los modelos matematicos de inventarios utilizados con este enfoque
se pueden dividir en dos amplias categorias: modelos deterministas
y modelos estocésticos, de acuerdo con la predictibilidad de la de-
manda involucrada. La demanda de un producto en inventario es
la cantidad de unidades que deberdn retirarse del inventario para
algtin uso durante un periodo especifico. Si la demanda en periodos
futuros puede pronosticarse con considerable precisién, es razona-
ble usar una politica de inventario que asuma que todas las ordenes
siempre son exactas. Este es el caso de la demanda conocida don-
de un modelo determinista serfa utilizado. Sin embargo, cuando
la demanda no es conocida, es necesario utilizar un modelo de in-
ventario estocastico en donde la demanda en cualquier periodo es
una variable aleatoria en lugar de una constante conocida. En este
trabajo estamos interesados en el estudio de modelos estocasticos.

2.1. Modelos matematicos

Los modelos matemaéticos estocasticos mas importantes que apro-
ximan el estudio de sistemas de inventarios se expresan por medio
de las siguientes ecuaciones en diferencias.

Modelo Clasico

Tip1 = Tg + ap — &g ‘ (2.1)

Modelo de Lindley

’-Tt-i-l = (z¢+ar— &))" ‘ (2.2)

Modelo de Lindley con una Generalizacién

‘$t+1 = (z¢ + mear — &41) " ‘ (2.3)

En dichos modelos se estudia el problema a tiempo discreto y las
variables representan lo siguiente: en cada etapa t = 0,1,..., z; es
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el nivel del almacén de un producto, a; la produccién u orden, &1
la demanda al finalizar el periodo y 7; es una variable del tipo Ber-
noulli, la cual modela el arribo de producto ordenado o producido
en el almacén.

El modelo (2.1) es de los mds usuales que se utilizan para el estudio
de sistemas de inventarios ([8], [15], [21], [22], [24], [29]). Por otro
lado, el modelo (2.2) tiene su aparicién por primera vez en [17],
propuesto por David Lindley en 1959. En el contexto de sistemas
de inventarios, dicho sistema se conoce por modelo con demanda
no suplida ([10], [30]). Por tltimo, el modelo (2.3) es una generali-
zacién de (2.2). Algunos trabajos que estudian este modelo son [6]
y [11].

De acuerdo a la definicién de cada modelo estocéstico, cada z; € R
para (2.1), mientras que en (2.2) y (2.3), z; € RT. Por otro lado, el
espacio de acciones y acciones admisibles deben ser subconjuntos
de R, ya que no es posible tener en el sistema produccién u orden
negativa.

Ahora bien, (2.1) y (2.2) pueden ser sustituidos por

Ti41 = J(l’t,at,ftﬂ)a (2-4)

en donde J es una funcién continua. Luego, si @ es la ley de

transicién para el proceso estocdstico (2.4) entonces para cada
B e B(R")

Q(Bl|r,a) = P(z41 € Blwy, ay)
= P(J(x¢,at,&41) € Bl = z,a: = a)

| s aa.s)F )
= E IBJ(LE a €t+1)]

en donde Fii1 es la funcién de distribucion de la variable aleatoria
&:+1. Andlogamente, podemos describir la ley de transicién para
(2.3).

Por otro lado, consideremos una funcién de costo denotada por C,
la cual generalmente se encuentra definida en Rt x RT, con rango
en RT.

De este modo hemos enunciado los elementos que conforman un
PDM. Con lo cual se tiene la relaciéon que tienen estos modelos con
la teoria vista en el Capitulo 1.

En el capitulo anterior, se menciona el problema de control 6ptimo
y las condiciones que se requieren para encontrar una politica 6pti-
ma. Una clase de politicas interesantes en el estudio de modelos de
inventarios son frecuentemente conocidas como punto de reorden,
politica con cantidad de orden, o (s,S). En la practica ocurre lo
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siguiente con esta politica: Cuando el inventario tiene un nivel de
productos por debajo de s, se ordena una cantidad de no mas de
S unidades para estar por arriba de s.

Formalmente la politica queda definida de la siguiente manera. En
la siguiente seccién realizamos una revisién de los trabajos més
importantes que se han hecho para demostrar que esta clase de
politicas son éptimas para los modelos de inventarios que se han
presentado en esta seccion.

2.2. Antecedentes

Como se mencioné en la seccién anterior, en esta seccion pre-
sentamos un repaso de la literatura que estudia el control de in-
ventarios con politicas (s, S) 6ptimas bajo los modelos estocéasticos
(2.1), (2.2) y (2.3). Este tipo de resultados tienen sus inicios en el
ano 1966, con un resultado importante presentado por Scarf [22].
En la siguiente tabla mostramos una recopilaciéon de los trabajos,
en donde clasificamos por referencia, un resumen breve del proble-
ma que se plantea, las suposiciones que utilizan y los resultados
que se obtuvieron en cada uno de los trabajos de investigacién, con
el fin de poder diferenciar los resultados nuevos que presentamos
en este trabajo de tesis.
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Referencia | Resumen del | Suposiciones Resultados
problema
Scarf Este es el primer | Se considera una | Se tiene que la
(1959) trabajo encontrado | funcién de costo | politica 6ptima es
[22] que considera el | compuesta por un | del tipo (sn,Sh),
problema de carac- | costo de almacenaje | donde n € N es
terizar a la politica | y escasez las cuales | el horizonte del pro-
Optima  del tipo | son funciones con- | blema.
(s,.5) con horizonte | vexas, ademds es
finito al modelo | agregado un costo
(2.1). fijo de ordenamien-
to K.
Iglehart En base a los re- | Se tienen las mis- | Se demuestra la

(1963) [15]

sultados presenta-
dos en [22], este tra-
bajo estudia el com-
portamiento limite
de las sucesiones

{sn} y {Sn}-

mas  suposiciones
del problema dadas
en [22].

existencia de los
limite s y S de las
sucesiones {s,} ¥y
{Sn}, respectiva-
mente, en donde
ademas tales limi-
tes forman una
politica 6ptima del
tipo (s,S), para el
problema de con-
trol con horizonte
infinito.

Veinnot
y Wagner
(1965) [28]

Se desarrolla un en-
foque computacio-
nal completo para
encontrar las politi-
cas de inventarios
Sptimas (s, S) para
el modelo (2.2).

Se utilizan costos
no negativos, un
factor de descuento
0 < a<1lyun
tiempo de entrega.

El método se de-
riva de la teoria
de renovacién y el
analisis estaciona-
rio. Se establecen
nuevos limites su-
perior e inferior en
los valores 6ptimos
desyS.

Veinott
(1966) [27]

En este trabajo se
dan nuevas condi-
ciones de unimoda-
lidad a la funcién
de costo que no im-
plican ni estan im-
plicadas las hipdte-
sis dadas en [22] y
[15] v se busca de-
mostrar la optima-
lidad de las politi-
cas (s,9).

Se estudia el mo-
delo con horizonte
infinito. Los costos
son unimodales y
se supone que los
minimos absolutos
de los costos espe-
rados de un periodo
estan aumentando
con el tiempo.

Se demuestra la
optimalidad de la
politica del tipo
(s,8) con estas
nuevas condiciones
que resultan ser
mas débiles que las
presentadas en [22].
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(1971) [21]

delo (2.1) a hori-
zonte de tiempo fi-
nito con hipdétesis
sobre las funciones
de costo mas débi-
les.

nes de costos no

lineales y cénca-
vas. Se requiere
una generalizacién
de las funciones
K-convexas y
cuasi convexas
para funciones

K-cuasiconvexas.

Ademids, se supone
que las densidades
de probabilidades

Referencia | Resumen de el | Suposiciones Resultados
problema
Porteus Se examina el mo- | Se utilizan funcio- | Se muestra que una

politica generaliza-
da (s,5) es éptima.

(1991) [29]

mo para la compila-
cién de las politicas
6ptimas (s, .S).

nes de costos no ne-
gativas y unimoda-
les. Se tiene una de-
manda con un tni-
co periodo.

de la demanda
deben ser densi-
dades de Pdlya
unilaterales.
Ehrhardt Para el modelo | Se utilizan costos | Las férmulas de
(1979) [7] (2.1) se presenta | no lineales y con | aproximacién  se
una nueva aproxi- | un tiempo de espe- | derivan utilizan-
macién  analitica | ra de reaprovisiona- | do los resultados
para las politicas | miento fijo y retra- | existentes de la
(s,9). so de la demanda | teorfa de reno-
no satisfecha. vacién  asintética
para caracterizar el
comportamiento de
sy S.
Sheng Se busca un algorit- | Se suponen funcio- | Se encuentra un al-

gortimo que deter-
mina a las politi-
cas (s,.9) a horizon-
te infinito y se apli-
ca a una revision
periddica en los sis-
temas de inventario
con revisién conti-
nua.
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Referencia | Resumen de el | Suposiciones Resultados
problema

Iglehart En base a los re- | Se tienen las mis- | Se demuestra la

(1995) [15] | sultados presenta- | mas suposiciones | existencia de los
dos en [22], es- | del problema dadas | limites s y S de

te trabajo estudia
el comportamiento
limites de la suce-

siones {s,} vy {Sn}

en [22].

las sucesiones {s,}
y {Sn}, respecti-
vamente, donde
ademés tales limi-
tes forman wuna
politica éptima del
tipo (s,5), para el
problema de con-
trol con horizonte
infinito.

Suresh
(1995) [24]

El trabajo estudia
el modelo (2.1) bajo
las mismas hipote-
sis que [22] pero con
demandas no ne-
cesariamente inde-
pendientes, enton-
ces se demuestra la
optimalidad de las
politicas (s, .S).

Se estudia el
problema con ho-
rizonte de tiempo
finito e infinito, con
funciones de costo
semejantes a las
utilizadas en [22]
pero con demandas
no necesariamente
independientes

pero si con un
comportamiento

markoviano  esta-
cional o periédico.

Se demuestra la
optimalidad de las
politicas del tipo
(s,S) para este tipo
de generalizacién.

Daduna
(1999) [6]

Es el primer traba-
jo encontrado que
estudia el modelo
(2.2). Se busca la
optimalidad de las
politicas (s, S) para
este modelo.

Se requieren funcio-
nes de costo no ne-
gativas y ademas
la funcién de valor
optimo es acotada.

Se obtiene la
optimalidad de
las politicas tipo
(s,S), y ademés
con un método
diferente a lo que
se ha trabajado
anteriormente.
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Referencia

Resumen de el
problema

Suposiciones

Resultados

Ozekici-
Parlar
(1999) [20]

Se consideran mo-
delos de inventarios
de horizonte infini-
to con proveedores
poco confiables y se
busca una politica
optima de nivel de
orden dependiente
del medio ambien-
te.

Se supone que el
proceso ambiental
sigue una cadena de
Markov. Las ecua-
ciones de flujo de
existencias del sis-
tema de inventa-
rios estdn sujetas
a fluctuaciones am-
bientales, se repre-
sentan mediante un
proceso estocastico
bidimensional.

Se encuentra la
politica de nivel
orden dependiente
del medio ambien-
te, la cual resulta
ser Optima cuando
el costo de orden
es lineal. Ademas
cuando hay un cos-
to fijo de pedido,
muestran que las
politicas del tipo
(s,S) son éptimas.

Chen y
Simchi-
Levi (2004)
(5]

Se analiza un mo-
delo de inventario
con un solo produc-
to. El objetivo es
maximizar el cos-
to total descontado
con horizonte infini-
to o el costo prome-
dio esperado y en-
contrar una politica
estacionaria 6ptima

(s,9).

Las demandas en
diferentes periodos
son independientes
entre si y sus distri-
buciones dependen
del precio del pro-
ducto.

Se demuestra la
optimalidad de la
politica (s,5) y el
precio del producto
se determina en
funcién de la posi-
ciéon del inventario
al comienzo de
cada periodo.

Guo y Zhu
[11] (2006)

El criterio a mini-
mizar es de costo
promedio esperado
y se estudia la exis-
tencia de una politi-
ca Optima para el
modelo (2.3).

La funcién de costo
no es necesariamen-
te acotada inferior-
mente y el espacio
de acciones admisi-
bles es compacto.

Se proporcionan
dos desigualdades
de optimalidad
promedio de di-
recciones opuestas
y se dan las con-

diciones para la
existencia de so-
luciones. Luego,

utilizando las dos
desigualdades, se
asegura la existen-
cia de una politica
estacionaria éptima
promedio bajo su-
puestos adicionales
de continuidad-
compacidad.
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Referencia | Resumen de el | Suposiciones Resultados
problema
Feinberg Este trabajo reto- | Se supone fun- | Se demuestra la
[8] (2015) ma todo lo realiza- | ciones de costo | optimalidad de las
do en los anterio- | K-convexas y | politicas (s,5) vy
res articulos, estu- | K-inf compactas, | ademds se demues-
dia el modelo (2.2) | también son nece- | tra que también
y busca la optima- | sarios criterios de | son O6ptimas con
lidad de las politi- | unimodalidad sobre | el criterio de costo
cas tipo (s,S) pe- | estas funciones. promedio.
ro se agregan nue-
vas condiciones y se
debilitan las hipdte-
sis que se utilizaron
en los trabajos pre-
Vios.
Feinberg Con los resultados | Se tienen las mis- | Se tienen nuevos
[9] (2016) encontrados en [8], | mas  suposiciones | resultados y algu-

se busca dar al-
gunas alternativas
para demostrar la
optimalidad de las
politicas (s,5), y
ademas el modelo
propuesto por Vei-
nott [27] tiene una
politica 6ptima del
mismo tipo.

dadas en [8].

teoremas au-
xiliares para po-
der demostrar la
optimalidad de las
politicas (s,5) en
algin modelo que
cumpla las condi-
ciones que plantea
este autor.

nos
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Mediante esta revision bibliografica del estudio de la optimali-
dad de politicas (s,.S) en problemas de control de inventario, en-
contramos pocos resultados de optimalidad de este tipo de politicas
en el modelo (2.3). Como se presenté en el resumen, Daduna [6]
demuestra la optimalidad pero utiliza espacio de estados y acciones
compactos. De esta manera, la aportacién que realizamos en este
trabajo de tesis es demostrar la optimalidad de las politicas (s, .S)
con la misma funcién de costo que se utiliza en [6] pero con espacio
de estados y acciones no necesariamente compacto.

2.3. Modelo con demanda no suplida

En esta seccién retomamos el modelo (2.3) para su estudio. Re-
cordemos que la variable z; representa el inventario al final del
periodo t, a; es la decisién de la cantidad de producto que se debe
ordenar, supongamos que 7; es una variable aleatoria Bernoulli con
pardametro p, donde {n; = 1} representa el evento de que el produc-
to solicitado llegue al inventario con probabilidad p y {n: = 0}, lo
contrario, es decir, con probabilidad 1 — p, el producto no llegé6 al
inventario, y la variable &1 es la demanda al finalizar el periodo
t.

El modelo tiene el siguiente escenario de toma de decisiones: se
observa el sistema en cada etapa, o tiempo. Asumimos que exis-
te una probabilidad positiva de que el producto en producciéon u
ordenado llegue en el periodo con éxito, luego los productos estan
disponibles de inmediato para satisfacer la demanda. La demanda
se genera pero si no es suficiente la capacidad del inventario para
satisfacer estd, se considera como no suplida, y el nivel de stock es
cero.

Ahora bien, de acuerdo al modelo (2.3), el espacio de estados del
proceso es X = RT y el espacio de acciones o controles es A = R™.
Consideremos el espacio de acciones admisibles como A(z) = A
para cada z € RT. De acuerdo a la notacién utilizada en el capitu-
lo anterior, el conjunto de parejas estado-accion estda dado por
K=R*" x RT.

La ecuacion en diferencias dada en (2.3), induce el kérnel estocdsti-
co @ o ley de transicién de la siguiente forma.

Para cada B € B(R™) se tiene que

Q(B|z,a) = P] (w441 € Blay = x,a; = a)
=PI ((z+ma—&)" € B).
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Si B = (—o0,y] con y € R, entonces

Q((—o0,yllz,a) = PT((z +ma—&)" <y)
=Pl (x+na—& <0,y >0)
+ P70 <z +mpa—& <y).

Siy < 0, se sique que

Q((—o0,yl|z,a) = 0.
Si y > 0, entonces

Q((00,yl|z,a) = Py (z +ma — & < 0)+ Py (0 <2 +na—& < y)
=pPl(r+a<&)+pPi(y<&<z+a)
+(Q=p)Pfz <&+ (1 —-p)Pr(y<& <ax+a)
=p(l - F(z+a))+(1-p)(1-Fz))
+p(Fi(z +a) — Fi(y) + (1 — p)(Fi(z) — Fi(y)),

en donde la funcién F; representa la funcién de distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria &;.

Suposicién 2.3.1 Supongamos lo siguiente:

= La sucesion de demandas, {&}ten son variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con fun-
cion de distribucion de probabilidad F y funcion de densidad
continua A.

w Si & representa un elemento génerico de la sucesion {&; }en,
entonces p:= E[{] < co.

= La sucesion de variables {n; }1en son independientes e idénti-
camente distribuidas con distribucion Bernoulli con pardme-
tro p.

Como se mencioné anteriormente, en cada etapa se generan costos.
En este trabajo consideramos gastos de almacenaje, produccién y
demanda no suplida. Este costo se representa mediante la siguiente
funcién definida sobre K,

C(z,a) = g(a) + H(z,a), (2.5)

en donde la funcién g : R — RT, representan los costos de produc-
cién y la funcién H : K — R* los costos de almacenaje y demanda
no suplida.

Observe que existen una gran variedad de funciones de costo, por
ejemplo, funciones lineales, polinomiales, exponencias etc., pero no
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todas pueden modelar los costos que hemos involucrado. En [6], se
presenta una propuesta de funcién de costo, definida de la siguiente
manera;

g(a) := K120y + ca,

H(x,a) := hE[x +na] + IE[(§ — (x +na)) "],
en donde

= K es el costo fijo por produccion, también puede indicar un
impuesto,

= c es el costo por unidad producida,
= h es el costo por unidad almacenada,
= [ es el costo por unidad faltante.

En la Seccién 2.2, mencionamos que las hipétesis utilizadas en [6]
manejaron espacio de estados y acciones compactos. En este traba-
jo se estudia la optimalidad de las politicas (s, S) usando la misma
funcién de costo dada en [6] y espacio de estados y acciones no
necesariamente compacto.

Ahora procederemos a demostrar la existencia de una politica épti-
ma markoviana como primer resultado importante en esta tesis.
Primero veamos que la Suposiciéon 1.6.6 se cumple, utilizando el
siguiente lema.

Lema 2.3.2 Sea () el kérnel estocdstico inducido por la dindmi-
ca (2.3) entonces Q es fuertemente continuo, es decir, para cada
funcion u acotada y medible se tiene que la integral de medida si-
guiente,

[ utwetasle.o
X
es continua y acotada sobre el espacio de acciones A.

Demostracién. Sea u € B(X), entonces se define la siguiente
funcién:

w(z,a) = /Xu(y)Q(dy|as,a)7 V(z,a) € K. (2.6)

Para probar que el kérnel @) es fuertemente continuo, debemos de-
mostrar que w es continua en A.
Ahora bien, consideremos = € X fijo y {a,} una sucesién definida
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en A. Supongamos que la sucesion converge a algiun a € A. De esta
forma, procedemos a realizar el siguiente calculo

lim w(z,a,) = lim u(y)Q(dy|z, an)

n—roo n— oo X

= lim Elu(z + a,n —&)7]

n—oo

=p lim u((x + an — s)*)dF(s)

n— oo X

+(1—p) lim u((z — 8)T)dF(s)

n—oo X
=p lim u(0)F(z + an)
n— oo
x+an

+p lim u(x + a, — s)dF(s)

n—oo 0

L (1-p) /X u((z — 5)*)dF(s).

Utilizando la continuidad de la funcién de distribucién F' y que la
funcién wu es acotada, por el Teorema de Convergencia Dominada
A.1.6, se tiene que

rz+a
lim w(zx,a,) = pu(0)F(x + a) + p/o u(z + a — s)dF(s)

n—roo

L(1-p) /X u((z — s)*)dF(s)
= w(z,a).

Por lo tanto, w es una funcién continua en A y concluimos que el
kérnel Q) es fuertemente continuo. m

Lema 2.3.3 La funcion de costo definida en (2.5) es inf-compacta
y l.s.c. sobre K.

Demostracion. Para demostrar que es [.s.c., s6lo basta con de-
mostrar que la funcién H(z,a) es una funcién l.s.c., debido a que

Klgq20y(a)+ ca,

si lo es, ya que es continua para a > 0 y [.s.c. para a = 0. Desarro-
llando la funcién H, considerando que la variable aleatoria 7 tiene
distribucién Bernoulli con pardametro p, entonces

(o]

H(x,a) = hp(z + a) + h(1 — p)a + Ip / o=@ @)F(s)

+I1(1-p) /oo(s —z)dF(s).
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Sean {x,} y {an} sucesiones convergentes con limite x € X y
a € A, respectivamente, entonces

lim H(z,,a,) = lim (hp(z, + an) + h(1 — p)z,)
n—oo n—oo
+ lim lp/ (s — (zn + an))dF(s)
n—o00 T tan
+ lim 11~ p)/ (5 — 2)dF(s).

Luego,

lim (hp(x, + an) + h(1 —p)zy,) = hp li_>m (r4+a)+h(l—-p) lim z,

n—oo n— oo

— hp(a +a) + h(1 — p)a,

o0

lim (lp/:o (s — (xn+an))dF(s)+l(1fp)/

ntan Tn

(s = 2)dF ()

oo

=lIp ILm Itz +a,,00)(8 = (T + ap))dF(s)
n o0 0
+1(1—p) Jim. I g, 00) (8 = 25)dF (s),

note que la funcién Iz, 4q,,00)(8 — (Tn + an)) < s, y ademds se
satisface la siguiente propiedad

lim inf[0, ,,] C limsupl0, z,,] C [0, z],
se tiene que Iy ;] converge a I|g ;) casi seguramente, andlogamente

Ij0,2,,+a,) converge casi seguramente a I[g 4], asi por el Teorema
de Convergencia Dominada A.1.6,

J (10 [" @t air@) 10 -p) [ = nar ()
| :<s ~ ) - p) [ (s = D))

Por lo tanto, H es continua para a > 0 y l.s.c. para a = 0.

Para probar que la funcién C es inf — compacta sobre K, primero
vamos a demostrar que la funcién K140} (a)+ca sea inf —compacta
sobre A = R*. En efecto, considere A € R y el conjunto de nivel
asociado a A > K

A—Klg,
Dy(\ A) = {a > 0|K1gu0y(a) + ca <A} = [o, “ﬂ :

c
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el cual es cerrado y acotado en R, por tanto compacto. Si A < K
se tiene que

Dy(A,A) = {0},

un conjunto cerrado y acotado, asi compacto. Por tanto, los con-
juntos de nivel de la funcién K1,.0(a) + ca son compactos, asi la
funcién es inf-compacta, luego por el Lema A.1.8 se tiene que la
funcién de costo C es inf-compacta sobre K ya que cada término
de la funcién de costo C' es positivo y l.s.c.. m

Con la funcién de costo definida en (2.5) se tiene el siguiente resul-
tado para la funcién de valor 6ptimo V.

Lema 2.3.4 V}(x) < 0o para cada x € X.

Demostracién. Consideremos la politica estacionaria de nunca
ordenar:

flx)=0, Ve e X.

Luego Vi (x) < va(f, ), si probamos que v, (f,z) < oo para cada
x € X, se tiene el resultado buscado.

Denotemos a xtf a la dindmica (2.3) utilizando la politica f. Sea

zg =z > 0, entonces

3554-1 = (@ — §t)+-

Consideremos el siguiente proceso de renovacion

N(zx) := sup{t|S: < z}, (2.7)
donde Sy = 0y Sy = 37, &. Observe que E[N(z)] < oo para
cada =z > 0. Luego

valf,z) = EL |3 a'Cla],0)
Lt=0

= ha +1E[(§ — x)"]

[N ()
+Ef Z a'(h(z = Si) + B[(& — (z — Si))7]
=1
+El | Y o' EG]
| t=N(z)+1
<hz+Ilp+FE Zat(thru) +Zofﬂ
t=1 t=0

o' 1
=hx+lp+——~hr+p +-—p<oo.
l1-a l-«a
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En la ecuacién anterior se utilizé la suposicién del modelo sobre la
esperanza de la demanda finita. Asi, VJ es finita. m

Los lemas demostrados anteriormente garantizan que las Suposi-
ciones 1.7.2 y 1.7.3 se cumplen para el modelo (2.3). Asf se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 2.3.5 . Existe una politica optima determinista estacio-
naria para el problema de control dptimo con horizonte finito e
infinito bajo el modelo (2.3). Ademds las funciones de iteracion de
valor dptimo V, T V.

Demostracion. Por el Teorema 1.7.9 se tiene la existencia de la
politica 6ptima determinista estacionaria y por el Lema 1.7.8 se
tiene que V,, T V. m



Capitulo 3

Optimalidad de la
politica (s, S)

En este capitulo se presentan los resultados principales de este
trabajo de tesis. Mediante las funciones de iteracién de valor 6ptimo
se demuestra que la politica éptima que resuelve el problema de
control es de la forma (s, S).

3.1. Analisis de las funciones de valor
optimo

En esta seccién se busca caracterizar a la politica éptima mar-
koviana estacionaria garantizada en el Teorema 2.3.5. Para poder
lograrlo, es necesario analizar el comportamiento de las funciones
de iteracién de valor éptimo (1.11), ya que es una herramienta ttil
que proporciona el método de programacién dinamica para ir re-
solviendo el problema de control éptimo por etapas.

Sea n € Ny considerando la funcién de costo definida en (2.5),
se tiene lo siguiente para cada estado inicial z > 0 y funcién de
iteracién V,.

Vn+1 (x)
= ig%{Kl{a?go} (a) + ca + hE[z + na] +E[(& — (z 4+ na))T]

+aB[Va((z +na— )"}
= min{K + G, (z) + H,(z), ;I;% {Gn(z+a)+ H,(2)}}

= min{K + G, (z), ir;%{Gn(x +a)}} + Hy(z).

31
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donde

Gy(z+a) = (c+hp)(z+a)+apE [V, ((x+a—&) ) +pE[(E—(z+a))*],
y

Hy(z) := (h(1—p)—c)z+a(l—p)E[V,((z—&)")|+(1-p) E[(§—2)T].

Realizando el cambio de variable y := = 4 a, el problema de opti-
mizacion se reestructura de la manera siguiente:

Vg1 (z) = min{K + G, (), ;I;fg‘c{Gn(y)}} + H,(x), x€X. (3.1)

Para proceder con los siguientes resultados, recordemos la defini-
cién de una funcién convexa.

Definicion 3.1.1 Sea f: I — R donde I es un intervalo o es un
subconjunto convexo de algun espacio vectorial. Se dice que f es
convexa cuando verifica la siguiente condicion:

a,bel,a<b= f(1-Na+Ab) < (1=-N)f(a)+Af(b), VAe]0,1].
(3.2)
A continuacién presentamos el siguiente resultado sobre cada fun-
cién V,,.
Lema 3.1.2 Para cadan=1,2,..., la funcion V,, cumple:
1. V,, es convexa sobre X,
2. limg 00 V() = 0.

Demostracién. Primero, veamos que Gy es convexa. Por (3.1) y
dado que Vj = 0 se tiene que

Go(y) = (c+hp)y+pE[E—y)T], y>0. (3.3)

Luego, (¢ + hp)y es convexa porque es una funcién lineal sobre la
variable y, y por Lema 3.1.4 la funcién E[({ —y) "] es convexa. As{
Gy es convexa, ademds Go(y) — oo cuando y — oo, pues

o0

0< B[ —y)*] = / s£(8)ds — y(1 — F(y)) < EleLy.00 ()]

Yy

entonces E[(§ —y)T] — 0 cuando y — co. Andlogamente se observa
que Hj satisface las mismas condiciones que GGy tomando en cuenta,
la hipétesis que ¢ < h(1 — p).

Ahora procedemos de manera inductiva sobre n, para n = 1,

Vi(x) = min{K + Go(z), ;gfc{Go(y)}} + Ho(x),



3.1 Anadlisis de las funciones de valor 6ptimo 33

por el Lema 3.1.4 la funcién inf, >, {Go(y)} es convexa y la funcién
min es también convexa. Por otro lado,

lim Vi(z) = lim inf{Go(y)} + lim Hy(x),
T—>00

T —00 T—00 y>x

para poder obtener el resultado, es necesario demostrar que
lim min{K + Gy(z), inf {Go(y)}} = oo,
T— 00 y>x

para esto, tenemos que Gy es convexa 'y Go(y) — oo cuando y — 00,
asi existe y5 > x para 2 € X fijo, tal que

inf {Go(y)} = Go(vn),
y>z
y por el cambio de variable tenemos que existe aj € A tal que
iI;%{Go(LE +a)} = Go(z + ap),

de esta forma, cuando  — oo

;IZI%{GO(UU +a)} — .

Por lo tanto, se tiene lo buscado para V;.
Supongamos que para n se cumple que V,, es convexa y ademas

lim V,(z) = oo,

Tr—00

entonces GG, por definicién y H,, son convexas. Por tanto, por Lema
3.1.4 se tiene que V41 es convexa. Por otro lado,

lim G (y) = 1lim(Go(y) + apE[Va((y — §)™)]) = oo,

lim H,(2) = lim (Ho(z) + a(l = p)E[Va((z — €)")]) = cc.

Lo anterior, por la continuidad [.s.c. de la funcién V,, y por la
hipétesis inductiva.
Asi, existe y > x tal que

inf {Gn(y)} = Gulys),

y>z

luego por el cambio de variable propuesto a y se tiene que existe
al, € A tal que inf, > {Gn(z + a})} = Gn(x + a}). Por tanto,

lim V,41(z) = oo. (3.4)

r—r
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]

Se demostro6 en el Lema 3.1.2 que para cada ¢t = 0,1, ... la funciéon
Gy H; son convexas y ademds, G¢(y) — oo y Hi(y) — oo cuando
Yy — 0.

Por otro lado, en el capitulo anterior se demostré que la funcion V,,
es la funcién de valor éptimo « descontada con horizonte n, donde
n =1,2,.... Por la igualdad dada en (3.1), es importante conocer el
comportamiento de las funciones H, y G, para cadan = 1,2, ...,
con el fin de poder intercambiar infimo por minimo y encontrar el
minimizador de la funcién.

El siguiente concepto es mas general que la definicién de funcién
convexa.

Definicién 3.1.3 Una funcion real g es K-convexa, con K > 0,
St

Ktg(zty)>g(y)+2 (*"(y"g@")) . (35)

Cc

para todo z >0, ¢ >0, yy > 0.

El siguiente resultado se encuentra en el contexto de funciones K-
convexas y resulta ser muy importante para demostrar la optima-
lidad de politicas (s,.S) para el modelo.

Lema 3.1.4 (a) Una funcion convezxa g es también 0-convexa, mds
aun es K-convexa para cada K > 0.

(b) Sean g1 : R* — R funcién K-convezra y g1 : RT — R funcion
L-convera entonces

ag1(y) + Bg2(y),
s (aK + BL)-convexa para cada o >0 y > 0.

(c) Sig:RT - R es K-conveza y w es una variable aleatoria con
rango en RY, entonces E,[g(y — w)] es también K-convera
siempre que E,[|g(y — w)|] < oo para cada y > 0.

(d) Sig:RT =R es una funcion K-convexa y g(y) — oo cuando
ly| = oo, entonces existen escalares s y S con s < S tal que
1) g(S) < g(y) para cada y > 0,
1) g(S) + K = g(s) < g(y) para cada y >0,
1) g(y) es una funcidn decreciente en (—o0, s),
v) g(y) <

9(z) + K para cada y,z con s <y < z.
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Demostracién. Para demostrar la parte (a) del lema, considere
A € [0,1] y escribimos x = (1 — Na + Xb = a + A(b — a), asi
x € |a,b] C I. Reciprocamente, para cada z € [a, b], basta tomar

T—a
b—a’

en donde A € [0,1] y x = (1 — A)a + Ab. Por tanto, la ecuacién
(3.2) se expresa equivalentemente de la siguiente forma para cada
a,b>0cona<b.

b—x r—a

fb), Vrelab.  (3.6)

—a b—a

Si ahora, a:=y—¢, b:=y+ 2z y x:=y y utilizando (3.6) se tiene
que

9) < ol =)+ gl +2)

zZ+c
luego,

9z +g(y)e < zg(y — ¢) +cg(y + 2),
de esta forma

9(y) —gly — C)) ,

9(2+y)29(y)+2< p

por lo cual se tiene que g es una funcién 0-convexa. Ademas, K > 0
de esta forma g es K-convexa.

La parte (b) del lema se sigue de la ecuacién (3.5) utilizando que
a>0y B >0.

Para demostrar la parte (c), utilizamos que la funcién g es K-
convexa y E,[g(y — w)] < oo junto con las propiedades de la espe-
ranza, F,,, se tiene

K+ Eylg(z +y—w)] > Eylg(y —w)]
L (Ew[g(y—w)] — Eulgly —c—w)]> 7

C

por lo tanto, la funcién E,[g(y — w)] es K-convexa. Por ultimo
procederemos a demostrar la parte (d) del lema. Utilizando por
hipétesis que g es continua y g(y) — oo cuando |y| — oo, entonces
existe un punto minimo de g. Sea S tal punto.

Ahora, sea s el escalar mds pequetio tal que 2 < Sy g(S) + K =
g(z). Para cada y > 0 con y < s, se tiene de la ecuacién (3.5)

S —s
sS—Y

K +g(5) > g(s) + (9(s) — g(v)).
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Debido a que K + ¢g(S) — g(s) = 0, obtenemos que g(s) — g(y) < 0.
Siy < sy s es el escalar mds pequetio para el cual g(S)+ K = ¢(59)
se sigue que g(s) < g(y) y II) se ha demostrado. Para demostrar
III), observe que para y; < ya < S, se tiene que

S —yo

K +g(S) > +
9(5) = g(y2) p—

(9(y2) = 9(y1))-
Utilizando II),

9(y2) > g(5) + K,
se sigue de las desigualdades anteriores

S =
Y2 — Y1

0> (9(y2) — 9(y1)),

con lo cual obtenemos que ¢g(y1) > g(y2), demostrando as{ la parte
III). Para demostrar IV), note que y = z, y = S oy = s. se
satisface IV). Las otras dos posibilidades restantes son: s <y < S
yS<y<z SiS<y< z, entonces por la K-convexidad

Y

K+m@zmw+y_5

(9(y) —9(5)) = g(y),

y por tanto, IV) queda demostrado. Si s < y < S, entonces por la
K-convexidad

a(5) = K +9(5) 2 9(u) + ~—2(g(s) )
de lo cual
S—y S—y
(1+y—> (s) > <1+ y—s)g(y)’

y g(s) > g(y). Por lo tanto,
9(z) + K > g(S)+ K = g(s),

se sique que g(z)+K > g(y). De esta manera IV) queda demostrado
para cualquier caso. m
Por lo tanto, se sigue con la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.5 Para cada funcion G, donde n = 0,1,2, ...,
eriste s, y Sy tales que cumplen las siguientes condiciones:

1) Gn(Sn) < Gn(y) para cada vy,
1) Gn(Sn) + K = Gp(sn) < Gu(y) para cada y,
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1) Gy (y) es una funcion decreciente en (—oo, sp,),
1v) Gp(y) < Gn(2) + K para cada y,z con s, <y < z.

Demostracion. Por el Lema 3.1.2, cada funcién G,, es convexa y
ademds G, (x) — oo cuando z — co. As{ por el Lema 3.1.4, se tiene
la existencia de s, y S, que cumplen las condiciones I) a IV). m
Por las condiciones anteriores dadas en la Proposicién 3.1.5 y por
el cambio de variable y = x + a, se tiene que la politica (s,,Sy)
es 6ptima para el problema con criterio de costo a-descontado con
horizonte de tiempo n.

Solo resta demostrar que la politica 6ptima para el criterio de cos-
to a-descontado con horizonte infinito es del tipo (s, S). Primero,
considere la funcién de valor 6ptimo a-descontado, V,, definido en
el Capitulo 1. Por el Teorema 1.7.9, se tiene que la funcién V, es la
Unica solucién de la ecuacién de programacion dindmica. Asi, sus-
tituyendo el costo definido en (2.5) en la ecuacién de programacion
dindmica se tiene que

V¥ (z) = min{K + G(x), ;2% {G(x +a)}} + H(x),

en donde

G(z+a) = (c+hp)(z+a)+pE[(E—(z+a)) T |+apE[Vy ((z+a—&) 7)),
y

H(y) = (h(1—=p)—c)z+(1—p)E[({—2)T]+a(1-p) B[V, ((z—&)T)].

En el siguiente lema se tienen algunas consecuencias de la funcién

V.

Lema 3.1.6 La funcion de valor dptimo a-descontado, V' es con-
vera y Vi(z) = 0o cuando x — oo.

Demostraciéon. Por el Lema 1.7.8, se tiene que las funciones de
iteracién de valor 6ptimo cumplen que V,, < V. Asi

li *(z) = oo.

Jim Vi) =00
y ademas V,, 1TV, asi V es una funcién convexa. m
Ademas, por la convergencia de V,, 1T V7 se tiene que H, y G,
convergen a H y G, respectivamente. Por tdltimo se tiene la opti-
malidad de la politica (s, .S) para el problema con horizonte infinito,
la cual se presenta en el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.7 Existen s y S que cumplen las siguientes con-
diciones:
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1) G(S) < G(y) para cada y,
1) G(S)+ K = G(s) < G(y) para cada y,
1) G(y) es una funcién decreciente en (—o0, s),

)
v) G(y) < G(z) + K para cada y,z con s <y < z,

por lo tanto, la politica (s,S) es dptima para el criterio de costo
total a-descontado con horizonte infinito.

Demostracion. Por el Lema 3.1.6, la funcién G satisface (d) del
Lema 3.1.4 entonces se tienen las condiciones (I) a (IV) de esta
proposicién. Luego por el cambio de variable y = z+a 'y (I) a (IV)
se tiene que la politica (s, S) es éptima. m

Proposicion 3.1.8 Para cada s, y S, con n > 1 encontradas en
la Proposicion 3.1.5, se tiene que convergen a algunos s* y S*,
respectivamente.

Demostraciéon. Por el Teorema 1.7.9, se tiene que V,, 1 V, asi,
G, T G, entonces

Gn(y) < Guya(y) < G(y),
para cada y > 0. Observe que s, v S, se encuentran en el conjunto

{y>0:G(y) < r;lzigG(y) + K},

el cual es compacto, por la continuidad inferior de la funcién G
que se hereda de la continuidad inferior de la funcién V' y ademas
el conjunto en (3.1) es acotado por el inciso IV de la Proposicién
3.1.7. De esta forma existe el punto limite de s, y 5, los cuales se
denotan por s* y S*, respectivamente. m

3.1.1. Politica miope

En esta seccién, vamos a determinar un tipo de politica mas
simple que del tipo (s,S), llamada miope. La definicién formal de
politica miope es la siguiente

Definicién 3.1.9 Una politica estacionaria, deterministan = {f,} C

F se llama miope si
fo=F, ¥n>1.

En la literatura (ver [4] y [?]) se estudia la optimalidad de politicas
miopes para el modelo de Lindley original (2.2).
En esta parte, mediante el modelo (2.3) con una funcién de costo
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semejante a la utilizada anteriormente y espacio de estados y ac-
ciones admisibles compactos, demostramos la optimalidad de una
politica miope para este modelo de Lindley generalizado.
Consideremos el modelo (2.3), con las mismas suposiciones sélo que
el espacio de estados es X = [0, L] y espacio de acciones admisibles
A(z) = [R, Q] y la funcién de costo siguiente:

Ci(z,a) = ca+ hE[(x + na)] — | E[min(z + na, §)], (3.7
en donde
= ¢ el costo de produccién por unidad,
= h el costo de almacenaje por unidad,
= [ el precio de venta del producto.

En el siguiente lema, presentamos las consecuencias del modelo con
estas nuevas suposiciones.

Lema 3.1.10 La funcion de costo es:
= Acotada inferiormente,
= Inferiormente semicontinua sobre K,
= inf — compacta.

Demostracién. La funcién de costo es acotada inferiormente, de-
bido a que el espacio de estados y acciones son acotados, asi para
cada x € [0,L] y a € [R, Q] se tiene,

Ci(z,a) > —l(z+a)
> —Il(M+1L).
Luego, los dos primeros términos de la funcién de costo C; son los
mismos que tiene la funcién de costo C' definida en (2.5) y en el
Lema 2.3.3 se probd que son inferiormente semicontinuas. Para el
tercer término, se tiene que la funciéon min es inferiormente semi-
continua en [0, L] x [R,Q]. Asi, se tiene que la funcién de costo
C es inferiormente semicontinua en [0, L] x [R, Q]. La funcién es
inf —compacta, debido a que el espacio de estados y acciones ad-
misibles es compacto. m
Por tltimo, sabemos que el kérnel inducido por la dindmica (2.3)
es fuertemente continuo, por el Lema 2.3.2. Asi se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 3.1.11 El modelo (2.2), satisface las Suposiciones 1.7.2
y 1.7.8 por tanto, se cumplen las conclusiones del Teorema 1.7.9.
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Ahora, en el siguiente Lema mostramos el comportamiento de las
funciones de iteracion de valor éptimo.

Lema 3.1.12 Las funciones de iteracion de valor dptimo V,,, con
n =0,1,..., son no decrecientes en [0, L], y ademds la funcidon de
valor dptimo V,, es no decreciente en [0, L].

Demostracion. Por definicion,
W =0,
asi, es no decreciente en [0, L] y paran > 1,
Vier(2) = min {C1 (2. a) + o [Va((x +na — €%)]}
= min {g(x +a) + apB [Va((z +a— €))]} + h(a)
+a(l—p)E [Val(e -],
en donde
g(x +a) = (c+ hp)(x + a) + [pE[min{z + a, {}]

xz+a
:(c—i—hp)(x—i—a)—l—lpy(l—F(x—i—a))—|—lp/0 sdF(s),

W) = (h(1 = p) = )z +1(1 - p)E[min{z,{}]

=(h(1-p)—c)z+I1(1-pz(l-F(x))+ lp/ox sdF(s),

entonces para cada = € [0, L], la derivada de h
R(z) = (h(1 —=p)—c)+1(1—p)(1 - F(x)) > 0. (3.8)

Por tanto, la funcién h es no decreciente en [0, L].
Realizando el cambio de variable y = z+a, y calculando la derivada
de la funcién g,

9'(y) =c+hp+ip(l - F(y) >0, (3.9)
por tanto ¢ es no decreciente en [0, L]. Asi la primera iteracién es,

Vi = i +h
o) = oin lo@)h+n()
=g(z+ R) + h(x).
De esta forma, la funciéon V; es no decreciente, y

filx)=R, x€]0,L]
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La segunda iteracion,

Va(@) = yE[R+z Q+al {9t +apE Villy =M}

+h(z) +a(l - p)E [Vi((z — &)
=g(z+ R) + apE[Vi((z + R — &)")] + h(z)
+a(l-pE [Vi((z-&")].

La ultima igualdad se debe a que la funcién V7 es no decreciente.
Asi,
fg(l‘) = R, xr € [O,L]

Supongamos que para n > 2, la funcién V,, es no decreciente, vea-
mos que V41 es no decreciente. Sabemos que

= 1 E
Vg1 () e {9(y) + E[V,((y — )]} + h()

+a(l = p)E[Va((z = &)T)),
asi, utilizando que la funcién V,, es no decreciente se tiene que

Var1(2) = g(@) + apE[Va((z + R = €)T)] + h(z)
+a(l = p)E[Va((z - &7

Nuevamente, utilizando que V;, es no decreciente, y como se de-
mostré anteriormente que las funciones h y g son no decrecientes
se tiene que V41 es no decreciente. Ademds, la estrategia en el
n-ésimo paso es

fu(z)=R, x€][0,L]

Por el Teorema 1.7.9, V,, T V,, en donde se demuestra que las
funciones de iteracién son no decrecientes, entonces la funcién de
valor éptimo a-descontada es no decreciente. m

Por la ecuacién de optimalidad, para cada = € [0, L],

V. = + apE|V, -6t h

a(2)= _ min {9(y) + apE[Va((y — )]} + h(z)
+a(l = p)E[Va((z = &)7)],

y por el lema anterior las funciones V,, y h son no decrecientes,

entonces la politica éptima estacionaria para el problema con ho-
rizonte infinito es

fx)=R, xz€]0,L].

La cual resulta ser miope. Por lo tanto, para este modelo, todas
las politicas éptimas estacionarias para el problema con horizonte
finito e infinito son miopes.
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Por ultimo, senalamos que el espacio de estados se puede extender
a X = [0,00), pero restringiendo la dindmica de la siguiente forma,

Ty1 = min{(zy + neay — §41), L} (3.10)
Esta dindmica se estudia en [18], utilizando una funcién de costo

c(z,a) = [L —z]*.

3.2. Ejemplo numérico

En esta seccién se considera una base de datos encontrados en
[19] de una compainia llamada Shanghai Tang Fashion Company
que modelaron la gestion del inventario de manera determinista.
Esta compania tiene giro en la industria textil y se encarga de
fabricar dos marcas de poliéster (Benhu, Donker). En la base de
datos tenemos informacion de costos de almacenaje, produccién y
escasez de cada una de las dos marcas que se producen. También
tenemos datos de la demanda de cada poliéster en el ano 2014. Con
estos datos de la demanda, realizamos un ajuste a una distribucién
de probabilidad. Luego modelamos el sistema de inventarios me-
diante (2.3), asi vemos que se cumplen las Suposiciones 2.3.1, con
el fin de recomendar la utilizacién de estrategias (s,S) para esta
compania. Asi, de manera numérica determinamos cada factor s y
S utilizando el software Mathematica 11.0.

3.2.1. Gestion de inventarios en Shanghai Tang
Fashion Company

Shanghai Tang Fashion Company es una empresa que tiene giro
en la industria textil. Este tipo de industrias en uno de los sectores
manufactureros mas importantes de Indonesia, en donde tiene su-
cursales esta companfa. Datos relevantes que se mencionan en [19],
es que esta rama de industrias generaron 1.1 millones de empleos
en 2012, haciendola una de las principales proveedores de campo
de trabajo.

También se menciona, que la industria textil de Indonesia todavia
se enfrenta a una serie de problemas internos y externos, espe-
cialmente en la actualidad. Estos consisten principalmente en la
utilizacién excesiva de la capacidad y la ineficiencia de maquinaria
con incertidumbre de planificacién debido a las fluctuaciones del
tipo de cambio que conllevan el aumento de costos de produccién
y escasez de recursos humanos calificados. Shanghai Tang Fashion
Company se enfrenta a un problema similar en términos de inexac-
titud de gestién de inventarios, donde se tiene incertidumbre en la
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demanda, por ejemplo; la cantidad, color y tipo de productos de la
empresa. Los productos que maneja la compania son los siguientes:

= Rebaba de poliéster Benhu,
= Rebaba de poliéster Donker.

En cada producto se desea encontrar una politica de gestiéon de
inventario para poder minimizar costos. El inventario se revisa al
inicio de la primera semana del ano y se toma la decisién de la can-
tidad de poliéster en kilogramos que se va a utilizar. Al finalizar
la semana, se cuenta la cantidad de producto vendida en kilogra-
mos y se guarda el nivel de inventario. Para esto, consideramos las
siguientes variables:

1. La cantidad de poliéster Benhu que se tiene en el inventario

en el mes t se denota por x;, para el poliéster Donker es x2.

2. La cantidad de poliéster Benhu producido en el mes ¢ es de-
2

notado por af, para Donker es a?.
3. El éxito de haber logrado colocar en el almacen y a la venta
el poliéster Benhu es 7}, para el poliéster Donker n?.

4. La demanda que se tiene al finalizar el periodo t para el po-
liéster Benhu es &/, para el Donker es &7, ;.

De esta forma, modelaremos el inventario de cada producto que se
maneja en la compania con las siguientes ecuaciones en diferencias:
Benhu

33%+1 = (xtl + aiml - £t1+1)~ (3.11)
Donker

wiy = (of +afng — &4q)- (3.12)
Para cada t = 0,1, 2, ..., la capacidad del inventario y de produc-

cién es muy grande, entonces z;, z7 € [0,00) y a;,a? € [0,00).
En [19], se presenta un estudio del inventario durante el afio 2014.
Primero se observé que la eficiencia de colocar en el almacén lo que
se requiere producir en cada mes. Los resultados se observan en la
Tabla 3.1.

Asi, supongamos que cada éxito o fracaso de colocar el producto

Producto | Benhu | Donker
Eficiencia | 85% 80 %

Cuadro 3.1: Eficiencia de colar producto en el almacén.

en el almacén son independientes y ademds cada realizacién, n}
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tiene una distribucién Bernoulli con pardmetro 0.85, para n? son
Bernoulli con pardmetro 0.80.

Ahora, para cada tipo de poliéster se tienen demandas indepen-
dientes en cada mes. En base a los datos presentados en [19], reco-
lectamos las demandas de las primeras 50 semanas del ano 2014.
En la Tabla 3.2 se observa las demandas en algunas semanas.

Demanda (kg) | Benhur | Donker

Semana 1 229 632

Semana 2 253.9 554.4
Semana 3 266 495.9
Semana 5 248.5 407.1

Semana 10 191.11 380.3
Semana 20 200.7 350.5
Semana 30 306.5 392.8
Semana 40 332.5 461.7
Semana 50 130 356.8

Cuadro 3.2: Demanda en el ano 2014.

Con los datos obtenidos de las demandas en el ano 2014, realizamos
un ajuste a una distribucién de probabilidad. Asi utilizando el Test
Kolmogorov-Smirnov, se ajusta la demanda de cada poliéster a una
distribucién mixta Normal /Uniforme con los siguientes parametros
dados en la Tabla 3.3.

Demanda / Poliéster Benhur Donker
Uniforme (a, b) a=234. 8, 268 a=426.8, b =625.1
Normal (p, o) uw=266.3,0=17| p=452.3, 0 =16.8
Nivel de Confianza 94 % 97 %

Cuadro 3.3: Ajuste de la Demanda.

Ahora vamos a definir la funcién de costo de cada poliéster. En la
Tabla 3.4 presentamos los costos fijos de produccién, por unidad
ordenada o producida de almacenaje y por unidad de escasez (cada
una de ellas medidas en kg). Estos datos pueden encontrarse en [19]
para cada tipo de poliéster. Asi nuestra funcién de costo para tipo
de poliéster se expresean con las siguientes ecuaciones.

Benhur

Cl(z,a) = K'l{apoy +c'a+h El(z+n'a)] + 1" E[(€! — (z+n"a))T].
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Producto Benhur Donker
Costo fijo orden K':=523 | K?:=95,6
Costo por orden cl:=1443 | ¢ :=332,5

Costo por almacenaje | h' :=321,2 | h? := 340,8
Costo por escasez M:=1972 [ 1?:=169,2

Cuadro 3.4: Costos por kg de Poliéster

Donker

C*(x,a) = K*1{qz0y +Pa+ 1 Bl(a+1’a)] + P B[(€? — (z+n*a))T].

3.2.2. Politica éptima (s,.5)

En la parte anterior, se adapté al modelo (2.3) a cada tipo de

poliéster, en las ecuaciones (3.11) y (3.12). Ademds, se definié la
funcién de costo. Ademads, se tiene que se cumplen las Suposiciones
2.3.1, de esta forma se cumple el Teorema 2.3.5 y se tiene que
para cada tipo de poliéster tenemos un politica 6ptima. Ademsds,
se cumple la Proposicién 3.1.5, con lo cual cada tipo de poliéster
tiene una politica éptima de reorden o del tipo (s, .S).
Con el programa Mathematica 11.0, realizamos las estimaciones de
las funciones de valor 6ptimo en cada etapa, n = 1,2,...,52 y los
valores s,, y Sp, que caracterizan a la politica éptima. Recordar que
Sy, es el minimo de la funcién G, definida en (3.1.2). El valor de
s, se calcula resolviendo la ecuacién:

Gn(Sn) + K = Gp(sn). (3.13)

Dichas condiciones estdan dadas en la Proposicién 3.1.5. En las Ta-
blas 3.5 y 3.6 mostramos los resultados utilizando un factor de
descuento o = 0. 9 para cada producto. Por lo tanto, se observa la
convergencia de s, y S, que se garantiza en la Proposicién 3.1.8.
De acuerdo a los resultados, tenemos las siguientes recomendacio-
nes para obtener el costo éptimo al fin de afo.

= Para el poliéster Benhur, si se tiene una capacidad menor a
287.5 kg, se solicita producir mas kg de poliéster hasta tener
300.3 kg. En caso contrario no se solicita produccién.

= Para el poliéster Donker, se produce méas kg de este tipo de
poliéster hasta tener 637.1 kg en el almacén siempre que el
stock se encuentre por debajo de 431.2 kg. En caso contrario
no se solicita produccién.
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Semana Sn Shn

1 287.5 | 298.3

2 287.8 | 298.9

10 289.6 | 299.2
Benhur 20 289.8 | 299.3
30 290.1 | 299.7
40 290.3 | 299.9
50 290.5 | 300.1
52 290.7 | 300.3

Cuadro 3.5: Estrategia (s,S) para Benhur.

Semana, Sn Sy,
1 431.2 | 632.87
2 433.5 | 633.8

10 431.9 | 634.1
Donker 20 432.1 | 635.9
30 432.4 | 636.2
40 432.6 | 636.7
50 433.2 | 636.9
52 434.5 | 637.0

Cuadro 3.6: Estrategia (s,S) para Donker.
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Poliéster /Costo Benhur Donker
Costo Total existente 241 428.6 500 414.7
Costo modelo estocastico | 186 321.3 | 329 361.6
Costo modelo determinista 204 062.738 | 394 273.8

Cuadro 3.7: Comparativo de los costos.

En la Tabla 3.7, mostramos la comparativa de los costos en 52
semanas que utilizan con un modelo determinista en [19], nuestra
propuesta con el modelo estocédstico e implementacién de la politica
6ptima (Vsz2), v el costo total existente en la compania. Se obser-
va que la aplicacion a un modelo estocastico y la implementacion
de la politica (s, S) reduce los costos a comparacién de utilizar un
modelo determinista.

Por ultimo, graficamente presentamos una simulaciéon de la ges-
tién de inventario para cada tipo de poliéster utilizando la politica
6ptima (s, .9).
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Figura 3.2: Simulaciéon Donker

En las Figuras 3.1 y 3.2 se observa el comportamiento del inventario
bajo un control entre 287.4 kg y 303.3 kg para Benhur y 431.2 kg
y 637.1 kg para Donker.



Conclusiones

En el trabajo se presenté un resumen de las aportaciones més im-
portantes y avances que se han hecho para demostrar optimalidad
de politicas (s,.5) en modelos de inventarios. También se realiza
el desarrolla de la teoria basica de los PDMs para aplicarla a un
modelo de inventario basado en la caminata aleatoria de Lindley.
Se presenta una aportaciéon a lo que se ha hecho anteriormente,
la cual fue demostrar optimalidad de politicas (s,S) en el modelo
generalizado de Lindley bajo nuevas condiciones en el espacio de
estados y acciones admisibles. La forma como se resolvié el pro-
blema fue a través de de programacion dindmica y el estudio de
funciones convexas. También agregamos un caso especial, el cual
es la politica miope que tiene como finalidad ser mas simple, para
la cual logramos demostrar que bajo otras condiciones a la funcién
de costo y espacio de estados y acciones admisibles se tiene la op-
timalidad de este tipo de politica.

Finalmente, se presenta un ejemplo numérico con datos de una
compania de textil en Indonesia para mostrar el comportamiento
numérico de politicas (s, 5).

Se han derivado algunos problemas que se pretenden trabajar a
futuro, tales como:

= Aplicar estos nuevos resultados tedricos para optimizar la ges-
tién de un inventario en México. Cabe destacar la dificultad
que existe para poder encontrar datos reales.

= El modelo presentado de Lindley generalizado, tiene como
hipétesis que la sucesién de variables aleatoris i.i.d., {n;} tie-
nen distribucién Bernoulli con pardmetro p, entonces se busca
generalizar la distribucién de estas variables con el fin de se-
guir garantizando la optimalidad de politicas (s, S).

= Estudiar la optimalidad de las politicas (s, S) pero utilizando
el criterio de costo promedio. Existen ya avances al respecto
para otros modelos de inventarios [8], pero en la literatura no
hemos encontrado estudios para el modelo de Lindley anali-
zado.
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Apéndice A

Resultados y
Definiciones Auxiliares

Definiciéon A.1.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, la minima o— dlge-
bra que contiene a T es la o-dlgebra de Borel, es decir, la o-dlgebra
generada por T se denota por B(X).

Definiciéon A.1.2 X es un espacio de Borel, si X es un subcon-
junto de Borel de un espacio métrico, separable y completo.

Definiciéon A.1.3 Un kérnel estocdstico definido sobre X dado Y
es una funcion Q(-|-) tal que:

1. Q(-ly) es una medida de probabilidad en X, para caday €Y.

2. Q(B]-) es una variable aleatoria (funcién medible) en'Y para
cada B € B(X).

La familia de todos los kérneles estocdsticos lo denotaremos por
P(X|Y).

Considere X y A espacios de Borel no vacios.

Definicién A.1.4 Una multifuncion (también llamada correspon-
dencia o mapeo conjunto valuado) b : X — A, es una funcion tal
que Y(x) es un subconjunto no vacio de A, para cada x € X.

Se define el grafo de la multifuncién v es el subconjunto de X x A
dado por

K:={(z,a)|lzr e X y a€(x)}.

Teorema A.1.5 Suponga que K es un subconjunto de Borel de
X XA, v esuna funcion l.s.c., acotada inferiormente e inf-compacta
sobre K. Entonces

51
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1. Eziste un selector f* € F tal que

vz, f*(z)) =v*(x) = ag‘i&)y(x,a).

2. Si multifuncion x — A(z) := {a € A(x)|v*(z) = v(z,a)} es

l.s.c. entonces v* esl.s.c.. Mds ain, siv es continua entonces
v* también lo es.

Demostracién. Ver [12]. =

Teorema A.1.6 Teorema de convergencia dominada Sean
{fn} una sucesion de funciones medibles y g una funcion medible
y p-integrable definidas en X, tales que |f,| < g, para toda n. Si
fn — [ casi seqguramente, entonces, f es p-integrable y

/fdu: lim / fndu.
X n—oo X

Demostracién. Ver [1]. =

Proposicion A.1.7 Teorema de IonescuTulcea Sea Xy, X1, ...,
una sucesion de espacios de Borel, y pada cada n = 0,1, ..., se de-
fine Y, = Xo x X1 x - X, y Y, :=[[_oXn. Sea v una me-
dida de probabilidad arbitraria sobre Xo y para cada n = 0,1,.. .,
P(dxpy1|yn) es un kérnel estocdstico sobre X, 1 dado Y,. Enton-
ces existe una unica medida de probabilidad P, sobre Y tal que,
para cada rectangulo medible By X --- X B, en Y,

PV(BO><~~~><Bn):/

I/(diﬂo)/ Po(d1'1|1'0)
BO B1

/ Pn_l(dl’n|l’0,...,$n_1).
Bn

Ademds, para cualquier funcion u medible y no negativa sobre Y,
la funcion

o [uw)Palay
es medible en Xq, donde P, representa a P, cuando v es la proba-
bilidad concentrada en x € Xj.
Demostracién. Ver [1]. =

Lema A.1.8 Sea C: Rt x Rt — R™*, la cual se puede descompo-
ner por dos funciones H : Rt x RT y g : RT — RT de la siguiente
forma:

C(z,a) = H(z,a) + g(a).
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Si la funcion g es inferiormente semicontinua l.s.c. e inf-compacta
en RY xR* y la funcién H es inferiormente semicontinua entonces
la funcion H es inf —compacta sobre RT x RT.

Demostracién. Ver (8] m
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