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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis se estudiard el concepto de la medida producto en el contexto
de medidas probabilisticas. Se expone tanto el caso finito como el caso infini-
to numerable para una coleccion de espacios probabilisticos. En cada uno de
estos casos se presentan ejemplos los cuales muestran el uso del teorema de
la medida producto, y en muchos de ellos se encuentra de forma explicita el
espacio producto. En la literatura revisada sobre este tema (véase [1], [2] y
[10]) se encontraron distintas versiones del teorema de la medida producto y
resultados relacionados con ella, pero en cambio, se noté la carencia de ejem-
plos sobre este tema. Dicha carencia fue una de las principales razones que
motivé este trabajo de tesis. También es importante senalar la importancia
que tiene el teorema de la medida producto en dreas como estadistica, pro-
cesos estocdsticos, finanzas, procesos de control, entre otros; en cada una de
estas dreas se encuentra presente el uso de la medida producto, ya sea para
la construccién de procesos 6 para el cédlculo de probabilidades conjuntas.

Inicialmente la tesis aborda el teorema de extensién de Caratheodory
(TC), para ello se hace un estudio de algunos conceptos bésicos de teoria de
la medida. La tesis incluye un apéndice de algunos conceptos y teoremas de
teoria de la medida (véase Apéndice By C). El TC es usado para extender una
medida definida en un dlgebra A a una medida en una sigma algebra B que
contiene a A, para hacer dicha extension se hace uso del concepto de medida
exterior. Este procedimiento de extension es utilizado para la construccién de
la medida de Lebesgue y la medida de Lebesgue-Stieltjes en R™, con n > 1.
En particular, en esta tesis se usa el TC para construir la medida producto.
Una vez estudiado el TC se presenta la medida producto para el caso de un
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numero finito de espacios de medida. Las referencias que se siguieron en la
tesis fueron los textos de Ash [1] y Shiryaev [10], dichos textos abordan el
teorema de la medida producto desde un punto de vista probabilistico, ya
que cada espacio de medida se encuentra condicionado con respecto a otro
(véase Capitulos 3 y 4). Esta fue una de las principales razones por las que
se decidi6 seguir estos textos, ademads, el caso independiente se obtiene como
un caso particular del primero.

En la tesis se presentan una serie de ejemplos los cuales muestran el
uso que tiene el teorema de la medida producto, en particular, a modelos
probabilisticos. En el Capitulo 3 de medida producto (caso numerable), se
presentan una serie de ejemplos, los cuales se analizan de forma empirica
en los libros bdsicos de probabilidad, en este caso se presenta un enfoque
mads tedrico dando los espacios de medida de cada uno de los experimentos.
También en este capitulo se dan ejemplos cldsicos, como el de muestreo con
sustitucién y muestreo sin sustitucion, aunque estos ejemplos han sido ana-
lizados bajo distintas perspectivas, aqui lo que se pretende hacer es mostrar
el uso de la medida producto.

Una aplicacion del teorema de la medida producto es la construccién de
un proceso estocdstico (véase [1]). En este caso suponemos que tenemos una
infinidad de variables aleatorias y se quiere conocer la medida de probabilidad
conjunta, como consecuencia de ello damos la medida de probabilidad para
cadenas de Markov, la ley de los grandes niimeros y el teorema del limite
central (véase [7]). Después para variables aleatorias Bernoulli, Binomial y
Poisson (véase [6]), se sabe que este problema es abordado en la mayor parte
de textos de probabilidad bésica, pero en esta tesis se analiza via la medida
producto. Finalmente se da un ejemplo a teoria de confiabilidad (véase [11]).

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera, capitulo 2. Prelimi-
nares, capitulo 3. Medida producto: caso finito y sus ejemplos, capitulo 4.
Medida producto: caso numerable y sus ejemplos, capitulo 5. Conclusiones y
un apéndice.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Extension de Medidas

Definicién 2.1.1 Sea X un conjunto. Una medida exterior es una funcion
p*: Pot(X) — R (donde R denota los reales extendidos i.e. R = [—o00, 0])
tal que

a) p*(0) =0,
b) Si A,BC X y AC B, entonces u*(A) < p*(B) (monotonia),
c) SiEC U2, Eicon E; y E € Pot(X), i =1,2,... entonces p*(E) <

Soo2, W (E;) (subaditividad).

Observacion 2.1.2 Sea E; C X, 1 = 1,2,... tal que B, N E,, = 0, si
m # n. Entonces la propiedad c) puede modificarse para esta clase de E;‘s,
de la forma siguiente

¢’) Si L =2, Ei con E, N E,, =0, cuando m # n entonces p*(L) <

Doy 1 (E).

Ahora veamos que ¢) y ¢)’ son equivalentes.
Demostracién. ¢) = ¢)’ Como L C |J;2, E;, E, N E,, =0, si m # n,
entonces
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c)’=> c) Definase

Bl == El
B, = Ey,—E,=F,NE,CE,
B3 - E3—<E1UE2) g E3

n—1
B, = E,~|JEiCE.

i—1
Note que B,N B,, =0,sim #ny Uoil B; = Uoil E;. Asf

p(E) = M*(U E;) = M*(U B;) < ZM*(Bi) < ZM*(EZ)

=1 =1 1=1

Definicién 2.1.3 Un conjunto E C X es medible con respecto a p* si para
cada conjunto A C X se tiene que

(A =p (ANE)+ u (AN E. (2.1)
Observacién 2.1.4 La igualdad en (2.1) sélo es necesaria probarla para el
caso ">"(i.e. p*(A) > p*(ANE)+ p (AN E")), ya que la otra desigualdad
se cumple por (¢’) (i.e. A= (ANE)U(ANE) = p*(A) < p*(ANE)+
pANE)).

Sea
B ={B C X | B es medible}.

Teorema 2.1.5 ‘B es una o-dlgebra.
Demostracion.

i) 0 € B, ya que para cada A C X se tiene que

pr(A) = (AN D) +p (AN X).
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ii) Si F € B, entonces £’ € B. Sea A C X,
p(A) = pANE)+p (ANE)
W(ANE) 4+ (ANE)
Por simetria de la ecuacién (2.1) la afirmacién es verdadera.

iii) Si E; € B, i = 1,2, ..., entonces |J;-, E; € B. Para demostrar esta
afirmacién, sean E7, Fy € B. Entonces para cada A C X

pi(A) = p(ANEy)+p (AN Ey) (2.2)
p(ANEy) + (AN Ey,N EY) + (AN EyN EY)

Como

AN(E1NEy))=(ANE NEy)U(ANEy)

entonces
(AN (B NEY)) < p (ANE NEY) + u (AN Ey)

usando la desigualdad en (2.2), se tiene que

WA) 2 (AN (B UE)) - it (AN (B, N )
(AN (By 0 Ey) + it (AN (Ef 1 Ey)

— WAN (B UE)) + 1 (AN (B} N E))
— WAN (B U B)) + 1 (AN (B U B)).

Entonces, F; U Ey € 9B. Por induccién se tendria el mismo resultado para
n conjuntos.

Para demostrar el caso numerable, sean {E;} C B disjuntos dos a dos y
deffnase para n > 1,

Gn = LnJ Ei7
=1

E = O E;.
i=1
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Entonces, para cada A C X yn > 1,
pr(A) = p (AN Gy) + p(ANGY). (2.3)

Como G,, C E entonces G), O E' de lo cual se tiene que ANG!), O AN E,
usando la subaditividad de p* se llega a que

W(ANE) < p'(ANG,) (2.4)

Por otro lado,

p(ANG,) = p(ANE,) +p (AN E,q) +p (ANGna)
= W(ANE,) +p (AN E, )
+ IU*(A N Enfz) + ,u*(A N anz).

continuando de forma

“(ANG) Z“ (AN E;). (2.5)

Usando (2.4) y (2.5) en (2.3) resulta que

p(A) = g (ANE)+ > p(ANE).

i=1
Asi cuando n — oo en la relacién anterior
pF(A) > p(ANE) +Zﬂ* (ANE;)
—1

> p(ANE)+ u*(U?ilA N E)
PW(ANE) 4+ (ANE).

Lema 2.1.6 Siji=p* |g confi: B — R entonces i es una medida en B.
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Demostracién. Sean F; y F, conjuntos medibles y ajenos. Usando la
medibilidad de F5 tenemos que

(B U Ey)) = p*((EyNEy)NEy)+ u*((ELU Ey) N EY)
= p'(Ey) + p*((Ey N Ey) N (Ey N EY))
= n(E2) + (k).

Por induccién se tiene que la aditividad finita se cumple.
Sea E = J;°, E;, donde {E;} C By E, N E,, =0, si n # m. Entonces

mE)=n (G Ez) > <O Ez) = iﬁ(Ez)

Cuando n — oo en la desigualdad anterior se tiene que

i(E) > Zﬁ(Ei)

y como

i(E) (E:)

IN
=

1=1

entonces [ es o-aditiva. Ademds, 1(0) = p*(0) = 0.
Por lo tanto, 1z es una medida. m

Definicién 2.1.7 Un espacio de medida (X, §, 1) es completo si § contiene
a todos los subconjuntos de conjuntos de medida cero ¢ nula, i.e. si para cada
BegF conu(B)=0yAC B implica que A € §.

Lema 2.1.8 El espacio (X,B,71) es un espacio de medida completo.

Demostracién. Sea B € B con fi(B) = 0y A C B. Ahora, sea C €
Pot(X), con u(C) < +o0.
Se quiere demostrar que

pH(C) Z pr(CNA) +p(C N A,

Como
p(CNA)+p (CNA)=p(CNA) <p(C),
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ya que CNA" C C. Luego, por hipétesis A C B entonces CNA C CNB C B.
De esto se obtiene que
p(CNA) <p(CNB)<p (B)=0.

Asi A € B. Por lo tanto (X,B,71) es un espacio de medida completo. m
Ahora, sea p una medida en un &lgebra 4 (véase Apéndice A), y definase

(*(A) = inf {Zu(Ai) tACJA Aeyi=1.2, } ,
=1 =1
para A € Pot(X).

Lema 2.1.9 Sea A € i, donde U es una dlgebra y sea {A;} C U tal que
A CJZ, Ai entonces

n(A) < Z f1(A;).

Demostracién. Sean
Bl = A1
By, = Ay—A; C A
Bg = Ag — (Al U Ag) g A3
B, = A, —(AjUAU..UA, ;) CA,

y hagamos C,, = AN B,,, n > 1. Entonces

pA) = (G £ 3B < 3 ()

Corolario 2.1.10 Si A € Y entonces 1*(A) = pu(A).
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Demostracién. Por definicién se cumple que p(A) < p*(A). Ahora como
A € il entonces

con A= By B, =0, parai =23, ... Asi p*(A) < iu(Bi) = p(A). Por
lo tanto p*(A) = p(A). = -
Lema 2.1.11 p* es una medida exterior.
Demostracién.

(i) Claramente p*(0) = 0.
(ii) Sea A C B con A, B € Pot(X). Entonces

p*(B) = inf {i w(A;) : B C GAi yA el i=12 .., } > u*(A).

i—1 i=1

(iii) Sea E C |J;2, E; y supéngase que p*(E;) < 400, para todo i. Entonces
dado € > 0, para cada ¢ existe {A; ;} C U tal que

o0

. 5
> Asy) < (B + 5
j=1

entonces

pE) < 30D ulAy) < 3 (E) + )

i=1 j=1
- Yy g
; — 2!
=1 =1
i=1
Como € > 0 es arbitrario, se tiene que

p(E) < Zu*(Ei)-
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|
Lema 2.1.12 Si A € U entonces A es medible con respecto a *.

Demostracién. Sea £/ C X un conjunto arbitrario de medida exterior
finita y sea € > 0. Entonces existe { E;} C U tal que

(i) EcJEiy

(i) > p(E) < p(B) +e.

Por otro lado, usando la aditividad de p se tiene que
p(E:) = p(E; NA) + p(E; N AY).

Entonces por (ii)

p(E)+e > Z 1(E;)

= > (BN A) + p(E; N A)]

i=1
= iM(Ez nA)+ iM(Ez nA)
> u:1(E NA)+ m’EZ nA').
Haciendo € — 0 en la relacién anterior se concluye que
pr(E) = p (BN A) + (B0 A').
]

Definicion 2.1.13 Sea U, el conjunto cuyos elementos son uniones de el-
ementos de . Es decir, si A € U, entonces eziste {E;} C U tal que A =
Uz?il L.

Sea U,s el conjunto cuyos elementos son intersecciones de .. Es decir,
si B € U,5 entonces existe {L;} C Y, tal que B = (2, L.
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Proposicion 2.1.14 Si p es una medida en un dlgebra 4, p* la medida
exterior inducida por p y E € Pot(X), entonces para € > 0 existe A € i,
con B C A tal que p*(A) < u*(E) + e. Ademas, existe un conjunto B € .4
con E C B yu*(B) = p*(E).

Demostracién. Para ¢ > 0, existe una sucesién {E,} C U tal que

piA) = (U En> <> pw(Ey)

n=1 n=1
= Yo u(B) < (B) +e
n=1

Por lo tanto p*(A) < p*(E) + «.
Parae =+, k=1,2,... existe Ay € {, con E C Ay p*(Ay) < p*(E)+
Sea B = (-, A € 5 entonces

Bl

i) EC B,yaque E C Ay, k=1,2,..., de lo cual se tiene E C (-, Ay = B.

ii) p*(FE) = p*(B), para demostrar este hecho note que
* * * 1
() < (A) < " (E) + 1.

de lo cual se infiere que

Luego cuando k — oo
1 (B) < 1 (E).

Por otro lado, como E C B entonces p*(E) < p*(B). Por lo tanto, u*(E) =
w(B).
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Teorema 2.1.15 (Teorema de Caratheodory)

Sea 1 una medida en un dlgebra 3 definida en un conjunto X y p* la
medida exterior inducida por j. Entonces la restriccion i de p* a los medibles
es una extension de p a la o-dlgebra conteniendo a . Si pu es o-finita entonces
7 es la unica medida en la o-dlgebra generada por L.

Demostracién. En esta prueba solamente se probard la unicidad, debido
a que las demés conclusiones ya se han probado en los resultados anteriores.

Sea § = o(U) y i alguna medida definida en § que coincide con p en 1.
Sea A € i, entonces A = |J;=; A; con {4;} C U ajenos. Entonces

A(A) = D (A = Y p(Ai) = p(A) = Ti(A).

Sea B € § C Pot(X) con u*(B) < 4o00. Entonces de acuerdo a la Proposi-
cién 2.1.14 existe A € U, tal que B C Ay pu*(A) < u*(B) + ¢, para todo
e>0.

De donde

como ¢ es arbitrario

Beg.
Notemos que § C ‘B entonces 4 C B y
ji(B) < " (B) = (B).
Como B € § C B (B es medible)
p(B'NA)=p(B)+u(A-B)
se tiene que
WA= B) = u*(4) — u*(B).
Asi
p(A—B)=p(A) —p'(B) <e.

Por otro lado,

W (B) = u(A) = f(A)
= i(B) + (A - B)
< u(B)+¢
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y como € es arbitrario
B € §. Entonces

B € 3§, con p*(B) < 40o0.

Ahora usemos la informacién de que p es o-finita entonces existen X; C 4
ajenos, con u(X;) < +ooy X = J:2, Xi.

Sea B € §, se sigue que

i(B) =Y A(BNX).
i=1
Por lo tanto, de acuerdo al caso anteriormente probado,

i(B) = i(B).



Capitulo 3

Medida Producto: Caso Finito

3.1. Espacios Producto

Supéngase que (€2, §;, 1t;) son espacios de medida i = 1,2,..,n. Sea Q =
[T, €, queremos encontrar una o-algebra § y una medida i, definidas en
Q.

Considérese el caso en que n = 2. Sea (€2, §1, i11) un espacio de medida.
Se realiza el siguiente experimento: seleccionar un elemento w; € €);. Se
busca caracterizar la ocurrencia de que w; € A € §;. Supdéngase que se eligié
un w; € Ay se repite nuevamente el experimento en un espacio medible
(Qs,F2). En este ltimo caso estamos interesados en la ocurrencia de que el
punto seleccionado se encuentre en B € Fo. Si [i(+,w;) es una medida en o
condicionada a que w; € A entonces

o

p({(wr,we) twy € Ajwy € B}) = u(Ax B)

= / (B, w1) iy (dwy).
A
El experimento anterior presenta una posibilidad para definir a la medida
producto. En lo subsecuente se formalizard esta idea.
Definicién 3.1.1 Sean (2;,5:), i = 1,2,...,n espacios medibles. Definase
Q = QlXQQX"'XQn

= {(wi,wa, .cywy) 1w € Q4,0 =1,2,....,n}.

16
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Para A; € §;, i = 1,2, ...,n, se define el rectdngulo medible, como
A:A1XA2><"'XAn.

Sea C ={A : A es rectangulo medible}. La o-dlgebra generada por C serd
llamada la o-dlgebra producto, dicha o-dlgebra se denota por § := §1 X Fa X
<+« X §n. Cuando §; = L, para todo © = 1,2,...,n entonces denotamos a la
o-dlgebra por L.

De esta manera inducimos un espacio medible (€2,§) a partir de los es-
pacios medibles (£2;,5:),i=1,2,...,n.

Observacién 3.1.2 Considérese la pareja (2, 5:) = (R,B(R)) i =1,2,..,n.
En el ejemplo A.0.15 (8) del Apéndice A se define a la o-dlgebra de Borel
de R™ como la generada por todos los hipercubos en R™. En cambio ahora
en la definicion 3.1.1 se define la o-dlgebra de R™ como la generada por los
rectangulos medibles. Ambas definiciones son equivalentes, para una prueba
de ello se considerard el Lema A.0.17 del Apéndice A. Dicha afirmacion se
basa en la siguiente identidad B(R") = B(R) x B(R) x -+ - x B(R). Veamos
que el resultado es cierto para n = 2. Como B(R*) C B(R) x B(R), es
suficiente demostrar que para cada rectingulo medible By x By € B(R%).
Sea R?2 = R; x Ry, donde Ry y Ry son la primera y sequnda recta real,
respectivamente. Sea B1 = By X Ry y By = Ry x By donde By x Ry (6
R; X By ) es una coleccion de conjuntos de la forma By X Ry (6 Ry x By) con
By € B (6 By € B,). También sean £1 y £o los conjuntos de intervalos en
R, y Ry con £, =2 x R, £, =R, x £,. Entonces por (A.2),

Bl><32:§10§2€%10%2
como
%1ﬂ%2 = U(El)mézzd(zlﬂgg)CO’(Elmgg)
= U(Elx,’ég).

Asi se obtiene lo que se queria probar. Para demostrar el caso n > 2 se
procede por induccion.

Teorema 3.1.3 (Teorema de la Medida Producto)
Sea (1,1, 1t1) un espacio de medida o-finito. Suponga también que (s, §2)
es un espacio medible y que para cada wy € €y definimos una medida (-, w1)
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en §o, o-finita tal que para cada B € 2, p(-, B) es Borel medible. Entonces
existe una unica medida 1 en § = F1 X Fo tal que para cada F € F

mF%iAuthWﬁMJMM

donde F(wy) = {wa € Qy : (w1,w2) € F}. En particular, si F = A x B con
Ac 'S:I Yy B e 327

ﬁmxB>=‘LuwﬂAXEWMMMM)

- AMMﬁmmmm

Demostraciéon. Supongamos primero que los espacios §2; y {25 son de
medida finita.
La prueba estd basada en las siguientes afirmaciones:

1. Si C € § entonces C'(w;) € §2 para cada w; € €.
Sea C ={C € §: C(wy) € F2}. Entonces C es una o-algebra, ya que

n=1

(U Cn) (wy1) = U[C’n(wl)] y C) (w1) = [Cp(w1)]" para todo n.

Si A € §1, B € F», entonces

B si A
UxBe)={ §Ea gy

Asi C contiene a todos los rectdangulos medibles. Como § es la minima
o-dlgebra que contiene a los rectdangulos medibles y ya que C es una
o-algebra contenida en §, se concluye que C = §.

2. Si C € § entonces ji(wy, C(wq)) es Borel medible para cada wq € €.

Sean wy € ; fijoy C = {C € § :p(w1, C(w1)) es Borel medible en § }.
Inicialmente, nétese que los rectdngulos medibles estdn contenidos en
C,yaque,siC=Ax BconAecgF yB e F, entonces

B w(wy, B) siwp € A,
,u(th(wl)) - { ﬂ(wb@) =0 si W1 ¢ A.
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Ast p(wy, C(wr)) = p(wr, B)La(wy), la cual es una funcién Borel medi-
ble. Por lo tanto los rectdngulos medibles pertenecen a C.

Por otro lado, si (Y, ..., C,, son rectdngulos medibles disjuntos,

n n (e 9]

plwr, (G (@) = plwr, [ Ciwr)) = plwr, Cilwr))

i=1 =1 i=1

es una suma finita de funciones Borel medibles, y por lo tanto es Borel
medible en w;. Asi C contiene el dlgebra de uniones disjuntas de rec-
tdangulos medibles. Ademads, C es una clase mondétona, debido a que si
C,eC,n=12 ..,y C, 1 C, entonces Cp,(w;) T C(wq). Por lo tan-
to, debido a la propiedad de la continuidad de la medida se tiene que
p(wr, Cp(wy)) — p(w, C(wy)). Asi p(wr, C(wr)) es limite de funciones
medibles, i.e. es medible en §;. Andlogamente cuando C,, | C se tiene
la misma conclusién. Por lo tanto debido al Teorema A.0.24 (Apéndice
A) se concluye que C =§.

3. Sea
A(F) = / (wr, (1)) (deon),

F' € §. Nétese que la integral anterior se encuentra bien definida debido
a la afirmacién 2. Entonces 71 es medible en §, y

A(Ax B) = / (wr, By (de)

para todo A € §1, B € §».

Para probar estd afirmacién, sean F7, Fs, ... conjuntos disjuntos en §.
Entonces

(@) - LG

= /QZ“ wi, I, (w1)) gy (dwr)
— Z/ﬂ (w1, By (w1))py (dwy) = iM(Fn%

n=1
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la tercera igualdad es debida al Corolario B.0.39 (Apéndice B). De lo
cual se tiene que i es una medida. Ahora, sean A € § y B € §»

AAx D) = /mMmAxmmwmmmn

1951

= /M(wlaB)IA(Wl)M(dwl)

951

= /u(wl, B) iy (dwy),
A

como se requeria.

Supéngase que fi(wy, ) es uniformemente o-finita. Sea 2y = U, B,
donde los B,, son conjuntos disjuntos en §2 y (w1, B,) < k, < 0o para
todo wy € ;. Si

:u;z(bi) = N(WDB N Bn)a

B € 3.

Entonces, la medida p! (w1, -) es finita, y por la construccién anterior
existe una medida p, en § tal que

1 (F) = / (0, F(w1)) s (deon) = / p(on, F(wr) O By (deoy),
1 Q1
en particular,
W(Ax B) = / (@, By (den)

= /u(wl,B N By)py (dwr).
A

Tomando =7, u, se tiene la propiedad deseada.

Sélo resta probar que la medida ji es tinica. Para esto, sea A otra medida
en § tal que

A(A % B) = / s, By (deon)
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para todo A € §; y B € §, entonces A\ = p en el dlgebra §y de uniones
disjuntas de rectdngulos medibles. Ahora, como i, es o-finita en €2y, se tiene
que Q; = UX_ A, donde A,, € § vy pu(A,) < co. También p,(ws,-) es
uniformemente o-finita asi 2y = U2 B,, con B,, € F2 y p(wy, B,) < k, < 00
para todo wy € §y. Entonces 1 X Q5 = U, (A, X B,) y

m,n=1

M&MBMZQ/MMJMMWMS%/de)
Am Am

< kg (Ap) < Ho00.

De lo anterior podemos concluir que 1 es o-finita en §y, por lo tanto en
5. Asi A = 1 en § debido al Teorema de extensién de Caratheodory. m

Corolario 3.1.4 (Teorema cldsico de la medida producto)
Sea (£2;, i, p1;) espacios medibles para i = 1,2, con u; o-finita en §;. Si
Q=01 xQ yF =751 X, para cada F € § la funcion dada por

Mﬂ=LM@WM@M@=AMWWW%@ﬁ (3.1)

es la unica medida en § tal que p(A x B) = p(A)uy(B) para todo A € F,
B € §y. Ademas,

(a) p o-finita en §.

(b) Si py y 1y son medidas de probabilidad entonces u es una medida de
probabilidad.

La medida 1 es llamada el producto de iy y 115 y se denota por p = piq X

Ha-

Demostracion. La demostraciéon de este resultado esta basada en el
Teorema 3.1.3, para ello témese p(ws, ) = py para todo wy y en este caso se
tiene que

mm—LMwwmwmn

para I' € §. En particularsi F = Ax Becon A€ Fy B € s

WA X B) = AuﬂAxBWMMMWQ

= /A/Lg(B(wl))dM(Wl)
= m(A)py(B).
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La segunda igualdad en (3.1) es obtenida intercambiando j, y p, en el ra-
zonamiento anteriormente dado. Cuando p; y py son medidas de probabi-
lidad se tiene que p es una medida de probabilidad debido a que: p(2) =

() pp(2) =1 m

Teorema 3.1.5 (Teorema de Fubini)
Suponga que las hipdtesis del Teorema de la medida producto se cumplen
ysea f:(Q,5) — (R, B(R)).

(a) Si f es no negativa entonces/ fwr,wo)p(wr, dws) existe y define una

Qo
funcion Borel medible de wy. Ademds,

/Qfdﬁ— /Q1 ( Q2f(wbw2)ﬂ(w17dw2)) i (dwr).

(b) Si/fdﬁ existe entonces/ f(w, wo)p(wr, dws) eziste para pi,-casi donde
Q Qg

quiera (i, -a.e.) y define una funcion Borel medible de wy. Ademdas

/Qfdﬁz /Q1 ( sz(wbw)ﬂ(whdw)) i (dwr).

Demostracién. (a) Para demostrar este inciso nétese lo siguiente.

Para cada w; fijo se tiene que f(wy,-) : (Q2,82) — (R,B(R)). En otras
palabras, si f es conjuntamente medible (i.e. relativamente medible con res-
pecto a la o-dlgebra §; X §2), es medible con respecto a §; y §2 por separado.
La afirmacién anterior se debe a que, si B € B(R), {wy : f(wi,ws) € B} =
{wy @ (w1, we) € f7YB)} = fY(B)(w1) € F2 por la parte (1) del Teorema

3.1.3. Asi/ f(wy,wa)p(wy, wsy) existe.

Q2
Para probar el resto del Teorema se procederd por etapas. Supéngase
inicialmente para I, la funcién indicadora de un conjunto F' € §. Entonces

/QIF(wl,wg)u(wl,dwg) = /pr(wl)(wg)p(wl,dwg)
= p(wr, F(wi)),
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la cual es una funcién Borel medible en w; por la parte (2) del Teorema 3.1.3,
también

e = )= | len, Plen )l
= /QI/QZIF(thz)M(Whdw2)u1(dwl)-

En caso de tener una funcién simple, ie. f =" 2;Ip, con z; € Rt y F}
conjuntos disjuntos en §, se tiene que

f(w17w2 wladWZ Z%M w17 )
Qo

es Borel medible en w;. Ademds, debido a lo que hemos probado para indi-
cadoras se tiene que

/fdﬁ = in/lpidp:z:xi/ / Ir (w1, wa) p(wy, dws) g (dwy)
@ =1 /O =1 Y/
= [ [ et doni(don)
1/

Finalmente, si f : (€, §) — (R, ‘B(E)), es una funcién no negativa, con-
sidérese una sucesion de funciones simples tales que 0 < f,, T f. Entonces

flwn,wo)pu(wr, we) = lim [ fr(wr, wa)p(wr, ws)
Qo n—=00 J0,

la cual es Borel medible en wy, y usando el paso anterior junto con el teorema
de convergencia monétona se tiene que

[rd = i = Jim [ fuer et denn(don)
Q

n—oo n—oo Ql QQ

= / flwr, wa)p(ws, dws) iy (dws).
01/ Qs
(b) Supéngase que /f_dﬁ < 00. Por (a),
Q

[ [ 5 et denmon) = [ 5di <o
Q1J Q9 Q
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Asi / f~ (w1, we)p(wr, dws) es pi-integrable, por lo tanto finita p;-a.e.;
Qo

de lo cual se tiene, para p,-a.e.

A flwr,wa)plws, dws) = i S (W, wo)p(wr, dwo) (32)

- 0 [ (wr,we) p(wr, dws).

Noétese que si / fdp es finita entonces ambas integrales del lado derecho

Q
de (3.2) son finitas. Si integramos (3.2) con respecto a p;, por (a) y el teorema
de aditividad para integrales, se tiene que

_ s —
/ | ot des () - [san— [ ran

- [ san

Observaciéon 3.1.6 En el Teorema 3.1.5 la notacion

f w1, w2)p(wy, dws)
Q2

indica que para un wy fijo, la funcion dada por g(ws) = f(wi,ws) es integrable
con respecto a la medida ji(wy,-).

Corolario 3.1.7 Si f : (2, F) — (R, B(R)) y la integral iterada

| [ 1 onwn) ten, doays o) <
0170

entonces / fdu es finita, y ast el Teorema de Fubini es vdlido.
Q

Como un caso especial, se obtiene el siguiente resultado clésico.
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Teorema 3.1.8 (Teorema clasico de Fubini)
Sea 2 := Q1 X Qo, F:=F1 X T2 y b= g X iy, it; €s una medida o-finita

en §i, i = 1,2. Si f es una funcion Borel medible en (2,§) tal que /fdu
Q

existe, entonces

[ran = [ [ fdnsa,
Q Q1JQ9
— [ [ s
Qo J

Demostracion. El resultado de este teorema es una consecuencia del
Teorema 3.1.5 con pu(wy, ) = ps(+) para todo w;. m

Observaciéon 3.1.9 El Teorema 3.1.8 implica el teorema de la convergencia
mondtona. Si {fn},cy €5 una sucesion de funciones mondtonas crecientes
que converge a f, el teorema de la convergencia mondtona garantiza que

ti [ fud= [ pan (3.3)

Definiendo g, = fr — fe_1, k > 1 y fo = 0 se tiene que la afirmacion (3.3)
es equivalente a

Z/gkdu = /ngdu,
k=1 k=1
[ gedpdpy = [[ grdpgdp

la cual es valida debido al Teorema de Fubini, donde p, es la medida p y
Lo €S la medida de conteo.

A continuacién se presenta una generalizacién del los Teoremas 3.1.3 y
3.1.5 para el caso de n espacios medibles.

Teorema 3.1.10 Sea §; una o-dlgebra de subconjuntos de Q;, 1 =1,2,....n.
Sea 11, una medida o-finita en §1, y para cada (w1, ws, ..., w;) € Q1 X Qg X -+ X
Q;, sea p(wy,ws, ..., w;, ) una medida uniformemente o-finita y suponga que
w(wi, wa, ..., w;, C) es una funcion medible en (21 X Qg X -+ X 4, F1 X Fa X -
X&) para cada C € Fir1. Sea Q2 =0y x Qo X+ xQy yF = F1 XFa2 X+ XFp,
entonces:
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(a) Eziste una inica medida i en § tal que para cada recténgulo medible
A x Ay x---x A, €F,

A e ) = [ o) [ o deo)
A1 A2

/ u(wl,...,wn_z,dwn_l)/ p(wiy ooy W1, dwy).
An—l

An

La medida i es o-finita en §, y es una medida de probabilidad si p, y todas
las p(wy, wa, ..., wi, ) son medidas de probabilidad.
(b) Sea f:(Q,5) — (R, B(R)), f >0 entonces

/Qfdﬁ = /Qlul(dwl)/gzu(wl,dwg)~~/ (w1, ey W2, dwp_1) (3.4)

anl

/ fwry ooy wn) Wy ey Wy 1, dwy, ),
Qn

donde, después de haber integrado con respecto a ji(wy,ws, ..., w;, ) (1 =mn —
1,m—2,...,1), la cual es una funcion Borel medible de (wy,ws, ..., w;).
Si | fdu existe, la ecuacion (3.4) se satisface en el sentido de que para

Q
cada i =n—1,n—2,...,1 la integral con respecto a p(w,ws, ...,w;, ) existe,

excepto para (Wi, ws, ...,w;) en un conjunto de \;-a.e., donde \; es la medida
determinada por p, y la medida p(wy,-), ..., (Wi, wa, .oy Wi—1,*)-

Demostracién. Por los Teoremas 3.1.3 y 3.1.5 el resultado es vélido para
n = 2. Supongamos que los incisos (a) y (b) de este Teorema son vélidos para
n — 1, demostraremos para el caso n-dimensional. Por hipétesis de induccion,

existe una tnica medida A,_; en §; X §2 X - - - X §,_1 tal que para cada
A €81, A1 € 81,

An—1(Ap X - X Apy) = / ul(dwl)/ p(ws, dws)
A Ao

/ Iu(wl,...,wnfz,dwn—l)y
Anfl

Yy An_1 es o-finito. Por el caso n = 2, existe una unica medida 71 en (F; X
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To X -+ X Fpo1) X Fp tal que para cada A € F1 X Fo2 X -+ X Fpe1, Ay € Fy
ﬁ(A X An) = /u(wl, ey Wh—1, An)d)\n_l(wl, ...,wn_l) (35)

A

= / [A<w17 "'>wn71)u(w17 "'7wn717An>
QlXQQX XQn 1
d)\n,l(wl, ...,wn,l).

Si A es un rectangulo medible A; X -+ x A,,_1, entonces I4(wy,...,wn_1) =
Ip (w1) -+ 14, ,(wn—1). Asi (3.5) se cumple, usando la de hipétesis de induc-
ci6én de inciso (b), se tiene que

Ay e x A = [ e
Ay
/ M(wh"'awn—hAn):u(wla"'7wn—27dwn—1)'
An 1

De lo anterior se prueba la existencia de la medida 1 en §. Para probar la
unicidad de i se probard que 1 es o-finita en o, donde Ty es el dlgebra
de uniones finitas disjuntas de rectdngulos medibles. Sea ; = UX,A;,., i =
1,2,..,n donde p(wi,ws,...,w;—1, Ay) < ki < 0o para todo wy,ws, ..., w;_1,
i=2,...,nYy pu (A1) = ki, < co. Entonces

con
ﬁ(Aul X A2i2 Xoeee X Amn) < klilk%g T knin < 0.

Lo anterior prueba (a).

Para probar (b), note que la construccién de la medida i en (a) es deter-
minada por A, 1 y la medida p(w;,ws, ...,w;_1,). Asi por el caso n = 2, se
tiene que

/fdﬁ = / / f Wiy ey W (wla”'7wn—17dwn)
Q QIX XQTL 1
1

d)\n 1(&]1, ey W

donde la integral interior es Borel medible en (ws,...,w,_1). El resultado
deseado se sigue de la hipétesis de induccién. m
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Los resultados anteriores nos dan una forma de encontrar la medida pro-
ducto para el caso cuando se tienen un niimero finito de espacios de medida.
En la siguiente seccién daremos algunos ejemplos de cémo utilizar estos re-
sultados en el caso de medidas de probabilidad y ver la utilidad que tienen
en las aplicaciones.

3.2. Ejemplos

3.2.1. Ejemplos clasicos en probabilidad

Ejemplo 3.2.1 Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en-
tre 0, 1. Considérese el siguiente experimento: si X =z, x € (0,1), una mo-
neda con probabilidad x de cara se lanza n veces de forma independiente. Un
problema interesante en este experimento consiste en determinar el nimero
resultante de caras. Sea Y la variable que cuenta este mimero de caras, se
requiere determinar la distribucion de Y (i.e. P{Y =k}, k=0,1,....,n.).

Para resolver este problema sea Q; = [0,1], §1 = B[0,1] y
P.(A) = / dzx = la medida de Lebesgue de A,
A

para A € §;.
Para el segundo espacio considérese Q5 = {0,1,...,n}, Fo = Pot(Qs) y

pla 113) = () a0 -y
x
donde £ = 0,1, ...,n.
En este caso el espacio producto se encuentra dado por: 2 = €y x €y,

§ = $1 X §2, y P la tnica medida determinada por P, y la P(z,-) inducida
por el Teorema 3.1.3, la cual satisface

P(C) = /0 P(z, C(2))dP,(z) = /0 Pz, C(2))da,

donde C(z) ={y € Qs : (v,y) € C}.
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La relacién anterior permitird determinar la distribucién de Y, para ello
considérese las proyecciones X (z,y) =z y Y (z,y) = y. Entonces

Pr{y —k} — P(le{k}):/o Pla, {k})da

_ /01 (Z)xm — )" Ry = (Z)ﬁ(k +1,n—k+1),

1
donde B(r,s) = | "1 (1—x)*dx, r,s > 0, es la funcién de densidad Beta
0

con pardmetros 7 y s. En particular, se tiene que

L(r)I(s)
6(7",8) - F<T+S)
En este caso I'(r) = / 2" te %dx, r > 0, es la funcién gamma, como
0

Fn+1)=n!,n=0,1,..., se llega a que

(M) k! (n — k)! 1
(n+1)! a4+l

p{Y =k} =
con k=0,1,...,n.

Ejemplo 3.2.2 Sea X; una variable aleatoria con distribucion uniforme en-
tre 0, 1. Considere el siguiente experimento: Seleccionar un nimero x; €
(0,1), i.e, X1 = x1, sea Xy una distribucion uniforme entre 0 y x1. Otra vez
se selecciona de forma aleatoria un nimero xo € (0,21), i.e, Xo = x9. En
general, st X1 = x1,..., Xy = 1, sea Xpi1 una distribucion uniforme entre
0yxy, k=1,....n — 1. En este problema estamos interesados en analizar
el comportamiento del proceso { Xy, k = 1,..,n}. Al igual que en el ejem-
plo anterior inicialmente se determinara el espacio de probabilidad de este
experimento aleatorio.

Sean Q;, = Ry §; = B(R), j = 1,2,...,n. Definase P, =medida de
Lebesgue en (0,1) para cada x; € (0,1) y B € §»
1
P(:L’l,B) = — dl‘g.

T1JBN(0,21)
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En general, para cada 1, ..., € (0,1), k=1,...,n—1y B € §i

1
P(‘Ib "'7xkaB) = d$k+1.

Tk J BN(0,xy)

En este caso el espacio producto esta dado por: €2 = H Q;,§ = HSj y P
j=1 j=1

la tdnica medida en § determinada por P; y por las medidas de probabilidad

P(xq,...,zk, ). La cual estd dada por

P(F):/lel(dxl)/mp(:vl,dasg)---/ (s e 20 ) P21, s 1, )

n

para cada F' € §.

Ahora, usando el Teorema de Fubini se tiene que para una funcién Borel
medible g : R" — R,

/gdP:/ Pl(dxl)/ M(Jfl,dflfz)"'/ 9(@1, ey ) (21, oy Ty, dy)
Q o Qs

en este caso tomando g(z1, ..., z,) = X, (21, ..., T,) = T,, se tiene que

1 x 1 Typ—2 1 Tp—1

B(X,) = / day / - / dz, 1 / Lo
0 o T 0 Tn—2 0 Tn-
.

1
1
/0‘211—1 T n

Ejemplo 3.2.3 Sea X una variable aleatoria discreta, tomando valores en-
teros positivos 1,2,... con probabilidades py,ps, ... (i.e. p; = P(X = i) para
i=1,2,...). Considérese el siguiente experimento, si X = n, un nimero no
negativo Y es seleccionado de acuerdo con una funcion de densidad f,.

En este caso el espacio de probabilidad esta dado por ©; = {0,1,...},
§1 = Pot()), Pi(k) =pr  k=1,2,... y el espacio inducido por este, esta
dado por 25 = R, Fo = B(R)

P(n, B) = /B folw)da
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El espacio producto inducido es el siguiente: Q2 =y x (, F=F1 X F2 ¥
P(F) = / P(wl,F(wl))Pl(wl)
951
= Y P(n,F(n))p,
n=1

F € §1 X §a.
En particular, si F' = {(w,w2) : 1 < w;j +ws < 3} entonces F(n) = {ws :
1—n<wy;<3—n}. Sea X(wy,ws) = wi, Y(wy,ws) = wy

3—n

P(F) = P1<X+Y <3}= ipn fulz)dx

n=1 1
2 1
= pl/o fl(x)d$+p2/0 fo(x)dx

ya que f,(x) =0 para = < 0.

3.2.2. Ejemplo de Jerarquias

Ejemplo 3.2.4 Supdngase que un mosquito pone un cierto nimero de huevos.
Un problema interesante es calcular en promedio cudntos huevos sobreviven.

El anélisis del problema anterior se puede trabajar considerando los casos
siguientes.

Caso 1. Construyamos los siguientes espacios de probabilidad. Sea €2y =
QQ = {O, 172, }, 3'1 = 32 = POt(Ql) = POt(Qg),

Py(A) :ZM

y!

?
yeEA

A € 317 )\ > O y
Pi(y,B)=)Y_ (i)pw(l —p)’"
r€EB

para cada B € §a, y € €. Los pardmetros A > 0 y p € (0,1) representan
el nimero promedio de huevos que pone el mosquito y la probabilidad de
sobrevivencia de un huevo, respectivamente.
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En particular, si B = {x} C €5 se tiene que

A (o) = (V)=

para y € 1. En este caso se esta suponiendo que si y < z, P(y,{z}) = 0.

Usando el Teorema de la medida producto es posible construir el siguiente
espacio de probabilidad, sea 2 = Q; X Qq, § = F1 X F2 = Pot(21 x Q) y la
medida de probabilidad dada por

P(F) = Z Pry(ws, F(wr))Fo({wi}),

w1 €Q1

para todo F € §y F(wy) = {ws € Qs : (w1,ws) € F'}. En particular, si F' =
A X B se tiene que

Z P1 wl, P() {wl})
wi€A
También consideremos las variables Y : Q; x Q5 — Q7 vy X : Q) X
Qy — Qy, donde Y(y,z) = y y X(y,z) = z. En este caso Y tiene una
distribucién Poisson con pardmetro A y la variable X es una v.a. condicionada
la cual se puede representar por Z | Y, dicha variable tiene una distribucién
Binomial con pardametros (Y,p). La v.a Z representa el nimero de huevos
que sobreviven, su distribucién se puede calcular de la siguiente manera,

para z € {0,1,2,...}

P(Z=2) = P x{z})=>Y Py, {zhR{y})
- exp(—A)\Y
> (Z)pz(l —p)y_Z] {—p(y! ) }

y=z
= yl(1 = p)

= exp(=A)p° )

(y — 212!
o~ yl(y — 2)!2!

_ exp(— pzx\yl—pyz)\z
— (y — 2)I\*

o0

exp(—A)(Ap) (A1 —p))r~=
2! yZ:; (y — 2)!
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(Ap)? exp(—Ap)
2! '

De lo cual se concluye que Z tiene una distribucién Poisson con pardametro
Ap. Entonces

E[Z] = S 2P(Z=>2)

z2=0
S (Ap)* exp(—Ap)

Por lo tanto, el niimero promedio de huevos que sobreviven es Ap.

Caso 2. Ahora supondremos que el promedio de huevos que pone un
mosquito es una cantidad aleatoria. Para el andlisis de este caso, sean 2 =
[0,00), Qg = Qg = {0,1,2, }, -31 = %(R) N [0700), S‘vg = -33 = POt(Qg) =
POt<Q3),

Py(A) = / L(x)dF ()

para cada A € §;, donde

Gla) = / ) G esp(= )i

x € Ry > 0 pardmetro. Luego, para cada B € §3, C € §3, x € Qy yy €
()5 definase

Pi(x.B) — Zexp(—x)a:y

|
yeB y:

By(y,C) = Z(‘Z)pz(l—p)y_z-

zeC
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Usando el Teorema de la medida producto podemos construir el siguiente
espacio 2 = ) x Qs X O3, §F = §1 X F2 X §3 vy la medida de probabilidad
dada por

A= (X (M- o0 L wic),

yeB zeC

para todo FF€ Fcon F=Ax Bx(C .

También consideremos las variables U : €21 X 9 X Q3 — Qq, V : Q) X
Qo x Q3 = Dy WOy xQyxQ3 — Q3 donde U(x,y,2) =z, V(z,y,2) =y
y W(z,y,z) = z. En este caso W tiene una distribucién Exponencial con
pardmetro 3, la variable V' es una v.a. condicionada la cual se puede repre-
sentar por Z | W con distribucién Poisson de pardmetro W y la variable U
es una v.a condicionada L | V' la cual tiene una distribucién Binomial con
pardametro (V,p). La variable W es el promedio de huevos que pone el mos-
quito, la variable V' representa el niimero de huevos que pone el mosquito
condicionada a una ocurrencia de la variable W y la variable U es usada
para modelar el niimero de huevos que sobreviven bajo la condiciéon de que
se ha observado una realizacién de la variable V. Las distribuciones de las
variables Z y L se pueden calcular de la forma siguiente:

Para z € {0,1,2,...}

P(Z = z)=P(Q x{z})

- [ o 5]

- é/ x° exp [—x(l - ﬂfl)] dz

) 5 e )( +1ﬁl>:+1
- <1+6>( 1iﬂ)

de lo cual se tiene que Z tiene una distribucién Binomial Negativa con
pardametro (1,1/(1 + 3)). Andlogamente se puede hacer el cdlculo de la dis-
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tribucién de la v.a L, sea [ € {0, 1,2, ...}
P(L=1) = P( x Qe x{l})
— / Z Py(y, {I1}) Py(x, {y})dPy(x)

_ /yeé < ) Py lwc@(@
- e )|
: [Z ()=o) (555) (- 155

-2 (e (55)

l

-5

pl(1—p)! . (1+75) (—’6)(1ij31)) <11+T6ﬁp> B ri+1)

1+5 (1+ Bp)l!
p(1—p)'B' (1 — p)'(1+ Bp)~"
1+ Bp
= (pB)'(1+ Bp) "V

(N 1

- (#%) (%)

- () ()
1+ Bp 1+8p)

Entonces L tiene una distribucién Binomial Negativa con pardmetro (1,1/(1+4
Bp)). Por lo tanto el mimero promedio de huevos que sobreviven es

1 1L 1+f8p—1

1+pBp 1+8p

35
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3.2.3. Muestreo con sustitucién y muestreo sin susti-
tucién
Muestreo con sustitucion

Supdngase que tenemos n objetos en una caja y se realiza el siguiente
experimento: se extrae un objeto de la caja, y se devuelve nuevamente a la
caja. Este experimento se puede modelar utilizando la medida producto, para
ello supongamos que los elementos que conforman la caja son {ai,...,a,}.

Notacion: #A denotard el mimero de elementos del conjunto A.

El experimento se realiza de la siguiente forma,

Etapa 1. Se extrae un elemento a;, con i; € {1,2,...,n} de la caja.
Sea 1 = {ay,...,a,} (i.e #Q1 = n) y §1 = Pot(€;). Para cada A; € §&
definimos

A
P(A;) = #A
n
Etapa 2. Se extrae otro elemento a;, con iz € {1,2,...,n} de la caja.

Ahora, Qy = {ay,...,a,} (i.e. #Q3 =n) y §2 = Pot(Qs). Para cada z; €
fijoy As € F2
A
Py(xq,As) = # =)

n

continuando de esta manera,

Etapa t. Se extrae un elemento a;, con i; € {1,2,...,n} de la caja, donde
t < n. De la misma forma que en las etapas anteriores tenemos que {2, =
{a1,...,a,} (i.e. #% =n) y § = Pot(€). Para cada (zq,...,241) € Q1 X
e x i y Ay €8

#A
Pl(xla"'wrt—lvAt): nt7

Ahora, denotemos por 2 = Q1 X Qy X -+ X Q, yF=F1 X F2 X -+ X Fn.
Asi para cada F' € § rectangulo medible (F' = A; X -+ - x A,,) la tinica medida
de probabilidad estd dada por

#Al . #AZ . #An—l . #An

n n n n

P(F) =

Por lo tanto, para cada F' € § rectangulo medible

AL Ay A

nTL

P(F) =



CAPITULO 3. MEDIDA PRODUCTO: CASO FINITO 37

Muestreo sin sustituciéon

Supdngase que tenemos n objetos en una caja y que queremos extraer
un objeto sin devolverlo a dicha caja. Este experimento se puede modelar
utilizando la medida producto, para ello supongamos que los elementos que

conforman la caja son {ay,...,a,}
Etapa 1. Se extrae un elemento a;, con i; € {1,2,...,n} de la caja. Sea
Q1 ={ay,...,a,} (e #Q1 =n) y 1 = Pot(;). Para cada A; € §1, sea
A
P(Ay) = A
n

Etapa 2. Se extrae otro elemento a;, con is € {1,2,...,n}\{i1} de la
caja. Ahora, Qs = {ay,...,a, \{ai, } (i.e. #Q =n —1) y Fo2 = Pot(Q).
Para cada x; € Q; fijoy As € §>

#As

P1<x1,A2) = (n — 1)7

continuando de esta manera,

Etapa t. Se extrae un elemento a;, con i, € {1,2,... ., n\{i1,... %1}
de la caja, donde ¢t < n. De la misma forma que en las etapas anteriores
tenemos que ; = {ay,...,a, ) \{ @iy, iy, .., 0;,_, } (e. #Q, =n—t+1)y
St = Pot(€). Para cada (21, ...,241) € Qp X -+ - X Q1 y Ay € Ty

#A
n—t+1
Ahora, denotemos por 2 =Q; X Qo X -+ - X Q yF=F1 X Fo X - -+ X F.
Asi para cada F' € § rectdngulo medible (F' = A; X - - - x A;) la tinica medida
de probabilidad estd dada por

BA #ds  #A
n (n—1) n—t+1

Pl(.’ﬂl, ...,mtflaAt) =

P(F) =




Capitulo 4

Medida Producto: Caso
Numerable

4.1. Teorema de Ionescu Tulcea
Definicién 4.1.1 Sean (€2;,5:), i = 1,2,..., espacios medibles y definase
Q= Hzl Q; el conjunto de todas las sucesiones (wy,ws, ...) tales que w; €
Q,1=1,2,.... 51 B" C H;l Q;, definase el cilindro B, con base B" como
B,={weQ:(w,...,w,) € B"}.
El cilindro es llamado medible si B" € H:;l $i- En particular, si B" =

Ay X Ay X -+ x A,, con A; CQ;1=1,2,...,n, es llamado rectangulo, y si
para cada i, A; € §; entonces B™ es llamado rectangulo medible.

Un cilindro con base n-dimensional, siempre puede ser visto como una
base de dimensién superior. Por ejemplo, si

B={weQ: (w,ws,ws) € 33}7
entonces

B = {we€Q: (w,wywswy) € B wy €y}
{w e Q: (w1, ws,ws,wy) € B> x O}

De esto se sigue que los cilindros medibles forman un &dlgebra. Ademas,
también es cierto que la unién finita de rectdngulos medibles forman un
algebra.

38
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La minima o-dlgebra que contiene los cilindros medibles es llamada o-
o

algebra producto, la cual serd denotada por | | - §i. En particular, si toda
1=

$: coincide con la o-dlgebra §, entonces Hoj §i es denotado por §*°.

Teorema 4.1.2 (Teorema de lonescu Tulcea) Sean (£2;,5:), i = 1,2,...
espacios medibles arbitrarios. Sean ) = H Q ys= H i Supon—

gase que Py es una medida de probabilidad deﬁmda en 31, y para cada
(W1,...,w;) € Q1 X ... xXQ; coni = 1,2,... se define otra de probabili-
dad P(wi,...,w;, ") en §iy1, tal que para cada C € Fiv1, Plwy,...,w;,C)

6n medible d ( , ) R.
una funcion mi ible de Hj j H 8'] en
Si B" € Hi:l Si, definase

Pn(Bn) = / Pl(dCL)l)/ P(wl,dw2).../ P(wl,...,wn,g,dwn,l)
Q1 Qo Qn_1

/ Ign(wi,y ... wn)Plwi, ..o, wp1,dw,).
Qpn

Entonces existe una unica medida de probabilidad P en § tal que
P{we: (wy,...,w,) € B"} =P,(B")
para todon =1,2,... y B" € Hizl&».
Demostracién. Primero veamos que P, es una medida de probabilidad.

Ql X - )
= / / IQ wl,. .. ,wn)Pl(wl)P(wl,dwg) . -P(wl,. .. ,wn,l,dwn)
Ql n

Sea {A?} C Hi:l §i, entonces
P, (G Af) = / e / ]UZIA?Pl(wl)P(wl’ dws) -+ P(wy, ... ,wp_1,dwy)
i=1
= Z/ /Q Tan Py(w1) P(wy, dws) - Plw, .., wno1, dwy,)
= an (A7).
i=1
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Por lo tanto P, es una medida de probabilidad.

Ahora, sea B" € Hr,l_l&-, entonces B, = {w € Q : (wy,...,w,) € B"}
es un cilindro medible. Definase P(B,) = P,(B"), n > 1. Inicialmente se
probard que P estd bien definida sobre los cilindros medibles, i.e. que el
representante de la base no influye en la definiciéon. Para ello, supéngase
que B, puede ser también expresado como {w € Q : (wy,...,w,) € C™}

donde C™ € Hil §i. Se debe probar que P,(B™) = P, (C™). Supéngase
que m < n, entonces (w1, ...,wy,) € C™ siy sdlo si (wy,...,w,) € C™, por
lo tanto B™ = C™ X Q11 X -+ x Q,. Asi de la definicién de P, y usando
que es una medida de probabilidad se obtiene que P,(B") = P,,(C™).

Como P, es una medida en H $;, entonces P es finitamente aditiva en

el dlgebra § de cilindros medibles. “Ahora, si demostramos que P es continua
por arriba en el conjunto vacio el Teorema A.0.23(b) (véase Apéndice A)
implica que P es numerablemente aditiva en §y, y usando el Teorema de
extension de Carathéodory P se extiende a una medida de probabilidad en

o0
H‘ . $i; por construccién, P coincide con P, en un cilindro n-dimensional.
=

Sea { B, }nen una sucesion de cilindros medibles tal que B,, | (). Supéngase
que lim,, .., P(B,) > 0. Entonces para cada n > 1,

P(B) = [ g0 Puldwn)
Q1
donde
g W(wy) = / P(wy,dws) ... / P(wi, ... ,wp_9,dw, 1)
Q2 Qn_1
/ Ign(wi, ... ,wn)P(wr, ..., wp_1,dwy).
Qn

Como B, C B, entonces B,;1 = {w € Q: (wy,...,wny1) € B}

n+1 ntl - As n+1 n : :
con B € - Si. Asi B C B"™ x €,11. De lo anterior se tiene que
1=

IBn+1(w1,...,wn+1) S ]angn+l(w1,...,wn+1)
S IBn(W17 e ,wn) . IQ7L+1 (cunH)
S IBn(wl,...,wn).
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Entonces

/ IBn+1(w1,...,wnH)P(wl,...,wn,dwnH)
Q'n.-',—l

< / Ign(wi, ... ,wn)P(wi, ... wn, dwyy).
Q'n«&»l

1 . , .
Por lo tanto, g\ (w1) es decreciente conforme n crece. Asi existe una hy

tal que para cada w; € Qq, gél)(wl) — hy(w;). Luego, por el Teorema de la
convergencia mondtona (véase Apéndice A)

P(Bn) — hl(wl)Pl(dwl).
951
Ahora, si lim,_,. P(B,) > 0 entonces h;(w}) > 0 para algin w) € €.
Ademids W € B!, ya que de lo contrario I (w),ws, . ..,w,) = 0 para todo n,
entonces g\ (w}) = 0 para todo n, y hy(w)) = 0, lo cual es una contradiccién.
Ahora, para cada n > 2,

g\ (w)) = / @ (wa) P(w}, dwy),
Qo
donde

gq(f)(wg):/ P(w’l,wg,dwg).../ Ipn (Wi, wa, ..., wn)P(W], ...y wn_1, dwy,).
Qs Qn

Usando el mismo argumento dado anteriormente se tiene que g,(f) (wa) |
ha(ws), por lo tanto

g\ (wh) :/ ha(wq) P(w), dws).
Qo

Como g,(ql)(w’l) — hy(w}) > 0, se tiene que hg(wjy) > 0 para algin w) € Qy

usando el mismo argumento de arriba, se obtiene que (w/,w)) € B2
El proceso puede ser repetido inductivamente, para obtener w),w5, ...,
tales que para cada n, (w),...,w!) € B". Pero entonces (w),w),...) €
*© B, = 0, lo cual es una contradiccién. Finalmente, para probar la ex-
istencia de la medida de probabilidad P, supéngase que () es otra medida de
probabilidad, entonces P = () en los cilindros medibles, por lo tanto P = ()

en § por el Teorema de extensién de Carathéodory. m
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Corolario 4.1.3 Para cadai = 1,2, ..., sea (%, 5:, P;) un espacio de proba-
bilidad. Sean €2 = H'—1 Qys = H,_l §i. Entonces existe una unica medida
de probabilidad P en § tal que -

PlweQ:w € Ay, w, € Ay} = [[ P(4)
=1

para todon =1,2,... ytodo A; € §;, i =1,2,... a P le llamamos el producto
de P;, y lo denotamos por P = 1_[}71 P;.

Demostracién. En el Teorema 4.1.2, témese
P(wla s awi7B) = Pi-i-l(B)?

para B € §;.1. Entonces P, (A; X -+ X A,) = Hé_l P;(A;), vy asi la medida
de probabilidad P del Teorema 4.1.2 tiene la propigdad deseada. Si () es otra
medida de probabilidad, entonces P = () en un dlgebra de uniones disjuntas
de rectdngulos medibles, por lo tanto P = () en § por el Teorema de extension
de Carathéodory. m

4.2. Ejemplos

4.2.1. Construccién canénica de un proceso estocastico
a tiempo discreto y con horizonte infinito

Un proceso estocdstico a tiempo discreto es definido como una coleccién
de variables aleatorias {X7, Xs,...}, donde cada X;, son definidas en un
espacio de probabilidad (9, §, Q). Supéngase que existe una sucesién {Q;}
de probabilidades de transicién con las caracteristicas siguientes

(i) Qi(- | wt) es una medida de probabilidad en 2 para cada w, € QF,
donde Qf = {(wy,...,w) :w; € Qi =1,...,t}

(ii) Q¢(B | ) es una funcién medible en §, para cada B € §.

Ahora para cada A € §, definamos

Pl(A) = Q(Xl € A)
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Pw,B) = Pr(X;eB|X;=w)
= Qi(B|w),

paracadaw € Qy B € §.
Luego, si (w1, wy) € A x Qy C € F,

P((wi,w2),C) = Pr(XzeC|X;=wi,Xo=uwy)
- QQ(O | w).

En general

P((wl, - 7wn_1>,D) = PI‘(Xn eD | X, = Wi, ... ’Xn—l = wn_l)
= anl(D | w)v

para cada (wi,...,w, 1) € Q" 1y De€F.

El espacio producto esta dado por (2°°, ) y por el Teorema de Ionescu-
Tulcea existe una inica medida de probabilidad P, tal que si B™ € §" es un
cilindro medible entonces

P(B") = P,(B")
_ /QPl(dwl)/QP(wl,du)Q)---/QP(wl,...,wn_Q,dwn—1>

/IBn(wl, ooy wn) Pwy, ey wno1, dwsy,).

Cadenas de Markov

Sean £ C Zy Q = {w = (x9,21,...) : z; € E}. En esta seccién se
construird un proceso de Markov definido en el espacio de estados F y con
probabilidad de transicién ) (véase Ejemplo 4.2.1). Para ello en el Teorema
de Ionescu-Tulcea considérese Q) = E, §, =o(F), PL=7ny P(-,B) = Q(B |
Jeont=1,2...y B€o(E).

Asi se tiene que el espacio producto y la o-dlgebra producto son Q> y
§°°, respectivamente. Ahora, considere las proyecciones &, (w) = w,, donde
€, Q®° — E i e &(x,...,%n,...) = x,. Por lo tanto, existe una tnica
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medida de probabilidad P definida en el espacio medible (2°°, §°°). Entonces,
para una trayectoria {zg,z1,...,2,} C F de la sucesién {¢,,} se tiene que

P(£0 = anfl :xla"'agn = Q}n>
= [217<$0)/(22P<x07 dwl) te /S;"[{éozacg ..... 5n:rn}($0> B 7xn)P($nfl> dxn)
= m(20)Q(z0,71) - - Q(wp_1, 7).

Notese que la sucesion {&, } satisface la siguiente propiedad

Pr(§n+1 :y|§0:x0,...,§n:x)
Pr(§y =20, = 21,...,&, = .81 = Y)
Pr(§y = 1o, & = 21,...,§, = 1)
7 (20)Q (w0, 1) - - Q(@p—1, 2)Q(z, y)
(20)Q (w0, ¥1) - - Q(2p-1, )
= Qz,y) =Pr(§1 =y |, =)

La propiedad anterior es conocida como propiedad de Markov y el proceso
(2,3, P),{&,}) es llamado proceso de Markov estacionario a tiempo
discreto.

4.2.2. Variables aleatorias Bernoulli, Binomial y Pois-
son

En estd seccién se probard que cuando tenemos n variables aleatorias

Bernoulli, la suma es una variable aleatoria Binomial con pardmetros n y p

y que la suma de una infinidad numerable de variables aleatorias Binomiales

resulta ser una variable aleatoria Poisson.
Sea Ql = {0, 1}, 31 = POt(Ql) y

Pl({wl}):{p siwp =1

l—psiw; =0
En general, para cada A € §1,

Pi(A) =Y Pi({wi}).

w1EA
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Luego, sea Qs = {0,1}, F2 = Pot(£2) v

. p si Wo = 1
Pz({WQ})_{ l—-psiwy=0 "~
En general, para cada B € §s,

Py(B) = ) Py({ws}).

woE€B

Anglogamente, para n se tiene que 0, = {0,1}, §, = Pot(),) y

P,({wn}) = { p o stwa=1

l—psiw,=0

y para cada C' € §,,

P (C) = Z Po({wn})-

wn€eC
Sea Q) = HO:QZ = {w=(w,wy,...) wj=16w;=0,i=1,2,..} y

o
5= H . §:. Por el Teorema de Ionescu-Tulcea existe una unica medida de
1=

probabilidad P definida en (€2, §). En particular, cuando se tiene un rectan-
gulo medible:

P(Ay % Ay x -+ x Ay) = P(A1)Py(Ay) -+ Po(A,).

Sea {X;, i = 1,2,...,n} la sucesién de proyecciones, X; : Q@ — €,
definidas de la siguiente manera

0 con probabilidad 1 — p
1 con probabilidad p

b

XZ((,U) = Xi(wl,wg, e, Wiy ) = Ww; = {
para algin w € (). Entonces, paran > 1

P(Xl:[)’]l,...,Xn:I‘n):P(Xlle) ..... P<Xn:~rn)

Observacion 4.2.1 Ndtese que las variables aleatorias X; tienen una dis-
tribucion Bernoulli.
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Ahora, serfa interesante preguntarnos cudl es la probabilidad de la vari-
ableYn:Xl—l—Xg—l——i—Xn,nZ 1.
Procedamos por induccién. Primero calculemos para n = 2,

P(Xl -+ XQ - ]{3)
sik=0 5
P+ X =0) = (1= =} )i - 2
sik=1 5
P+ X = 1) =201 =) =} )o'0= p)
sik =2

2

P(X1+X2:2):p2: (2

)=
Asi para cada k = 0, 1, 2, se tiene que
PXi1+Xo=k)= (2)]9’“(1 —p)* k.
Ahora, nétese que
PXi=1,...,X, =1, X331 =0,..., X, =0) =p"(1 —p)" .
De esta misma forma cualquier otro resultado para el cual Y,, = £ tendria

probabilidad p*(1 — p)"~*. Asf el mimero total de resultados es igual a (Z)
por lo que se debe elegir k posiciones (entre n) para los unos. Por lo tanto

PXi+Xo4 -+ X,=k)= (Z)p’“(l —p)" "

Supongamos que se cumple para n y demostremos para n + 1. Entonces,
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para k=10,1,2,...n+1

P(X1+X2+---+X X1 =k) = P(Yy + Xpi1 = k)
= P( n Xn+17Xn+1 - O) + P(Y k — Xn—l—laXn—l—l = 1)
P(Yn ) (Xps1 = 0) + P(Y, =k — 1)P(Xpy1 = 1)
n

k nkl_ n k—1 1— n—k+1
L) A=p)+(,_)p ="

(30
R
P -o)" KZ)*(kil)}

= (n Z 1)1)’“(1 —p)"

En resumen hemos obtenido que la suma de variables aleatorias Bernoulli
con parametro p tienen una distribucién Binomial con pardmetros n y p.

Ahora, supdngase que se tiene una sucesién {p,} C (0,1), las cuales
denotan las probabilidades de éxito, y supéngase que p, — 0 y que A\, =
np, — A € (0,00), cuando n — oo. Entonces

n—oo

= lim (Z)pﬁ(l —pn)””c

oonn=1)--(n—k+1) Ay A\
= k:! G
JR— D) —_— k n _k
_ hmn(n D--(n—k+1) (A, 1_& 1_&
n—00 nk k! n n
— k n
= ogma(1=2) (1) (M) (1o L
n—o0 n n k! n (1—22)
AZE
= Eexp(—)\).

Con lo que se obtiene una distribucién Poisson con pardmetro .
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4.2.3. Ley Débil de los Grandes Niimeros y Teorema
del Limite Central

Muy a menudo se tienen sucesiones de variables aleatorias X, Xo,...,X,,
donde n es suficientemente grande. Por lo tanto, es conveniente tener un sélo
espacio de probabilidad sobre el cual podamos definir una sucesién infinita
de variables aleatorias. Los resultados sobre medidas en espacios producto
infinitos numerables, los cuales se discutieron en este capitulo provee las he-
rramientas necesarias para solucionar dicho problema. En particular, se puede
requerir que X1, Xo,...,X, sean independientes y que X; tenga una funcién
de distribucién especifica. Ademads, los X; pueden ser elementos aleatorios
con valores en un espacio medible arbitrario.

Para poder obtener dicha sucesién, sean (£2;, §;, ), 7 = 1,2, ... una suce-
sién arbitraria de espacios de probabilidad. Se requiere encontrar un sélo
espacio de probabilidad (€2, §, P) en el cual se pueda definir una sucesién
de variables aleatorias X;, Xs,...,X,, y una sucesiéon de elementos aleatorios
X (92,F8) — (924, 3:) tales que

para todo B € §; coni=1,2,....

Por el Corolario 4.1.3 se tiene que @ = [[Z,Q;,, § = [[2, 8 y P =
[[;2, P;. Ahora si w = (wy,wi,...) € Q, sea X;(w) = w;, ¢ = 1,2,.... Si
B € §; entonces {w : X;(w) € B} = {w:w; € B} es un rectangulo medible.
De esto se sigue que {w : X;(w) € B} € §, asi X; es un elemento aleatorio.
Luego, usando nuevamente el Corolario 4.1.3 se obtiene que

P{XieA,. X,cA}= H-Pi(Ai)a
i=1

sidieSiyl<i<n.
Ahora, témese A; = Q; entonces P {X; € A;} = Pj(A;) para todo j # 1.
Por lo tanto

P{X;€A,... . X, €A} =[] P(Xi € A).

=1

Esto también prueba la independencia de los elementos aleatorios.
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En particular, para obtener una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes con una funcién de distribucién especifica Fi, Fs,..., se debe tomar
Q2 =R, § = F(R) y P, la medida de Lebesgue-Stieltjes correspondiente a
E;.

Note que lo anterior nos proporciona la medida producto para las suce-
siones de variables aleatorias de el Teorema Central del Limite y la Ley de
los Grandes Ntimeros.

Teorema 4.2.2 (Teorema del Limite Central) Sean X1, X,...,X,, son vari-
ables aleatorias iid con media p1 < 0o y varianza 0 < 0% < co. Sea

ot P [T ]

y ? ! / "t
T)=— e 2 dt.
() = 7 .
Entonces G, (z) — ®(x), uniformemente en x € R cuando n — oo.
Demostracién. Véase [7], p. 139. =
Teorema 4.2.3 (Ley débil de los grandes nimeros) Sean X;, i = 1,...,n

son variables aleatorias iid con media p < oo, entonces

Xi+Xo+--+ X,
= —

n n—oo

X
Demostracién. Véase [7], pp. 145-149. =

4.2.4. Un ejemplo en teoria de confiabilidad

En esta seccién se analizara la probabilidad de vida de uso de los compo-
nentes de una méquina, dicho andlisis se hard mediante el uso de la medida
producto.

Primeramente se definird la distribuciéon de tiempos de fracaso. Sabe-
mos que para que una mdaquina trabaje de forma éptima depende del fun-
cionamiento de cada uno de sus componentes, asi podemos definir para cada
componente una variable aleatoria T' no negativa, la cual indica el tiempo de
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falla de dicha componente. Luego, denotemos por F a la funcién de distribu-
cién de T', de esta forma

Fr(t) = P(T <t),

t € R, i.e. F(t) es la probabilidad de que la maquina falle en ¢ 6 antes del
tiempo t. Se denotard a la funcién de densidad de 7" por f. Nétese que cuando
t = 0, se estard refiriendo al tiempo de manufactura, el tiempo de instalacién
6 a la primera vez de uso.

Definicién 4.2.4 La funcién de confiabilidad R(t), cont > 0 es la probabili-
dad de que el componente deje de funcionar en el tiempo t. Dicha probabilidad
estd dada por P{T >t} ast R(t) = 1—F(t). A la funcion R se llama funcion
de supervivencia (véase [11]).

Definicién 4.2.5 La funcion de velocidad de falla ¢ funcion de riesgo se

define como
Pt<T<t+At|T>t)

At—0 At

Observacién 4.2.6
Pt<T<t+At|T>1t),

t > 0, es la probabilidad de que una componente de t anos experimente el
evento en las proximas At unidades de tiempo. Entonces la funcidon de riesgo
es la razon o tasa de falla instantdnea de una componente al tiempo t dado
que la componente ha sobrevivido hasta ese momento t.

Considérese una componente con tiempo de falla 77. Como sabemos este
componente puede fallar en algiin momento, asi que debemos tener repuestos.
Lo importante es preguntarnos cudntos repuestos debemos tener para que
la probabilidad especificada asegure que la maquina no deje de funcionar.
Asumamos que el original y los repuestos tienen la misma distribucién de
falla, con densidad f.

Primero veamos el caso, cuando sélo tenemos un repuesto, después para
cuando tengamos n — 1 repuestos y con esta informacién generalizar para
una infinidad de repuestos.

Caso I. Sea T} el tiempo en el que el repuesto original falla y 75 el
tiempo en que falla de la nueva componente instalada. Supéngase que el
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remplazamiento de dicho componente es inmediato entonces T = T + 15
representa el tiempo de funcionamiento de la maquina con dos repuestos.
También supdngase que 77 y 75 son independientes.

Ahora, sean Q; =R, §; = B(R) y

FTl(t) = P(Tl S t)a

teR.
De la misma forma sean 2, = R, 2 = B(R) y

Fr,(t) = P(Ty, <t).

Sea Q0 = R%, § = B(R?), usando el Teorema de la Medida Producto se
garantiza que existe una unica medida de probabilidad P definida en (2, ).
Entonces la funcién de distribucién de T’ determinada por F; y F; esta dada
por

P<T1+T2<t) =

S~

Iy vy <y (W)dP(w)

1

d(Fy x Fy)(t1,ts)

I
—

{(t1,t2) ER2:t1 +to<t}

[e’e] t—t1
/ AFy, (t2)dFy, (t2)
0

Pr, (t — t2)dFy, (t2).

S— 55—

Por lo tanto -
Fr(t) = / Fr (t — ta)dFr,(ts).
0

Caso II. Para este caso, supoéngase que tenemos n — 1 repuestos, ahora
nuestro tiempo de falla serd

T:T1+T2‘|‘+Tn7
luego sean ) =R, § = B(R) y

Fr,(t) = P(Ty <t).
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De la misma forma sean €2, =R, §, = B(R) y
Fr (t) = P(T, <t).

Sea Q =R" y § = B(R"), utilizando el Teorema de la Medida Producto
se tiene que existe una tnica medida de probabilidad P la cual esta definida
en (€, 5F).

De la misma forma que en el caso anterior se tiene que la funcién de
distribucién de T esta dada por

PMy+To+---+T,<t)
t—t1——tp—1
_ / / / Tervestsog (b oo ) dF () - - dF (1)

— // /Flt—tl - Foi(tneg — ta1)dFu(ty) - - - dF (1),

para t € [0, 00).
Por lo tanto

// / Fult — 1) Fa(ts — 1) - -

tno — tn_1)dF,(tp)dF,—1(tp—1) - - - dF(ty).

Caso III. Ahora, supdéngase que se tiene una infinidad de repuestos, asf
que nuestro tiempo de falla es de la forma

T:iTi.
=1

Se estd suponiendo que la serie anterior es convergente, lo cual se cumple en
distintos casos (véase ejemplo al final).

Usando el Teorema de Ionescu-Tulcea se garantiza que existe una tnica
medida de probabilidad P definida en (2°°,§*). Dicha medida es inducida
por los espacios dados en los casos anteriores.

Sea t € R fijo y definase paran > 1, A, = {T1 + To + ... + T,, < t}. Los
conjuntos medibles A,,,n > 1 forman una sucesién decreciente de conjuntos,
los cuales convergen a

N A= {T<t).
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Entonces por la propiedad de continuidad de la medida de probabilidad P se
tiene que

En particular, si Ty ~ FExp(5,) y To ~ Exp(f,), donde 8, >0, 55, >0y
By > 3. Entonces, Q1 = Qy = Ry F1=5F2 = B(R). Asi Q = R? y § = B(R?),
luego si T' =T} + T entonces

frlt) = Amﬁxt—nwa@owl

= [ 5l () gee ()
L BB B P\ T, '

exp(—L)

By—DB1
Ahora, supéngase que T3 ~ Exp(53), 83 > 0y B3 > By > 3, de la misma
forma que arriba, se tiene que Q3 = R, F3 = B(R). Asi Q = R?, § = B(R?),
luego si T' =Ty + 15 + T5 entonces

frt) = /OoofTs(t —t1) frim, (t1)dty
By exp(—7)
(B3 = B2)(By — B1)

En general, para n variables aleatorias de la misma forma que la descrita
arriba con Sy =1 < [, < fy < -+ < f3,, se tiene que Q =Ry §F = B(R") y

frlt) = [mﬁut—unh++nlanﬁl

1, siexp(-4)
[ G5

Ahora, supéngase que se tiene una infinidad de repuestos de la misma
forma que arriba, con f, =1< 6, < fy <+ . Asi Q =R>®, F=B(R*®) y

o) ‘ b
i 1) = La )
e II_ (B =50
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Nétese que el limite anterior existe ya que, la sucesién {f3,}, .y es cre-
ciente y positiva, de lo cual se tiene que lim, ., /3, existe. Por lo tan-

to H(')io B; < +oo. Ademds 3, , — 3; < B,41, de donde se obtiene que
im0 (Bps1 — Br) < 1, o0 B, Por lo tanto Hi(ﬁm — B,) es finito.



Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se estudié la medida producto y los teoremas relacionados a
ella, se analizaron tanto en el caso finito como en el caso infinito numerable
para una colecciéon de espacios probabilisticos. En cada caso, se ilustré la
teorfa con una serie de ejemplos en el contexto de probabilidad del uso de
la medida producto. Ademds, en cada uno de ellos se determiné de forma
explicita el espacio de probabilidad.

El estudio de los teoremas de la medida producto (finito e infinito nu-
merable) dan un predmbulo para el estudio de construccién de procesos es-
tocdsticos. En particular, en la tesis se abordé el caso Markoviano, pero estos
mismos resultados permiten la construccién de otros procesos, por ejemplo:
procesos Poisson, procesos controlados y procesos Gaussianos (en su versién
continua del teorema de la medida producto), entre otros.

Una posible linea de investigacion en trabajos futuros va a ser dirigida al
estudio del Teorema de Kolmogorov. El cual consiste en encontrar la medida
producto para el caso de una familia no numerable de espacios de medida.
El teorema de Kolmogorov permitird estudiar la construccién de procesos
estocéasticos a tiempo continuo, como procesos de Wiener, procesos de Levy,
procesos de Markov, entre otros.
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Apéndice A
Espacios de Medida

Definicién A.0.7 Sea 2 un conjunto. Una clase de subconjuntos de €) es
llamada un dlgebra, la cual es denotada por LA, si

(F1) U A 0.

(§2) Si A € 4, entonces A’ € U (i.e. U es cerrada bajo complementos).

(§3) Si A1, Ay € U entonces A; U Ay € U (i.e. U es cerrada bajo uniones
finitas).

Ejemplos

1. ¢ ={Q,0}.

2. Uy ={A: A C Q}, algebra discreta.

3. Us ={0,0, A, A’} para algiin A C Q.

4. Sea 2 un conjunto infinito y sea ty = {A C Q: A 6 A'es finito}.

Teorema A.0.8 Sean I cualquier conjunto no vacio de indices y {4;,1 € I}
una coleccion de dlgebras. Entonces

4= N,
i€l

= {A:Aell,iel}.

es una dlgebra.
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Teorema A.0.9 Sea € una clase arbitraria de subconjuntos de ). Entonces
eziste una minima dlgebra unica M que contiene a €. En este caso se dice
que i es generada por € y se denota por 4 = 4 ().

Definicién A.0.10 Una clase de subconjuntos de ) es llamada o—dlgebra,
y es denotada por §, si es un dlgebra y si (§3) es reemplazado por (§3)’: Si
A € F,i=1,2,.., entonces | ;2 A; € § (i.e. § es cerrado bajo uniones
numerables).

Propiedades

1. Si A; € F, i =1,2,.., entonces [ .o A; € I (i.e. F es cerrado bajo
intersecciones numerables).

2. Por definicién, una o—élgebra es un dlgebra, pero no toda o—algebra
es un algebra. En el ejemplo 4 de dlgebras, tome Q = (—o00,00), y defina
A; = {Todos los enteros en [—i,i]}, i = 0,1,2,.... Sea A = |J:2, 4.
Como A y A’ son conjuntos infinitos, se tiene que A ¢ F.

Ejemplos

1. %'1 = {Q, (Z)}

2. §o={A: A CQ}, o—dlgebra discreta.
3. §3=1{0,0,A, A’} para algin A C Q.

4. Sean 2 un conjunto no numerable y §4 = {4 C Q : A es numerable 6
A" es numerable}.

Teorema A.0.11 Sea I un conjunto de indices no vacio y sea {F;,i € I}
una coleccion de o—dlgebras. Entonces

F = N3
iel

— {A:AeFiel}

es una o—dlgebra.
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Teorema A.0.12 Sea € una clase arbitraria de subconjuntos de 2. Entonces
existe una minima o— dlgebra inica § que contiene a €. En este caso, se dice
que § es generada por € y se denota por § = o(<).
Ejemplo A.0.13 Algunos casos especiales son los siguientes.

1. Sea Q2 = R y defina €, de la siguiente manera

¢y = {Todos los intervalos en R}

{(—oo,x), (—OO,l‘], (l‘, OO), [QL‘, OO)? (:B7y)’ (l’,y], [:an)a [xvy];
r,y € R,y z<uy}.

Por el teorema A.0.14, existe una o —4élgebra §=0(&,); a esta o —4algebra
la denotamos por B = B(R) y es llamada la o—4lgebra de Borel.

Teorema A.0.14 Cada una de las siguientes clases genera la o— dlgebra

de Borel.

¢ = {(xyszryeR <y}
¢ = {[r,y);z,yeR, z <y}
¢ = {[r,y;z,yeR, z <y}
¢ = {(z,y);z,yeR, z <y}
¢ = {(z,0); xR}

¢ = {[r,0); xz € R}

¢ = {(—o0,z); x € R}

Cs = {(—o0,z]; z € R}

2. Sea 2 =R x R = R? y defina ¢, de la siguiente manera:

¢, = {Todos los rectdngulos en R*}
{(~00,2) X (=00,2'), (~00,) X (—00, ],
(—00, 2] X (—00, ), (—00, ] X (—o0, 2],
(x,00) X (2',00),..., [x,00) X [2/,00),...,
(@, y) X (2,4 )y [2,y) X [, 0;
oy, T,y € ]R,x<y,x/<y}.

La o—4lgebra generada por €, es denotada por B2.
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3. Sea =R x R x ... x R = R¥ y defina €, de forma andloga a la dada
en el inciso anterior. La o—é&lgebra generada por &, es denotada por

B
Lema A.0.15 Sean C € Pot(f2) y B C Q . Definase
CNnB={ANB:AecC}. (A.1)
Entonces
oc(CNnB)=0c(C)NB. (A.2)

Demostracién. Véase [10], P. 145. =

Definicién A.0.16 Sea X un conjunto y § una o—dlgebra de subconjuntos
de X, la pareja (X, §) es llamada espacio medible. Un subconjunto A de X
es llamado medible (o medible con respecto a §) si A € §.

Definicion A.0.17 Una medida en un dlgebra 34 es una funcion p : 34 — RT
(donde R* denota a los reales no negativos) tal que

a) p(0) =0.
b) Si {A;}.2, C U ajenos dos a dos y | J;=, A; € U entonces

H (G Ai) = iM(Az’)-

Definicién A.0.18 Decimos que pi es una medida, si es una funcion definida
sobre una o—dlgebra §, u(0) =0 y

% (U Ez) - ZM(Ei)7

para alguna sucesion E;, de conjuntos disjuntos medibles.

A la terna (X, §, p) se le llama espacio de medida. Ademés, si u(X) =1,
1 es llamada medida de probabilidad.

La propiedad (b) de la Definicién A.0.17 se le conoce como aditividad
numerable. En particular se tiene que pu es finitamente aditiva; es decir,

I (U Ez) = ZM(Ei)a

para conjuntos disjuntos E; € §, ya que podemos tomar E; = () para i > N.
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Teorema A.0.19 Sea p una funcion aditivamente numerable en el dlgebra

3.

(2) u(®) =0.
(b) u(AUB)+ (AN B) = pu(A) + u(B) para todo A, B € .
(c) Si A, BeilyBC A, entonces u(A) = pu(B) + (A — B)

(por lo tanto u(A — B) = p(A) — u(B) si u(B) es finito, y n(A) > u(B) si
nw(A—B)=0)

(d) ) )
p (U Ai) < ZM(Ai)

para todo Ay, ..., A, € L, si p es una medida,
o (U An) <> p(An)
n=1 n=1

para todo Ay, As, ... € U tal que | )2, A, € HL.

Definicién A.0.20 Una funcion p definida en § es llamada finita si y sélo
si W(A) es finita, para cada A € §.

Una medida p es o— finita si existen {X;} C U tal que u(X;) < +oo, para
todo i, y Q =J;2, Xi.

Teorema A.0.21 Sea i1 una funcion aditivamente numerable en la o-dlgebra
5.
(a) (Continuidad por abajo) Si Ay, As, ... € F y A, T A, entonces u(A,) —
w(A) cuando n — oo.
(b) (Continuidad por arriba) Ay, As, ... € §, An | A y u(Ay) es finita,
entonces j(Ay,) — p(A) cuando n — co.

Teorema A.0.22 Sea §o un dlgebra de subconjuntos de ) y € las clases
mondtonas de subconjuntos de Q (i.e. si A, € €y, A, T A6 A, | A,
entonces A € €) si FoC € entonces o(Fo)C € es la minima o-dlgebra en .
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Proposiciéon A.0.23 St A,B e § y A C B, entonces
pu(A) < pu(B).
Proposicién A.0.24 Si E; € §, u(E;) < +oo y E;1 C E; entonces
7 (ﬂ E) = lim p(E,).
i=1
Proposicion A.0.25 St E; € § entonces

p (U Ez) < ZM(EZ)

=1
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Apéndice B
Teoremas de Convergencia

B.0.5. Definiciones y Ejemplos

Definicion B.0.26 Si A es un subconjunto de R, la funcion indicadora de

A se define como
lsiwe A

Lalw) = {0 siwg A

Definicién B.0.27 Sean (X,J) un espacio medible y ¢ : X — R una fun-
cion, p es llamada una funcion simple si es Borel medible y sélo toma un
numero finito de valores distintos. Equivalentemente, ¢ es simple si y solo
si puede ser escrita como una suma finita de la forma siguiente: p(x) =
Yo iailg(x), v € X donde E; son conjuntos disjuntos en § y Ig, es la
indicadora de los conjuntos medibles FE;.

Proposiciéon B.0.28 Sea f una funcion medible no negativa. Entonces exis-
te una sucesion {¢,} de funciones simples con ¢, ., > ¢,, n > 1 tal que
f(z) =limy, (x) para cada x € X.

Definicién B.0.29 Una propiedad se cumple casi dondequiera (abreviada
a.e.), si el conjunto de puntos donde ésta falla es un conjunto de medida
cero. En particular, decimos que f = g a.e. si f y g tienen el mismo dominio
y u{z . f(x) # g(x)} = 0. Similarmente, decimos que f, converge a g casi
donde quiera si p{ fn(z) - g(x)} = 0.
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B.0.6. Integral de Lebesgue y Teoremas de Convergen-
cia

Sea (X, §, i) un espacio de medida.
Si ¢ esta definida en un conjunto de medida finita, definimos la integral

de ¢ por
[etrin =Y an(E)
=1

cuando ¢ tiene la representacion canénica, i.e. ¢ = Y "', ¢;lp,, con E; = {z €
X :p(z) = ¢}, parai = 1,...,n. En nuestro caso abreviaremos la expresion
de esta integral por [ . Si E € §, definimos

ey

Lema B.0.30 Sea ¢ = Y "', ¢;lg,, con E; N E; = 0 para i # j. Supdngase
que cada E; es un conjunto de medida finita. Entonces

/90 = zil aip(E;).

Proposiciéon B.0.31 Sea ¢ y ¢ funciones simples definidas en un conjunto
de medida finita. Entonces /(ag& +by) = a/g& + b/l/),

Yy St @ > a.e. entonces
/so > /1/}-

Definicién B.0.32 Si f es una funcion medible acotada en un conjunto
medible E con p(E) < 400, definimos la integral (Lebesgue) de f sobre E

v /Ef(x)dx = inf /Ew(x)d:z:

para toda funcion simple 1 > f.

Proposicion B.0.33 Si f y g son funciones medibles y acotadas definidas
en un conjunto E de medida finita entonces:
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i [(af +bg)=a[f+0b[g.

ii. Si f = g a.e. entonces

-
o)
1)< [

IDS/fSBME

v. Si A y B son dos conjuntos disjuntos de medida finita, entonces

Jud =L )

Proposicién B.0.34 (Teorema de la Convergencia Acotada) Sea { f,} una
sucesion de funciones medibles definidas en un conjunto E de medida finita,
y supongase que existe un numero real M tal que |f,(x)| < M para todo n y
para todo x. Si f(x) = lim f,(x) para cada x en E entonces

[ 1 =1im [ 5.

Sea f una funcién medible no negativa definida en un conjunto medible

h< f

donde h es una funcién medible acotada tal que u{x : h(z) # 0} es finito.
Para una prueba de los siguientes resultados véase [1] y [8].

iii. S7 f < g a.e. entonces

También

iv. Si A < f(x) < B entonces

Proposiciéon B.0.35 Si f y g son funciones no negativas, entonces:
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/ch:c[Ef,c>O.
/Ef+g=[Ef+/Eg.
[EfS/Eg-

Teorema B.0.36 (Lema de Fatou) Si{ fy},cy €5 una sucesion de funciones
medibles no negativas y fn,(x) — f(x) casi donde quiera en un conjunto E,

entonces
/ f <lim / fu
E E

Teorema B.0.37 (Teorema de la Convergencia Mondtona) Sea { f,}, cn una
sucesion de funciones medibles no negativas, y sea f = lim f,, a.e., y supdn-

gase que f, < f . Entonces
/ f =Ilim / fn-

Corolario B.0.38 (a) Sea u, una sucesion de funciones medibles no nega-
tivas, y sea f = 22021 Un. Entonces

15w

(b) Sea f una funcion negativa y {E;} una sucesion de conjuntos medibles
disjuntos. Sea E = |J F; entonces

Ji=2 )

Definicién B.0.39 Una funcion f medible no negativa, se dice que es inte-
grable sobre un conjunto medible E si

[Ef<oo.

ii.

iii. S7 f < g a.e. entonces
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Proposiciéon B.0.40 Sean f y g dos funciones medibles no negativas. Si f
es integrable sobre E y g(z) < f(x) en E, entonces g también es integrable

en F, y
/Ef—ngEf—/Eg-

Proposicion B.0.41 Sea f una funcion no negativa que es integrable sobre
un conjunto E. Entonces dado ¢ > 0 existe un 0 > 0 tal que para todo
conjunto A C E con A < 9 tenemos

/Ef<5.

Definicién B.0.42 La parte positiva f* de una funcién f es definida como
fT=[fVo0;i.e

fT(z) = max{f(z), 0},
re X.

Similarmente definimos la parte negativa f~ por f~ = (—f) V0. Si f es
medible, también lo son f* y f~. Ademds se tiene que

f=r=f

fl=f"+f".

Definicién B.0.43 Una funcion medible f se dice que es integrable sobre
E, si fT y f~ son integrables sobre E. En este caso definimos

J= b=

Proposiciéon B.0.44 Sean f y g funciones integrables sobre E. Entonces:

i. La funcion cf es integrable sobre E y /cf = c/f.
E E

ii. La funcion f + g es integrable sobre E y

/Ef+g=[Ef+[Eg.
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iii. Si f < g a.e., entonces /f < /g.
E E

iv. St A y B son conjuntos medibles disjuntos contenidos en E, entonces

Jout =L

Teorema B.0.45 (Teorema de la convergencia de Lebesgque) Sea g una fun-
cion integrable sobre E y sea {f.} una sucesion de funciones medibles tales
que | fo| < g en E y para casi todo x tenemos que f(x) = lim f,(z). Entonces

[ 1 =1im [ 5.
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