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Capitulo 1

INTRODUCCION

Este trabajo estd relacionado con la teorfa de Procesos de Decisién de
Markov (PDMs) a tiempo discreto (véase [4], [5], [6], [15], [16], ¥ [23]). Los
PDMs son procesos que se observan de forma periddica bajo incertidumbre
en sus movimientos. Se describen mediante un modelo conocido como Modelo
de Control de Markov (MCM) cuyas componentes permiten caracterizar su
desarrollo en el transcurso del tiempo.

Un proceso de decisién de Markov se describe de la forma siguiente: un
sistema, es observado de forma discreta por un controlador en cada instante ¢
(t=0,1,...) y en ese momento el controlador selecciona una accién admisible
al estado actual que presenta el sistema y, como consecuencia de esto se obtiene
una recompensa (0 se paga un costo) y, mediante una ley de transicién prefijada
el sistema transita al siguiente estado.

A la sucesioén de acciones que el proceso genera se le llama politica. Una ma-
nera de evaluar la calidad de la politica es mediante un criterio de rendimiento.
En este trabajo se considera como criterio de rendimiento la recompensa total
descontada con horizonte finito e infinito (véase [15]). El problema de control
6ptimo (PCO) consiste en encontrar una politica que optimice el criterio de
rendimiento.

Una manera de solucionar el PCO es mediante Programacién Dindmica
(PD) iniciada a mediados de los anos 50 por Richard Bellman (véase [4]),
la cual consiste en llevar el problema de control a otro equivalente, el cual
estd dado mediante una ecuacién funcional conocida como Ecuacién de Pro-
gramacién Dindmica (EPD). Dicha ecuacién caracteriza a la funcién de valor
6ptimo, la cual se aproxima mediante el algoritmo de iteracién de valores.

La finalidad del trabajo de tesis consiste en estudiar versiones de la
Ecuacién de Euler (EE) en tiempo discreto para el problema de control 6p-
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timo. La EE es una ecuacién funcional que caracteriza a la politica 6ptima
o a la funcién de valor 6ptimo. La EE tiene sus origenes en el cdlculo de
variaciones (véase [22]). Histéricamente, Leonhard Euler introdujo un proce-
dimiento matemdtico general para la investigacién sistemédtica de problemas
de variaciones (véase [22]). Los matemadticos consideran este evento como el
comienzo de una de las més importantes ramas de las matematicas, el cédlculo
de variaciones. Los problemas asociados al cédlculo de variaciones consisten en
optimizar cantidades donde las variables son curvas, superficies, etcétera, es
decir, extremos de funcionales. Haciendo uso de las nociones de derivadas y
de ciertos lemas bésicos en teorfa de optimizacién se encuentran condiciones
suficientes para tener un extremo de una funcional, lo cual nos lleva al estudio
de la EE.

Para el objetivo de la tesis se estudian propiedades cualitativas como con-
cavidad, unicidad, continuidad y diferenciabilidad, sobre las funciones de it-
eracién de valores, la politica éptima y la funcién de valor 6ptimo. Estas
propiedades permiten establecer condiciones para obtener la contribucién prin-
cipal de este trabajo, una versién de la EE en el contexto de PDMs. Esta ver-
sién permite caracterizar las derivadas de las funciones de iteracién de valores
de manera recursiva, la cual a diferencia de PD es mds facil de implementar.
Este procedimiento estd basado en una versiéon para dindmicas deterministas
implementada en [9], [12] y [28]. La EE obtenida también permite usar algo-
ritmos computacionales (véase [14]) para facilitar los célculos de las funciones
de iteracién de valores o para aproximar a la politica éptima.

El presente trabajo aborda un modelo de consumo, produccién e inversién
(véase [7], [12], [18], [20] [21] y [26]), el cual es modelado mediante PDMs.
Para dicho modelo se proveen condiciones suficientes para que una politica
sea Optima via una versién de la EE. Las condiciones suficientes para la EE
han sido analizadas por: De la Fuente [12], Levhari [20] y Mirman [21]. La
metodologia consiste en hacer uso de la EPD y de la diferenciabilidad de la
funcién de valor (véase [10]) junto con condiciones de concavidad (véase [12]).

La organizacién de la tesis es de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se
presentan los conceptos bdsicos de PDMs, el problema de control éptimo y
Programacién Dindmica. En el Capitulo 3 se estudian propiedades cualitati-
vas sobre el Modelo de control de Markov, en el Capitulo 4 se presenta la
contribucién principal de esta tesis: una versiéon de la EE en el contexto de
PDMs, junto con ejemplos modelados usando PDMs y resueltos via este méto-
do. En el Capitulo 5 se muestran ejemplos resueltos via algoritmos computa-
cionales utilizando la EE. Finalmente, se incluye un apéndice sobre resultados
establecidos de funciones semicontinuas y céncavas.



Capitulo 2

PROCESOS DE DECISION
DE MARKOV

El objetivo principal en este capitulo es introducir formalmente los con-
ceptos bdsicos de Procesos de Decisién de Markov, y su interpretacién. En
la primera seccién se presentan los temas siguientes: modelo de control de
Markov, politicas de control, criterio de rendimiento y el problema de con-
trol 6ptimo. Consecutivamente, se presenta una herramienta fundamental en
el andlisis de un problema de control éptimo, conocida como programacién
dindmica, la cual permite determinar el valor médximo de la funcién objetivo,
asi como las estrategias que conforman la politica éptima.

2.1. Procesos de Decision de Markov

Un Proceso de Decisiéon de Markov (PDM) es utilizado para modelar un
sistema que es observado de forma discreta en el tiempo bajo incertidumbre
en su movimiento. Para modelar un sistema dindmico por medio de un PDM
es necesario caracterizar las siguientes componentes:

Definicién 2.1.1 Un Modelo de Control de Markov (MCM), estacionario, a
tiempo discreto, consiste de una quintupla:

(X, A, {A(z)|z € X},Q,7),

donde, X y A son espacios de Borel no vacios, llamados espacio de estados y
espacio de acciones (o controles), respectivamente. Para cada x € X, A(x) es
un subconjunto medible y no vacio de A conocido como conjunto de acciones
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admisibles para el estado x € X . El conjunto K de parejas de estados-acciones
admisibles, estd definido por

K:={(z,a)|z € X,a € A(x)},

Q(+]-) es un kérnel estocdstico definido en X dado K(véase [15]), llamado ley
de transicion. Por dltimo r : K — R es una funcién medible llamada funcion
de recompensa (o costo) en un paso.

Se puede pensar en un MCM estacionario a tiempo discreto como un sis-
tema estocédstico controlado que se observa de manera periédica en los tiempos
t =0,1,2.... La dindmica que describe a este sistema estocdstico funciona de la
forma siguiente: si el sistema al tiempo ¢ se encuentra en el estado =y = x € X,
y la accién a; = a € A(x) es aplicada, entonces ocurren dos cosas:

a) se recibe una recompensa (o se paga un costo) r(z,a) (c(x,a)) v,

b) el sistema se traslada a un nuevo estado x;;+1 mediante la distribucién
de probabilidad Q(-|z,a) sobre X, es decir,

Q(B|z,a) = Pr(z441 € Bloy = x,a4 = a) ,
B € B(X), donde B(X) denota la o-dlgebra de Borel de X.

Una vez hecha esta transicién a un nuevo estado, se elige una nueva accién
y el proceso anteriormente descrito se repite.

Politicas de control. Para introducir el concepto de estrategia o politica,
considérese un MCM y al espacio de las historias observadas del proceso hasta
el tiempo t, denotado por Hy, y definido como Hy = X y H; = K x H;_1, para
t=1,2,.... Un elemento de H;, llamado t-historia, es un vector de la forma

ht = (ZU(],CL(],:U]_,G/:[, "'7mt717at*17$t)7
donde (z;,a;) € Kparai=0,....t — 1y z € X.

Definicién 2.1.2 Una politica aleatorizada o simplemente politica, es una
sucesion m = {m};2, de kérneles estocdsticos, donde cada m; estd defini-
da sobre A dado H; y satisface que: mi( A(xy)| he) = 1 para toda hy € H; y
t=20,1,2,.... El conjunto de todas las politicas se denota por II.
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De acuerdo con esta definicién, una politica m = {m;} puede interpretarse
como una sucesion {a;} de variables aleatorias sobre A, tales que, para cada
t-historia y t = 0,1, 2, ..., la distribucién de a; es m(+| ht), la cual estd concen-
trada en el conjunto de acciones admisibles A(x;). En otras palabras, cuando
usamos una politica arbitraria, la accién en cualquier tiempo ¢ es una variable
aleatoria y depende de todas las t-historias.

Definicién 2.1.3 Una politica m € Il es Determinista Markoviana, si
existe una sucesion {f;} C F, donde

F={f:X— A|lf es medible y f(z) € A(x) para cada x€X},

con la caracteristica de que m¢(-| hy) estd concentrada en fi(x:) para cada hy €
H; yt=0,1,2,....

Si existe f € F tal que para toda t = 0,1,2,..., fy = f, entonces 7 se le
conoce como politica Determinista Markoviana Estacionaria .

Se entiende que 7(-| h) estd concentrada en f(z) si, m(C|h) = Ic(f(z))
para cada C' € B(A). Donde B(A) denota la o-algebra de Borel de A e I es
la funcién indicadora sobre C.

Observacién 2.1.4 Existen otras clases de politicas mds generales que las
anteriores como las Markovianas Aleatorizadas, Markovianas Aleatorizadas
Estacionarias y Deterministas cuyas definiciones se pueden consultar en [15].

Dados m € Il y g = z € X, por el Teorema de Ionescu-Tulcea (véase [3])
existe una unica medida de probabilidad P] definida en el espacio candnico
(Q,F), donde Q := (X x A)* y F es su correspondiente o-algebra producto.
El proceso estocéstico ((2, F, Pr),{x}) es llamado un Proceso de Control de
Markov a tiempo discreto o Proceso de Decision de Markov (PDM).

Ademds, para cada C € B(A), B€ B(X), hy e H; y t =0,1,2, ..., se tiene
que

P;(at S C‘ ht> :Wt(C’ht), (21)

P£($t+1 €B|ht,at) :Q(B|a:t,at). (22)

De acuerdo a (2.2), la distribucién del estado x;y1 s6lo depende de la
pareja estado-accién (zy, at), dicha condicién es una propiedad tipo Markov.
La esperanza con respecto a P serd denotada por ET.
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Observacién 2.1.5 En general, en lugar de dar zo = x € X, se puede dar
una medida de probabilidad v sobre X, referida como distribucion inicial y se
cumple que

P (z0 € B) = v(B),

para cada B € B(X).

Criterio de Rendimiento. Cada PDM estard dotado de una funcién
real, llamada funcién objetivo o criterio de rendimiento, que medird en algiin
sentido la calidad de cada politica, a través de la sucesiéon de recompensas que
genera.

Considérese un MCM fijo y un conjunto de politicas II. Se define el criterio
de rendimiento Recompensa (o Costo) total descontada para 7w € Il y
x € X, de la forma

v(m,z) == ET

N
Z alr(xy, at)] ,
t=o0

con « € (0,1). A a se le conoce como factor de descuento. Cuando o = 1,
el criterio es conocido como Recompensa (o Costo) Total Acumulada.
Al entero positivo N se le llama horizonte del problema, el cual representa
el nimero de etapas en el cual el sistema estd operando y puede ser finito o
infinito.

Definicién 2.1.6 Una politica ™ € 11, es dptima, si para cada x € X

v(r*, x) = sup v(m, x).
well

La funcion V definida para x € X como

V(z) := sup v(m, ),
mell

se le llama funcién de valor dptimo.
El problema de control éptimo consiste en determinar a la politica éptima.

Observacién 2.1.7 En el caso de costo, la funcidn de valor dptimo se define
por
V(z) = inlf_[v(Tr,:U),

S
y una politica ™ € 11, es dptima, si para cada x € X

v(r*,x) = 7Pellf_lfu(w,a;).
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2.2. Programacién Dinamica

El tema de esta seccién es presentar una herramienta esencial para resolver
el problema de control éptimo, conocida como Programacién Dindmica. Este
procedimiento permite determinar la funcién de valor éptimo, asi como la
politica 6ptima. Bajo condiciones adecuadas sobre la funcién de recompensa
y la ley de transicién, la funcién de valor éptimo V' se caracteriza mediante
una ecuacién funcional. Mds atn, el conocimiento de V' permite obtener una
politica éptima estacionaria. El criterio de rendimiento a considerar es el de
recompensa total descontada, es decir, paraw € Il y x € X

N
Z alr (2, at)] ,
t=o0

donde N € NU {oo} y el factor de descuento « € (0,1). Para entender mejor
la Programacién Dindmica, se presenta una breve introduccién en el contexto
de problemas con horizonte finito.

v(m,x) == ET

2.2.1. Problemas con Horizonte Finito

Considérese como criterio de rendimiento a la recompensa total esperada
con horizonte finito, definida como

vn(m,x) := ET

N
Z olr(z, at)] .

t=0

Como el objetivo es determinar una politica que optimice a vy (w,x). La
idea fundamental de Programaciéon Dindmica consiste en dividir el proble-
ma de optimizar la recompensa desde el tiempo 0 hasta N, en subproblemas
mas pequenos, en los que se requiere optimizar la recompensa recibida en un
nimero de periodos menor a IN. De manera intuitiva, los subproblemas son
mas sencillos de resolver en la medida de que involucra menos intervenciones
por parte del controlador, que el problema original. Estos subproblemas se
caracterizan en el teorema (2.2.1).

Teorema 2.2.1 Defina parax € X yt=1,2,...N a

) = max (o) + [ua@dl o). (23

a€A(x

con vo(z) = 0.
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Supdngase que estas funciones son medibles y que para cadat =1,2,...,N,
existe fy € F, tal que para x € X

or(z) = r(z, fi(x) + / o1 (1)Qdy| 7, fi(x)).

Entonces la politica determinista de Markov m* = {f1, fa, ..., [N} es dptima y
la funcidn de valor optimo V' es vy.

Demostracién. Véase [15]. m

El teorema anterior muestra que v; es el éptimo del subproblema desde el
tiempo 0 a ¢, es decir,

v(x) = sup ve(m, x),
s

paratodaxz € X yt=0,1,2,...,N.

En resumen, se ha calculado para cada tiempo ¢ la recompensa éptima en
t-etapas, con esta interpretacion de vy es posible caracterizar a (2.3).

La relacién (2.3) también es conocida como Ecuacién de Programacién
Dindmica (EPD) junto con su condicién inicial vg(z) = 0 y su nombre es
debido a Bellman (véase [4]).

Una consecuencia interesante es que la politica éptima, que determina el
algoritmo, resulta ser una politica determinista Markoviana. De lo anterior
se deduce que para seleccionar una accién a; en el tiempo ¢ solo es necesario
conocer al estado actual x;, es decir, no es indispensable emplear mecanismos
aleatorios para seleccionar las acciones.

El teorema (2.2.1) tiene como suposicién la existencia de f; € F, las cuales
maximizan el lado derecho de (2.3) en cada etapa. Esta suposicién es referida
como condicién de seleccién medible y en algunos problemas se puede verificar
directamente, pero desde un punto de vista tedrico, es conveniente tener condi-
ciones generales, las cuales se obtienen de los teoremas de seleccién medible
(véase [17] y [25]). El siguiente lema es uno de ellos.

Lema 2.2.2 Supdngase que para cada x € X, A(z) es un conjunto compacto
yu: K — R una funcion medible. Sea U definida por

U(z) := sup u(z,a).
a€A(x)
a) Si para cada © € X, u(x,-) es semicontinua superiormente (u.s.c) (véase

definicion (7.1.1) del apéndice) en A(z), entonces existe f € F tal que para
cada x € X

U(z) = u(z, f(z)), (2.4)



CAPITULO 2. PROCESOS DE DECISION DE MARKOV 11

y U es medible.

b) Si para cada subconjunto abierto C de A, se tiene que el conjunto
{z € X|A(z) C C} es abierto (es decir, la multifuncion x — A(zx) C A
es semicontinua superiormente (u.s.c)), y u es u.s.c y acotada superiormente
sobre K, entonces eziste f € F que satisface (2.4) para todo x € X. Ademds
U es u.s.c y acotada superiormente en X.

Demostracién. Véase [17] o [25]. m

La siguiente condicién sobre el modelo junto con el teorema (2.2.4) garanti-
za la validez del lema anterior, el cual se aplica en el teorema de Programacién
Dindmica (2.2.1) de manera iterativa para el cdlculo de las funciones definidas
en (2.3) junto con sus respectivos maximizadores f; € F.

Condicién 2.2.3 Para cada x € X

a) A(x) es compacto;

b) la funcion de recompensa r(z,-) es u.s.c en A(x);

¢) para cada funcion u medible y acotada sobre X, la funcion u(x,a) :=
Ju(y)Q(dy| x,a) definida sobre K, es continua en A(z).

Teorema 2.2.4 Bajo la condicion (2.2.3) se tiene que para cualquier funcion
u: X — R u.s.cy acotada superiormente, la funcion U definida para x € X
como

V@)= sw {rwa)+ [umQislz.o},

acA(z)

es medible y existe un selector f € F tal que, para toda x € X,

Uz) = r(z, f(z)) + / w(y)Qdy . f(x)).

Ademas U también es w.s.c. En conclusion, se puede cambiar supremo por
mazrimo.

Demostracién. Sean u una funcién acotada superiormente y u.s.c en X

y x € X. Se sabe que la suma de dos funciones u.s.c es de nuevo una funcién
u.s.c (véase [6]). Entonces por el lema (2.2.2) basta probar que la funcién

o(a) == / w(9)Q(dy| z, a),

es u.s.c en A(x).
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Dado que u es acotada superiormente y u.s.c, u es limite de una sucesién
{u,} decreciente de funciones (u,, | u) continuas y acotadas (véase proposicién
(7.1.2) del apéndice). Si {a*} C A(x) es una sucesién convergente a a € A(x),
entonces se sigue que para toda n

tinsup [ u(y)Q(dy]7.a) < timsup [ un(y)Q(dy] .0
k—oo k—oo

por la condicién (2.2.3 (c)) se sabe que

limsup/un(y)Q(dyM,ak) = /Un(y)Q(dy|$aa)a

k—o00

implicando que

timsup [ u()Q(dy]e,a) < [ unly)Qd2.0)

k—o0
si n — o0, por el teorema de la convergencia mondétona se tiene que

lim sup / u(y)Q(dy| z, a¥) < / u(y)Q(dy| 7, a).

k—oo

es decir, g es u.s.c y esto prueba lo deseado. m

2.2.2. Problemas con Horizonte Infinito

Esta seccién trabaja el problema de control éptimo cuando el horizonte
es infinito. El criterio de rendimiento a considerar es el de recompensa total
descontada, es decir, parawm € ll y x € X

oo
Z oztr(xt, a)
t=o

El problema que se presenta es el de aproximar a V' mediante problemas con
horizonte finito n, cuyas correspondientes funciones de valor 6ptimo V,, (véase
definicién 2.2.5, abajo) se podran determinar de manera recursiva (este método
se conoce como aproximacion sucesivas). Uno de los resultados principales de
esta seccién es la convergencia puntual de la sucesién {V,,} a V.

v(m,x) == ET

Definicién 2.2.5 Las funciones de iteracion de valores se definen de la forma
sigutente, para x € X yn=1,2, ...,

Vi(z) = max {r(:v,a)+a/Vn_1(y)Q(dy|x,a)}, (2.5)
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Consideraciones Preliminares
Sean X un espacio de Borel y
B(X) :={u: X — R|u es una funcién medible y acotada} ,
con la norma del supremo

[[ul| := sup [u(z)|.
zeX

Se sabe que (B(X),||-]|) es un espacio de Banach (véase [24]).
Sea w : X — [1,00) una funcién medible conocida. Si v : X — R es una
funcidn, se define la w-norma por

(IZ

lull, := ||| = sup

r€X .’E

A w se le conoce como funcién de peso.
Una funcién u : X — R es acotada, si ||ul| < oo y w-acotada, si |lul|,, < oo.
Proposicién 2.2.6 Sea
By (X) :={u:X — R|u es una funcion medible y w-acotada} .
Entonces (B, (X), ||-||,,) es un espacio de Banach y B(X) C B,,(X).

Demostracién. Sea {u,} C B,(X) una sucesién de Cauchy, entonces,
{un/w} es una sucesién de Cauchy en B(X). Como B(X) es un espacio de
Banach, existe u € B(X) tal que ||u,/w — u|| — 0 cuando n — oo. Ademds si
x € X, se tiene que

. Up (1)
w(x)

un () — u(z)w(z)
w(x)

— u(z)

esta ultima relacién implica que ||u, — uwl|,, < ||u,/w — ul|, entonces cuando
n — oo se concluye que |ju, —uwl||,, — 0. Ademds, ||uw|, = |u| y por
consiguiente uw € By, (X).

Por otro lado, sea u € B(X), debido a que para cada z € X, 1 < w(x),
entonces |u(z)| /w(z) < |u(z)|, implicando que [ju|,, < |lul, es decir, u €
By(X). =

Definicién 2.2.7 Sea (Y,d) un espacio métrico. Una funcion T 1Y — 'Y es
una contraccion modulo v € (0,1) si para toda x,y €Y

d(T'(z), T(y)) <vd(x,y).

Si existe y € Y tal que T'(y) = y entonces y se denomina punto fijo de T
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Proposicién 2.2.8 Sean (Y,d) un espacio métrico completo y T : Y — Y
una contraccion modulo v. Entonces T tiene un tnico punto fijo y. Ademds
para caday €Y yn=0,1,2, ...,

d(T"(y),y) < ¥"d(y, )
Demostracién. Véase [24]. m

La siguiente proposicién da condiciones para que un operador 7' sea una
contraccién en B, (X), para ello se requiere que este operador sea monétono,
es decir, un operador T sobre B,,(X) es monétono, si para cualesquiera u, v €
By (X), con u(z) < v(zx), para cada z € X, se tiene que T'(u)(x) < T'(v)(z).

Proposicién 2.2.9 Sea T : B, (X) — B, (X) un operador mondtono. Si exis-
te 0 < <1 tal que para cada u € B, (X) y B € R:

T(u+rw) < Tu+ yPw,
entonces T es una contraccion mddulo .

Demostracién. Sean u,v € B, (X), nétese que u < v +wlu—7v|, y
v<u+wl|u—0o,.

Definase a 8 := ||u — v||,,, por la monotonia de 1" se sabe que Tu < T'(v +
wh) y Tv < T(u+ wp). Por hipétesis, existe 0 < v < 1 tal que T'(v 4 fw) <
Tv+~ypwy T(u+ fw) < Tu+ vypw, implicando que Tu < Tv+~yBw y Tv <
Tu + ypfw, combinando estas desigualdades se llega a que —yw ||u —v||,, <
Tu—Tv < yw |lu —vl,, es decir,

Tu—To| < ywllu—vl,,

lo cual implica que
[Tw = Tull, < llu—wvll, -

Ecuacién de Programacién Dindmica

A continuacion se define al operador de Programacién Dindmica, para el
cual se verd que la funcién de valor é6ptimo V resulta ser un punto fijo de éste.
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Definicién 2.2.10 Dada una funcién v € B, (X) y a € (0,1), dendtese al
operador de Programacidon Dindmica por Ty, el cual estd definido de la forma
siguiente, para cada x € X

To(u)(@) = sup {rcc,a) +a [uwQals, a>},

a€A(x)

siempre que la integral esté bien definida.

Si para cada x € X, el supremo es alcanzado para alguna a € A(x), se
puede escribir maximo en lugar de supremo.

Nétese que las funciones de iteracién de valores (2.5) se pueden reescribir
en términos del operador T}, de la forma siguiente, paran = 1,2, ...,

Voo =To (Voo1) -

Las siguientes condiciones sobre el modelo de control junto con la proposi-
cién (2.2.9) permitirdn mostrar que el operador de Programacién Dindmica
T, es una contraccién en B, (X). La condicién (2.2.11) asegura la existencia
de maximizadores medibles para T, similar a la dada en el caso finito (condi-
ci6n (2.2.3)). También, se considera una funcién de peso w para imponer una
condicién de crecimiento sobre la funcién de recompensa r. Dichas condiciones
permitirdn mostrar que 7, es un operador sobre B,,(X).

Condicién 2.2.11 Para cada estado x € X

a) A(z) es un conjunto compacto;

b) la funcion de recompensa r(z,a) es u.s.c en a, con a € A(x);

¢) para toda u € B(X), la funcion definida por u(z,a) = [u(y)Q(dy|z,a)
es continua en a, con a € A(x).

Condicién 2.2.12 Existen constantes no negativas ¢ y 3, con 1 < f < 1/a,
y una funcion de peso w sobre X, tales que, para cada v € X

a) sup |r(z,a)| <cw(zx),
a€A(x)

b) sup)fw(y)Q(dy[x,a) < Bw(z).

a€A(x

Condicién 2.2.13 Para cada x € X, la funcion w(z,a) := [ w(y)Q(dy|z,a)
es continua en a, con a € A(x).

El siguiente lema es similar al lema (2.2.2) de seleccién medible, pero para
el espacio By, (X).
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Lema 2.2.14 Supdngase para cada © € X, A(x) es un conjunto compacto y
sea v : K — R una funcion medible. Definase a U como

U(z):= sup u(z,a).
a€A(x)

También, supéngase que la multifuncion x — A(zx) es u.s.c, para cada x € X,
la funcion u(zx,-) es u.s.c en A(x) y

sup Ju(z, )| < kw(z),
a€A(x)

donde la constante k es positiva y w(-) es una funcién de peso continua sobre
X. Entonces existe un selector f € F tal que para todo x € X

U(z) = u(z, f(x)), (2.6)
y U es medible. Ademdas U es u.s.c y para cada x € X
U(2)] < kw(z),
es decir, U € B, (X).

Demostracién. Aplique el inciso (b) del lema (2.2.2) a la funcién definida
por u(z,a) := u(x,a) —kw(z) la cual resulta ser u.s.c y acotada superiormente,
dado que es u(z,a) <0 . m

Si paracada x € X el supremo es alcanzado para alguna a € A(x) entonces
se puede escribir méximo en lugar de supremo.

Lema 2.2.15 Supdngase que las condiciones (2.2.11 (¢)) y (2.2.13) se cumplen.
Entonces para cadaz € X yu € By,(X) la funcionu(z,a) == [u(y)Q(dy|z,a)
es continua en a € A(x).

Demostracién. Obsérvese que si u € B,,(X) entonces para toda z € X,
lu(x)| < [Jul,, w(z), lo cual implica que la funcién U = u + w [Ju||,, € By, (X)
yU>0.

Sean z € X y u € By, (X). Como U > 0, se sabe que existe una sucesién
{up,} C B(X) tal que u,, — U de manera creciente (u, T U) (véase [1]). Si
{a*} C A(z) es una sucesién convergente a a € A(z), se sigue que para toda n

ligninf/U(y)Q(dy[x,ak) > ligninf/un(y)Q(dyM,ak).
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Por la condicién (2.2.11 (c)) se sabe que

liminf/un(y)Q(dy|$,ak) = /un(y)Q(dy|33,a),

k—o0

implicando que

liminf/U(y)Q(dy|a:7ak) > /un(y)Q(dy|x,a),

k—oo

si n — oo y aplicando el teorema de la convergencia monétona (véase [1]) se
obtiene que

k—oo

liminf/U(y)Q(dy]x,ak) > /U(y)Q(dy\a:,a).

Como [ U(y)Q(dy|z,a) = [lull,, [ w(y)Q(dy|z,a) + [u(y)Q(dy|z,a) y por
la condicién (2.2.13) se sabe que la funcién [w(y)Q(dy|x,a) es continua en
a € A(z), se concluye que

lim inf / u(y)Q(dy| z,a*) > / u(9)Q(dy| 2, a). (2.7)

Por otra parte, se sabe que

imsup [ u()Qdy|z. ) = ~tynint (~ [ut)@dsl 2.0t )

k—o0 k—o0

utilizando a (2.7) se obtiene que

[t s.0) = tmswp [ ut)Qay|e.a). 2.9
Finalmente por (2.7) y (2.8) se concluye que @(z,-) es una funcién continua
ena € A(z). m

Proposicién 2.2.16 Supdngase que las condiciones (2.2.11), (2.2.12) y (2.2.13)
se cumplen. Entonces

a) El operador de Programacion Dindmica T, es una contraccion en By, (X)
con mddulo v := aff < 1.

b)Para cada u € B, (X) existe f € F, tal que para cada x € X

Tyu(z) = r(z, f(z)) + o / w(y)Q(dy . f(x)). (2.9)
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Demostracién. Sea u € B, (X). Por el lema (2.2.15) y bajo la condicién
(2.2.11 (b)), se sabe que la funcién

i(r.a)i=r(e,0) + o [ uly)Q(ds],0),
es u.c.s en a € A(x). De aqui por el lema (2.2.14) se concluye que T, (u) es
una funcién medible y existe f € F tal que (2.9) se satisface. Por otra parte,

por la condicién (2.2.12) se tiene que para cada z € X y a € A(x)

[a(z, a)l

IN

cu(o) +alul, [wwdyle.o
€+ aB |lull, Jw(z).

IN

lo cual implica que ||T,ull,, < co. Por lo tanto Tou € B, (X), es decir, T, es
realmente un operador.

Es facil ver que T;, es un operador mondétono, es decir, si u < v entonces
T,u < Tpv. Por definicién de T,u y por la Condicién 2.2.12, se tiene que para
cualquier r € R

To(u+rw)(z) < Tou(x) + r(af)w(x).

Finalmente por la Proposicién 2.2.9 se concluye que T, es una contraccién en
By (X) con médulo v = af. =

El siguiente teorema, conocido como Teorema de Programacién Dindmica
para horizonte infinito, el cual garantiza que la funcién de valor é6ptimo V' es un
punto fijo del operador de Programacién Dindmica T, la sucesién de funciones
de iteracién de valores {V,,} converge geométricamente en w-norma a V' y
también la existencia de una politica 6ptima, la cual resulta ser determinista
estacionaria.

Teorema 2.2.17 Supdngase que las Condiciones 2.2.11, 2.2.12 y 2.2.18 se
cumplen y sea v = af. Entonces

a) La funcion de valor éptimo es un punto fijo del operador de progra-
macion dindmica Ty, en el espacio By, (X), es decir, para x € X

V(z) = max {r(x,a)+a/V(y)Q(dy|m,a)} (2.10)

acA(x)

yparan=1,2,..,
n

<y
1—

Ve =V, <
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b) Ademds existe f € F tal que para cada x € X

V(z) = (. f(z)) + o / V()QUdy| . f(x)),

y la politica determinista estacionaria f es dptima. Reciprocamente, si f es
dptima entonces satisface la igualdad anterior.

Demostracién. Por la Proposicién 2.2.16 y por el Teorema del punto fijo
de Banach (Proposicién 2.2.8), se sabe que T}, tiene un unico punto fijo u en
By (X) y siu € By, (X) entonces

[Tow =, <A™ [lu -1l

Asi para probar el inciso (a), basta mostrar que V € B, (X) y que u = V.
Para ello sea m € Il y g = € X. Entonces para toda t = 0,1, ...,

E7 [w(wy)] < Brw(w), (2.11)

|EF [r(ze, ar)]| < ©B'w(x). (2.12)
En efecto, si t = 0 se sabe que (2.11) se satisface. Ahora, si ¢t > 1, por (2.2) y

la Condicién 2.2.12 se tiene que

By [w(wy)| he—1,a0-1] = /w(y)Q(dy[ Ti-1,0¢-1)
S 5w(xt—1)7
y por propiedades de la esperanza condicional se llega a

E7 lw(a)] < BEL [w(ze)],

al iterar esta ultima desigualdad se obtiene que (2.11) es verdadera.
Similarmente, por la Condicién 2.2.12 observe que parat = 0,1, ..., |r(z, ar)| <
cw(zy), y por (2.11) se tiene que (2.12) también se cumple.
Ademis se sigue de (2.12) y de cdlculos directos que

o(m, )| <Y ol |E] [ an)]] < ew(z)/(1 ),
t=0

con v = aff. Dado que m y x son arbitrarias se concluye que |V (z)| <
cw(z)/(1 —~y), implicando que [|V|[,, < /(1 —~) y por lo tanto V' € B, (X).
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Por otro lado, sean 7 € I, € X y u € By, (X). Por definicién de w-norma
y (2.11), se tiene que

ET lu(@o)| < llull, B [w(@)] < |lull, Bw(z),
asi cuando ¢t — oo se obtiene que

lim o' ET [u(z)] = 0. (2.13)

t—o0

Ahora como u es punto fijo de T, y por la Proposicién 2.2.16 (b), existe
f €T, tal que para cada x € X

Tile) = r(z, f(2)) + a / A(y)Q(dy|z. f (),

al iterar la igualdad anterior se tiene que para todan =1,2, ...,

u(z) = Ef +a"Ef [a(xn)],

n—1
Z atr(a;t, flay))
t=0

si n — o0, por (2.13) se sigue que

oo

Z Oth(xt, f(ﬂft))] = U(fa x)v

t=0

u(z) = Ef

T

y por definicién de V se concluye que
u(z) < V(x). (2.14)

Por otra parte, dado que

Bx) = Tud(x) = sup {r<m,a>+a / a(y)@(dmw,a)},

a€A(x)
se llega a que para toda (x,a) € K
(o) > r(0) + [ A)Qdy|2.0),
por (2.2) y la desigualdad anterior, se tiene que para 7 € I, z € X y t =
0

1,2, ...,
BT [z, a) + oti(@eg1) — U(we)| he, ar] <0,
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al tomar esperanza E7 y sumar desde ¢ =0 a n — 1, se obtiene que

n—1

Z alr(zy, ay)

t=0

u(z) > ET +a"E [Tu(xy,)] .

Cuando n — oo en la relacién anterior, por (2.13) se llega a que u(z) > v(7, z),
y dado que 7 y x son arbitrarios, entonces

i(z) > V(a). (2.15)

Por (2.14) y (2.15) se concluye que u = V.
Finalmente la existencia de f € F se sigue de la Proposicién 2.2.16 (b).
Reciprocamente, si f € F, entonces por definicién

[e 9]

Zatr(:nt, at)] ,

t=0

o(f,x) = Ef

al expandir a v y al aplicar la propiedad de Markov (2.2) se tiene que v(f(z),z) =
c(z, f(2)) + o [V(y)Qdy|z, f(z)). =

2.2.3. Comentarios y Observaciones

En algunas aplicaciones la ley de transicién ) es inducida por una ecuacion
de diferencias estocdsticas de la forma siguiente:

T = F(2, ar, &), (2.16)

para t = 1,2,..., xg = = conocido. Donde {{;} es una sucesién de variables
aleatorias (v.a.’s) independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) tomando
valores en un espacio S y con distribucién comiin p e independiente del estado
20y F: K xS — X es una funcién medible conocida. En este caso la ley de
transicién @ estd dada por:

Q(B|x,a) = E[Ip(F(z,a,8))],

B e B(X), (z,a) € K,y E es la esperanza tomada de la variable aleatoria &.
Obsérvese que cuando la dindmica es deterministica, es decir, x4+1 =
F(z¢,a¢) con F : K — X, la ley de transicién es:

Q(B|z,a) = Ig(F(z,a)), B € B(X).
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Por el teorema de cambio de variable (véase [1] o [3]), para funciones med-
ibles sobre X, se tiene que

Elv(ze)| 2 = 2,0t = d] Z/v(y)Q( dy|z,a) = Eo(F(z,a,£))],

en el sentido de que si una de las integrales existe, la otra también y son
iguales.
Asi las funciones de iteracién de valores (2.5) toman la forma siguiente

Vala) = max (r(a.a) + BV (F(z.0.0)]).

para n > 1 con Vg = 0. Ademsds bajo las Condiciones 2.2.11, 2.2.12 y 2.2.13 la
funcién de valor éptimo satisface:

V()= max {r(z.a) + BV (Flz.0.€)])

rzeX.



Capitulo 3

PROPIEDADES
CUALITATIVAS

En este capitulo se estudian propiedades cualitativas sobre las funciones
de iteraciéon de valores, sus correspondientes maximizadores, la funcién de
valor 6ptimo y la politica éptima. A lo largo de este capitulo se supone que
X CR" ACR™yparacadaz € X, A(z) son conjuntos convexos. También se
supondrd que la ley de transicién esta inducida por una ecuacién en diferencia
como la dada en (2.16). Entonces las funciones de iteracién de valores presentan
la forma siguiente:

Vala) = max {r(z.a) + 0B Vs (F(x. 0. )]}

con Vp(z) =0, x € X. Ademsds, supéngase para cadan = 1,2, ..., existe f, € F
tal que para cada x € X

Va(@) = r(z, fu(2)) + B [Vo 1 (F(z, fu(),£))] -

Sea G : K — R una funcién medible y supéngase que existe una funcién
medible A : X — R tal que

G(x,a) < h(x),
para toda x € X y a € A(z). Definase a g : X — R por

g(z) = sup G(z,a),
acA(z)

rzeX.

23
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3.1. Concavidad

Para esta seccién se necesitan algunas caracteristicas de la multifuncion,
x — A(x). Supéngase que X es dotado de un orden parcial, por ejemplo el
orden lexicografico.

a) La multifuncién =z — A(z) es creciente, si para z,y € X con = < y se
tiene que A(x) C A(y).

b) La multifuncién x — A(zx) es convexa, si para cada z,y € X y A € [0, 1],
se tiene que da+ (1 —A)a € A(Ax + (1 = N)y), con a € A(z) y a € A(y).

Lema 3.1.1 Supdngase que G es una funcion concava definida en K y que
existe f € F, tal que para cada x € X, g(x) = G(z, f(x)). Entonces el conjunto

L:={heF|g(x) =G(x,h(x)) para toda = € X},

es convero y g es una funcion concava. Ademds si G es estrictamente concava,
entonces g también es estrictamente concava y L es un conjunto singular, es
decir, se garantiza la unicidad del mazximizador f.

Demostracién. Obsérvese que L es no vacid, ya que f € F. Sean hi, ho €
Ly XA € (0,1), entonces para = € X, se tiene que G(z,hi(x)) = g(z) =
G(z, ha(x)). Como A(z) es convexo, Ahi(z) + (1 — N)ha(z) € A(z) y como G

es céncava, se sigue que

G(xz, \h1(z) + (1 — N)ha(z))
AG(z,h1(x)) + (1 — N)G(x, ho(x))
= g(z),

g(z) =
>

es decir, para toda xz € X, g(z) = G(x, \hi(x) + (1 — A)ha(z)). Por lo tanto
Ay + (1 — )\)hg e L.

Por otra parte, sean z,y € X y A € [0,1]. Dado que G es céncava, implica
que para cada a € A(z) y a € A(y)

AG(z,a)+ (1 = NG(y,a) < GAzx + (1 — Ny, Aa+ (1 — Na),
y como Aa+(1—A)a € A(Ax+(1—A)y) se sigue que \G(z,a)+(1-A)G(y,a) <
g(Az + (1 — N)y). Sea a fija, entonces para cada a € A(x), \G(z,a) < g(Az +
(1 -MXNy)— (1= XNG(y,a) implicando que

Ag(z) < g(Az + (1= Ny) — (1= N)G(y,a),
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equivalentemente,
(L=NG(y,a) < g(Az+ (1 = A)y) — Ag(z).
Como @ es arbitraria se obtiene que

Ag(w) + (1= N)g(y) < g(Az + (1= Ny),

es decir, g es concava.

Supdngase que G es estrictamente céncava, entonces tomando las desigual-
dades involucradas como estrictas se concluye que g es estrictamente céncava.
Para probar que L es un conjunto singular, supéngase que existen hi, hy € L,
tales que hy # ho. Se sabe que para A € (0,1), Ahy + (1 — AN)he € L. Por lo
tanto para x € X

g(z) = Gz, A (z) + (1 = A)ha(2))
> AG(z,hi1(z)) + (1 — N)G(z, ha(x))
= g(x),

contradiccién. Por lo tanto, L es un conjunto singular. m

Lema 3.1.2 Supdngase que G(-,a) es una funcion (estrictamente) creciente
en X para cada a € A y si la multifuncion x — A(x) es creciente. Entonces
la funcion g es una funcion (estrictamente) creciente.

Demostracién. Sean z,y € X tales que = < y, entonces para cada a €
A(z) se tiene que G(z,a) < G(y,a). Como A(z) C A(y) se sigue que G(z,a) <
g(y), para cada a € A(x) y por lo tanto g(z) < g(y).

Ahora, si las desigualdades anteriores se toman estrictas se concluye que g
es estrictamente creciente. m

Lema 3.1.3 Supdngase que r(-,a) y F(-,a,s) son funciones (estrictamente)
crecientes en X para cada a € A y s € S, y si la multifuncion © — A(x) es
creciente. Entonces las funciones de iteracion de valores son (estrictamente)
crecientes.

Demostracién. La prueba se hard por induccién, para ello sean x,y € X
con z < y, fijos. Como 7(-,a) es una funcién creciente y Vi(x) = ma(x r(x,a),
a€A(x

entonces por el Lema 3.1.2 se concluye que Vi(z) < Vi(y).
Supédngase que V,, es una funcién creciente para n > 1. Por definicién

Vai(z) = max {r(z,a) + aE[Va(F(z,a,))]},
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x € X, dado que F(z,a,s) < F(y,a,s) para toda a € Ay s € S. En-
tonces por hipétesis de induccién se sabe que V,,(F(x,a,s)) < V,.(F(y,a,s))
para toda a € Ay s € S. Por la monotonia de la esperanza se concluye que
E[Va(P(z,0,€))] < E [Va(F(y, 0,6))].

Como la suma de funciones crecientes es creciente, entonces 7(z,a) +
aE [V, (F(x,a,£))] es una funcién creciente, aplicando el Lema 3.1.2 se tiene
que V41 también lo es. Como z y y son arbitrarios se concluye que las fun-
ciones V,, son estrictamente crecientes.

Nétese que si las desigualdades involucradas se toman estrictas entonces
las funciones V,, son estrictamente crecientes. m

Lema 3.1.4 Supdngase que r es estrictamente concava y F(-,s) es concava en
K para cada s € S y ambas estrictamente crecientes en X. También, supongase
que la multifuncion x — A(x) es creciente y convera. Entonces las funciones
de iteracion de wvalores son estrictamente concavas. Ademds para cada n =
1,2, ..., los mazximizadores f, € F son nicos.

Demostracién. La prueba se hard por induccién. Como para cada = € X,
Vi(z) = m&x)r(m, a) y r es estrictamente céncava en K, por el Lema 3.1.1 se
acA(x

tiene que V] es estrictamente céncava en X y f1 es dnico.
Supéngase que para n > 1, V,, es estrictamente céncava. Por definicién

Vot1(z) = amax) {r(z,a) + aF [V, (F(z,a,8))]},

Az

z € X, dado que r es estrictamente céncava, basta probar que W(z,a) :=
E Vo (F(z,a,£))] es una funcién estrictamente céncava en K. Para ello sean
(z,a),(y,a) € Ky A €[0,1]. Dado que F(-,-, s) es céncava en K entonces para
cada s € 9,

F(A(x?a) + (1 - )‘)(y7a)7‘9) 2 AF(Q’,’,(I, S) + (1 - A)F(yaa7 3)7
por el Lema 3.1.3 V,, es creciente, de lo cual se sigue que
Va(F(Mz,a) + (1 = N)(y, @), 5)) = Va(AF(z,a,5) + (1 = A)F(y,a,s)).

y como V,, es estrictamente céncava y por la desigualdad anterior se obtiene
que

Va(F(Mz,a) + (1 = X)(y,a),s)) > AViu(F(z,a,s)) + (1 = NV, (F(x,a,s)).
Por la monotonia y la linealidad de la esperanza se tiene que

H(Xz,a)+ (1 = X)(y,a)) > AH(z,a) + (1 — \)H(y, a).
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Finalmente aplicando el Lema 3.1.1 se concluye que V,, 41 es una funcién es-
trictamente céncava y que f,,+1 es inico. ®

El siguiente lema estd basado en [8]. En dicho articulo se trabajé con costos
y con dindmicas mds generales. Sin embargo se presenta a continuacién una
version con recompensas.

Lema 3.1.5 Bajo las hipdtesis del Lema 3.1.4 y bajo la suposicion de que las
Condiciones: 2.211, 2.2.12 y 2.2.18 son vdlidas, entonces la funcion de valor
dptimo es estrictamente concava y la politica dptima es unica.

Demostracién. Se sabe por el Lema 3.1.4 que las funciones de iteracién
de valores V,, son estrictamente céncavas. Por otro lado, bajo las Condiciones
2.2.11,2.2.12 y 2.2.13 se cumple el Teorema de Programacién Dindmica 2.2.17,
por lo cual se tiene que V,, convergen de manera puntual a la funcién de valor
6ptimo V' y se satisface la ecuacién de programacién dindmica, es decir, para
cadaz € X

V(@) = max {r(z.a) +aB [V (F(z,a,6))]}.
acA(x)

Siz,y€ Xy Xe€|0,1], entonces para cada n > 1 se tiene que
Vo(Azx 4+ (1 = Ny) > AV (z) + (1 = M)V, (y),
si n — oo, se concluye que
V(Az + (1= Ay) > AV(z) + (1 = NV (y),

y por lo tanto V' es céncava. De manera andloga se muestra que V' es creciente.
Por otra parte, como F y V son céncavas y ambas crecientes, entonces
la funciéon W(x,a) := E [V (F(x,a,s))] resulta ser céncava. Finalmente como
r es estrictamente céncava y W es céncava entonces la funcién r + W es
estrictamente céncava, por el Lema 3.1.1 se concluye que la funcién de valor
6ptimo es estrictamente céncava y que la politica éptima f € F es tnica. m

3.2. Continuidad

Con relacién a la continuidad de la funcién de valor éptimo en la literatura
de PDMs es muy conocida (véase [6], [12] y [15]). En la conclusién del Teorema
de Programacién Dindmica 2.2.17 se garantiza que la funcién de valor éptimo
V € B, (X). Sin embargo, bajo algunos cambios sobre las Condiciones 2.2.11,
2.2.12 y 2.2.13 se puede verificar que V pertenece a

Ly(X)={u: X >Rl uesuscyuecB,(X)}.
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Si la Condicién 2.2.11 (c), conocida como continuidad fuerte, es remplazada
por la Condicién 3.2.1, llamada continuidad débil, es posible garantizar que
Ve Ly(X).

Condicién 3.2.1 Para cada funcion u continua y acotada en X, la funcién
w(z,a) := [u(y)Q(dy|z,a) es continua en K.

Al considerar la continuidad débil junto con la Condicién 2.2.11 (a) y (b),
se tiene que las Condiciones 2.2.12 y 2.2.13 se deben reforzar. El cambio que
sufren es el siguiente: la funcién de peso w debe ser una funcién continua en
X y la funcién w(z, a) := [w(y)Q(dy|z,a) continua en K.

Recuerde que bajo las Condiciones 2.2.11, 2.2.12 y 2.2.13, la demostracién
del Teorema de Programacién Dindmica (2.2.17) es la resultante del Lema
2.2.15 y de la Proposicién 2.2.16, donde estd ultima garantiza que el operador
de programacién dindmica 7, es una contraccién en el espacio de Banach
B, (X). Con los cambios mencionados en las Condiciones 2.2.12 y 2.2.13, junto
con los incisos (a) y (b) de la Condicién 2.2.12 y tomando la Condicién 3.2.1
en lugar del inciso (c), se mostrard que el Teorema de Programacién Dindmica
es valido, pero en este caso T, resulta ser una contraccién en Ly, (X).

Lema 3.2.2 Supdngase que
a) para cada estado x € X: A(z) es un conjunto compacto, la funcion de
recompensa r(x,a) es u.s.c en a, a € A(z) y la Condicion 3.2.1 se cumple;
b) existen constantes no negativas ¢ y 3, con 1 < f < 1/a, y una funcion
de peso w continua sobre X, tales que para cada x € X
i) sup |r(z,a)| < cw(x);

Az
ii) supf Q(dy|z,a) < Bw(zx);
c) para cada z € X, la funcion w(z,a) := [w(y)Q(dy|z,a) es continua

en K.

Entonces el operador de programacion dindmica Ty, es una contraccion en
Ly (X) con médulo v = aff < 1 y para cada u € L (X) existe f € F tal que
para cada x € X

Tyu(z) = r(z, f(z)) + a / w(y)Q(dyl . f(x)).

Ademdas, si {vn,} C Ly(X) es una sucesion convergente en w-norma a V,
entonces V € Ly, (X).
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Demostracién. Por la suposicién (b) nétese que para cada u € L, (X) se
tiene que |r(z,a) + o [u(y)Q(dy| z,a)| < (¢ + ak)w(z), donde k representa
una cota de u con la w-norma. Entonces si se muestra que para cada u € L, (X)
la funcién

G(z,a) :==r(x,a) + Oz/u(y)Q(dy\ z,a),

es u.s.c en A(x), por el Lema 2.2.14 se tendra que T,u € L,y (X) y que existe
f €T, tal que para cada = € X, Tu(z) = G(z, f(z)).

Asi basta mostrar que para cada u € L,,(X) la funcién la funcién @(z, a) :=
[ u(y)Q(dy| x,a) es continua en K.

En efecto, sea u € L, (X) y considérese a la funciéon U := u—w [Ju||,,. Como
U <0y us.c, se sabe que existe una sucesién {u"} de funciones continuas y
acotadas, tales que u™ | U (véase Proposicién 7.1.2 del Apéndice). Ahora, sea
{(zk,ar)} C K una sucesién convergente a (x,a) € K. Entonces como u" | U,
se sigue que para toda n,

fimsup [ U()Q(dyl*,0") < limsup [ ' (0)Q(ds] ).
Por la Condicién 3.2.1 se sabe que
iimsup [ o (1)Qdy| ") = [ )@ dy].0),
implicando que
imsup [ U()QUd]2*,0") < [0 ()Q(dy.0),
si n — oo y aplicando el Teorema de la convergencia monétona se obtiene que
imsup [ U)Qdy]a" ") < [ Uw)ldy|.a).
De manera similar a la demostracién del Lema 2.2.15 se concluye que
imsup [ u(n)Q(dy]s*a) < [ uy)Qdy|,0)

es decir, @ es u.s.c en K. Aplicando a —u en la iltima desigualdad se concluye
que @ es l.s.c en K y por tanto & es una funcién continua en K.

Por dltimo, si {v,} C Ly, (X) es una sucesion tal que converge en w-norma
a V', entonces se sabe que V' € B,,(X) (dado que L,,(X) C B, (X)). Obsérvese
que para r € X

V(z) = [V(2) = on(2)] + on(2) < IV = vall, w(z) + vn(2).
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Sean z € X fijo y {#F} C X una sucesién convergente a 2. Debido a que las
v, SON U.S.C ¥ w es continua se tiene que

lim supV (z") < ||V — vp ||, w(z) + vn(z).

k—o0

Finalmente si n — oo se concluye que limsupV (z*) < V(z) y por lo tanto V'
k—oo

es u.s.c, es decir, V € L, (X). m

El siguiente lema es més restrictivo que el anterior, debido a que el Lema
2.2.14 también deberd modificarse en el sentido: que la multifuncién x — A(x)
sea continua, si u es una funcién continua y acotada en X y bajo el supuesto
de que para cada z € X, A(x) es un conjunto compacto entonces, la funcién
U definida por

U(z) = sup u(zx,a).
acA(z)

es continua y acotada en X.

Lema 3.2.3 Supdngase que

a) para cada x € X, A(x) es un conjunto compacto;

b) la funcion de recompensa r es continua y acotada en K;

¢) para cada funcion u : X — R continua y acotada, la funcién H(z,a) :=
Ju(y)Q(dy|z,a), es continua en K.

Entonces, la funcion de valor dptimo V' es continua en X.

Demostraciéon. La demostraciéon es similar a la dada en Lema 3.2.2,
basdndose en el hecho de que el operador de programacién dindmica T, es
una contraccién en el espacio de Banach C(X), donde

C(X) :={u:X — R| u es continua y acotada},

con la noma |lu| = sup |u(z)|. =
zeX

Observacién 3.2.4 En el Lema anterior, si se supone que el conjunto de
acciones A es compacto. Entonces, es posible mostrar que V es una funcion
continua, bajo ciertas condiciones de continuidad en el modelo.

También es posible mostrar, bajo el supuesto que X es un conjunto abierto y
bajo las hipdtesis del Lema 3.1.5, que la funcion de valor éptimo V' es continua
(véase Proposicion 7.2.1 del Apéndice).
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3.3. Diferenciabilidad

Se considera a lo largo de esta seccién que la multifuncién z — A(z),
es creciente y convexa. También se suponen que se cumplen las Condiciones
2.2.11, 2.2.12 y 2.2.13, dichas condiciones son supuestas para garantizar la
validez del Teorema de Programacién Dindmica 2.2.17.

Considere la siguiente notacién: C?(X,Y) denota al conjunto de funciones
G : X — Y con derivada de segundo orden continua. G, G, v G4, denotan
la derivada de G con respecto z y a, y la segunda derivada con respecto a,
respectivamente. El interior del conjunto X se denota por int(X).

Teorema 3.3.1 (Envolvente) Supdngase que G € C?(int(K);R) y Gaa(z,-)
es definida negativa, para cada x € X. Si existe una funcion f € F, tal que
para cada x € X, f(x) € int(A(z)) vy g(x) = G(z, f(x)). Entonces se tiene
que f € CH(int(X); A), g € C?(int(X);R) y para z € int(X)

9'(z) = Gu(z, f(2)).

Demostracién. Sea = € int(X). Como el maximizador f cumple que
f(x) € int(A(z)), por la condicién de primer orden se sigue que Gy (x, f(z)) =
0.

Debido a que Gyq(x,-) es definida negativa, entonces G es estrictamente
concava (véase [12]) y por lo tanto f es unica. Aplicando el teorema de la
funcién implicita (véase [12]), se llega a que f € Cl(int(X); A).

Por otra parte, como g(x) = G(z, f(z)),

g (x) = Go(, f(2)) + Ga(=, f(2))f (2),

pero Gu(z, f(x)) = 0, lo cual implica que ¢'(z) = G, (z, f(z)).
Ademss

g”(:v) = Guo(z, f(2)) + Gaal, f(x))f,(x):

y como G € C%(int(K);R) y f € C(int(X); A), se concluye que g € C?(int(X);R).
n

Definase para (z,a) e Kyn=1,2,...,
G"(z,a) :==r(z,a) + ab Vo1 (F(z,a,8))].
Teorema 3.3.2 Supdngase que:

a) r € C*(int(K);R), F(-,s) € C*(int(K); X) para cada s € S, ambas
crecientes en X, rqq(x, ) es definida negativa y Foq(x,-) semidefinida negativa;
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b) fu(x) € int((A(z)) para cada z € X yn=1,2,...;
Entonces para cadan = 0,1,2, ..., f, € CY(int(X); A), V,, € C%(int(X);R)
y para cada x € int(X)

Vi(x) = Gi(z, fu(2)),

donde f, son los mazximizadores del algoritmo de Programacion Dindmica.

Demostracién. La prueba se hard por induccién, para ello sea x € int(X).
Como Vi(z) = mlex(x)r(x,a) y por hipétesis se sabe que fi(z) € int(A(x)) y
acA(x

que 7 es de clase C? con 744(7,a) definida negativa, entonces por el Teorema
de la envolvente (3.3.1) se tiene que f; € C(int(X); A), V1 € C?(int(X);R)
y

Vi(z) = ra(@, fi(z)) = Gr(z, fi(2)).

Ademsds como r es definida negativa, se tiene que es estrictamente céncava
(véase [12]) y por el Lema 3.1.5 se concluye que Vi es estrictamente céncava
y por ser de clase C2, resulta ser semidefinida negativa (véase [12]).

Para n = 2 se tiene que

Va(z) = max G%(z,a).
2(z) = ma X (z,a)

Como 7, F'y V; son de clase C? entonces la funcién G? también lo es.
Ademis dado que V; es estrictamente céncava y de clase C2 entonces la funcién
W2(z,a) := E[Vi (F(z,a,€¢))] resulta ser una funcién céncava y de clase C? y
por tanto W2, (z,a) es semidefinida negativa.

Dado que la suma de una funcién definida negativa con una semidefinida
negativa es definida negativa y como

GZQ(ZE, a) = rea(z,a) + aWaQa(m, a),

a € A(z), entonces G2, es definida negativa. Debido a que f2(z) € int(A(z)),
por el Teorema de la envolvente 3.3.1 se tiene que fo € C'(int(X); A), Vo €
C?(int(X); R).

Supéngase que V,,_1 € C%(int(X);R) con n > 2. Como r, F'y V,_1
son de clase C? entonces la funcién G™ también lo es. Por el Lema 3.1.5
se sabe que V,,_1 es estrictamente céncava, entonces la funcion W"(z,a) :=
E[Vh-1(F(z,a,€))] resulta ser una funcién céncava y de clase C? y por lo cual
W (x,a) es semidefinida negativa.

Nuevamente dado que la suma de una funcién definida negativa con una
semidefinida negativa es definida negativa y como

Gh.(x,a) = roq(z,a) + aW) (z,a),
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a € A(x), entonces G, (x, a) es definida negativa, con un razonamiento similar

se concluye que f, € C1(int(X); A), V,, € C?(int(X);R). m

Sea G : K — R definida para cada (z,a) € K

G(z,a) :=r(z,a) + a/V(y)Q(dy[ x,a).

Lema 3.3.3 Supdngase que

a) r € C%(int(K); R);

b) para cada s € S, F(-,-,8) € C?(int(K); X). Ademds F tiene inver-
sa en la tercera variable, denotada por R : KxX — S, tal que R(-,-,s) €
C%(int(Kx X); S) y para toda s € S |det Ry(-,-,s)| € C*(int(K);R), donde
det Rs; denota el determinante de la matriz Rg;

¢) S es un conjunto abierto y A € C?(S;R);

Entonces, G € C?%(int(K); R).

Demostracién. Nétese primero que para cada subconjunto medible B de
X y cada (z,a) € K,

Q(B|z,a) = Pr{se S|F(z,a,s) € B} =Pr{seS|sec R(z,a,B)}

- / A(u)du.
)

R(z.a,B
Entonces, por el Teorema de Cambio de Variable (véase [1]), se tiene que
Q(Blz.a) = /A(R(:U,a,u)) det Ry(, a,u)| du,
por lo que G se expresa como
G(z,a) =r(z,a) + a/V(u)A(R(m,a,u)) |det Rs(z, a,u)|du,
y el resultado se sigue al derivar a G. m
Observacién 3.3.4 En la conclusion del Teorema anterior es necesario rea-

lizar el intercambio entre derivada e integral. Para garantizar la diferenciabi-
lidad de sequndo orden para [ U(z,a,u)du, con respecto a x y a, donde

U(z,a,u) = V(u)A(R(z,a,u)) |det R3y(,a,u)

)
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(z,a,u) € nt(KxX). En la prictica esta condicion puede verificarse cuando
las derivadas de U estan acotadas (véase [1]), es decir, para cada (x,a,u) €

A~

int(®xX), |Uz(w,0,0)| < Gua), [Uale,aw)| < hlua), [Uunle,au)| <
i, 0), [Una(,0,w)| < M(u,0) g |Oralr,0,0)| < Blw,0), para algunas fun-

~ o~

ciones g, h, I, m y n integrables con respecto a ji.

Teorema 3.3.5 Supdngase que para cada © € X: Goo(x,+) es definida nega-
tiva y f(z) € int(A(z)). Entonces f € C1(int(X); A) y V € C?(int(X); R).

Demostracion. Esto es una consecuencia directa del Teorema de la en-
volvente 3.3.1. m



Capitulo 4

LA ECUACION DE EULER

En este capitulo se presenta una versién de la Ecuacién de Euler en el
contexto de PDMs, la cual permite calcular las derivadas de las funciones
de iteracién de valores de manera iterativa. A diferencia de Programacién
Dindmica resulta ser mds facil de implementar debido a que no se involucran
de manera directa el cdlculo de los maximizadores f,, de las funciones de
iteracion de valores.

4.1. La Ecuaciéon de Euler

En el desarrollo subsecuente de esta seccién se considera que X C R", A C
R™ y para cada x € X, A(z) son conjuntos convexos. También se considera
que la multifuncién z — A(x), es creciente y convexa. Ademds, suponga que
la ley de transicién es inducida por la siguiente ecuacién en diferencias

Tt4+1 = L (F(‘rtv at)vé-t) )

donde, {&;} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. tomando valores en un espacio
S C R¥ con densidad comiin A e independiente del estado inicial zg = z € X;
se supone que L : X’ x S — X es una funcién medible conocida, con X’ C R™
y F: K — X’ es una funcién medible conocida.

Entonces las funciones de iteracién de valores son de la forma

Va(z) = max {r(z,a) + aE Vo1 (L (F(z,a),£))]},

acA(x)
con Vp(z) =0, z€ X yn>1.
Ademsds supdngase que para cada n = 0,1, ..., existe f,, € F tal que para

cada x € X
Va(z) = r(z, fu(2)) + aE [Vai (L (F(z, fu(2)),€))] -

35
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Se define para (z,a) € Ky n=1,2,..., la funcién
G"(z,a) :==r(z,a) + aF [Vo_1(L (F(z,a),§))] .

Teorema 4.1.1 Supdngase que

a)r € C?(int(K);R), creciente en X y r4q(x,-) definida negativa. L(-,s) €
C?(int(X' x S); X), creciente en X' para cada s € S y Lyy(-,s) definida
negativa. F € C%(int(K); X'), creciente en X y Fua(-) semidefinida negativa,
ademdas Fo(x,a) invertible;

b) fu(x) € int((A(z)) para cada z € X yn=20,1,...;

c¢)La funcion definida para (z,a) € K como

H(z,a):= [rw — raFa_lFx] (z,a),

es invertible en la sequnda variable, la cual serd denotada por h.
Entonces, para n = 1,2,..., f, € Cl(int(X);A), V,, € C*(int(X);R).
Ademds V,, satisface la Ecuacion de Euler dada por

- , _ —aEV_(L(F (2, h(z, Vi(2))),£))
(raF, 1)(x,h(:IJ,Vn(CC))) = Ly(F 1(1: Wz, V! (2))),€))] ’ (4.1)

para cada x € int(X), donde u= F(x,a) para a € int(A(zx)).

Demostracién. Como F(-,a) y L(-,s) son crecientes en X y X', respec-
tivamente, la funcién M(x,a) := L(F(z,a),s) es creciente en X. Ademdas M
es de clase C? en K, ya que L y F lo son. También dado que Ly, v F,q son
semidefinidas negativas, L y F' resultan ser céncavas y por lo tanto M tam-
bién lo es. En resumen M es de clase C? y céncava, implicando que Mgy, es
semidefinida negativa.

Por lo anterior se tiene que r y G satisfacen las hipdtesis del Teorema
3.3.2 y por lo tanto, se tiene que para cada n = 1,2, ..., V,, € C?(int(X);R),
fn € CLint(X); A) y

Vi(2) = G2, ful@)). (4.2)

Por otro lado, sea z € int(X), como

Vile) = max {r(z,0)}.

teniendo en cuenta que fi1(z) € int((A(x)), por la condicién de primer orden
se tiene que Gl(z, fi(z)) = ra(z, fi(z)) = 0 y por lo tanto V; satisface la
ecuacion (4.1).
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Ahora para n > 1, como en la demostracién del Teorema 3.2.2 se sabe
que G" € C?(int(K); R) y dado que f,(z) € int((A(x)), por la condicién de
primer orden se sigue que G (x, fn(z)) = 0. Debido a que Fy(z, a) es invertible
se tiene que

—raly (@, fu(@)) = @B [Vy_y (L(F (2, fa(2)), ) Lu(F(z, fu(2)),5)] . (4.3)

donde u = F(z,a).
Dado que V,(z) = G"(x, fn(z)) y por (4.2), se obtiene que

Vi(@) = ro(@, fu(@)+aB [Vi_y (L (F(z, fa(2)), 8)) Lu(F(2, fu(2)),$)] Fo(, fa(2)).

Al sustituir (4.3) en esta ultima igualdad se llega a la relacién siguiente

VTZ@?) = [rw - raFgle] (.%‘, fn(x»
= H(z, fu(x)).

por la invertibilidad de H se concluye que

fn(x) = h(xv VTﬁ(‘IL’)) (4'4)

Finalmente al sustituir (4.4) en (4.3) se tiene que (4.1) es vilida. m

4.2. Un Ejemplo Determinista

Considere un individuo que tiene un capital inicial x y desea planificar su
consumo en los siguientes N 4 1 periodos. En cada periodo t = 0,1, ..., N debe
decidir qué parte a; del capital disponible dedicar al consumo. Sus decisiones
le producen una utilidad que depende de a; y su objetivo es disefiar un plan
que optimice la utilidad total. Supéngase que la utilidad estd dada por

u(a) = vlog(a),

donde v > 0, y en este contexto se interpreta como un incremento del consumo.

En este caso, el espacio de estado es igual al de acciones y es X = A =
[0, 00). Como su accidn es la cantidad que dedicard al consumo en cada periodo,
supéngase que dicho monto no puede superar a z, y por lo tanto A(z) =
[0, z]. La funcién de recompensa estd dada por r(z,a) = ylog(a). El problema
descrito se analizard en los casos siguientes: cuando el individuo tiene empleo
y cuando no lo tiene.
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4.2.1. Caso sin Empleo

En el caso del que individuo no tenga empleo la dindmica del proceso estd
dada por
Ti+1 = Ty — Gy,

lo que significa que su capital en el periodo t + 1 es el capital que tenfa en el
tiempo t menos lo asignado al consumo en ese tiempo. Finalmente dado = > 0
se desea maximizar la utilidad total

N
z 7 log(ax).
t=0

donde la recompensa terminal es la funcién constante 0.
Lema 4.2.1 Paran > 1 las funciones de iteracion de valores estan dadas por

Vala) = mas {1105(a) + Vir(z — )}

y se satisface que para cada x € (0,00)

Vi) = =
Ademas fn(z) € (0,2) y
x
fa(z) = n

Demostracién. La prueba se hard por induccién. Dado que Vp(z) =0y
debido a que la funcién logaritmo es creciente, entonces Vi(x) = ylog(z), por
lo tanto, si z € (0, 00) se sigue que

Y
Vll(x) = Ev

y fi(z) = x. Ademds V{"(z) = —J% < 0 y es continua en = € (0,00). Asf para
€ (0,00): V{(z) >0, V() <0y lin})Vl’(x) = 0.
xr—
Supéngase que para n > 1 y para cada x € (0, 00),

(n—1)y

En este caso obsérvese que V,,_1 € C%((0,00)) y liI%Véfl(:c) = 00.
T—
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Sea > 0 y defina a G"(x,a) := vlog(a) + V,—1(z — a). Si a € (0,z),
entonces

n v
Gy(x,a) = P Vi _i(z —a).

Ademsés se tiene que iLHéGZ(x, a) =400y ClllirglgGZ(a:, a)=1- giirivri_l(x —a).
Como

gi_f{glcvﬁ—ﬂx —a)= éil}r(l)vri—l(y) = 00.
Entonces CILILI}E G (z,a) = —oo. Por el teorema del valor intermedio se obtiene

que existe @ := f,(z) € (0,z) tal que G} (z, fn(z)) = 0. Ademds este punto es
unico dado que G™(z, -) es estrictamente céncava en a. Asi

= Vi@ = fal@)) (45)
Noétese que
an(z,a)= 2~ =17

a>  (x—a)
para a € (0,7). De lo anterior se sigue que G™ es de clase C?, G?,(x,a) < 0
y fn(z) € (0,z). Por el Teorema de la envolvente 3.3.1 se tiene que V! (z) =
G (z, fn(x)), es decir,

Vi(@) =V, (= fal(z)). (4.6)

Como V,/(x) > 0, por (4.5) y (4.6) se sigue que V! (z) = #(ac), equivalente-
mente,

Fal®) = s (47)

sustituyendo (4.7) en (4.6), se tiene que V,, satisface la ecuaciéon de Euler

(z)=V!_, <:1c - vj@)) . (4.8)

Por hipétesis, V,!_;(x) = (n_xl)v, asi la ecuacién (4.8) toma la forma
(n—1)0
Vri( )= 4
T — o
V(@)
equivalentemente,
Vi(z) = L. (4.9)
x
Finalmente sustituyendo (4.9) en (4.7) se llega a que
x



CAPITULO 4. LA ECUACION DE EULER 40

Corolario 4.2.2 Parax >0 yn >1,
Vo(z) = nylog (f) .
n

Demostracién. Por el lema anterior se sabe que paran > 1y z > 0,

rN o
V,(z) = = por consiguiente

Vo(z) = nylog(x) + cp.

Ademids se sabe que el maximizador de Vj, es fu(z) = %, y ya que V,(z) =
max {vlog(a) + V—1(x — a)}, se tiene que
a€l0,x]

x x
nylog(x) 4+ ¢, = vlog (E) + (n—1)ylog (:c — ﬁ) + Cn_1,
simplificando la relacién anterior se llega a que
en =7 [(n = 1)log(n — 1) = nlog(n)] + ca_1,

dado que Vi(z) = ylog(z) se obtiene que ¢; = 0, al iterar la relacién anterior
se tiene que para n > 1, ¢, = —nylog(n). Por lo tanto V,,(z) = nvylog (%) [

Corolario 4.2.3 La funcion de valor dptimo estd definida de la forma si-
guiente: para z € (0,00)

Vn(z) = Nvlog (%) ;

y Vn(0) = —oo. Ademds la politica dptima estd determinada por
x
paran=1,2,....N, y fo(x) =0.

Demostracién. Por el Teorema de Programacién Dindmica (2.2.1) se sabe
que la funcién de valor 6ptimo se alcanza en la dltima etapa y la politica 6ptima
es la sucesién de maximizadores que se obtienen. Asi utilizando el Corolario
4.2.2 el resultado se sigue. m

Se interpreta la decisién en el tiempo n de la forma siguiente, se asigna la
cantidad 7 al consumo en el tiempo n.
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4.2.2. Caso con Empleo

Ahora supéngase que el individuo tiene un ingreso adicional fijo, por ejem-
plo que trabaja y gana una cantidad w > 0. Entonces la dindmica del sistema
estd dada por

T4l = Tt — g + w.

Nuevamente se desea maximizar la utilidad total, donde la utilidad estd dada
como en caso sin empleo.

En este caso se tienen las siguientes posibilidades, la primera es cuando la
riqueza x es mayor o igual a lo que gana, es decir, z > w, en el cual se verd que
los maximizadores son interiores. Para el segundo caso x < w, el maximizador
se alcanzard en un extremo.

Lema 4.2.4 Supdngase que x > w. Entonces para n > 1, las funciones de
iteracion de valores estdn dadas por

Vio(x) = max {ylog(a) + V—1(z —a+ w)},

a€[0,z]
son diferenciables y
V/ — n’y
n(®) x4+ (n—1)w
Ademds fr(z) € (0,2) y
z+(n—1w
fn(z) = n

Si x < w entonces fn(x) = .

Demostracién. Supéngase que x > w. Como Vp(z) = 0 y la funcién
logaritmo es creciente, se sigue que Vi(z) = vylog(x) y

Y

Ademis, V{'(z) = —% < 0, y es continua para en x € (0,00). Por lo que se
concluye que para x € (0,00): V{/(z) >0, V{"(z) <0y lin%)Vl’(zn) = 0.
Tr—

Supéngase que para n > 1

~ (n=1)y

y nétese que V! _;(z) >0y V) ,(z) <0.
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Sea G™(x,a) = ylog(a) + Vy—1(x — a+ w). Si a € (0,z) entonces
GMz,0) =L —V!_(z—a+w).

a
Ademds, se tiene que giﬂ%GZ(@“vG) o0y al_i)rglﬂl_Gg(x,a) =21V (w) =

1 — 1 <0, dado que z > w.
Por el teorema del valor intermedio se tiene que existe a := f,(z) € (0,x)
tal que G7(z, fn(x)) = 0. Ademds este punto es unico dado que G™(z,-) es

estrictamente céncava en a. Asf

i =V T — Z w). .
Fly = V(e = fula) ) (1.10)

Noétese que
gl (n—1)y
GZa(mﬂa):_ﬁ_ 3
a®  (z—a+(n—-2w)
a € (0,7). De lo anterior se sigue que G?, es de clase C?, G%,(z,a) < 0
fn(z) € (0,z). Por el Teorema de le envolvente 3.3.1 se tiene que V()

G2 (2, ful)), es decir,

|~

Vi(z) =V)_i1(z — fu(z) + w). (4.11)
y nétese que V' (x) > 0. Por (4.10) y (4.11) se sigue que V/(z) = fni(:p)’
equivalentemente
g
= . 4.12
Sustituyendo (4.12) en (4.11), se tiene que V,, satisface la ecuacién de Euler
i
Vi(z)=V,_, <$ " V@) + w> . (4.13)
Por hipétesis, V) _;(z) = %, asi la ecuacién (4.13) toma la forma
— 1)y
Vi(z) = (n
n() T =y +(n—Dw
equivalentemente,
Vi) = ——1 (4.14)
" z+(n—1w’ )

Finalmente sustituyendo (4.14) en (4.12) se tiene que

z+ (n—1)w
n

falz) =



CAPITULO 4. LA ECUACION DE EULER 43

En el caso de que z < w se tiene que z < W, lo cual implica que

el maximizador obtenido en el caso anterior no es admisible, es decir, no estd
en A(z) = [0,z]. En este caso, dado que G} > 0, n > 1, entonces G™ es una
funcién creciente para n > 1 y por lo tanto alcanza su méximo en x, es decir
fo(z) =z en A(x), paran > 1. =

Corolario 4.2.5 Para x > w se tiene que
-1
V() = ny log (»H(n)w) ,
n

Yy para x < w
Vo(z) = vlog(z) + vlog((n — w).

Demostracién. Si x > w, por el lema anterior sabemos que V! (z) =

_ny
T n—Tw entonces

Vi(x) = nylog(z + (n — Dw) + ¢y,

donde ¢, se encuentra de manera similar al caso sin empleo (véase Corolario

4.2.2). En este caso se obtiene que ¢, = ny log(%) y el resultado se sigue.
Por otro lado si < w, para toda n > 1, f,(z) = z, asf al sustituir en las
funciones de iteracién de valores se obtiene que

Va(z) = vlog(x) + vlog((n — Hw).

En resumen se tiene el resultado siguiente.

Corolario 4.2.6 La funcién de valor dptimo estd dada por

N+log (7:6“]\][{1)1") six>w

V) = {vlog(w) +7ylog((N — Dw) st & < w

y la politica optima estd determinada por

{H(nl)wsm>w

n
x stx <w

fa(z) =

paran =1,2,...N con fo(z)=0.

Se concluye que la decisién en el tiempo n es de la forma siguiente:
a) Si < w entonces se decide gastar toda la riqueza;
b) si & > w entonces se decide gastar solo una parte de ella, para ser més

. —1
especifico, W
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4.3. Un ejemplo Estocéastico

Supéngase que el espacio de estados es X = [0,00), el de acciones es
A =10,7], y para cada x € X, A(z) = A. También supéngase que la dindmica
del sistema estd dada por

Tip1 = Ty + ap + wéy,

donde w > 0y {&} es una sucesién de v.a.’s i.i.d., tal que para toda t, &,
tiene soporte finito (por ejemplo, Bernoulli, Binomial, por mencionar algunas).
Ademsds considérese que la funcién de recompensa estd dada por

r(z,a) = sen(a),

(z,a) € K.
En este caso se desea maximizar la recompensa total esperada en N + 1
periodos, es decir,

Bz

N

Z oztsen(at)] .

t=0

Lema 4.3.1 Para n > 1, las funciones de iteracion de valores dadas por

Vo(z) = agl[gu;] {sen(a) + aE [Vo—1(z + a + w&)]},

son diferenciables y satisfacen
Vi(z) = 0.

Demostracién. Sea z € X fijo. Dado que Vi(z) = m[zolx] {sen(a)}, en-
ac|0,x

tonces fi(z) = § €
consiguiente Vi(x)
Vi(z)| < 1.

Bajo la hipétesis inductiva de que V,,_1 es de clase C? y |V,,(z)| < 1. En-
tonces la funcién G"(x, a) = sen(a) + aF [V,—1(x + a + wf)], es diferenciable,
en esta caso el intercambio entre derivada e integral es vdlido ya que el soporte
de la v.a es finito. Asi, para a € (0,7) se tiene que

(0,7) = int(A(z)) maximiza la funcién entre llaves y por
= 1, lo cual implica que V{(x) = 0. Ademds noté que

Gr(z,a) = cos(a) + aE [V,_i(z +a+wf)],

es mds, si @ € (0,7) es maximiza a G"(z,-), entonces por la condicién de
primer orden se llega a

—cos(a) = aE [V,_(z +a+wf)], (4.15)
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para esta misma @, por el Teorema de la envolvente se sabe que V! (z) =
Gl (z,a), es decir,

V/

() =B [V,)_(z+a+wf)], (4.16)
por la igualdad (4.15) y por la hipétesis |V, (z)| < 1, se obtiene que
a = arccos(—V,(x)). (4.17)
Asi sustituyendo (4.17) en (4.16) se tiene la siguiente ecuacién de Euler,
V!

n

(z) = aF [V, _,(z + arccos(—V,(z)) + wf)] . (4.18)

Finalmente dado que V{(x) = 0, al ir iterando a (4.18) el resultado se sigue.
n

Corolario 4.3.2 Para n > 1 las funciones de iteracion de valores son

1 _ n
Vi(z) = —2

l—a’
Ademds fn(z) € (0,7) y
T
fn(m) = 5;

donde f, es el mazximizador de V.

Demostracién. Por el Lema anterior se sabe que V,/_;(x) = 0, entonces
Vo—1(x) = kp—1, implicando que V,(z) = m[ax} {sen(a) + kp—1}. Al maxi-
a€l0,m

)

mizar a la funcién entre llaves se tiene que f,(x) = § y por lo tanto f,(z) €
(0,7). Ademads al sustituir f,, en la funcién entre llaves y recordando que

Vi(z) = 1, se tiene que Vy,(z) = 1=%". m

4.4. Un ejemplo Lineal Cuadratico

El siguiente ejemplo es muy comun en la literatura de PDMs (véase [5] y
[15], por ejemplo), ademas es utilizado en diversas dreas como: ingenieria ([13]),
radiobiologfa ([27]), economia ([19] y [30]), entre otras. En la presentacién que
se hace acontinuacién se caracteriza la politica 6ptima mediante una ecuacién
de Euler, dicha ecuacién permite aproximarla de manera numeérica (véase Capi-
tulo 5).
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E problema Lineal Cuadratico (LQ) consiste de un sistema lineal con un
costo cuadritico y es uno de los problemas de control mds usados en inge-
nierfa, economia y muchos otros campos. Considérese un sistema definido por
la siguiente ecuacién en diferencias

Tip1 = YT + PBag + &,

para t = 0,1,.... Donde v y § son constantes reales. La funcién de costo estd
dada por
c(z,a) = qz® 4 rad?,

donde g y r son constantes reales tales que ¢ > 0y r > 0. La sucesién {&,}
de v.a’s son i.i.d tomando valores en S = R, con funcién de densidad continua
A, independientes del estado inicial zg € X, con media 0 y varianza finita o2,
es decir, E(§) = 0y E(¢?) = 02 < +00. Considere a X = A = A(zx) = R. Se
desea minimizar a

v(m,x) = E ,

o0
Z of (qz +ra?)
=0

paraw ell, x € X.
En este caso las funciones de iteracién de valores tendrén la forma siguiente:

Vala) = min {q2® + ra? + 0B [Vos (12 + B + )]}

con vg(z) = 0.

Lema 4.4.1 Para este ejemplo es vilido el Teorema de Programacidn Dindmi-
ca.

Demostracién. Véase [8] y [15]. m

Lema 4.4.2 Para cada x € X yn = 1,2,..., las funciones de iteracion de
valores satisfacen la ecuacion de Euler
Vi(z)=2qz+ayE |V, ;[ [7v+ B—Qq x— ﬁV’(w) +<&)|. (4.19)
n n= roy 2ry "

Demostraciéon. La prueba de este Lema se sigue de manera andloga a los
ejemplos anteriores. Para una prueba de dicho resultado se puede consultar en
[29]. =m
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Corolario 4.4.3 La funcidon de valor dptimo y la politica dptima para el pro-

blema L(Q) estdan dadas por
afvK
Vizg)=Ka?+ T = (—— )z,
(2) = K2 +T y f(a) (Ham,)x

donde

«

T= Ko?,

1—«
y K es la solucion positiva de la siguiente ecuacion
avrK
r+aB’K’

la cual es conocida como ecuacion de Ricatti.

K=q+

Demostracion. Es una consecuencia del Lema anterior. m

Lema 4.4.4 La politica dptima satisface la siguiente ecuacion de Fuler, para
reX

2
ot () 1) = B e pi@ 1€ (420)

Demostracién. Dado el Corolario anterior se sabe que la funcién de valor
6ptimo V es diferenciable. Sea x € X y considere a la funcién definida como

g(a) == qz* + ra* + aF [V (yz + Ba + £)],

con a € A(z). Dado que la politica éptima f minimiza a g, entonces por la
condicién de primer orden se tiene que

_2% f(x) = aE [V'(yz + Baf(z) + €)] . (4.21)

Ademsds V satisface la férmula de la envolvente
V'(2) = 2qz + yaE [V'(yz + Baf(x) + £)]
sustituyendo (4.21) en la ultima relacién se llega a que

r

Vi(z) =2 (qa: - Bf(x)) : (4.22)
entonces

/e + Baf(e) +6) = 2 (40 + Baf(2) +6) ~ L1+ Baf(@) +6))
(4.23)
Finalmente sustituyendo (4.23) en (4.21) se sigue que (4.20) es vélida. m
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4.5. Un ejemplo de consumo y produccion

Uno de los problemas clédsicos en economfia es el de consumo y produccion.
Se desea maximizar una utilidad a lo largo de la vida, por lo que se busca
determinar en base a esto, el consumo y el ahorro en cada instante de tiempo
y controlar de forma dindmica que parte de su presupuesto irfa destinada al
consumo y que parte a la produccién. Para ser més precisos, se desea asignar
el capital presente x; entre una parte de la produccién y el consumo en cada
periodo. Entonces el objetivo es maximizar a

Z o'U(ay)
=0

donde U : [0,00) — R es una funcién conocida como funcién de utilidad y se
supone U € C?((0,00);R), creciente, estrictamente céncava y U’ es invertible
con inversa H.

Supdngase que la conexioén entre las decisiones de inversién y capital acu-
mulado esta dado por

v(mx)=FE

)

Tey1 = & (h(@e) — ),

parat=0,1,2,..., con zyg = z € X = [0,00) conocido, de modo que el capital
en el periodo ¢+ 1 sea proporcional al consumo. Bajo el supuesto que h es una
funcién positiva, de clase C? y estrictamente céncava sobre X, con derivada
positiva y h(0) = 0. Supéngase que tanto U y h satisfacen las condiciones
siguientes

U'(0) = h'(0) = o0 y U'(c0) = KW' (00) = 0, (4.24)
(en la literatura de Economia estas condiciones se conocen como condiciones
de Inada, véase [12]).

Ademss, {¢;} es una sucesién de v.a’s i.i.d tomando valores en S = [0, 00),
independientes al capital inicial g = x y con densidad A la cual se supone
que es de clase C? en int(S). Supéngase que el conjunto de acciones admisibles
esta dado por A(x) = [0, h(x)], con z € X.

También, se considera que existen una funcién continua de peso w y con-
stantes ¢, 5 > 0, tales que 1 < f < 1/a y para cada x € X

231())‘[](&)‘ < cw(x), (4.25)
sup E(w(&y(h(zi) —ar)) < Puw(x). (4.26)

acA(x)

En casos particulares donde la dindmica y la utilidad son conocidas las Condi-
ciones (4.25) y (4.26) pueden ser verificadas a partir de las caracteristicas del
modelo de control de Markov.
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Fn este caso las funciones de iteracién de valores tendrén la forma siguiente:

Vala) = max {U(@) + @B [Vaor(E(h(a) ~ )]}

con Vp(z) =0.
Para n > 1, la funcién G™ usada en el Capitulo 3, presenta la forma
siguiente
G"(z,a) = Ula) + aF [Va1(§(h(z) — a))],

para (z,a) € K.

Lema 4.5.1 Para este ejemplo es vdlido el Teorema de Programacidn Dindmi-
ca 2.2.17.

Demostracion. Es facil ver que A(z) es compacto para cada z € X. Dado

que U € C%((0,0); R), se tiene que U es continua en A(x) = [0, h(z)].
Sea v una funcién continua y acotada definida en X = [0, c0), entonces

o(z,a) = Ev(¢(h(z) —a))] = /U(S(h(ff) —a))A(s)ds.

Aplicando el siguiente cambio de variable u = s(h(x)—a), a la integral anterior,
se tiene que para a # h(x)

= o () e

la cual resulta continua dado que la demnsidad A lo es. Por otro lado, sea
I = h(z) — a, entonces llir%@(x,a) = v(z, h(z)) = v(0), por consiguiente la

funcién v es continua y la Condicién 3.2.1 se verifica.

Ademas, por (4.25) y (4.26) se tiene que las Condiciones de crecimiento
(2.2.12) y (2.2.13) se satisfacen y por lo tanto el algoritmo de programacién
dindmica se verifica. m

Lema 4.5.2 La funcidn de valor dptimo V es estrictamente céncava y la
politica optima f es unica.

Demostracién. Sean z,y € X = [0,00) y A € [0,1]. Sia € A(z) =
[0,h(x)] y @ € A(y) = [0,h(y)], entonces 0 < Aa < Mhr(z) y 0 < (1 —N)a <
(1 —A)h(y), implicando que 0 < Aa+ (1 — A)a < Ah(z) + (1 — X)h(y), como h
es concava se concluye que Aa + (1 — AN)a € A(h(Azx + (1 = N)y)) = [0, h(\x +
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(1 = N)y)]. Ademsds si x < y, es fécil ver que A(z) C A(y). Por lo tanto la
multifuncién z — A(z) es convexa y creciente.

Por otro lado, como h es estrictamente céncava, entonces la funcién F(z, a, s) =

s(h(z) — a) es céncava en K para cada s € Sy como la funcién de utilidad U
se supone estrictamente céncava entonces por el Lema 3.1.5 se concluye que
V' es estrictamente céncava y la politica éptima f es Unica. m

Lema 4.5.3 Para las funciones de iteracion de valores existen sus mawi-
mizadores fn, y para n > 2 con x > 0, fu(x) € (0,h(z)). Ademds V,, €
C%(int(X);R) y fn € CL(int(X); A).

Demostracién. Sea z > 0. Como, Vi(z) = I[II%X {U(a)} y U es cre-
acl0

ciente se tiene que Vi(x) = U(h(z)) y fi(z) = h(z). Ademas se sabe que U y h
son de clase C? y céncavas, por lo que Vi es de clase C2, V{(x) = U’ (h(z))h (z)
y V{"(z) < 0. En este caso nétese que V{(0) = cc.

Asi por programacién dindmica es valida la siguiente relacién

Va(x) = max {U(a)+ aE [Vi(§(h(x) —a))l} .
a€[0,h(x)]
En este caso para a € (0,h(z)), G%(z,a) = U'(a) — aE [V{(£(h(x) — a))E].
Ademis por (4.24) se tiene que G} (z,0) = 400 y G (x, h(x)) = —o0, entonces
por el teorema del valor intermedio se sigue que existe @ € (0, h(x)) tal que
G2(z,a) = 0.

Como G2,(z,a) = U"(a) + aE [V{"(&(h(z) — a))€?] se sigue que G? es de
clase C2. También se sabe que U”(-) y V{’(-) son estrictamente céncavas y por
lo tanto G2,(z,a) < O parax > 0y a € (0,h(z)) y £ > 0, bajo el supuesto
de que Pr(¢ = 0) = 0. Por consiguiente G? es estrictamente céncava y por lo
tanto @ := fo(x) es unico.

Por otro lado debido a que fa(z) € (0,h(z)) y Va(z) = G*(z, f2(x))
pertenece a C? y es estrictamente céncava (por lo cual Vy'(x) < 0), en-
tonces por el Teorema de la envolvente se tiene que Vo € C%(int(X);R) y
f2 € CY(int(X); A). Ademds, VJ(0) = oo (debido a (4.24)).

Ahora, para n > 2 supéngase que V;,_1 € C%(int(X);R), V" ;(z) <0y
V! _1(0) = oo.

n
Debido a la definicién de la funcién de iteraciéon de valores

Vala) = max {U(a) + 0B [Vaa(€(h(a) — a))]}

De manera andloga al argumento utilizado para el caso n = 2 se puede concluir
que fn(x) € (0,h(z)), G™ es estrictamente céncava y de clase C2. Entonces
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por el Teorema de la envolvente se garantiza que V,, € C?(int(X);R) y fn €
Cl(int(X); A). =

Lema 4.5.4 Las funciones de iteracion de wvalores satisfacen la ecuacion de

Euler
V! (z) = aF {v;l {g (h(x) —H <‘2§((§)) >>] g} K (2), (4.27)

para cada x € (0,00).

Demostracién. Sea x > 0. Por el Lema 4.5.3 se sabe que G?*(x,a) =
Ua) + aE[Vi(&(h(x) — a))], a € A(x), es de clase C2. Asf para a € (0, h(z))
Ga(z,a) = U'(a) — aF [V{(§(h(z) — a))E] .

También se sabe que fa(z) € (0,h(z)) (por Lema 4.5.3) y maximiza G*(z, -).
Ast G?(x, f2(z)) = 0, equivalentemente,

U'(fa(x)) = aE [V{(E(h(z) — fa(2)))E] - (4.28)
Ademés por el teorema de la envolvente Vj(x) = G2(z, fa(x)), es decir,
Vy(z) = ol [V/(§(h(z) = fa(x)))¢] W' (), (4.29)

por (4.28) se tiene que (4.29) toma la forma siguiente
Va(z) = U'(fa(@))l(2),

por la invertibilidad de U’ se sigue que

Vg(ilj)
=H
o) =1 (5553
sustituyendo la ultima igualdad en (4.29) se tiene que (4.27) se satisface.

Sea n > 2, por el Lema 4.5.3 se sabe que V,,_1 es de clase C? implicando
que G™ es de clase C2. Por lo tanto, si a € (0, h(x)) se sigue que

Ga(z,a) = U'(a) + o [V;_1(§(h(z) — a))€] .

Usando la condicién de primer orden y el hecho de que f,,(z) € (0, h(x)) es un
maximizador de G"(z, -), se tiene que

U'(fa(@) = ok [V 1 (§(h(z) — a))] | (4.30)
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utilizando nuevamente el teorema de la Envolvente se tiene que
Va(@) = aF [V, 1 (§(h(z) — a))¢] W' (2), (4.31)
por (4.30) se sigue que (4.31) toma la forma siguiente
Vi(z) = U'(fu(z))h' (2),

nuevamente por la invertibilidad de U’ se sigue que

V()
n(x)=H .
o= (355
Finalmente al sustituir esta ultima igualdad en (4.31) se tiene que (4.27) se
satisface. m

El siguiente lema nos permitird deducir una Ecuacién de Euler para las
politicas, la cual determina cuando una politica es éptima.

Lema 4.5.5 Supdngase que la politica dptima f es tal que f(z) € (0,h(x)),
para cada x € X. Entonces para este ejemplo la funcion de wvalor dptimo
V € C?(int(X);R) y la politica dptima f € C*(int(X); A).

Demostracién. Sea x > 0 fijo. Definase para a € A(x)
G(z,a) = Ua) + aE[V(§(h(x) — a))].

Por hipétesis f(x) € (0,h(z)), entonces si se muestra que G € C2(int(K); R)
vy que Ggq es definida negativa, por el Lema 3.3.5 el resultado se sigue.

Para probar que G es de clase C2, se sabe que U es de clase C? entonces
basta mostrar que la funciéon W(z,a) := E [V (§(h(z) — a))], con a € A(z), es
de clase C2. Sean a € A(x) y

o0

W(z,a) = / V(s(h(z) — a))A(s)ds,

0

aplicando el siguiente cambio de variable, u = s(h(x) — a), se tiene que

[e.e]

W(z,a) = h(x)l_a/V(u)A (h(;_a> du,

0

por el hecho de que la densidad A es de clase C? se sigue que W es de clase
C?.



CAPITULO 4. LA ECUACION DE EULER 53

Por otro lado, se sabe por el Lema 4.5.2 que V' es estrictamente céncava,
por lo que W resulta ser céncava. En resumen W es una funcién de clase C?
y céncava, implicando que W, es semidefinida negativa (véase [12]).

Finalmente dado que Uy, es definida negativa (por ser estrictamente con-
cava) y que Wy, es semidefinida negativa entonces G, resulta ser definida
negativa. H

El siguiente resultado permite caracterizar a la politica 6ptima para este
ejemplo mediante su correspondiente ecuacién de Euler.

Lema 4.5.6 Para este ejemplo la politica dptima f satisface la siguiente ecuacion
de Euler, para cada x € int(X)

U'(f(x)) = aE [W(E(h(x) = f@)U' (f (€ (h(x) = f@)) €] . (4.32)

Reciprocamente, si f € F es una politica tal que para cada x € int(X) satisface
a (4.32) y la relacion siguiente

tlim E [o'W (z)U'(f(z¢))ze] = 0. (4.33)
Entonces f es optima.

Demostracién. Sea f la politica éptima y = > 0. Por el Lema 4.5.5 se
sabe que las funciones V' y G son diferenciables, donde G estd definida por

G(z,a) = U(a) + aE [V (£(h(z) — a))],

a € A(z). Como f(z) es el maximizador de G en (0,h(x)) entonces por la
condicién de primer orden se tiene que

U'(f(2) = aB [V'(§(h(z) — f(2)))€] - (4.34)

Ademds V' satisface la férmula de la envolvente
V'(z) = aE [V'(§(h(z) — f(2)))¢] b (x). (4.35)
Sustituyendo a (4.34) en (4.35) se concluye que
V'(x) =U'(f(x))l(2),

para asi obtener que

V(&(h(z) = f(x))) = U'(f(&(h(x) — f(2)R (§(h(x) — f(x))),  (4.36)
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finalmente sustituyendo (4.36) en (4.34) se tiene que (4.32) es vélida.

Por otra parte, sea f € F satisfaciendo (4.32) y (4.33). Sea g otra politi-
ca y denétese por ay = f(x) vy ax = g(z¢) los consumos generados por las
respectivas politicas parat =0,1,....

Dada la concavidad de U y por ser U de clase C2, usando la Proposicién
7.2.2 del Apéndice se tiene que

T—1 T—1
E|) o' (Ula)-U@))| = E | o'U'(a)(ar —a)
t=0 t=0

Por definicién, z;11 = §(h(zt) — ar) v Tep1 = &(h(T¢) — @), ignorando con-
juntos de probabilidad cero correspondientes a los valores de £ = 0, se sigue
que

Ty — Tt _ _
= h(l't—l) - h(l't—l) - (at—l - at—l) )
§i1
equivalentemente,
_ _ Ty — Tt
ar—1 — -1 = h(ze—1) — h(Ti—1) — .
§i1

Como h es una funcién céncava y de clase C? se sigue por la Proposicién 7.2.2
del Apéndice que

_ _ Ty — T,
a1 — @1 > B (21 (@1 — Tyo1) — ——t
&1
Asi mediante algunos cédlculos se llega a que
- trr _ — trrr / _ T4l — Te+1
a'U'(a)(ay —ay) > a'U'(ay) | W (xy)(xy — Ty) — — &
t

T
=)
4~
I
— O

T— _
= |:at1(xt$t) [agt—lh/(xt)U/(at) - Ul(at—l)]:|
t=1

§i1
T—1
—Z‘T : U'(ar—1)(z7 — Tr)
S [ e (@ =)
> Z |:at—1'w [Oéftflh,(iﬂt)U,(at) _ U/(atl)]:|
— €1
T—-1
a U'(aT_l) T.
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La ultima desigualdad es verdad dado que U’ es positiva y z7, a, & también
los son.
Por otra parte como a; = f(z;) y f satisface (4.32) se sigue que

U'lar-1) = aBN (&1 (h(zr-1) — f(z7-1)))
U (f (ér-1(War-1) = flwr-1))) €7-1)]
= aF [h’(:]:T)U'(aT)fT_l‘ :JJT_l] .
De estéd dltima relacién se concluye que

B o 0 )| = B |67 0B (KU e er]
T-1 r-1

en este caso obsérvese que 5?1 = h(xp_1) — f(xp_1), es decir, 5?1 depende

de x7_1. Por propiedades de la esperanza condicional se tiene que
E [aT*;TU%aTl)} = B [o" 1 (ar)U'(f(wr))or],
T—1

la cual resulta ser la condicién de transversabilidad (4.33).

Similarmente, nétese que ””gt;j depende de z;_1 y Tt—1. De aqui,

(z¢ — 74) ! ! —U'(a =
E [ftl [y 1B (x)U' (ay) — U'( t—l)ﬂ -

E {(mtgt_ft)E [0 1 (2)U (ar) — U'(ar-1))| mt—l]] )

dado que f satisface (4.32) se tiene que
U'(ar—1) = E [a&; 1B (e)U (ar) | we-1]
implicando que
E [ay_1h'(x)U' (ar) = U'(ag-1)| 24-1] = 0,

por consiguiente

(xt—ft) o e \U (ar) — U'(a _
E{ = fag, 1 (w00 ) U(N]} 0.

Por lo tanto para T suficientemente grande

E > 0.

T—1
S ot (Ular) ~ Ua)
t=0

Por lo cual se concluye que f es una politica 6ptima. =



Capitulo 5

ALGORITMOS
NUMERICOS PARA LA
ECUACION DE EULER

En este capftulo se presentan ejemplos de PDMs tanto deterministas como
estocdsticos, para los cuales se elaboraron programas en MAPLE 11. En par-
ticular, se elaboré el método iterativo propuesto en el Capitulo 4 para resolver
la ecuacién de Euler. También se presenta un método para aproximar a la
politica 6ptima de un problema Lineal Cuadratico (LQ).

5.1. Meétodos iterativos mediante la ecuacion de Euler

El método iterativo que proporciona la ecuacién de Euler (4.1) presen-
tada en el Capitulo 4, resulta ser mas ficil de implementar a diferencia de
programacién dindmica, debido a que solo depende de las derivadas de las
funciones de iteracién de valores (I.V) (2.5). El siguiente algoritmo describe
dicho método.

o6
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Algoritmo Iterativo de la Ecuacién de Euler
Input
a — factor de descuento;
r — funcién de recompensa;
F' — Dindmica;
ds — Distribucién de la v.a &;
Let
ra y rx — Derivadas de r con respecto a a y ;
Fa y Fx — Derivadas de F' con respecto a a y z;
H:= (re+ Fa—rax* Fz)Fa™
dV'[0] := 0 =: V[0] —Valor inicial de las I.V;
For ¢ from 1 to n do
dV[i| .= re + aF [dV[i|(F(z,a,s)] x Fx;
f[i] := solve(dV'[i] = H, a);
dV'[i] := subs(f[i] = a,dVTi]);
uli] == int(dV]i]));
c[i] :—célculo de constantes involucradas en la integracion;
V[i] := uli] + ¢[d];
End

5.1.1. Ejemplo Determinista

Con relacién al ejemplo determinista de la Seccién 4.3, a continuacion se
presenta un caso particular resuelto en MAPLE 11 mediante la Ecuacién de
Fuler obtenida. Para el caso sin empleo se consideran los siguientes datos:
el horizonte del problema es N = 5 con v = 3, y en el caso con empleo se
consideran los mismos datos junto con la ganancia w = 5. Al implementar el
programa se obtuvo la siguiente grifica, para el caso sin empleo:donde la fun-
cién de color azul corresponde a la funcién de valor éptimo, la cual proporciona
el programa y estd dada por

V(x) = 15log (%) ,

x > 0. Dicha funcién coincide con la dada en el Corolario 4.2.3.

Para el caso con empleo MAPLE 11 presenta la siguiente gréafica, suponien-
do que z > 5 En este caso la funcién en morado es la de valor 6ptimo y estd
dada por

V(z) = 151og (

x > 5. Nuevamente la funcién que proporciona el programa coincide con la
dada en el Corolario 4.2.6.

x+20>
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5.1.2. Ejemplo Lineal Cuadratico

Con relacién al ejemplo Lineal Cuadrético presentado en la Seccién 4.4,
el método iterativo que proporciona la ecuacién de Euler también fue imple-
mentado. Considere los siguientes datos: a = 0,5, g =r == =1y la
v.a & tiene una distribucién normal estdndar. Al implementar el programa se
obtuvo la siguiente gréfica:la cual permite ver la convergencia de las funciones
de iteracién de valores a la funcién de valor 6ptimo que de acuerdo al Corolario
4.4.3 es de la forma

V(z) = V2(z* +1).

También el programa proporciona los maximizadores f,, de las funciones de
iteracién de valores, cuyas gréficas se muestran a continuacién: las cuales con-
vergen a la politica 6ptima:

o ()

5.2. Meétodo de la Proyeccién

El objetivo de esta seccién es proporcionar un método numérico denomi-
nado el método de la proyeccién (o método de residual ponderado, véase [14]).
Dicho método sirve para aproximar la solucién de una ecuacién funcional, esta
aproximacion se representa como una combinacién lineal de alguna familia de
funciones, por ejemplo una familia de polinomios. Los coeficientes involucra-
dos en dicha aproximacién son los objetivos a ser calculados para obtener una
solucién aproximada. Estos coeficientes se determinan al considerar el resid-
ual de la ecuacién funcional igual a cero en un sentido promedio (de aqui el
nombre de residual ponderado).

Se desea aproximar a una funcién f : X — Y, donde X y Y son sub-
conjuntos de R™ y R™, respectivamente. Esta funcién se encuentra definida
implicitamente por la ecuacién

donde W : Fy — FEj5 es un funcional, F; y Es son espacio de funciones dados.
Dada una familia de funciones {p,} C Ej, se aproxima a f como una
combinacién lineal de los primeros p + 1 miembros de esta familia, es decir,

p
fla) = vigi(),
1=0
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con x € X, dicha familia puede ser por ejemplo polinomios ortogonales Lvéase
seccion 7.3 del Apéndice). La funcién residual es obtenida al evaluar a f en el
funcional W, es decir,

R(77$) = W(f(7,$)),
donde 7 := (7g, .., 7,)- Supéngase que existen un conjunto de funciones {g;};_, C
FEq conocidas como funciones proyeccién y una funcién de peso w definida so-
bre X, tales que inducen un producto interior (y por tanto una distancia)
sobre F7 dado por

[ pE )@@
Se desea determinar al vector de pardmetros 7 tal que tenga la siguiente
propiedad: para cada ¢ =0,1,...,p

/R(% x)gi(x)w(z)dr = 0.

, . s RV A

La forma especifica de las funciones proyeccién {g;};_, y de la funcién de peso

w, permiten determinar al vector de pardmetros 7, por ejemplo los métodos de

Galerking o minimos cuadrados (véase [14]), este tltimo servird como ejemplo.
De acuerdo al método de minimos cuadrados, se desea minimizar a

/R(’y, z)%dz,

con respecto al vector 7 := (yq, ..., vp). Las condiciones de primer orden para
este problema estdn dadas por

— \AR(7, )
R(7,x)————=dx =0, 5.1
[ R =T (1)
para i = 0,1, ..., p. Resulta facil ver que las funciones proyeccién son g; = j—f,

para i =0,1,...,p y la funcién de peso es w = 1.
Algoritmo del Método de la Proyeccién

Propésito: Aproximar a f : X — Y de una ecuacién funcional W (f) = 0.
Paso 1. Elegir una familia de funciones {¢;}°, con ¢; : X — Y.

p

Paso 2. Elegir el grado p de la aproximacién y defina f(z) := Z vi0i(x).
i=0

Paso 3. Definir el residual

R, z) == W(f(7,2)).
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Paso 4. Elegir las funciones proyeccién {g;}?_,, la funcién de peso w y
encontrar el valor de 7 tal que para¢=20,1,...,p

/R(% x)gi(x)w(z)dr = 0.

Paso 5. Verificar la calidad de la solucién 7. Si es necesario, regresar al
Paso 2 e incrementar el grado del polinomio o regresar al Paso 1 y elegir otra
familia de funciones.

A continuacién se presenta un ejemplo, el cual se ha trabajado en capitulos
anteriores usando la ecuacién de Euler. A pesar de que este ejemplo se puede
resolver de forma directa el objetivo de la siguiente seccién es comparar la
solucién aproximada con la obtenida en el Capitulo 4.

5.2.1. Ejemplo Lineal Cuadratico

Con relacién al ejemplo Lineal Cuadrético presentado en la Seccién 4.4,
considere que el espacio de estados y de acciones es X = A = [-10, 10].
Considere también los siguientes datos: « = 1/2, ¢ =r =~ = =1,y la
dindmica tiene la forma siguiente

Tyl = Ty + Qy.

Para este ejemplo, el Corolario 4.4.3 asegura que la politica éptima es de la

o f@ == (1155 )= (5.2)

x € X. Por el Lema 4.4.4 se sabe que f satisface la siguiente Ecuacién de
Euler

Wl (z) = ax+ (a+1) f(z) - af (z+ f(z)) = 0.

Se aproxima, la politica 6ptima f mediante una combinacién lineal de miem-
bros de una familia de polinomios ortogonales {7;}, conocida como polinomios
de Chebyshev (véase Definicién 7.3.3 del Apéndice), dicha aproximacion se
considera de grado 5, es decir,

5
f@) =Y 7Ti(Z(x)),
=0

donde Z(x) = 22/20 (véase (7.2) en la seccién 7.3 del Apéndice).
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Las funciones proyeccién que se usan son las otorgadas por minimos cuadra-
dos, debido al Teorema de la mejor aproximacién (Véase Teorema 7.3.2 del
Apéndice). Se define el residual como

~

R(7.2) = az+ (a + 1) f(@) = af (v + (@),

x € X. Pararesolver el sistema no lineal (5.1) se aplica el algoritmo de Newton-
Raphson modificado (véase Seccién 7.4 del Apéndice). El programa elaborado
en MAPLE 11 presenta la siguiente gréfica.

Dicha gréfica ilustra la solucién (5.2) y la aproximacién por el método de
la proyeccidn, en la cual se observa un ajuste muy adecuado. La aproximacién
dada por el programa presenta los siguientes datos para el vector 7y

3,59554 % 10~15
—,414213
2,43905 * 1016
—1,65622 % 10716 |’
2,63568 « 1018
1,62068 « 1018

=2
I

de lo cual se concluye que
f(z) = —0,414213z.

Al comparar con la solucién dada en (5.2), se obtuvo el error de —0,0000035624.



Capitulo 6

CONCLUSIONES

En el trabajo se estudié la Teorfa de Procesos de Decisién de Markov
(PDMs) y sus conceptos generales planteando al problema de control 6ptimo
(PCO). Se trabaj6 con la herramienta esencial para resolver dicho problema,
conocida como programacién dindmica (PD), cuya caracteristica es el Algo-
ritmo de Iteracién de Valores, el cual consiste en determinar a la funcién de
valor 6ptimo mediante una sucesién de funciones conocidas como funciones de
iteracién de valores.

Se estudian propiedades cualitativas sobre el modelo de control de Markov
como la unicidad de la politica éptima, concavidad, continuidad y diferencia-
bilidad de la funcién de valor 6ptimo y de las funciones de iteracién de valores.
Las cuales permiten obtener una de las contribuciones principales de la tesis,
una version de la ecuacién de Euler (EE) en el contexto de PDMs, para el caso
estocdstico. Dicha ecuacién resulta ser un método complementario a PD y se
utiliza de manera iterativa para resolver el PCO.

También se presentan ejemplos los cuales se resuelven via la EE, destacando
un problema de consumo y produccién. Para este se encontraron condiciones
suficientes para caracterizar la politica 6ptima mediante la ecuacién de Euler.

Por tltimo se han derivado problemas que se pretenden trabajar a futuro,
tales como:

e Obtener condiciones suficientes para caracterizar la politica éptima via
la EE.

e Garantizar la interioridad de politicas 6ptimas (véase Capitulos 3 y 4).

e Dar condiciones para mostrar la diferenciabilidad de orden superior de
la funcién de valor éptimo y de la politica éptima para el caso determinista
(véase Capitulo 3).

e Estudiar aproximaciones asintéticas de la solucién 6ptima (funcién de

62
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valor y politica 6ptima).
e Realizar un analisis cualitativo de soluciones 6ptimas de problemas de

control mediante la EE.
e Desarrollar métodos numéricos basados en la EE, como el método de la

proyeccién implementado en el Capitulo 5.



Capitulo 7

APENDICE

7.1. Funciones Semicontinuas

Definicién 7.1.1 Sean (X,d) un espacio métrico y u : X — RU {400} una
funcion tal que u(x) < oo para al menos una x € X, la funcion v es semicon-
tinua superiormente (u.s.c) en x € X, si
lim supu(z,) < u(x),
n—oo

para cualquier sucesion {x,} en X convergente a x € X.

Si u es u.s.c para toda T € X, entonces u se dice que es semicontinua
superiormente (u.s.c) en X.

La funcion u es semicontinua inferiormente (l.s.c) si —u €s u.s.c.

Proposicién 7.1.2 Una funcion u es u.s.c (L.s.c) y acotada superiormente
(inferiormente) en X, si y sdlo si, existe una sucesion {u,} de funciones
continuas y acotadas sobre X, tales que u, convergen de manera decreciente
(creciente) a u (un | u, u, T u, respectivamente).

Demostracién. Véase [3] o [6]. m

7.2. Funciones Céncavas

Sean X y Y subconjuntos convexos no vacios de R™ y R™, respectiva-
mente y suponga que Y es dotado de un orden parcial, por ejemplo el orden
lexicografico. Una funcién u : X — Y es céncava si para cualesquiera z,y € X
y A € [0,1] se tiene que

u(Az + (1= A)y) > du(z) + (1 — Au(y).
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Si la desigualdad anterior es estricta entonces u es una funcién estrictamente
céncava.

Proposiciéon 7.2.1 Supdngase que X es abierto y sea u es funcién céncava
en X. Entonces u es continua en X.

Demostraciéon. Véase [12]. m

Proposiciéon 7.2.2 Supingase que X es abierto y u es una funcién de clase
C' en X. Entonces u es céncava, si y sélo si, para cualesquiera x,y € X se
tiene que

u(z) —u(y) < u'(y)(z —y).

Ademds, u es estrictamente concava, si sélo si, para cualesquiera x,y € X, la
desigualdad anterior es estricta.

Demostracién. Véase [12]. m

7.3. Polinomios Ortogonales

b
Sea w una funcién de peso definida sobre [a, b] tal que / w(x)dr < co. Se

induce el siguiente producto interior sobre C([a,b]). Para f, g € C([a,b])

b
(f.9) = / f(@)g(z)w(z)de. (7.1)

Definicién 7.3.1 Una familia {¢;} en C([a,b]) es un sistema ortogonal si
(pire;) =0,
siempre que i % j.

Supéngase que se desea aproximar a f € C([a,b]) por
R P
Fl@) = yp(),
i=0

donde {¢;} es una familia de polinomios ortogonales en C([a, b]) ¥ Vo, V1, ---7p;
son nuimeros arbitrarios. El objetivo es determinar los pardmetros -y;, ¢ =
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0,1,...,p tales que f sea la mejor aproximacién a f. Para medir el error de
dicha aproximacién se usa la norma inducida por el producto interior (7.1).
El Lema siguiente dice cémo encontrar a los pardmetros que dan la mejor
aproximacién (método de minimos cuadrados).

Lema 7.3.2 Sean f € C([a,b]) y {p;} una familia ortogonal en C([a,b]).
Definase a

p p
g(@) =Y Nipi(@) y @) = vipi(w),
i=0 i=0
donde para cada it =0,....,p, \i € Ry, = (f, ¢;). Entonces
7= F =< r-a1.

donde ||-|| es la norma inducida por el producto interior definido en (7.1).
Ademds la igualdad ocurre, sty sdélo si, \; =;, parai=0,...,p.

Demostraciéon. Véase [2]. ®

Polinomios de Chebyshev

Una clase particular de polinomios ortogonales son lo de Chebyshev, estos
polinomios tiene la propiedad de ser calculados de manera iterativa, facilitando
los célculos computacionales y la implementacidn.

Definicién 7.3.3 El dominio de los polinomios de Chebsyshev es el intervalo
[—1,1] y el n-ésimo miembro de esta familia se define por

T,(z) = cos (narccosx) .

La funcidn de peso para la cual esta familia es ortogonal es

1
V1—22

Es muy comin que la funcién que se desea aproximar esté definida en un
intervalo [a, b] diferente al [—1, 1]. Sin embargo no hay problema de aproximar
a f mediante una combinacién lineal de polinomios de Chebyshev. Para ello
se utiliza la siguiente transformacién, para x € [a, ]

w(z) =

2z —(a+b)
 b—a

Z(x): (7.2)
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asi la aproximacién es
P
flz) =) 7Ti(Z(x)).
i=0

El polinomio de Chebyshev de grado n + 1 se puede calcular conociendo
a los polinomios de grado n y n — 1, es decir, los polinomios de Chebyshev
satisfacen la relacién

Tht1(z) = 22T, (2) — Th-1(2),

para n > 1, donde Tp(2) = 1y T1(z) = z (véase [14]). Esta férmula recursiva
es eficiente para evaluar el polinomio en un punto dado z y economiza los
célculos computacionales.

7.4. Meétodo de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson es un algoritmo numérico que permite
aproximar las raices de un sistema de ecuaciones no lineales (por ejemplo
el sistema (5.1) en la Seccién 5.2). Supéngase que se desea resolver el sistema
de n ecuaciones

fl(a:l, x9,...Tn) =0,

f2($1, 1“2, ZL‘n) = O, (73)
f”(xl,xQ,...xn) =0.
donde el vector z := [z1, x2, ...x,] es desconocido. El sistema anterior es equi-

valente a

f(z) =0,

donde f = [fl, 2, ..., f”] " La matriz Jacobiana de f es denotada por J(x),
con

f1; fgi fé
s = [T
o
donde A
fi= of'(z)
7o dﬂjj ’

parat=1,2,...ny j5=1,2,..n.
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La bola abierta con centro en x y radio r > 0, se denota por B,.(z) y
el Jacobiano J se dice ser de Lipschitz en B,(xz) con constante v si para
cualesquiera y, z € B,(x) se tiene que

17(y) = T < v lly — =[]
La aproximacion lineal de f en un punto inicial xq es
g(x) := f(zo) + J (o) da,

con dx = (z — xp). Resolviendo para g(x1) = 0 y suponiendo que J(zg) es
invertible, se tiene que

z1 = z0 — J(20) f(20),

asi z1 es una primera aproximacioén a la raiz z* del sistema (7.3). En caso
contrario se busca de manera local un z} tal que sea raiz de

9(x) := f(z1) + J(21) (2 — 71),
generando asf el método iterativo
Tyl = Tk — J(xk)_lf(:vk) (7.4)

El siguiente teorema muestra que bajo ciertas condiciones la sucesién {xj}
convergen a la rafz x*, si xg es cercano a x*.

Teorema 7.4.1 Sea f : R® — R" wuna funcidn continuamente diferenciable
en D C R", donde D es abierto y convexo. Supongase que existen z* € R",
yr >0, tales que B,(z*) C D, f(x*) =0, J(a*)~! existe y J es Lipschit en
B, (x*) con constante . Entonces existe ¢ > 0 tal que para cualquier xg €
B.(z*) la sucesion gereada por (7.4) estd bien definida y converge a x*.

Demostracién. Véase [11]. =

Algoritmo de Newton-Raphson

tTyxeR".

Propésito. Resolver f(z) = 0, donde f = [fl, 2, .., f”]

Paso 1. Elegir el valor inicial .

Paso 2. Calcular el jacobiano de f en g, J(xg) y resolver J(zg)dx =
—f(zp). Si 1 = 29 — dx no es buena aproximacién elegir A € (0,1) tal que
T2 = xg — Adx si lo sea y definir z1 = xo.

Paso 3. Verificar la convergencia: si || f(21) |, < ey/o |z} —af| /(1 +|2?]) <
e, para toda ¢ = 1,2,...,n y una tolerancia dada e, parar, de lo contrario
xo = x1 y regresar al paso 2.
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