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Capitulo 1

INTRODUCCION

La presente tesis estd relacionada con la teorfa de Procesos de Decisién
de Markov (PDM) a tiempo discreto (ver [2], [3], [10] y [12]) . Un PDM es
utilizado para modelar un sistema que es observado de forma discreta en el
tiempo. En este caso suponemos que el sistema presenta inseguridad en su
movimiento, es decir, se encuentra influenciado por un ruido aleatorio en su
transicién. El andlisis que hacemos es para sistemas que son observados en
periodos de tiempo finito e infinito.

Los PDM son aplicados en dreas como Economfia, Biologia, Ingenierfa, etc.
En el caso de Economia se aplican para optimizar problemas de crecimiento
econémico y en teorfa de inventarios, por mencionar algunas aplicaciones
(ver [13]). Actualmente se han aplicado a inteligencia artificial para modelar
movimiento de objetos (ver [11]).

De manera general, un PDM se encarga de modelar un sistema dindmico
cuyos estados son observados de manera periédica por un controlador. El
desarrollo de un PDM, a través del tiempo, estd dado de acuerdo al siguiente
procedimiento. En cada tiempo ¢, ¢t = 0,1, ..., el controlador decide el control
que aplicard dependiendo del estado del sistema. Entonces, como consecuen-
cia del estado y de haber aplicado el control, se paga un costo, y el sistema,
mediante la ley de transicién, se traslada a un nuevo estado en el instante
de tiempo t + 1. Al ocurrir un estado en t + 1, se repite el procedimiento
anteriormente descrito.

A la sucesion de controles aplicados en cada tiempo se le llama politi-
ca. Para evaluar la calidad de cada politica se cuenta con un criterio de
rendimiento o funcién objetivo.

En esta tesis nos enfocamos al criterio de rendimiento de costo total
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descontado.

El problema de control 6ptimo consiste en encontrar una politica
que optimice el criterio de rendimiento. La politica que optimiza el criterio
de rendimiento se le llama politica éptima y, al criterio de rendimiento
evaluado en la politica 6ptima le llamamos funcién de valores éptimos. Un
procedimiento de soluciéon para PDM esta basado en el principio de Bellman
conocido como Programacién Dindmica (ver [4]).

La tesis se organiza de la forma siguiente. En el Capitulo 2 se presentan
los conceptos generales de la teoria de PDM. En el Capitulo 3 nos enfocamos
a problemas de control con horizonte finito y con el criterio de rendimiento
costo total descontado. En este capitulo se presentan dos ejemplos. El primero
de ellos es referente a la teoria de inventarios, este ejemplo es clésico en la
teoria de PDM (ver [10]) y por tanto su solucién es perfectamente conocida.
El trabajo que se realizo con este ejemplo fue en la forma en que se presenta su
solucién, la cual utiliza algunos resultados de funciones convexas. Ademss, se
verifican de forma concisa todas las condiciones de PDM para el ejemplo. El
segundo ejemplo es un problema de reemplazamiento de maquinas tomado
de Bertsekas (ver [2]), en particular, se presenta un caso donde se da su
solucién de forma explicita. Finalmente, en el Capitulo 4 se presenta la teoria
referente a la teorfa de PDM con costo descontado y con horizonte infinito
se proporcionan dos ejemplos con costo cuadratico y se resuelven.



Capitulo 2

PROCESOS DE CONTROL
DE MARKOV

El objetivo principal en este capitulo es introducir formalmente el concep-
to de Proceso de Decisiéon de Markov (PDM), presentados en la introduccion.

2.1. Procesos de Control de Markov

Definicién 2.1.1 Un Modelo de Control de Markov (MCM), estacionario,
a tiempo discreto, consiste de una quintupla:

(X, A {A(z)|x € X}, Q, ¢),

donde:

a. X es un espacio de Borel no vacio (ver Apéndice A), llamado el espacio
de estados;

b. A es un espacio de Borel no vacio, llamado el conjunto de acciones o
controles;

c. {A(z) | = € X} es una familia de subconjuntos medibles, no vacios
A(z) de A, donde A(x) denota el conjunto de controles admisibles cuando
el sistema se encuentra en el estado x € X. El conjunto K de parejas de
estados acciones admisibles, estd definido por

K={(z,a)|z e X,a e A(x)},

y se supone que es un conjunto medible del espacio producto X x A;
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d. @ es un kérnel estocistico (ver Apéndice C) definido en X dado K,
llamado la ley de transicion, es decir, para cada (x,a) € K, Q(-|x,a) es una
medida de probabilidad en X, y para cada B C X, medible, Q(B|-) es una
funcion medible;

e. ¢ : K — R es una funcion medible y se llama la funcion de costo de un
paso.

Podemos pensar en un MCM estacionario a tiempo discreto como un
sistema estocdstico controlado que se observa de manera periddica en los
tiempos t = 0,1,2.... La dindmica que describe a este sistema estocdstico
funciona de la forma siguiente: si el sistema al tiempo ¢ se encuentra en el
estado z; = z € X, y la accién a; = a € A(z) es aplicada, entonces ocurren
dos cosas:

a) se paga un costo c(z,a);y

b) el sistema se traslada a un nuevo estado x;,1, mediante la distribucién
de probabilidad Q(- |z, a) sobre X, es decir,

Q(B ‘:E,a) = Pr(:L’t+1 - B |xt = x’at — a/>’
B € B(X), donde B(X) denota la o-algebra de Borel de X.

Una vez hecha esta transiciéon a un nuevo estado, se elige una nueva accién
y la dindmica anteriormente descrita se repite.

Suposicién 2.1.2 Supondremos que K contiene la grifica de una funcion
medible de X a A, es decir, existe f : X — A medible, tal que f(x) € A(x),
para toda v € X. Al conjunto de estas funciones es denotado por F y sus

elementos son llamados selectores de la multifuncion x — A(x) (ver Apéndice
D).

Politicas de control. Para introducir el concepto de estrategia o politi-
ca, considérese un MCM y defina H;, el espacio de las historias observadas
del proceso de control hasta el tiempo t, como

Hy = X,
Hy = KxH; .,
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parat = 1,2, .... Un elemento h; de H; llamado ¢-historia es un vector de la
forma

<I07a07$17a17 ---7$t—17at—17$t),

donde (z;,a;) € Kparai=0,....t — 1y z, € X.
Obsérvese que, para cada ¢, H; es un subespacio de H; := (X x A)! x X
y Hg := X.

Definicién 2.1.3 Una politica aleatorizada o simplemente politica, es una
sucesion m = {my,t = 0,1,2,...} de kérneles estocdsticos definidas sobre A
dado la historia del proceso H; y satisface que: m( A(zy)| hy) = 1 para toda
hy e Hy yt =0,1,2....

Al conjunto de todas las politicas se denotard por II.

De acuerdo con esta definicién, una politica 7 = {m;} puede interpretarse
como una sucesién {a;} de variables aleatorias sobre A, tales que, para ca-
da t-historia y t = 0,1, 2, ..., la distribucién de a; es m(+| h¢), la cual esta
concentrada en el conjunto de acciones admisibles A(z;). En otras palabras,
cuando usamos una politica arbitraria, la accién en cualquier tiempo ¢ es una
variable aleatoria y depende de todas las t-historias.

Denotemos a la familia de kérneles estocdsticos sobre A dado X, como
P(A| X).

Sea ® el conjunto de todos los kérneles estocdsticos ¢ en P(A| X) tales
que para toda x € X se tiene p(A(z)|z) =1 .

Observacion 2.1.4 Por la suposicion 2.1.2 tenemos que F C ®

Definicién 2.1.5 Una politica m € 11 es:

Markoviana Aleatorizada (I1gyr). Si existe una sucesion {p,} de kér-
neles estocdsticos con p, € ® (definidas sobre A dado X), tales que, m(-| hy) =
(| z¢) para toda hy € Hy yt =0,1,2....

Markoviana Aleatorizada Estacionaria (Ilgs). Si eziste p € O kér-
nel estocdstico, tal que: m (| hy) = p(+| z;) para toda hy € Hy yt =0,1,2....

Determinista (I1p). Si existe una sucesion {g;} de funciones medibles
con g; - Hy — A, tales que, para cada hy € H; yt = 0,1,2,..., se tiene que
gi(he) € A(zy) y me(+| he) estd concentrada en gi(hy).

Determinista Markoviana (Ilpy). Si existe una sucesion { f;} de fun-
ciones medibles f; : X — A (o fi € F), tales que fi(x;) € A(xy) y mi(+| hy)
estd concentrada en fi(xy) para cada hy € Hy yt =0,1,2, ...
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Determinista Markoviana Estacionaria (Ilpg). Si existe una fun-
cion medible f : X — A (o f € F), tal que f(z;) € A(xy) y mi(-| hy) estd
concentrada en f(z;) para cada hy € Hy yt=0,1,2,....

Decimos que 7(-| h) esta concentrada en g(h), si, 7(C|h) = Ic(g(h)) para
cada C' € B(A). Donde /¢ es la funcién indicadora del conjunto C'.

Observacion 2.1.6 Notemos que, llgrs C llgy CIT yllps C Ilpy C Ilp C
I1.

Sea (2, F) un espacio medible que consiste del espacio muestral canénico
Q= Hy = (X x A)® y F su correspondiente o-dlgebra producto. Los
elementos de €2 son de la forma w = (xg, ag, r1,a1,...) con x; € X y a; € A
para toda t = 0,1, ..., las proyecciones x; y a; de §2 sobre X y A son llamados
estado y accién, respectivamente.

Obsérvese que H,, = K* C  es el conjunto de parejas estado accién
admisible. Sean 7 € II una politica arbitraria y xo = x € X . Entonces por
el Teorema de Ionescu-Tulcea (ver Apéndice C), existe una tnica medida de
probabilidad P] sobre (2, F). Ademds, para cada C € B(A), B € B(X),

h, e H, yt=0,1,2,..., se tiene que

Pr(a; € Clhy) = m(Cl hy), (2.1)

P;($t+1 € B\ht,at) :Q(B\:Et,at). (22)

El proceso estocéstico ((€2, F, PT),{z:}) es llamado un Proceso de Control
de Markov a tiempo discreto o Proceso de Decision de Markov (PDM).
La esperanza con respecto a P serd denotada por E7.

Observacion 2.1.7 En general, en lugar de dar xg = v € X, se puede dar
una medida de probabilidad v sobre X, referida como distribucion inicial y

se cumple que
P (zg € B) = v(B),

para cada B € B(X).

El MCM descrito aqui, es llamado estacionario porque sus componentes
no dependen del pardmetro tiempo ¢, en caso de que esto suceda se dice ser un
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modelo no estacionario, es decir, un modelo de la forma (X;, A, { Ai(x)|z €
Xt}7 Qt; Ct) para = 07 17 27

La suposicion 2.1.2 asegura que [ es no vacio y por lo tanto II también.
Esto se debe a que cada f € F puede ser identificada por un kérnel estocédstico
¢, de la siguiente forma: ¢(C|z) = Io(f(z)) para toda C € B(A) y = € X.

Criterio de Rendimiento. Cada PDM estard dotado de una funcién
real, llamada funcién objetivo o criterio de rendimiento, que medird en algin
sentido la calidad de cada politica, a través de la sucesiéon de costos que
genera.

Consideremos un modelo de control de Markov fijo y un conjunto de
politicas II. Definimos para cada z € X y 7w € II

Z c(xy, at)] )

t=o0

V(m,x) = EL

V(m,x) es conocido como el Costo Total Acumulado. Al entero positivo

N se le conoce como horizonte del problema, el cual representa el nimero de

etapas en el cual el sistema esta operando y puede ser finito o infinito.
Costo total descontado: para m € Il y x € X definimos

N
Z a‘e(y, at)] ,
t=o0

con o € (0,1). A « se le conoce como factor de descuento.

V(m,x) = E7

Definicién 2.1.8 Para cada x € X definimos

V*(z) = inf V(m,x),

mell

V* se le llama funcion de valores dptimos o valor dptimo.
Definicién 2.1.9 Una politica n* € 11, es dptima, si

V(r*,x) = inf V(m, x),

mell

z e X.
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El problema de control éptimo consiste en encontrar una politica 6ptima,
es decir, minimizar la funcién 7 — V (7, z) sobre II, para toda = € X.

Propiedad de Markov

A continuacién recordamos la definicién de un proceso de Markov a tiem-
po discreto y se mostrard que cuando usamos una politica de Markov el
resultado es un proceso de control de Markov. Definimos para z € X y
ped

oz, 0) = / ¢z, a)p( dal ),

Qla9) = [ Q1o a)p(dala) (2.3)
En particular, si f € F,
(o, ) = cla, (),
QUz, ) == QU |z, f()).

Definicién 2.1.10 Sea {R;} una sucesion de kérneles estocdsticos en P(X| X),
y sea {x;} un proceso estocdstico sobre X. Entonces a {x;} se le llama pro-

ceso de Markov no homogéneo con kérneles de transicion {R;}, si para cada
BeB(X)yt=0,1,..., se tiene que

P(x441 € Blxg, 21, ...1;) = P(x441 € Blay) = Ry(B| ).
A la primera igualdad se le conoce como la propiedad de Markov

Si {R;} es invariante en el tiempo, es decir, R; es igual a R para toda
t =1,2,..., con R € P(X|X). Entonces {z;} se llama proceso de Markov
homogéneo con kérnel de transiciéon R.

Proposicién 2.1.11 Sea v una distribucion inicial arbitraria y m = {p,} €
gy, entonces {x;} es un proceso de Markov no homogéneo con kérneles de
transicion {Q(-| -, ¢;)}, esto es, para cada B € B(X) yt=0,1,2, ...,

Pr(xi41 € Blxg, 21, ...20¢) = P (241 € Blay) = Q(B| x¢, ¢p).

En particular, si m = {f;} € Upu, los kérneles de transicion son Q(-|-, fi).
Ademds, para politicas estacionarias ¢ € llgs y f € Ilpg, el proceso es de
Markov homogéneo con kérnel de transicion Q(-|-,¢) y Q(+|-, f), respectiva-
mente.
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Demostracién. Primero demostraremos que para cualquier 7 = {m;} €
IT se tiene que

Pr (211 € B hy) = / QB 21, an)mo(das] h),

para toda B € B(X)yt=0,1,....
En efecto por las propiedades de Esperanza Condicional (ver Apéndice
B.1(e)), tenemos que

Pi(xi1 € Blh) = EJ[PJ(2141 € Bl hy,ar)| he],

v

= EJ Qw41 € Blwy, ar)| ], (por (2.2))
= /Q(B|xt,at)7rt(dat|ht), (por (2.1)).

En particular si m = {¢,} € Ilgy entonces

P21 € Blhy) = / QB 20, a) o das| ),

A
= Q(B|x, ¢,), (por(2.3)).
Asi, usando de nuevo a B.1.(e) y a B.1.(d) (ver Apéndice B), implica que

Pr(zy41 € Blxo,x1, .., x) = EJ[Pr(x41 € Bl )| xo, 1, -0y 2]
= E7[Q(Blz, @) w0, 21, .., 4],
= Q(B|zi, ¢).
Similarmente,

Pi(xiy1 € Blxy) = EJ[Pl(wi1 € Bl he)| 2],
= EJ[Q(Blxy, @) 2],
= QB ¢,),
y esto muestra la proposiciéon. m

Observacién 2.1.12 Si Q(:|-,¢) es un kérnel de transicion como en la
proposicion anterior, con @ € <I> Denotamos las probabilidades de transi-
cion en n-etapas como Q" (|-, @), donde tenemos para n > 1

Q"(B|z.p) = /@ Ble.0)Q" (dy . 9),
_ / Q" (B, 9)Q(dy| x. ).



Capitulo 3

PROBLEMAS CON
HORIZONTE FINITO

Consideremos el criterio de rendimiento costo total acumulado con hori-
zonte finito, es decir,

N-1

V(m,x) = E} Z c(wy,ar) +en(zn)|

t=o0

donde ¢y es una funcién real valuada definida sobre X llamada la funcién
de costo terminal.

El objetivo de este capitulo es proveer una técnica de solucién para el
problema de control éptimo, conocida como Programacién Dindmica. Dicha
técnica nos permite encontrar tanto a la funcién de valor éptimo V*, como
a la politica éptima 7*.

El siguiente teorema impone una condicién de medibilidad y la existen-
cia de selectores (ver Apéndice D), mediante la Ecuacién de Programacion
Dindmica (EPD).

3.1. Programacién Dinamica

Teorema 3.1.1 Sean Vi, Vi, ..., VN funciones sobre X definidas por

Vn(z) = en(z), (3.1)

12
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y para cada t =0,1,.... N —1

Vi) = min [ete. + [ viaweleal. 62

Supongamos que estas funciones son medibles y que para cadat = 0,1,2, ..., N—
1, existe un selector f; € F con f;(x) € A(x), tal que

Vi) = ele, ful@)) + /X Vi ()Q(dyl 2, fux)).

Entonces, la politica determinista de Markov 7 = { fo, f1, ..., [n—1} es dptima
y la funcion de valor dptimo V* es Vg, es decir, para x € X tenemos que
V*(x) =V(r* z) = Vo(x).

La relacién (3.2) es conocida como Ecuacién de Programacién Dindmica
(EPD) junto con su condicién inicial (3.1) y su nombre es debido a Bellman
(ver [4]).

Demostracién. Sea m = {m;} una politica arbitraria, y sea

Cy(m,x) = en(z),

t=0,1,...N — 1. Cy(m,z) es llamado el costo total del instante t a N — 1
cuando usamos la politica 7 y z; = x. En particular notemos que

N-1

Cy(m,z) == E" Z (T, an) + cn(TN)

n=t

V(m, z) = Cy(m, ).

Para demostrar este teorema, tenemos que mostrar que para todo r € X y
t=20,1,...,N — 1, se tiene que

Cy(m,z) > Vi(rm, z),
con igualdad cuando m = 7*, es decir,

Cy(r*, x) = Vi(x).
En particular, si ¢ = 0 tenemos que

Co(m,z) =V(m,z) > Vy(z)
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y si utilizamos a 7*:
Co(r*,z) =V (n*,z) = V(x) = Vo(x).
Para probar las relaciones anteriores, primero observemos que
Cy(m,z) = Vn(z) = en(2).
Ahora, supongamos que para alguna t € {0,1,...N — 1} se tiene que
Cra(m,2) > Viga ().
Entonces por (2.1) y (2.2),

N—-1
Ci(m,z) = ET Zc(xn;an)"i_cN(xN)'th:x]?

L n=t

r N-1
= E" |c(x,a) + Z c(xp,an) +en(zn) |z = :c] :

n=t+1

= E"[c(xy,a¢)| g = 2]+ E7

Z_ A(xn,an) + en(xzy)| z = :z:] ,

n=t+1

2 c(Tp,an) +en(xy)|z = x] )

n=t+1

= /c(x,a)w(da| x)+ E"
A

por el Apéndice B.1(e) se llega a que

N-1

Z c(zp, an) + en(zn)

n=t+1

E7 Ty =x| =

.Tt:.T].

= Cpa (T, ).

Eﬂ'

N-1
ET < Z c(Tn, an) +en(on)| 01 =¥

n=t+1

Por otro lado, observemos que

N-1
Z (T, an) + en(TN)| T =y

n=t+1

ET('
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Asi,

Ci(m,x) = c(z,a) + [ Cra(m,y)Q(dy| z,a) | mi(dalz), (3.3)

D>\

c(z,a) + [ Vin(y)Q(dy| z,a) | m(dax),

Vv
b\
— e —

> min |cle,a) + / Vi (0)Q(dy| 2. 0) | = Vi(),

acA(x
X

y bajo la hipétesis de induccién se tiene que,
Cira(m, ) = Vi (),

como se deseaba. m
De lo anterior se muestra que V; es el éptimo del problema desde el
tiempo t a IV, es decir,
Vi(z) = inf Cy(m, x),

mell
paratodaxr € X yt=0,1,2,...,N.
Asi, hemos calculado para cada tiempo ¢ el costo éptimo de t en adelante,
con esta interpretacién de V; es posible caracterizar a la EPD.
En efecto, sea m = {m,..., my_1} un politica tal que 7, = f € F es un
selector arbitrario y {741, ..., Txy_1} es una politica 6ptima para el problema
de t + 1 hasta IV, entonces por (3.3)

Cimz) = ez, f)+ / Vi ()Q(dy| . f)

> min) C(.CE,CL)—F/WJrl(y)Q(dy‘ZE,a) )

acA(x
X

para todo x € X. De aqui, tenemos que

Vi) 2 min |e(wa) + [Via0)QUadsl . 0)|

X
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para ver la desigualdad inversa nétese que

Vi(a) < ez, f) + / Vi (0)Q(dy| . f),

lo cual implica que

Vi(z) < aga) c(x,a) +/W+1(3/)Q(dy’$aa) )
X

lo cual prueba lo anteriormente afirmado.

3.2. Condicion de Seleccion Medible

El teorema de Programacion Dindmica tiene como suposicion la existencia
de selectores f € F, los cuales minimizan el lado derecho de la EPD en cada
etapa. Esta suposicién es referida como condicién de seleccién medible.

Suposicién 3.2.1 Condicion de seleccion Medible
Consideremos un Modelo de Control de Markov y una funcion medible
u: X — R dada. Entonces la funcion u* definida para cada x € X como

wo)i= inf o)+ [un)Qdylza) .

a€A(X)
X

es medible y existe un selector f € F tal que la funcion entre llaves alcanza
su minimo en f(x) € A(x) para toda x € X, es decir,

u(z) = ez, f) + / w()Q(dy| 2, 7).

X

En conclusion, si esta suposicion ocurre entonces se puede cambiar infimo
por minimo.

En muchos problemas la suposicién anterior se puede verificar directa-
mente, pero desde un punto de vista tedrico, es conveniente tener condiciones
generales, estas condiciones se obtienen generalmente de los teoremas de se-
leccién medible, dos resultados importantes se mencionan en el Apéndice
D.
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Definicién 3.2.2 Sean (X, d) un espacio métrico y v : X — RU{+o0} una
funcion tal que v(x) < 0o para al menos una x € X, diremos que la funcion
v es semicontinua inferiormente (l.s.c) en x, si

liminfv(x,) > v(z),

n—oo

para cualquier sucesion {x,} en X convergente a x.
Si v es l.s.c para toda x € X, diremos que es semicontinua inferiormente

(l.s.c).

La funcion v es semicontinua superiormente (u.s.c), si —v es Ls.c.
Obsérvese que v es continua, si y solo si, es l.s.c y u.s.c.

Definicién 3.2.3 Un kérnel estocdstico P E P(X ] A) es
a) Débilmente continuo, si la funcion v'( f v(x)P(dzx|a) es continua

y acotada en A para cada v funcion contmua y acotada sobre X
b) Fuertemente continuo, sila funcion v'( f v(x)P(dzx|a) es continua

y acotada en A para cada v funcion medible y acotada sobre X

Acerca de la continuidad débil o fuerte de kérneles estocdsticos, vea el
Apéndice C.

Definiciéon 3.2.4 Una funcion v : K — R se llama inf-compacta sobre K, si
para toda v € X y X € R, el conjunto {a € A(x)|v(x,a) < A} es compacto.

Condicién 3.2.5 a) La funcién de costo c es l.s.c, acotada inferiormente e
inf-compacta sobre K.
b) La ley de transicion Q es:
b1) Débilmente continua, es decir, v'(z,a) = fv Q(dy|z,a) es

continua y acotada en K para cada v funcion contmua Y acotada sobre X, ¢
b2) Fuertemente continua, es decir, v'(x,a) = fv Q(dy|z,a) es

continua y acotada en K para cada v funcion medible y acotada sobre X.

Teorema 3.2.6 Bajo la condicion 3.2.5 se tiene que, para cualquier funcion
u : X — R medible y no negativa, la condicion de seleccion medible se cumple.

Demostracién. Para una demostracién consultar [10]. m
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Observacion 3.2.7 En el teorema anterior se supone que v es no negativa
pero solo es necesario suponer que v es acotada inferiormente.

Existen otras condiciones para que la condicién de seleccién medible ocu-
rra, por ejemplo:

Condicién 3.2.8 a) A(z) es compacto para todo x € X ;
b) La funcion de costo c(x, ) es l.s.c en A(x) para cada x € X;
¢) la funcion v'(x,a) := fv Q(dy|z,a) sobre K, satisface alguna de las

siguientes condiciones

cl) v'(x,-) es (l.s.c) en A(z) para cada x € X y cada funcion v
continua y acotada sobre X, ¢

c2) v'(x,-) es (l.s.c) en A(z) para cada x € X y cada funcion v
medible y acotada sobre X.

Condicién 3.2.9 a) A(z) es compacto para toda x € X ;
b) La funcion de costo c es l.s.c y acotada inferiormente;
¢) La ley de transicion @ es:
cl)Débilmente continua, es decir, v'(x,a) := fv Q(dy|z,a) es

/

continua y acotada en K para cada v funcion contmua Y acotada sobre X,
c2)Fuertemente continua, es decir, v'(x,a) := fv Q(dy|z,a) es

continua y acotada en K para cada v funcion medible y acotada sobre X.

Teorema 3.2.10 Para cualquier funcion u : X — R medible, no negati-
va, las condiciones 3.2.8 y 3.2.9 implican la condicion de seleccion medible.
Ademds, bajo 3.2.8(c1) y 3.2.9(c1) es suficiente tomar a u como no negativa
y l.s.c, y bajo 3.2.9(a,b,c2) la funcion u* es l.s.c.

Demostracién. Sea v > 0 una funcién medible sobre X, es suficiente
considerar la condicién 3.2.8 con los incisos a, b y ¢2. Por otro, lado la suma
de dos funciones l.s.c es de nuevo una funcién ls.c, (ver Apéndice A3). Si

probamos que la funcién
a— / Q(dy| z,a),

es l.s.c sobre A(X) para toda x € X, entonces usando la Proposicién 5.4.3
D3 del Apéndice D tendremos el resultado.
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Para esto, sea {u,} una sucesién de funciones medibles y acotadas sobre
X tales que u,, T uy sea {ay} una sucesién convergente a a € A(x). Entonces,
para toda n

liminf/u(y)Q(dyM,ak) > liminf/un(y)Q(dy|x,ak),

k—o0 k—o00

/ un(9)Q(dy| 7, a),

v

la dltima desigualdad es por (c2).
Ahora, si n — oo, por el Teorema de la convergencia monétona tenemos

tim inf [ u(u)Q(dyl .0 > [ uly)Qdy|.a),
y esto prueba lo deseado.

Con un argumento similar, se prueba el teorema, si suponemos 3.2.8(c1)
6 3.2.9(c2).

Siu > 0y Ls.c entonces existe una sucesion creciente de funciones conti-
nuas y acotadas (ver Apéndice A2) y se sigue el resultado como antes. Ahora
si suponemos la condicién 3.2.9(a,b,c2) entonces por la Proposicién 5.4.3 D3
(b) del Apéndice D se tiene que u* es l.s.c. m

Observacion 3.2.11 Los dos teoremas anteriores proporcionan condiciones
suficientes para que la condicion de seleccion medible ocurra, y a su vez, se
aplica en forma recursiva, en el algoritmo de Programacion Dindmica.

Un modelo de Markov que satisface la condicion 3.2.8 0 3.2.9, se le conoce
como modelo semicontinuo, y si el modelo satisface la condicion 3.2.5, se le
conoce como modelo semicontinuo-semicompacto.

3.3. Variantes de la Ecuacién de Programacion
Dindmica (EPD)

A menudo es conveniente escribir la EPD en otras apropiadas y equiva-
lentes formas.
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3.3.1. Modelo de Ecuaciéon de Diferencias

En algunas aplicaciones la ley de transicién () es inducida por una ecuacién
en diferencias estocdsticas de la forma siguiente:

Ti+1 = F(ﬂft, G, ft)>

parat = 1,2, ..., zg = z conocido. Donde {¢,} es una sucesién de variables
aleatorias (v.a) independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) tomando
valores en un espacio S con distribucién comin 4 e independiente del estado
oy F: K xS — X es una funcién medible conocida. En este caso la ley de
transicion () esta dada por:

Q(B|r,a) = Pr(zi € Blry =0, = a),
= Pr(F(z,a, &) € Blay =z, 0, = a),
= Pr(F(z,a,&) € B),

= p{s|F(z,a,s) € B},

_ / Iy (F(z,0,5)) u(ds).
= E[I3(F(z,a,¢))].

F
F

B € B(X), (z,a) € K, donde I es la funcién indicadora del conjunto B.
Obsérvese que cuando la dindmica es determinista, es decir, zy11 = G (x4, a;)
con G : K — X, la ley de transicién es:

Q(B|z,a) = Ig(G(x,a)), B € B(X).
Si {¢,} tiene densidad comin A, se tiene que
Q(B|x,a) = /JB<L<;U,@, ) A(s)ds.

Por el teorema de cambio de variable, para funciones medibles sobre X,
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tenemos que si v es una funcién medible sobre X, entonces

E[v(te)| 2= z,0, =] = / () Q(dy| 7, a),

Asi, la EPD queda como
Vn(z) == en(z),

r€ X yparacadan=0,1,... N —1

Vi(r) = min {c(mya)+/Vt+1(y)Q(dy|x,a)},

acA(x)
— i {cle,0) + E Vi (Flr,a, )]}

a€A

Ademids, si el costo depende de forma explicita de la v.a &, es decir, ¢(z, a, ),
entonces

Ele(r, a,&,) + Ve (Flx,0,8,))] = / [c(z,a,8) + Via (F (2, a, 5))] plds).

3.3.2. Forma Hacia Adelante de la EPD

Para t = 0, ..., N, definimos a v; := Vy_;. Entonces escribimos la EPD
hacia adelante como
vo(z) = en(x),

yparat=1,... N
a€A(x)

vi(z) = min c(z,a)—i—/vtl(y)Q(dy\x,a) :

Ademds, si f; € F es el selector que minimiza el lado derecho de la EPD,
entonces ¢g; := fy_¢ parat = 1,..., N, es un minimizador. Asi, en términos
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de v, el teorema de programacién dindmica dice que m = {gn, gn_1,...91} €s
una politica 6ptima y la funcién de valor éptimo es

es decir, para todo x € X

vy(z) = inf V(m, x).

mell

Las funciones v; son llamadas funciones de iteracién de valores (IV).

3.3.3. Costo Total Descontado
Recordemos que un modelo puede ser no estacionario, es decir, para t =
0,1,...
(Xt-At~{At(x)| xEXt}; Qr, Ct)7
Consideremos el criterio de rendimiento de costo total descontado

N-1
V(m,x):= EL Z ale(ws, a) + aNey(wn)|

t=o0

con 0 < aw < 1. A ¢y se le llama costo terminal.

Noétese, que si Ci(z,a) := a'c(z,a). Entonces con X, A, y Q fijos y C}
como se definié anteriormente, tenemos un modelo no estacionario, cuya EPD
es de la forma

V() := aVen(2),

y para cadat=10,1,.... N — 1

Vile) = min Ja'ee.a) + [ ViaQas] 20|

a€A(x
Si definimos a J;(-) = a~*V;(+), con ¢t = 0,...N, entonces
JIn(x) = cen(x),

y para cadat =0,1,.... N —1

a€A(x

He)i= min Jofoa) +a [ Jat)@(laa),

as{ el teorema de Programacién Dindmica se cumple para la funciones J;.
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3.4. Ejemplos

Sistema de Inventarios

Consideramos un sistema de inventario de alguna produccién en el cual la
variable z; es la cantidad de productos al principio del periodo t (t = 0,1, 2...).
La variable accién a; es la cantidad pedida (u ordenada) e inmediatamente
proporcionada al principio del periodo ¢, y la variable de perturbacién (o
ruido) &, es la demanda durante ese periodo, supondremos que la sucesién
{£,} de variables aleatorias son i.i.d.

En este caso la dindmica del sistema estd dada por la siguiente ecuacién
en diferencias

Tepr =T +ar—&, t=0,1,2, ...

La funcién de costo esta dada por

c(xy,ae,6,) = bay + hmax{0, x;1} + pmax{0, —zs1},
= ba; + hmax{0,x; + a; — &} + pmax{0,§, — x; — a; },

parat=0,1,2,....
Donde:
b es el costo de produccién por unidad.
h es el costo por unidad de exceso del inventario (de almacenaje).
p es el costo por unidad de la demanda sin entregar.

Ademis b, h y p son constantes no negativas tales que p > b. Consideremos
el espacio de estados X como el conjunto de los nimeros reales, es decir,
X = R, el espacio de acciones A = A(x) = [0,00), y que {&} son v.a’s
no negativas con media finita definidas en S = [0, 00), bajo el supuesto de
i.i.d, suponemos que i y A es su distribucién de probabilidad y su densidad
comtn, respectivamente.

Deseamos minimizar el costo esperado descontado de operacién

N-1

V(m,x) = EL Z oztc(act,at,@)] ymelllre X,
t=o

Veamos que la funcién de costo c es, 1.s.c, acotada inferiormente e inf-compacta
sobre K.

Es obvio que c esta acotada inferiormente por cero. Para ver que c es l.s.c,
demostraremos que es continua, notemos que nuestro modelo esta determi-
nada por una ecuacién en diferencias y que el costo ¢ depende de x,a, y &,
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asi podemos definir
C/(ZL’, a) - E(C(ZEt, G, 5t>| Ty = T, Q¢ = CL)

c(x,a,s)u(ds)

|
——

c(x,a,s)A(s)ds,
(x,a) € K.
Asi,
d(z,a) = ba + hE[max{0,z + a — {}] + pE[max{0,{ — z — a}],
(x,a) € K.

Lema 3.4.1 Bajo las condiciones antes mencionadas se satisfacen las condi-
ctones 3.2.5.

Demostraciéon. Mostraremos que ¢’ es continua en K, para ello basta
probar que

H(z,a) :== hEmax{0,z + a — £}] + pE[max{0,§{ — = — a}],

es continua para cada (z,a) € K, dado que ba lo es. Para esto recordemos
que

max(a:,y):x+y—i_2|x_y|,x,y€R.
Entonces,
H(z.a) = hE a:+a—§+2|x+a—§|} +pE[§—x—a%—2|x+a—§| 7
h — —h h +
= e+ a)+ B + 5T B +a—g]). (w,0) €K,
Sea.

W(r,a) = E(|z +a— €]) = / 4 a— & As)ds,

veamos que h es continua en K. Para ello sean {x,} y {a,} sucesiones en X
y A, respectivamente, tales que, z,, — 2’ y a,, — a’. Definimos a ¢, y g como
Gn(s) = |zn +an — s| A(s),

g(s) = |2'+d —s|A(s).
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Asi, tenemos que g,(s) — g(s),s € S. Ademsds,

s),
gn(s) < (Jzal + lan] + s)A(s)
< (M +s)A(s) = f(s),

esto es verdad, ya que {z,} y {a,} estdn acotadas, por ser convergentes,
entonces,

/gn(5> < /(M + 5)A(s)ds = M + E(§) < +o0.

Por lo cual f es integrable y por el teorema de la convergencia dominada
(ver Apéndice A) tenemos que h(z,,a,) — h(x’,d’), y concluimos que h es
continua en K y por lo tanto ¢’ es continua en K.

Ahora veamos que ¢’ es inf-compacta sobre K, es decir, para todo x € X
y A € R, el conjunto Ay(z) = {a € A(z)|d(x,a) < A} es compacto. Tenemos
por la definicién de ¢/, que

lim ¢'(z,a) = oo.

a—0o0
Sean z € X y A € R, afirmamos que A,(z) es acotado, de lo contrario, existe
{a].} sucesién en Ay(x), tal que a!, — oo, entonces,

lim ¢ (z,al) = oo,

n—oo
y esto implica que oo < A, lo cual es una contradiccién. Ahora, sea {a] }
una sucesién en A, (x), tal que a,, — a € A, como 0 < d(z,a,) < Ay como
¢ es continua, tenemos que 0 < c¢(x,a) < \. Entonces, a € A,(x), por lo
que concluimos que Ay(z) es cerrado. Aplicando el Teorema de Heine-Borel
(ver [14]) tenemos que A, (z) es compacto, y como A\ y x fueron arbitrarios
tenemos que ¢ es inf-compacto sobre K.

Ahora, demostraremos que ( es fuertemente continua. Sea i : X — R una
funcién medible y acotada. Sea (xy,a;) € K tal que (zg,ar) — (z,a) € K,
si k — oo. Asi para cada k = 1,2, ..., usando el Teorema de Cambio de
Variable, tenemos que

/ w(y)Q(dy| x.a) = / (i + ag — )A(s)ds,

X [0,400)

_ / I oy o (DDA g + ap — 1)l
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Por otro lado,
lim inf(—o0, 25, + ax] C limsup(—oo, x; + ax] C (—oo, z + al.

Ast, {I(—ooz1ay]} cONVerge a I(_o 544 casi seguramente. m

El lema anterior nos garantiza la existencia de selectores minimizadores,
los cuales pueden ser obtenidos explicitamente mediante la EPD. Para re-
solver el ejemplo de inventarios usaremos los siguientes lemas auxiliares re-
ferentes a funciones convexas.

Lema 3.4.2 Sea R una funcion real definida como

R(z) = min {G(z,a)} = G(z, f(2)),

acA(z)

con f(z) € A(z) yx € X. Si G(-,-) es una funcion real conveza definida en
K, y tanto X como K, son conjuntos convexos, entonces R es una funcion
convexa para cada x € X.

Demostraciéon. Sean x, 2’ € X. Entonces para 0 < o < 1 tenemos

aR(z) + (1 -a)R(2') = aG(z, f(z)) + (1 - )G, f(2))
Glar+ (1 — )2, af(z) + (1 —a)f(z")
G(:C//, y//)

(2", f(2"))

(

)
I//)

I AV AV
T Q

donde 2" = az + (1 —a)z’. =

Lema 3.4.3 Sea I C R un intervalo y g : I — R una funciéon convexa. Si
a<b<cenl, entonces

9(b) —g9(a) _ g(c) = g(a) _ g(c) — g(b)
b—a ~ c¢c—a — c—b

Demostracién. Si a < b < ¢, entonces b — a < ¢ — a, de lo cual tenemos

si
b—a
o =

<1,
c—a
c—b

1—a= ,
c—a
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ademss

b:c—ba b—a

C?
c—a c—a

por la convexidad de g tenemos que

c—b b—a
g(a) +

cC—a cC—a

g(b) < g(c),

para obtener la primera desigualdad note lo siguiente

c—b b—a c—a+a—> b—a

p— ag(a) T ag(C) = ?g(a) T a9(0)7
= gla) + (- ) 2=

y se deriva facil.
De manera similar se obtiene la segunda desigualdad. m

Lema 3.4.4 Sea I C R wun intervalo y g : I — R wuna funcidn conveza.
Entonces f es mondtona en I, o existe p € I tal que g es decreciente en
{z € l|lx <p} yg es creciente en {x € I|p < z}.

Demostraciéon. Supongamos que ¢ no es monétona en /. Entonces exis-
ten x < y < z en [ tales que, g(x) > g(y) y g(2) > g(v).

Por la convexidad de g, sabemos que g es continua en [z, z], sabemos que
existe p € [z, z| tal que, para cualquier t € [z, z] se tiene que

9(p) < g(t),
ahora,
si b=z y ¢ = p en el lema anterior, tenemos que g(a) > g(p) si a < z,
sia=pyb=zen el lema anterior, tenemos que g(c) > g(p) si ¢ > z,

asi, concluimos que, para cualquier t € I, se tiene que g(t) > g(p).
Nuevamente el lema anterior muestra que

a < b<pen I implica que g(a) > g(b),

>
< g(c)

p < b<cen [ implica que g(b)
|

Corolario 3.4.5 Para cadat < N, V; es una funcion convexa en X.
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Demostracién. Para mostrar la convexidad de V;, procedemos por in-
duccién usando las funciones de iteracién de valores. Inicialmente tenemos
que Vy(z) = 0,z € X. Entonces

Voi(z) = gl(il)l{ba + L(z+a)},

= min{by + L(y)} — bz.
y>x

Donde
L(y) = hE[max{0,y — {}] + pE[max{0,{ — y}].

Como Gy-_1(y) := by + L(y),y > = es una funcién convexa, tenemos por
el Lema 3.4.2 que Vy_; es una funciéon convexa. Supongamos que V; i es
convexo para t < N — 1, entonces para ¢t tenemos que

Vi(z) = min{ba+ L(z +a) + aB[Vin(z +a—&)]}
= min{by + L(y) + aE [Via(y — &)} — bz,

y>z

donde y = a + x. Queremos ver que

G(y) =by + L(y) + aE [Visa(y — §)],

y > x,x € X es convexa. Sabemos que by + L(y) es una funcién convexa, asf
solo falta ver que E [V;11(y — £)] también es una funcién convexa. Para ello
sea

W(Q) = K [Vt+1(y - f)] )
— [ Wit ) a)s.

Sean y, iy € R. Entonces para 0 < o < 1
Way+ (1)) = [ Wina(ay + (1= )y’ = 5)) Als)ds,

como s = as + (1 — a)s, usando el hecho de que V;;; es una funcién convexa
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tenemos que
Wy +(1-ay) = [ Wilay+ (1= a) = (as+ (1 - a)s)] Als)ds.
= [ Weslaly =)+ (1 = )/ — )] Als)ds.
< [alinl =)+ 0=Vl - ) A

~ . / Vir(y — )A(s)ds + (1 — ) / Vi — 5)A(s)ds,
= aW(y)+ (1 - a)W(y),

y esto prueba el corolario. m

Con la ayuda de los resultados anteriores y el Teorema 3.1.1 encon-
traremos la politica 6ptima del ejemplo de inventarios.

Asi, parat = N — 1, tenemos que

Vv_oi(x) = gl(ir)l{ba + L(z +a)},

= min{by + L(y)} — bx.
y=>x
Sea Gn_1(y) := by + L(y),y > x. Derivando a Gy_1 con respecto a y,
Gy_a(y) =0+ L'(y).

Por otro lado, notemos que

) o]

L) = b [ =986+ [ (- Al)s
= h / yA(s)ds — h / sA(s)ds +p/8A(3)ds—p/yA(s)ds,
= hyu(y) —h / sA(s)ds +pE(&) —p / sA(s)ds — py(1 — u(y)),

Y

= hyu(y) — (h+p) / sA(s)ds + pE(E) — py(1 — pu(y)),

— 00
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Asi, tenemos que

L'(y) = hu(y) + hyAy) — (h+ p)yAly) — p + puly) + pyA(y),
= (h+p)uly) — (h+p)yAly) + (h +p) yAly) — p,
= (h+p)uly) —p

Entonces,
Gy_1(y) =0+ (h+p) ply) —p,

igualando a cero tenemos que

E\/—l(y> = 07
(h+p)uly) = p—0b,
_ p—bD
wly) = s

Entonces, dado que p es creciente, existe !, asi, el punto

-1 p—2>b
SN—1 = H (m>,

minimiza a Gy_1 y tenemos que el minimizador de Vy_; es y* donde

. T, slx > Sy_1,
Yy = .
SN-1,81 SN—1 > T.

Haciendo el cambio de variable tenemos que

0, siz>sy,

fnoi(z) = {

SN_1— Z,8l Sy_1 > T.

Asi, sustituyendo en Vy_(x) = II1141(11 {ba + L(z + a)}, obtenemos que
a€A(x)
L(z), six > sy_1,
Vv-i(z) = -
v-1(@) {b(le — )+ L(sn_1), 8l sy_1 > .

reX.
Finalmente par concluir haremos uso del Lema 3.4.4 y del Corolario 3.4.5.
La funcién Gi(y) := by + L(y) + aF [Viy1(y — &,)] ,y > « es convexa y tiene
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un minimo en un punto s;, debido al Lema 3.4.4. Por lo tanto, al minimizar
el lado derecho de la ecuacién siguiente

Vi(x) = A(ixr)l{ba + L(x + a) + aF [Viyi(x +a— &)},

tenemos que
0, six> s,

T =
Ji(®) {st—x,si St > T.

L@ taBViae-&),  sie>s
Vilw) = {b(st —x) + L(sy) + aF [Viii(se — &)] , st sp > .

Por el teorema de programacién dindmica, los selectores f; determinan una
politica éptima 7*.

Sistemas con Espacio de Estados Discretos

Existen sistemas en los cuales es factible considerar el espacio de estados
discreto, tales sistemas son convenientes especificarlos en términos de las
probabilidades de transicién. Asi, el espacio de estados X es finito o infinito
numerable.

Denotaremos por P;;(a,t) a la probabilidad de estar en el estado j, dado
que nos encontramos en el estado ¢ y se escogié la accién a, en el tiempo ¢,
es decir,

Pij(a,t) = Plaw = jlae =i, a0 = af,
y tales sistemas estdn descritos en términos de la ecuacion en diferencias de
la forma siguiente
Ty = &y

Donde la distribucién de &, es
P [£t+1 = J‘ Ty =1,0; = a] = Pij(a,t).

Ahora denotemos por ¢(i,a) al costo de encontrarnos en el estado i cuando
la accién a es aplicada. Nuestro criterio de rendimiento es el costo total

acumulado
N—1

V(m,x) = E7 Z 9e(xe, ar) + gy (2y)

t=o0
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En nuestro caso tenemos que la EPD

VN(1'> = 0,
Vi(i) = a?jn {9(i,a) + E [Viga (&)},

y por la caracterizaciéon anterior tenemos que

Vili) = min {g(i.a) +Z Vi ()}

acA(i

Reemplazamiento de Maquinas.

Consideremos un problema de operacién eficiente de una maquina en N
periodos. El espacio de estados es finito, es decir, S = {1,2,...,n}. Suponga
que encontrarse en el estado 7 es mejor que estar en el estado 1+ 1, y el estado
1 es el de perfectas condiciones en la que puede operar la maquina.

Denotemos por ¢(7) al costo de operacién por periodo cuando estamos en
el estado 7 y supongamos que

9(1) < g(2) < .. < g(n).

Durante un periodo de operacion, el estado de la maquina puede empeorar
o quedarse igual.
Consideremos la probabilidad de transicién es

p(Jli), j > 1,
pij:{ ‘) . .

0, j<u.

La matriz de transicién es

[ P11 P12 - . - Pin
0 p . . . pon
0 0 . .
0 pi - Din
| 0 o 0 pun |

Supoéngase también que al comenzar cada periodo conocemos el estado de la
maquina y tenemos las opciones siguientes:

1. Que la mdquina opere un periodo mds, en el estado en que se encuentra.
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2. Reparar la mdquina hasta estar en perfectas condiciones, es decir, hasta
estar en el estado 1, pagando un costo R.

Con esto tenemos que el espacio de acciones A es también finito y tiene
dos elementos (operar 6 reparar).

Suponemos que la maquina, una vez que esté reparada, estd permanecers
en el estado 1 por al menos un perfodo. En periodos subsecuentes, puede
deteriorarse para los estados j > 1 segin las probabilidades de transiciéon
Pj-

Asi el objetivo es decidir sobre el nivel de deterioro (el estado) en el cual
vale la pena pagar el costo de reparacién de la maquina, de tal modo obtener
la ventaja de tener costos de operacién méas pequenos en el futuro. Notemos
que la decisién también debe afectarse por el periodo en que nos encontramos,
por ejemplo, estarfamos menos inclinados de reparar la maquina cuando hay
pocos perfodos a la izquierda.

Asi,

Vili) = min {g(i. a) + B Vs (€,)]}.

acA(i)

Ahora calculamos

EVia(&)] = Zpijvm(j),

= Zpijvz:+1(j>-
j=i
Asi tenemos que en general

Vi(i) = min{R + g(1) + Vi41(1), 9(i) + sz‘jvtﬂ(j)};

j=i

esto significa dejar un periodo méds trabajando o reparar la maquina. Por
ejemplo:

Supongamos que X = {1,2,3,4} y la mdquina es revisada durante dos
periodos. La matriz de transicién es

11 11
P11
o0 1]
2 2
0 001
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el costo esta definido como ¢(i,a) = i, para i = 1,2,3,4. Y el costo de
reparacién R = 2.
Utilicemos programaciéon dindmica

Va(x) = 0.
En la siguiente etapa
Vi()) = min{R+ g(1) + Va(1) Z
5
= min{ﬁ, i}.
ASl’ . . . 1 2
i sii=
V . — Y 7 Y
1) {g sii=3,4.

es decir, para los dos primeros estados es mejor dejarlos donde estdn, para
los siguientes es recomendable mandar a repara la maquina.
Para la siguiente etapa

Vo)) = min{R + g(1) + V(1 +ZPM

5 .
= mm{§+1,z+23jw(y)}

j=i

4
e ‘
= wmin{5,i+ 3 PVa0)}
j=i

Ahora calculamos

V(1) = min{; L+ PV}

. 7 1 5 5
= mln{§,1+1(1+2+§+§)}
5
2

7 1 5)
— min{ s i4- (1424242
m1n{2, +4( +2+ +2)}

7
m1n{2, }
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Vo(2) =

4
— .
m1n{§72 + ZP2]‘V1(J)}
=2

4
T .
min{g,3+ > _ PyVa()}

7j=3

L7 1/5 5
m1n{§,3—|—§ (5—1—5)}

7 )
Vo(4) = miﬂ{§,4 + 5}

Asi,

Vil = {

T
27
iysii=1,
Tsii=2,34."

35

Concluimos que solo en el primer estado es mejor dejarlo trabajar y en los

restantes reparar la maquina.



Capitulo 4

PROBLEMAS CON
HORIZONTE INFINITO

En ocasiones es conveniente considerar un PDM con horizonte infinito.
El objetivo de este capitulo es nuevamente proveer una herramienta para el
problema de control éptimo.

El criterio de rendimiento es el de Costo Total Descontado (o simplemente
Costo Total) con horizonte infinito, es decir,

[e.o]
Z ale(xs, ap)
t=o

Donde « € (0,1) es el factor de descuento. Nuevamente recordamos que el
problema es determinar una politica 7* éptima, es decir,

V(m,z) = EL ,mellx e X.

V() := infV(m,x) = V(1" x).

mell

Supondremos en esta seccién que el costo ¢ es no negativo y definimos al
n-ésimo costo descontado como

Vo(m,x) := ET

n—1
Z a’e(xy, at)] :
t=o0

Asi, por el teorema de la convergencia monétona (ver Apéndice A5), tenemos
que
V(m,z) = lim V,, (7, x).

n—oo

36
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4.1. Ecuacién Optima para el Costo Descon-
tado

Una funcién medible v : X — R es una solucién de la ecuacién 6ptima
para el costo descontado (EOCD) si satisface que, para cada z € X

v(z) = inf < c(z,a)+ a/v(y)@(dy | z,a) ¢,

acA(X)
X

Veremos que, la funcién de valores 6ptimos V* satisface la EOCD, es
decir, para cada z € X

acA(X)

V*(z)= inf < c(x,a)+ a/V*(y)Q(dy | z,a) p . (4.1)

Para ello utilizaremos las funciones de iteracién de valores (IV), definidas
de la siguiente forma: parax € X yn=0,1,2, ...

vo(z) = 0, (4.2)

vp(z) = min |e(x,a) + Oz/vn_l(y)Q(dy | z,a)

A(x)
X

Observemos que, v,, es la funcién de valor éptimo del n-ésimo costo descon-
tado V,,, con costo terminal cero, es decir,

vp(z) = inf V, (7, x),

mell

x € X. Se mostrard que para cada r € X

lim v, (x) = V*(x). (4.3)
n—oo
Tomando limite cuando n — oo en 4.2 y usando 4.3, obtenemos 4.1, si se
cumple el intercambio de limite con el minimo. Este procedimiento es cono-
cido como aproximaciones sucesivas, y requiere principalmente condiciones
de seleccién medible, las cuales se dardn a continuacion.



CAPITULO 4. PROBLEMAS CON HORIZONTE INFINITO 38

Suposicién 4.1.1 a) El costo ¢ es l.s.c, no negativo e inf-compacto en K.
b) Q es fuertemente continua.

Basta en a) que ¢ sea acotada inferiormente en lugar de no negativa,
debido a que, si ¢ > m, entonces ¢ =c—m > 0.

Suposicién 4.1.2 FErxiste 7 € 1l tal que, para cada x € X se tiene que
V(r,x) < 4+00.

La suposicién anterior es de suma importancia para el caso horizonte
infinito, pues garantiza que la funcién de valor 6ptimo es finita para cada
x € X. Claramente se cumple cuando el costo ¢ es acotado, ya que, si 0 <
¢ < M entonces para cada r € X y 7w € Il

o0 o0 M
i < M = < :
;a c($t,at)] _;a 1o +o0

V(r,x) = EJ

Teorema 4.1.3 Bajo las suposiciones anteriores tenemos:
a) La funcion de valor éptimo V* es solucion de la EOCD, es decir, para
cada v € X

V*(z) = inf c(x,a) + a/V*(y)Q(dy | z,a) 3,

a€A(X)
X
y st u es otra solucion de la EOCD, entonces u > V*;
b) Existe un selector f. € F tal que f.(x) € A(x) y alcanza un minimo
en la FOCD, es decir, para cada x € X

V*(x) = ez, f.) + a / V*()Qdy | 7. f.),

X

c) Si ™™ es una politica tal que V(r*,-) es una solucién de la EOCD y
satisface que para cada v € X
lim «"ETV (7%, 2,) = 0,
n—oo
entonces, V(r*,-) = V*(-); de aqui, ™ es dptima, concluyendo que, si ocurre
lo anterior, entonces ™ es una politica dptima, si y solo si, V(m*,-) satisface
la EOCD.
d) Si existe una politica ™ dptima, entonces existe una que es determinista
estacionaria.
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Para la demostracién del teorema anterior, se usardn los lemas siguientes.

Lema 4.1.4 Sean u y u, (n = 1,2,...) funciones l.s.c, acotadas inferior-
mente e inf-compactas sobre K. Si u, T u, entonces para cada v € X

lim minu, (x,a) = minu(z, a).
n—oo A(x) A(x)

Demostracién. Definamos para cada = € X,

[(x) := lim minu,(x,a),
(@) += lim minu, (2. a)

u*(z) := minu(z, a).
(¢) i= minu(s,a)

Dado que u,, T u, tenemos que [(-) < u*(-).
Para demostrar la desigualdad inversa, sea x € X fijo, y definamos para
cadan =0,1,2,...

Ap = {a € A(@) | un(z, a) < u*(2)},

Ag:={a € Ax) | u(z,a) = u*(z)}.

Notemos que para cada n, se tiene que A, es compacto, debido a la inf-
compacidad de u,,. Ademds, A, | Ao,

() An = Ao
n=1
Esto es verdad, ya que, si a € [ A, entonces para toda n,
n=1

up(z,a) < u(x),

luego,
lim u,(z,a) = u(x,a) < u*(zx).

n—oo
Ademés, por definicién,
u*(z) < u(z,a),

por lo que concluimos que u(x,a) = u*(x), de lo cual tenemos que a € A,.
Por lo anterior, Ay es compacto.
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Ahora, por el teorema de seleccion medible (ver apéndice D) se tiene que,
para cada n > 1, existe a,, € A,, tal que

Un (X, ay) = minu,(x, a).
(@.4,) = minu, (z. )

Asi, por la compacidad de Ay, existe una subsucesién {a,,} de la sucesién
{a,}, tal que a,, — ag € Ay.
Entonces para toda n; > n se tiene que

Un, (T, Q) > Un (T, ;).

Cuando n; — oo en la desigualdad anterior, obtenemos que

Hm w,, (2, a,) > uy(x, ap),
1§ —00
lim minu,, (z,a) > wu,(x,ap),

n;—00 A(x)

l(x) > up(z,ap).

Sin — oo,
l(z) = u(z, a0) = lgl(il}U(x, a) =u*(z),

por lo que concluimos que

[(z) = u*(x).

Definicién 4.1.5 M(X)" denota el conjunto de funciones medibles y no
negativas definidas sobre X, para cada w € M(X)", definimos a la funcion
Tu sobre X como

Tu(x) := Ijl(l;)l c(z,a) + a/u(y)Q(dy\ x,a)

Lema 4.1.6 Bajo las suposicion 4.1.1, T es un operador sobre M(X)*, es
decir, para cada v € M(X)", tenemos que Tu € M(X)*. Ademds, existe
f €T tal que

Twﬂzd%ﬁ+a/MwQMM%ﬁ-

X
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Notemos que al usar al operador T, en el teorema anterior en a), tenemos
que V* =TV* y podemos escribir a las funciones de IV como

UOZO,

Up = T’Unfla

para toda n > 1.

Mostraremos que la funcién de valor éptimo V* es un punto fijo del ope-
rador 7T

Lema 4.1.7 Bajo las suposiciones 4.1.1 y 4.1.2 se tiene:

a) Siu e M(X)" yu>Tu, entonces, u > V*;

b) Siu: X — R es una funcion medible tal que Tu estd bien definida y
satisface que, para todam € Il yx € X

u < Tu,
lim " E7 [u(x,)] = 0,

entonces, u < V*.

Demostracion. (a) Sea v € M(X)", tal que uw > Tu, por el lema anterior
tenemos que para toda x € X

M@ZC@JW+9/Mw@MMLﬂ,

X

iterando esta relacion, obtenemos lo siguiente:
u(x) = oz, f)+a L/C(y,f)Jra/U(Z)Q(dzy, £ | Qdy| =, f),
X
— c.f)+a [ el )@ 2. 1)
X
+a? [ [ u(2)Q(dz]y, £)Q(dyl =, f),
I
1

= Ef Z ale(xy, ar) + 2B [u(x,)],
t=0
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continuando iterando llegamos a

n—1
u(z) > B! a’e(zy, ar) + oz”Ej:[u(xn)],
t

I
o

donde
@h@%=/mw@MM%ﬁ

Dado que u es no negativa se tiene que para toda n y x que

[y

n—
u(z) > ELY ale(ay, ay).
t

I
o

Ast, sin — oo,
u(@) > V(f,z) > V*(z),

para toda x € X y por lo tanto,
u>V*,

de lo cual concluimos a).

(b) Ahora, sean m € Il y x € X, y supongamos que u < Tu, entonces
por la propiedad de Markov tenemos

El [o u(wa)| heyai] = am/u(y)@(dy\%at)a
= af[c(xy, ar) — ey, ar) +
o [ uty)Qay|aia)
= o [c(mt,at)+&/U(Q)Q(dy|xta@t)

—ale(xy, ay),

a' [u(zs) — (T, ar)]

v

lo que tmplica que

a'c(zy, a0) > El [au(myr) — atﬂu(xt)‘ he,az] -
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Tomando esperanzas y sumando desde t = 0,...,n — 1, en la dltima
desigualdad, obtenemos

Zatc(xt,at)] > Ef y [ u(zpsn) — & u(wy)| by, a]
= Ef[u Jro)] "E] [u(za)]
= u(z) —a" [ ()],

para toda n, ast, cuando n — 0o, tenemos que

Z a'e(xy, at)] > u(x),

y esto implica que
V(m,z) > uf,).

Como w fue arbitraria, concluimos que
V* > .
[ ]

Lema 4.1.8 Bajo las suposiciones 4.1.1 y 4.1.2 , se tiene que v, T V* y
V* =TV* es decir, V* es una solucion de EOCD.

Demostracién. Para empezar notemos que para cada x € X, m € [l y
n=12..,
() < V(mx) < V(m, x),

por lo tanto
vp(z) < V*(x).

Debido a que el operador T es monétono (i.e., si u,u’ € M(X)T entonces
Tu < Tu'), se tiene que las funciones de iteracién de valores:

’UOZO,

Up = Tvn—la

n > 1, forman una sucesioén creciente en M (X )", lo cual implica que v, T v*,
para alguna v* € M(X)*.
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Sean,

un(z,0) = ofz,a) + a / 0a(1)Q(dy| 7, ),

w(z,a) = c(r,a) + a/v*(y)Q(dy| x,a),

(z,a) € K. Entonces por el teorema de la convergencia monétona, tenemos
que u, T u.

Por otro lado, las funciones u,, y u, son l.s.c e inf-compactas en K. Asi
por el Lema 4.1.4 tenemos que

o= Jim v = Jim T = T
esto es, v* es una solucién de la EOCD.

Para complementar la demostracion, solo resta ver que v* = V*. Para esto
por el Lema 4.1.7 (a), sabemos que v* = Tv* lo cual implica que v* > V*.
Ademis, ya que v, (z) < V*(x), tenemos que v* < V*. Por lo tanto, v* = V*.
[ |

Ahora estamos listos para dar una demostracién del Teorema 4.1.3.

Demostracién. (Teorema 4.1.3)

Por el Lema 4.1.8, tenemos que V* es solucién de la EOCD, y por el Lema
4.1.7 a) V* es la minima solucién de la EOCD, es decir, si u > T'u entonces
u > V.

Por el Lema 4.1.6 existe f* € F, tal que para cada z € X

V(@) = ce, ) + a / V()Q(dy| z, 1°).

Iterando la relacién anterior tenemos para cadax € X yn > 1

Vi(z) = EI"|> d'cla, )| +a"EL [V*(xa)],

Z Ea]:c* ZOétC(l't,f*) )

lo cual implica, cuando n — oo, que

Vi) 2 V(f*, ),
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r e X.
Por otro lado, sabemos que

Vi) < V(f* ),
r € X. Asi,

x € X, es decir, f* es 6ptima.
Reciprocamente, si f* € IIpg entonces

vmm-@*Zmeﬂ,
L t=0

n—1
=Ef¢mm+2dmwﬁ,
t=1

Zatc(wt, f*)] )

Usando la Proposicién B.1(c) del Apéndice B y la propiedad de Markov
tenemos que

iatc(xt7f*)] = /E:f:c

X

= oz, )+ EL

Ef

Zamﬁﬂm:4MMam,
t=1

=/wamwmf)

En particular, si f* es 6ptima entonces V*(z) = V(f*, z).

Ahora, si 7 es una politica tal que V(7*,-) es una solucién de la EOCD
por el Lema 4.1.7 se tiene que V (7%, -) = V*(+). Finalmente podemos concluir
que, si una politica éptima existe, entonces existe una politica determinista
estacionaria.

4.2. Ejemplos

4.2.1. Problema LQ o Lineal Cuadratico

Los problemas L(Q) consisten de un sistema lineal con un costo cuadratico
y es uno de los problemas de control méas usados en ingenierfa, economia
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y muchos otros campos. Consideremos un sistema definido por la siguiente
ecuacién en diferencias

Typ1 = Yy + Pag + &,

parat=0,1,.... Donde v y [ son constantes reales. La funcién de costo esta
dada por
c(x,a) = qu® + ra’,

donde ¢ y r son constantes reales tales que ¢ > 0y r > 0. {{,} es una sucesién
de v.a’s i.i.d tomando valores en S = R, con funcién de densidad continua
A, independientes del estado inicial zy, con media 0 y varianza finita o2, es
decir,

E) = 0,
E() = 0% < +oo.

Sea X = A = A(z) = R. Bajo las consideraciones anteriores deseamos
encontrar una politica que minimice el criterio de rendimiento

oo
> ale(a, at)] ,
t=0

V(m,x) = EX

param e Il,x € X.
Para resolverlo necesitamos verificar que cumpla con las suposiciones 4.1.1
y 4.1.2.

Lema 4.2.1 FEl problema LQ satisface las suposiciones 4.1.1 y 4.1.2.

Demostracién. Notemos que el costo por ser cuadratico es continuo (y
por tanto l.s.c y no negativo), solo falta probar que es inf-compacto. Para
ellosean A\e Ry z € X,

{a|c(z,a) <A} = {a|gz® +ra® <A},
{ala® <A —qa®},

2
= {a|a2§/\ qx}’
r
P
— {a la| < A qaj}‘

T
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Observemos que

{ale(,a) <A} = [—\/A‘TW,\/A‘TW‘ ,

A
si \/j > |x| y serd vacio en otro caso. Por lo tanto, el conjunto { a| c(z,a) < A}
q

es compacto para cualquier A € Ry x € X, es decir, el costo es inf-compacto.

Ahora veamos que () es fuertemente continua, para ello recordemos del
capitulo anterior que si la dindmica esta dada por una ecuacién de diferencias
tenemos que

Q(B|zr,a) = Pr(x € Bloy = 2,0 = a),
- Pr(F<xt7at7§t) EB|ZL',§:CC,CLt:CL>,
= Pr(F(z,a,§) € B),

Ig[F(x,a,s)|u(ds).

I
n—_

Asi, si A es la densidad de &, entonces

QBl2.0) = [ Tayo + Ba+ 9)AGs)ds,
S

con un cambio de variable tenemos que

Q(B|z.a) = / To((w)A(u — vz — a)du,

de aqui, como la densidad A de ¢ es continua se garantiza que () es fuerte-
mente continua.
Ahora para verificar la condicién 4.1.2, sea

f(z) = —”g,
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r € X. Entonces,

" oo 9
V(fa x) = E;:r Zat (q <7xt1 - ﬁ% + gtl) + T%2)] )
t=0

o0

= Ef Z&t <C]f§—1 + %mf)] ’

| t=0

S <qa2 + g (xg)) |

t=0

Ahora, dado que estamos aplicando la politica f, obtenemos
Topr = Yo+ Bf(2) + &,

= th_%mt_‘_gt?
= fta

de lo cual tenemos que

Por lo tanto,

que es lo deseado. m
Asi podemos aplicar el algoritmo de programacién dindmica, para ello
inicialmente encontramos las funciones de iteracién de valores.

vo(x) = 0,

vp(z) = I/Ill(lwr)l c(r,a) + alvnl(y)Q(dy | z,a) |,

z e X.
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Lema 4.2.2 Para cada n > 1 las funciones de iteracion de valores estdn
dadas por
v (2) = Kp2? + B,

xr € X, donde

o o (q (r+ oK, 15%) + T&Kn172)
" r+ ak, 13 ’

E, =K, 100 (1+aq).
para todax € X yn=1,2,....

Demostracién. Para n = 1, tenemos

vy () = 1}11(11)1 {q2* + ra®} = g2,

con fi(x) = 0. Ahora, para n = 2
vo(z) = T(ir)l {q2® + ra® + aE [vi(yz + Ba + €)]},
= min{gz* +7a" + agB (72 + fa)® +2(ye + fa)é + &},

= rf?(ir)l {q2* + ra® + ag(yz + Ba)® + ago”} .

Sea
Gy(z,a) = q* +ra* + aq(yx + Ba)® + qo?,

(x,a) € K, derivando con respecto a a e igualando a cero tenemos que
2ra + 20qfB(yx + pfa) =0,
de lo cual obtenemos que

(o) = =,
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x € X. Asi, al aplicar esta politica llegamos a

2
aqBy aqpy
'UQ(LC) = qx2 + T(W) 332 + aq(”y:c - ﬂml’)? + aqa2,

2 2 2 2
_ q$2+r( agPy ) 2+ ag (7r+aqﬁ . B 33)

r+ aqf? r+ aqB? o + agqf?
+ozq02,
2
q (r+aqB®)” +r(agsy)’ +aq(r)*\ , 2
- 3 T+ aqo”,
(7“ + aqp )
r+ aqB?) + ragy?
= (q( qﬁ) 5 il )x2+aq02,
r 4+ aqf
= Kyz? 4 ago?,

r € X, donde

(q (r+ agp?) + raq72>
Ky = i .
r 4+ aqp

Para n = 3, tenemos que
vs(e) = min {g2° +ra® + aE [va(yx + Ba + )]},
- gl(ir)l{qu—l—mZ—l—aE [Ks(vz + Ba+£)* + ago?] },
— 31(1361)1 {q2* + ra® + aGE[(vx 4 Ba + &)%) + o*Kago®}
— gl(lxr)l {q2® + ra® + aKs(yx + Ba)? + aKy0® + o’ Kyqo®} .

Si
Gs(r,a) = qz* + ra® + aKs(yr + Ba)? + aKyo? + o’ Kyqo?,

(x,a) € K, derivando con respecto a a e igualando a cero, obtenemos que
2ra + 2aKy8(yx + Ba) =0,

entonces
aKy By

A
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x € X. Sustituyendo f3 en v3, llegamos a

akyBy 2
vs(r) = qi*+r | —z) +ak T —
() 1 r+ aky B2 2\ = F

+a K0 + o’ Kyqo?,

aky By 2
—233
T+ aKsp

x € X, simplificando, tenemos que

q (r + ak,B?) +7‘ak2'y2> ) s o )
vy(x) = r° 4+ aKyo® + a”Kseqo®,
3(7) ( r+ akyB’ ? 2
= Ky2? + Es,
r € X, donde

oo (4 (r + aKsB?) + raKyy?
5 r -+ OéK262 ’
By = aKyo®+ a’Kyqo® = Kyao® (14 aq).

Continuando con el procedimiento encontramos que

vp(z) = K,2*+ E,,

x € X, donde
Ko (q (r + Oan,ﬁQ) - raKn172>
" r+ ok, 13 ’
_oqr+ Kn_l(aqﬁz + ray?) P+ K,.0Q
r+ akK,_ 13 R+ K, 1S’

E, = aanlo'z + 042anqu2 = [(nfl(lo-2 (1 + QQ) :
Con lo cual concluimos que el lema es valido. m

Corolario 4.2.3 La funcidon de valor y la politica éptima para el problema
LQ estdan dadas por
V*(z) = K2* + E,

—apyK
Fa) =

r € X, donde E = Kao? (1 + aq) y K = lim,_..K,, respectivamente.
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Demostracién. Debido a que v,(z) — V*(z),x € X, solo necesitamos
probar que K, — K. Para ello procedemos de la forma siguiente, sea

(@_iiﬁ
g R+ 28’

z € C y buscamos el punto fijo de g, es decir, g(z) = z,

P+2Q s
R+ zS ’
P+4+2Q0 = zR+ %S,

equivalentemente

S+ 2(R-Q)—P=0. (4.4)

Entonces las raices son z; y 29 dadas por

~(R-Q) = /(R-QP 145P
25 ’

21,2

ademads, es posible probar que z;zo < 0. Ahora, si

P +20Q
R+ 2S’

y usando a zj, j = 1,2, tenemos que

P+ zQ
.

R+4+2z28 ™

P+ 2Q — Rzj — Szz;
R+ zS '

W—Zj =

También (4.4) implica que
Rz; = 2;Q + P — Sz?.
Luego

Q2 —2) — Szi(z — 25)
W= = [
(@ —5%)(z - %)
R+ 2S ’
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entonces
(@ — Sz1)(2 — 21)
W —2z _ R+ zS
W — 2 (Q = Sz)(2 — 2)’
R+ zS
(Q—Sz)(z—21)
(Q — Sz) (2 — 22)’
_ )\Z — 2117
Z — Z9
. Q - SZl
donde A\ = 055

Observemos que g(K,_1) = K,,, entonces paran = 1,2, ...,

K, — 2 _)\an1—21
Kn—Zz_ anl_ZQ.

Ahora, usando el hecho de que Ky = 0, y desarrollando la relacién anterior
tenemos que

Kl — 21 o )\21
Kl — 29 n 227
Roma _ o2
Ky — 2 <2
En general,
K, — 2z n <l
=\
K, — 2z )
lo cual implica
Kn —zZ1 = /\nﬂ(Kn - Z2)7
<2
Kn = )\nﬁ(Kn - ZQ) + 21,
22
equivalentemente
Ko(1— A2 = (11— A"z,
22
Ko(1— A2 = (1—A")z.
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Finalmente "
K — (]. - A )Zl
n — Z1"

1 - \"—=
(1-x2)

- 821
Q — Sz

lim K,, = lim m

21
a-a2)

< 1, por lo que

Notemos que |A| < 1, es decir,

= 21,

de la cual concluimos que z; es la tnica raiz positiva y que K,, — K, con
K = z; cuando n — oo. Por lo tanto,
V*(x) = lim v,(v) = K2* + E, (4.5)

n—oo

r € X, donde
E=Kao*(1+aq).

Por tltimo, sustituyendo (4.5) en la EPD se obtiene la politica éptima f*. m

Ejemplo 2
Por ultimo, se presenta un ejemplo modificado del problema LQ. Consid-
eremos la dindmica del sistema como

Tip1 = Ty + fm

donde z; € X = R y la sucesién de v.a {£,} se supone i.i.d y con valores en
R. Suponemos también, que E(¢,) =0y E(£7) = o2
Consideremos el costo

c(r,a) = 2° + sen(a) + 1,
donde a € A = A(x) = [-7,F]. Notemos que c es no negativa, continua e

inf-compacta.
Ademais, si suponemos que la densidad comiin de las v.a’s £, A es continua,

tenemos que la ley de transicién () es fuertemente continua.
Utilizando el método de aproximaciones sucesivas, tenemos que

vo(z) =0,

[ {2? + sen(a) + 1},
acl—-Z%,%

vi(x) = min
272
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notemos que la funcién g(a) := 2 + sen(a) + 1, tiene un minimo en f;(x) =

—7, entonces
vy () = 22,
x € X. Ahora calculamos a vs
v(x) = aenr_liglrlg]{st2 +sen(a) + 1+ aE(vi(z +£))},
= min {4 sen(a) + 1+ aE((e + ).
= aEI[Iflign,% {2? + sen(a) + 1 + aBE(x? + 22€ 4+ )},
= aer[ilign,g]{ﬁ + sen(a) + 1+ az® + 20E(¢) + aE(£%)},
= min_ {a® 4 sen(a) + 1 +aa® + ac’),
r € X,y tomando a fo(x) = —7F, se tiene que
v(r) = 2* +az?+ ao?

= 2*(1+a)+ ao?,
z € X. Veamos otra iteracién

v3(x) = mir%]{a:2 + sen(a) + 1+ aE(v2(z +£))},

[-5.5

= min {2 + sen(a) + 1 + aE[(z + £)*(1 + a) + ac?]},

[_7r ™

272

= min {2’ 4+ sen(a) + 1+ (1 + a)2® + a(1 + @) E[¢] 4+ o’0?},

22
= [H}Tir}r]{sen(a) +1+ (1 +a+a®)2? + (a+2a°)0%},
5%
r € X, y nuevamente tomando a f3(r) = —7, tenemos que

v(z) = (1 4+ a+ a®)a® + (a + 2a2)o?.

En general tendremos
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x € X. Sabemos que v,(x) — V*(x),x € X, entonces

n n
lim v,(r) = 2* lim g ¥ + o2 lim E kak,
n—oo n—oo
k=0 k=1

n—oo

x? u
= + 0% lim g ka®,
1 — n—0o0 1

x € X. Por lo tanto,

y f*(z) = —7/2,z € X.

4.3. Conclusiones

En la tesis se traté con la teorfa de Procesos de Decision de Markov
(PDM). En ella se trabajaron problemas a tiempo discreto, con horizonte
infinito. El criterio de rendimiento que se utilizé, para evaluar la calidad de
las politicas admisibles fue el de costo total descontado. El anélisis se presento
para problemas con horizonte finito e infinito.

La teoria de PDM es presentada en el Capitulo 2, donde se dan de forma
extendida los resultados principales. También se proporcionan las referencias
para justificar los resultados principales de esta teorfa. En el Capitulo 3 se
procedié a dar la teoria referente a Procesos de Decisién de Markov con ho-
rizonte finito y una seccién donde se ejemplifica la teorfa con dos ejemplos
clasicos de la teoria de PDM. El primero de ellos es referente a la teoria de in-
ventarios. El trabajo realizado con este ejemplo fue con respecto a la solucién
del problema, ya que aunque su solucién era conocida, el método que se uso
para resolverlo en la tesis difiere a los conocidos en la literatura. El segun-
do ejemplo es un problema relacionado con reemplazamiento de maquinas,
en este caso se presenté un ejemplo particular del cual se da la solucién de
forma explicita. El Capitulo 4 estd relacionado con la teoria de PDM con
horizonte infinito, y al igual que el Capitulo 3 se presentan dos ejemplos.
Principalmente se resuelve un problema lineal cuadrético verificando todas
las hipétesis de PDM y presentando la solucién de forma detallada.
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En resumen la tesis se enfoca a dar una primera introduccién de la teoria
de Procesos de Decisién de Markov para problemas con costo descontados y
algunas de sus aplicaciones.

Los problemas que se consideran como consecuencia del trabajo, y se
espera continuar su andlisis, son los siguientes.

(a)

Modelar usando PDM problemas de aplicacién cotidiana y dar una
soluciéon. Como un antecedente se cuenta con la siguiente referencia
donde se presenta una aplicacién de PDM a movimiento de objetos
controlados (por ejemplo robots que hacen uso de inteligencia artificial,
ver [11]).

Hacer un estudio de la diferenciabilidad en PDMs. En el siguiente senti-
do: la diferenciabilidad de la funcién de valor y de la politica 6ptima.
La razon de este problema es debido a que si sabemos que la solucién del
problema de control es diferenciable es posible presentar una solucién
mads simple del problema de control, sin necesidad de realizar tantos
célculos como se hace ver en los ejemplos presentados, como referencia
se tiene a [6] y [8].

Estudiar otros métodos de solucién a parte de Programacién Dindmica
como por ejemplo la Ecuacién de Euler (ver [7]), para la cual sélo
existen versiones (formales) para PDMs deterministas.



Capitulo 5

APENDICE

5.1. Apéndice A

5.1.1. Definiciones

Definicién 5.1.1 Sea (X, 7)un espacio topoldgico, la minima o-dlgebra que
contiene a T es la o-dlgebra de Borel, es decir, la o-dlgebra generada por 7.
La denotaremos por B(X).

De aqui en adelante, cuando hablemos de conjuntos o funciones medibles,
se entenderan como Borel medibles.

Definicién 5.1.2 X es un espacio de Borel, st X es un subconjunto de Borel
de un espacio métrico, separable y completo.

Por ejemplo, R™ con la topologia usual, un espacio métrico compacto, por
mencionar algunos.

Definicién 5.1.3 Un kérnel estocdstico definido sobre X dado Y es una
funcion P(-|-) tal que:

1. P(+|y) es una medida de probabilidad en X, para cada y € Y’

2. P(B|-) es una variable aleatoria (funcién medible) en Y para cada
B e B(X).

La familia de todos los kérneles estocasticos lo denotaremos por P(X|Y).

58
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5.1.2. Funciones Semicontinuas

Definicién 5.1.4 Sean (X, d) un espacio métrico y v : X — RU{+o0} una
funcion tal que v(zx) < 0o para al menos una x € X ,. la funcion v se dice ser
semicontinua inferiormente (l.s.c) en v € X si

liminfv(z,) > v(z),
n—oo
para cualquier sucesion {x,} en X convergente a x € X .

Siv esl.s.c para toda x € X, se llama inferiormente semicontinua (I.s.c).
La funcion v se dice ser superiormente semicontinua (u.s.c) si —v es

(l.s.c).

Proposicién 5.1.5 A1 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) v es l.s.c;

b) El conjunto epi(v) := {(x,A\) € X xR | v(z) < A}, llamado el
epigrafe de v, es cerrado;

¢) Toda seccion inferior S\(v) es cerrado, donde

Sy(v) :={zx e X |v(z) <A}, eR.

L(X) denota a la familia de todas las funciones v (1.s.c) y acotadas infe-
riormente sobre X.

Proposicién 5.1.6 A2 v € L(X), siy sdlo si, existe una sucesion {v,} de
funciones continuas y acotadas sobre X, tales que v, T v.

Proposicién 5.1.7 A3 Siv,vy,...,v, € L(X), entonces
a) av,v; + ... + v, y minv; € L(X) con a > 0.

b) Si X es compacto, entonces v alcanza su minimo, esto es, existe
z* € X tal que v(x*) = minv(z).
X

Las demostraciones de A1-A3, pueden encontrarse en Ash [1] y Bertsekas
and Shreve [3].
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5.1.3. Teoremas Basicos de Integracion

Supongamos que (X, F, i) es un espacio de medida fijo, y todas las fun-
ciones definidas en X son reales.

Teorema 5.1.8 A5 Teorema de la convergencia mondtona
Sea {f.} una sucesion de funciones medibles no negativas definidas en
X, supongamos que convergen a una funcion medible f, entonces

[ tin=tim_ [ fudu

Nota: la sucesion { f,,} puede converger a f casi donde quiera, y el teorema
anterior sigue valiendo.

Teorema 5.1.9 A6 Teorema de la convergencia Dominada

Sean { f.} una sucesion de funciones medibles y g una funcion medible y
p-integrable definidas en X, tales que |f,| < g, para toda n. Si f, — f casi
en todas partes, entonces, f es p-integrable y

/fduzgig;o/fndu.
5.2. Apéndice B

5.2.1. Esperanza Condicional

Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad, & una o-dlgebra contenida en
F, y &€ una variable aleatoria. Si ¢ es P-integrable, entonces definimos a la
Esperanza Condicional de ¢ dado &, como la variable aleatoria denotada por
E(¢|S), v es tal que:

1. E(¢]S) es S-medible

2. Para todo A € S, se tiene que [E(&]S)dP = [¢dP.
A A

Si C' € F, entonces definimos a la probabilidad condicional de C' dado <,
como P(C|S) := E(1o] ).
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Proposicion 5.2.1 B1 Sean £ y n variables aleatorias P-integrables sobre
(Q,F,P), y sean & y ' o-dlgebras contenidas en F, entonces

a) Si & es una constante k, entonces E(&| ) = k,

b) B(&+n| ) = E(E]S) + E(n|9),

¢) BIE(E]3)] = B©),

d) Si & es S-medible, entonces E(&n| S) = EE(n| ), en particular, (&) =
3

NS
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Rl
f)si&, =20, y¢&, 1€, entonces .E(E,|S) T E(ES
g) Si &, > 0, entonces E(i £, Q) = i E(£,]9).

n=1

5.3. Apéndice C

5.3.1. Kérneles Estocasticos

Sean X y A espacios de Borel.

Definicion 5.3.1 C1 Un kérnel estocdstico sobre X dado A, es una funcion
P(-]+) tal que:

a) P(-|y) es una medida de probabilidad sobre X para cada y €Y,

b) P(B|-) es una funcién medible sobre A para cada B € B(X).

P(X|A) denota al conjunto de todos los kérneles estocdsticos sobre X
dado Y.

L(X) denota el conjunto de funciones (l.s.c) y acotadas sobre X.

M (X) denota al conjunto de funciones medibles sobre X.

M,(X) denota al conjunto de funciones medibles y acotadas sobre X.

Cy(X) denota al conjunto de funciones continuas y acotadas sobre X.

Proposicién 5.3.2 C2 Siv € My(X xY), entonces la funcion

mw:ﬁwwmmmemw»

X

Demostracién. ver Bertsekas and Shreve [3]. m
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Definicién 5.3.3 C3. El kérnel estocdastico P € P(X|A) es

a) Débilmente continuo si la funcion y — [v(z)P(dz|y) € Cy(A) para
X
cualquier v € Cy(X).

b)Fuertemente continuo si la funcion y — [v(x)P(dz|y) € Cy(A) para
b
cualquier v € My(X).

Es claro que fuertemente continuo implica débilmente continuo.

Proposicion 5.3.4 C4 Las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) P es fuertemente continuo;
b) La funcion y — [v(x)P(dx|y) es Ls.c, para cada v € My(X).
X

Proposicion 5.3.5 c¢) P(B|-) es continua sobre A, para todo B € B(X).

Ademds, las siguientes proposiciones son equivalentes

d) P es débilmente continuo;

e) La funcion y — [v(z)P(dx | y) es l.s.c, para cada v € L(X).
X

La demostracién de (d) implica (e) es directa de la definicién C3(a) y la
proposicién A2, y la inversa, se sigue del hecho de que v es continua, si y
solo si, v es (Ls.c) y (u.s.c).

Proposicién 5.3.6 C6 Si P € P(X|A) es débilmente continuo y v €
Co(X x A) (respectivamente l.s.c y acotada inferiormente), entonces la fun-
cion y — [wv(z)P(dz|y) es continua y acotada (resp. es l.s.c y acotada
inferiormente) sobre A.

Demostracién. ver Bertsekas and Shreve [3]. m

Proposicién 5.3.7 C7 (Teorema de Ionesco-Tulcea)

Sea Xo, X1,..., una sucesion de espacios de Borel y, para n = 0,1, ...,

definimos Y, == Xo X X1 X ... x X, y Y := [] X,. Sea v una medida de
n=0

probabilidad arbitraria sobre Xq y, para cada n = 0,1, ..., P,(dzn1|ys) es

un kérnel estocdstico sobre X, .1 dado Y,. Entonces existe una tinica medida
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de probabilidad P, sobre Y tal que, para cada rectangulo medible By X ... X B,
enY,,

Py(Box..xB,) = /v(dmo)/Po(dx1|xg)/Pl(dx2|xo,xl).../Pn_l(dxn|mo,...

Bo B1 B> Bn

Ademds, para cualquier funcion u medible y no negativa sobre Y, la funcion

T — / u(y) P:(dy)

es medible en Xy, donde P, representa a P, cuando v es la probabilidad
concentrada en x € Xj.

Demostracién. ver Ash [1] y Bertsekas and Shreve [3]. m

5.4. Apéndice D

5.4.1. Multifunciones y Selectores.

Sean X y A espacios de Borel.

Una multifuncién ¢ de X a A es una funcién tal que para toda x € X
su imagen ¢(x) es un subconjunto no vacio de A, es decir, ¢ : X — P(A),
donde P denota al conjunto potencia de A. La grafica de ¢ es el subconjunto
de X x A definido como

graf(p) ={(z,a)|r € X,a € p(x)}.

Definicién 5.4.1 D1 Sea 1 una multifuncion de X a A, 1 es

a) Borel Medible, si "' (B) es Borel medible en X para cada conjunto
abierto B en A.

b) Semicontinua por arriba (u.s.c), v (C) si es cerrado en X para cada
conjunto cerrado C en A.

¢) Semicontinua por abajo (l.sc), "' (B) si es abierto en X para cada
conjunto abierto B en A.

d) Cerrada, si ¢(x) es cerrado para toda x € X.

e) Compacta, si (x) es compacta para toda x € X.
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Suponemos que la multifuncién ¢ es Borel medible, v : graf(y)) — R es
una funcién medible y para cada x € X.

v (z) == aeig(fx)v(x, a).

Ademds, si v(z, -) alcanza su minimo en algin punto de v (z), escribimos min
en lugar de inf.

Definicién 5.4.2 D2 La funcién v : graf(y) — R se le llama inf-compacta
sobre graf (1)), si para toda v € X y X € R, el conjunto

{a € p(@)[v(z,a) <A},
es compacto.

Proposicion 5.4.3 D3 Supongamos que ¢ es compacta,
a) si v(x,:) es (.s.c sobre Y(x) para cada v € X, entonces existe un
selector f € F tal que para todo x € X

. f(2)) = v*(@) = mino(a.a)
y v* es medible.

b) si es u.s.cyv esl.s.cy acotada inferiormente sobre graf(v), en-
tonces existe un selector f € F tal que la relacion anterior se cumple y v* es
l.s.c y acotada inferiormente en X.

Proposicién 5.4.4 D4 Supongamos que graf(v) es un subconjunto de Borel
de X x A, y que v es ls.c, acotada inferiormente e inf-compacta sobre
graf(vy), entonces

a) eziste un selector f € F tal que

v(z, f(x)) =v*(x) = gl(ixr)w(a:,a).

b) Si agregamos que la multifuncion

r— P x(z):={aecy(z)|v(r) =v(r,a)}

es l.s.c, entonces v* es l.s.c.
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