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Presentacion

Estimado lector, el cuerpo académico de Topologia y sus Aplicaciones, de la Benemérita Uni-
versidad Auténoma de Puebla, publica un nuevo libro, en este caso virtual, de la serie topologia
y sus aplicaciones; en este volumen incluimos temas de funciones cardinales, teoria de Categorias,
teoria de continuos, teoria de conjuntos, topologia general, sistemas dinamicos, asi como una im-
portante discusién de nuevas lineas de abordar lo continuo. Es de destacar la unién lograda entre
autores y editores gracias al lazo que los une, los arbitros y los lectores. Todo esto forma parte de
una comunidad interesada en la visién topolégica de la matematica, asi como de sus métodos y
aplicaciones. Nuevamente, nos percatamos con orgullo del gran mosaico humano que se congrega
para la realizacién de este libro: matemaéticos de Oaxaca, Tlaxcala, Ciudad de México, Zacatecas,
Chiapas y Puebla, nos han apoyado enviando sus trabajos a este comité editorial. Es de destacar,
la participacién de matematicos de otros paises, y la ya importante influencia que hemos obtenido
en colegas de otros paises que se interesan por este proyecto, tenemos aportaciones de matematicos
de: Espafia, Peru y Estados Unidos; esperamos aumentar nuestra area de influencia, que esto a
final de cuentas, expresa la acumulacién de nuevas relaciones humanas. También resaltamos que
nuestro libro poco a poco se adentra en las vias de la investigacion, tenemos articulos que aportan
resultados novedosos. Aunque no es el grueso de los articulos los que tienen este perfil, subrayamos
la presencia ya de algunos de este tipo, que son expresién de la madurez de este trabajo editorial.

En el estado actual del pais y de la universidad, estos esfuerzos, mas alla de una actividad
acaddemica, son una actividad de esperanza y confianza de que la ciencia tiene una carga salvadora.
Todo esto nos impele a continuar con este trabajo, ya que su dimensién nacional se ha asegurado,
y se trabaja en una influencia internacional. La pemanencia y disciplina de los participantes en
este proyecto, asi como de una comunidad que se siente interesada en él, nos confirma la gran
responsabilidad que se nos ha delegado. Sentimos que hemos asumido la gran responsabilidad,
pese a todo, de continuarlo, tal vez no con la misma frecuencia, pero si con la misma calidad que
hasta ahora hemos tenido.

Los editores
Enero de 2021
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1. Introduccién

Es conocido que en algunas categorias donde es posible encontrar subobjetos clasificadores se
puede hacer una teoria de los subobjetos de los objetos en ella que se parece a la de la teoria de
conjuntos (Set). Asi se pueden hacer analogias entre ellas y algunas cualidades que se observan en
Set. Nuestra intenciéon es desarrollar al detalle dos categorias conocidas en algebra y describir sus
subobjetos clasificadores.

2. Preliminares

Una categoria es una estructura matematica que consiste de dos clases una la llamada clase de
objetos de la categoria, otra la clase de los morfismos de la categoria, ademés de un par de funciones
una que asocia a cada morfismo un objeto llamado dominio del morfismo y otra que asocia a cada
morfismo un objeto llamado el codominio del morfismo, junto con una funcién composicion que
asocia a dos morfismo con codominio y dominio comiin un tercer morfismo llamado composicion de
estos morfismos con dominio el primero (de izquierda a derecha) y codominio el segundo, y, dicha
composicién es asociativa, finalmente a cada objeto le asocia un morfismo llamado el morfismo
identidad que es el neutro bajo esta composicion.

Formalmente; sea ¢ una categoria, denotamos por Mor (%) a su clase de morfismos, por Ob(%)
su clase de objetos. Si f,g € Mor(€), Dom(f) y Cod(g) son los objetos dominio y codominio
de f y g respectivamente; si Dom(f) = Cod(g), denotamos por fg a su composiciéon y ahora
Dom(fg) = Dom(g) y Cod(fg) = Cod(f),si A € Ob(€), denotamos por Id4 al morfismo identidad
y cumple Dom(I4) = Cod(I4) = Ay si f,g € Mor(€), Dom(f) = Ay Cod(g) = A, entonces
fIda = fyIdag = g, ademaés para f,g,h € Mor(€), con Dom(f) = Cod(g) y Dom(g) = Cod(h),
entonces (fg)h = f(gh). En adelante si M,N € Ob(¥) y f € Mor(¢) con Dom(f) = My
Cod(f) = N, denotamos esto con f: M — N.

Veamos las siguientes definiciones:

Definicion 2.1. Sea % una categoria.
1. Sean M € Ob(%¥), I un conjunto, para todo i € I X; € Ob(¥) y ¢; : M — X; morfismos de
%, la clase {¢; : M — X, : i € I} serd llamada una M-%-fuente. Analogamente, si N € Ob(%) y

113



114 6. ALGUNOS EJEMPLOS DE SUBOBJETOS CLASIFICADORES

para todo i € I, l; : X; — N es un morfismo de &, llamaremos a la coleccion {l; : X; - N :i € I}
un N-%-pozo.

2. Una categoria es pequeiia si la clase de sus objetos es un conjunto. Sea & una categoria
pequenay D : 2 — % un funtor, el funtor D serd llamado un diagrama en %.

3. Sean D : 9 — ¢ un diagrama en € y (c; : M — D(i));cob(») una M-¢-fuente tal que, si
« : i — j es un morfismo de 2, entonces:

conmuta en %. Si todo lo anterior ocurre, diremos que la M-%-fuente es D-natural.

4.Sea (¢; : M — D(i))icob(2) una M-%-fuente D-natural, diremos que (¢; : M — D(%));con(2)
es un D-limite si dada (d; : M’ — D(i))icon() otra M'-¢-fuente D-natural, existe un tnico
morfismo k : M’ — M tal que

M’ M

conmuta.

5. Diremos que % tiene limites finitos si para toda categoria finita 2, i.e., categoria que consiste
de un conjunto finito de objetos y un conjunto finito de morfismos, y D : 2 — % funtor, existe un
D-limite.

Definicién 2.2. 1. Sean ¥ categoria e I un conjunto. Si {X, : a € I} C Ob(%), diremos que
la P-€-fuente (po : P — Xa)acr es un producto de {X, : a € I}, si para toda M-%-fuente
(ca : M — X4)aer, existe un tnico k : M — P %-morfismo, tal que

M P

conmuta para todo « € I.
2. Diremos que ¥ tiene productos finitos si para todo {X, : a € I} C Ob(¥) con I conjunto
finito, existe el producto de {X, : « € I} C Ob(%F).

Definicién 2.3. Sean f,g : X — Y morfismos de €. Diremos que la pareja (E,i), donde E €
Ob(%) i : E — X morfismo en %, es un igualador de f y g, si

i) fi = gi.

ii) Si h: M — X tal que fh = gh, entonces existe un unico [ : M — E tal que el tridngulo
conmuta en el diagrama siguiente:
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Diremos que una categoria tiene igualadores si para todo par de morfismos f,g : X — Y,
existe (F,1) un igualador para ellos.

Definicion 2.4. Sean f: X - Y, g: Z — Y, decimos que los morfismos h: N - Zyt: N — X
son un jalador de f y g, si:
1. El diagrama:

hi f
7 ——=Y

g

es conmutativo, y
2.Sih:M—Zyt:M— X son tales que:

b

[

M ’
t
h’i f
Z

-

e
g

~

es conmutativo, entonces existe un tnico k : M — N tal que:

M

S

N —=

t
|
Z

E——
g

=

-

~

es conmutativo.
Una categoria tiene jaladores si todo par de morfismos con codominio comun, tiene un jalador.

Definicién 2.5. Un objeto X es un objeto terminal en & si para todo M € Ob(%), existe un
anico morfismo Ty : M — X.

A continuacion enunciamos un teorema importante:

Teorema 2.6. [1, 12.4 Theorem] Si % es una categoria, son equivalentes los siguientes enunciados:
1. En ¥ existen limites finitos.
2. En ¥ existen productos finitos e igualadores
3. En ¥ existen jaladores y objetos terminales.

Si tenemos una categoria que cumpla alguna de las propiedades del teorema previo, tal categoria
podria tener cierta cercania a Set, que es lo que desarrollaremos en la siguiente seccion.
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3. Subobjetos clasificadores

Dada una categoria €,y f : Z — X un morfismo, diremos que f es un monomorfismo si
f es cancelable por la izquierda, i.e., si siempre que fh = ft, podemos implicar que h = ¢ para
toda h,t € Mor(Y,Z). En una categoria €, se llaman subojetos de X a todo monomorfismo con
codominio X (cf. [2, Definition 6.9]). Dada la equivalencia del Teorema 2.6, si una categoria tiene
limites finitos, entonces tiene jaladores y objetos terminales.

Hechos estos senalamientos, veamos la siguiente definicion:

Definicion 3.1. Sea ¥ una categoria con limites finitos. Un subobjeto clasificador 2 es
1. Un monomorfismo true : 1 — Q donde 1 es un objeto terminal y ademas:
2.Si f: N = X es un subobjeto de X, entonces existe un Gnico morfismo x; : X — € tal

que:
N——=1
TN
fi t’ruel
X—=0
Xf
es jalador.

El ejemplo motivador de esta definicion es Set. Ya que en este caso 1 = {0}, Q = {0, 1}
true : 1 — Q es definida como true(0) =0, y si f: N — X, es un monomorfismo, definimos:

{0 siyeImf,

XMW=\ 1 siygImf

esta claro que Ty (z) = 0 para todo z € N.

Solo veamos que

N——1
Tn
f truel

X —=0
Xf

es jalador y que Xy es unica. Para esto, sea Tys : N’ — 1, a : N — X tal que N ——1

TN/
Q\L truel
X——=0Q
Xf

conmuta. Como x f(a(w)) = 0 ya que true(Ty:(w)) = true(0) = 0y el diagrama conmuta, entonces
a(w) € I'mf, se puede demostrar que en Set, los monomorfismos son funciones inyectivas, luego,
dado que a(w) € Imf existe n € N tal que f(n) = a(w), dicho n es unico, puesto que si existe
n' € N tal que f(n') = a(w) tenemos que f(n) = f(n') pero f es un monomorfismo luego
es inyectivo de ahi que, n = n/, asi, existe un tnico n € N tal que f(n) = a(w). Definimos
@: N’ — N dada por @(w) = n para cada w € N’ con a(w) = f(n). El diagrama:

Tn
fl truei

Xf

es conmutativo, en efecto, solo veamos que Tya = Ty y fa = a, como Ty (a(w)) =Tn(n) =0 =
Tn:(w), mientras que f(a@(w)) = f(n) = a(w) para cada w € N’, tenemos que, Tya(w) = T/ (w
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y fa(w) = a(w) para cada w € N'. Ahora @ es unica, ya que si o’ cumple que fo' = a = fa,
por ser f monomorfismo, o/ = @. Supongase que 6y cumple que 67 f = trueln = 0. Si x € Imf,
existe n € N tal que 2 = f(n), luego 0¢(z) = 04(f(n)) = trueTy(n) = 0, i.e., O¢(x) = 0, pero si
Or(x) =1,z ¢ Imf, ya que siempre que = € Imf, se cumple que 0¢(z) = 0, asi:

0 sixelmf,

ef(x):{ | siad Imf

por tanto 07(z) = xs(z) para cada x € X, luego x; es unica y en Set, existe un subobjeto
clasificador.

4. Las categorias Act-M y Act-G

Sea M un monoide, sabemos que X es un conjunto sobre el que actia M por la derecha, si
existe ¢ : X x M :— X una funcion (la acciéon derecha de M sobre X) entre los conjuntos X x M
y X tal que

1. ¥(z,e) = x para todo z € X y e el neutro de M.

2. Para todo = € X y para todo m,n € M, se cample que ¥(¢(x,n), m) = (x,nm).

Si denotamos por ¥ (x,n) = xn, tenemos que:

M actaa por la derecha sobre X si existe una operaciéon entre elementos de X con elementos
de M tal que

1. Para todo z € X y e el neutro de M, se cumple que ze =z

2. Para todo = € X y para todo m,n € M, se cumple que (zn)m = z(nm).

Sea X un conjunto y M un monoide, siempre podemos hacer actuar a M sobre X por la
derecha, mediante la accion (2, m) = x definida para todo 2 € X y m € M. Otro conjunto que
acepta una Unica accién de un monoide arbitrario es el conjunto vacio, ya que existe la funcién
vacia y tal funcién define una accién de cualquier monoide sobre el conjunto vacio.

Queremos dar una estructura de categoria a este tipo de objetos, los conjuntos con una accién
de un monoide fijo por la derecha, asi que denotaremos por: Act-M a la categoria con objetos los
conjuntos con una acciéon de M por la derecha sobre ellos. Ahora, definamos los morfismos de la
categoria, sean (X, ), (Y, ¢) € Ob(Act-M) con sus respectivas acciones ¥ y ¢. Sea f : X — Y una
funcion entre los conjuntos X e Y, diremos que f € Mor(Act-M) si f((xz,m)) = ¢(f(z), m) para
todo x € X y m € M, en otras palabras, paratodo € X y m € M se cumple que f(zm) = f(x)m.

No es dificil demostrar que con esta definicion Act-M es categoria. Ahora veamos un teorema
importante.

Teorema 4.1. La categoria Act-M, tiene jaladores y objetos terminales.

Demostracion. Sean (X, ), ({*},¢) € Ob(Act-M) donde ¢ : {x} x M — {x} estd dada por
c(¥,m) = % para cada m € M, i.e,, sm = % para cada m € M y sea § € Mor(Act-M) tal
que 6 : (X,9) — ({*},c), veamos que ({*},¢) es un objeto terminal en Act-M, en efecto, como
0 : X — {x} es funcién tenemos que 6(z) = * para cada z € X, i.e., 6 es una funciéon constante,
ademas si 7 € Mor(Act-M) tal que 7 : (X, 9) — ({*}, ¢) estd dada por 7(x) = * para cada z € X,
ya que 7 es funcion entre X y {*}, entonces * = 7(xm) = 7(x)m = *m, i.e., ¥m = x para cada
m e M.

Veamos que Act-M tiene jaladores, sean [ : (X, ¢) = (Y,¢)y g: (Z,7) — (Y, ¢) morfismos de
Act-M. Primero construimos el objeto (X x Z,1 x ), la accién definida como (¢ x v)((x, z),n) =
(Y(x,n),v(z,n)) (es decir: (z,2z)n = (zn,zn)) para todo x € X, z € Z y n € M. No es dificil
demostrar que esta funcion es una accion de M sobre X x Z. Sea T = {(z,z) : f(z) = g(2)},
en el caso en que T = ) se puede ver que satisface los axiomas de la definicion. Si T # 0, sea
(z,2) € T yn € M, entonces f(zn) = f(z)n = g(z)n = g(zn), asi que (an,zn) € T, pero
(z,z)n = (zn,zn), asi que (T, (¢ x v)|r) € Ob(Act-M). De hecho se puede demostrar que si
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(X,v) € Ob(Act-M) y S C X tal que para todo s € S y todo n € M se cumple que sn € S,
entonces (S,9|sxn) € Ob(Act-M) (aqui ¥|sxar : S X M — S es la restriccion de 1 al dominio
S).

Ahora definimos h : T — X como h(z,z) =z yl:T — Z como l(z, z) = z, veamos que
T ——X
h
ll f
Z — Y

es un jalador en Act-M. Primero, esta claro que h((z,2)n) = an = h((z,z))n y también que
I((z,2)n) = zn = I((x, 2))n, asi que h,l € Mor(Act-M), ademés fh((z,z)) = f(z) = g(z) =
gl((z, 2)), de ahi que el diagrama es conmutativo. Sea

T7—X
«
Z——Y
g
un diagrama conmutativo en Act-M. Definimos k : 7" — T para t € T, como k(t) = (a(t), B(t))

= t
fla(t)) = g(B(t)), entonces (a(t), B(t)) € T, esta claro que k(tn) = (a(tn), B(tn)) = (a(t)n, B(t)n)
(a(t), B(t))n = k(t)n, asi que k € Mor(Act-M). Comprobemos que

y

> x
f
Y
es conmutativo, pero hk(t) = h(a(t),5(t)) = «at) y lk((t)) = ( (t),8(t)) = B(t) y por tanto
es conmutativo. Finalmente veamos la unicidad de k, sea k' : — T tal que hk'(t) = «ft)
y UK(8) = A1), si K'(t) = (x,2), entonces a(t) = h(K'(8) = @ v B(t) (K (1)) = 2, luego
E'(t) = k(). O

Si G es un grupo y X un conjunto, una acciéon de G sobre X por la derecha, es andlogamente
una funcion ¢ : X x G — X, tal que: para todo z € X y e el neutro de G, se cumple que ¢(z,e) = z
y para todo z € X y m,n € G se cumple que (x,n)m = ¢¥(x,nm).

También se define una estructura categoérica para estos conjuntos, donde los objetos son con-
juntos con una accién de G por la derecha en ellos y los morfismos son funciones de conjuntos
[ (X)) = (Y, ¢) tales que f(i(z,n)) = ¢((f(z),n).

Los mismos candidatos que en el caso de los monoides serdan los objetos terminales y los
jaladores para un par de morfismos f : (X,%) — (Y,v) v g: (Z,¢) — (Y,~), para asi obtener la

propiedad: si Act-G es nuestra categoria de conjuntos con una accién por la derecha del grupo G
entonces la categoria Act-G tiene un objeto terminal y jaladores.

5. Subobjetos clasificadores en Act-M y en Act-G

Sean (X,v),(Y,¢) € Ob(Act-G) o (X,9),(Y,¢) € Ob(Act-M) y h : (Y,¢) = (X,¢) tal
que h € Mor(Act-G) o h € Mor(Act-M), si h es monomorfismo, tenemos que h es una funcion
inyectiva. En efecto, sean yi,y2 € Y tales que h(y1) = h(yz), definimos ¢; : ¥ — {y1} como
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t1(y) = y1 y to : Y — {y2} como t3(y) = y2 para todo y € Y. Definimos la accién de G o la
de M en {y;} como y;g = y; para todo g € G. Veamos que t1,ts € Mor(Act-G), seay € Y y
g € G, entonces t;(yg) = y; por otro lado t;(y)g = yig = y;, de manera similar se exhibe que
t1,ta € Mor(Act-M). Esta claro que h(t;(y)) = h(y;) para cada y € Y y como h(y1) = h(ya),
entonces h(t1(y)) = h(ta(y)) para cada y € Y. Asi tenemos que hot; = hoty y dado que h es
monomorfismo, entonces t; = to, luego t1(y) = t2(y), i.e., y1 = ya, de ahi que h es inyectiva.

Vamos a resumir lo anterior en los resultados del lema siguiente:

Lema 5.1. 1. Sean {*x} y M monoide (0 G grupo), definimos xg = * para cada g en M (o en G)
una accién de M (o de G) sobre {x}, entonces {x} es objeto terminal en Act-G (o Act-M).

2.8i h:(Y,¢) = (X,) es monomorfismo en Act-M o en Act-G, entonces h es inyectiva.

3. En Act-M o en Act-G existen jaladores.

4. Si (X,9) € Ob(Act-M) o (X,v) € Ob(Act-G), si Xy C X tal que zg € X para todo
g € M o g € G. Entonces (Xo,v¥|x,xn) € Ob(Act-M) o (Xo,|x,xa) € Ob(Act-G).

5. El conjunto () con la accion vacia es un objeto de Act-M o de Act-G.

6. Si (X,4),(Y,v¢) objetos de Act-M o de Act-G, entonces X X Y con la accion (i x
) ((z,y),n) = (Y(z,n),P(y,n)) es un objeto de Act-M o de Act-G.

7. Dado (X,v) objeto de Act-M o de Act-G un subobjeto de (X,4) es una funcion h :
(Y, ¢) — (X, ) inyectiva.

Ahora veamos un objeto clasificador en Act-G.
Teorema 5.2. Dado G un grupo, existe un subobjeto clasificador en Act-G.

Demostracion. El conjunto 1 = {0} con la accién ¢(0,g9) = 0 para cada g en G es un objeto
terminal de Act-G y el conjunto {0,1} con la accién v(0,9) =0y v(1,9) = 1 para cada g € G, i.e.,
0g =0y 1lg = 1 paracada g € G, es un objeto de Act-G, veamos que esto tltimo es cierto, e =0y
le = 1 para e el neutro de G y ademas (0g1)g2 = 0g2 = 0 = 0(g192) ¥ (1g1)g92 = 1g2 = 1 = 1(g192),
i.e., (091)g2 = 0(g192) vy (1g1)g2 = 1(g192) para cada g1, g2 € G, asi ({0,1},7) € Ob(Act-G). Ahora
sea f : (Y,¢) = (X,v) un subobjeto de (X,v), debemos definir 2 y un morfismo x; : X — Q
para construir un jalador. En este sentido, sea @ = {0,1} con la accién v, definimos true : 1 — Q
y Ty : Y — 1 dadas por true(0) = 0y Ty (y) = 0 para toda y € Y, respectivamente. Ademas, sea

N (x):{ 0 si xelImf.
f 1 si x¢Imf
Veamos que xy es morfismo. Sea * € X, g € G, primero supongamos que x € Imf, i.e.,
x = f(y) para algin y € Y, entonces g = f(y)g = f(yg), de ahi que xg € I'mf, por consiguiente,
xf(zg) = 0=0g = xf(x)g, asi x¢(rg) = x¢(x)g. Ahora supongamos que = ¢ Imf, si xg € Imf,
entonces rg = f(y) para algin y € Y, luego f(y)g~! = =, pero f(y)g~' = f(yg~!), de ahi
que z € Imf, por tanto xg ¢ Imf, asi que xs(zg) = 1 = 1lg = xy(x)g, por consiguiente,
Xf(xzg) = xs(x)g, en consecuencia x5 € Mor(Act-G). Ya con estas definiciones, resta demostrar
que:
Y —1
Ty
f ltrue
X—=0
Xf

es jalador. Es facil ver que el diagrama previo es conmutativo. Ahora si
N——>1

Tn
f’l ltrue

X—0Q
Xf
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es conmutativo, entonces x ;(f'(n)) = true(Tn(n)) = 0, asi que f'(n) € Imf, luego existe un unico
y €Y tal que f(y) = f’(n), por un argumento similar al dado en el ejemplo en Set, ya que f es
inyectiva. Definimos k : N — Y, como k(n) = y para cada n € N con f'(n) = f(y). Veamos que
k € Mor(Act-G), sea g € G, entonces k(ng) = yo con f'(ng) = f(yo). Como f'(n) = f(y) tenemos
que f'(ng) = f'(n)g = f(y)g = f(yg), entonces f(yg) = f(yo), otra vez por la inyectividad de f,
yg = Yo, luego k(n)g = k(ng), por consiguiente, k € Mor(Act-G). No es dificil mostrar que el
diagrama:
N

! 7| T‘Zml

X——=0
Xf

conmuta. Para la unicidad de k, si &' : N — Y, tal que fk' = f' = fk, como f es monomorfismo,
tenemos que k = k. Finalmente, veamos la unicidad de x s, supongamos que §; cumple que:

Y 1
TN

fl truel

X Q

es jalador. Por la conmutatividad, 0¢(f(y)) = true(Tn(y)) = 0, asi que para todo = € Imf, se
cumple que 7(x) = 0 = xs(z), por otro lado, si Oy(z) = 1y x € Imf existe y € Y tal que
x = f(y), entonces 0 = true(ITn(y)) = 07(f(y)) = 0;(x), i-e,, O5(x) = 0, asi que = ¢ Imf, luego
07(x) = 1 = xy(x), siempre que x ¢ Imf, por consiguiente, 6; = xs y por tanto, existe un
subobjeto clasificador en Act-G. g

Ahora, describiremos el subobjeto clasificador en Act-M, tal categoria no cumple que el com-
plemento de la imagen de un morfismo pueda aceptar la accion restringida como acciéon para asi
convertirse en objeto de la categoria, asi que debemos construir otro objeto.

En otras palabras, sea (X, ¢) € Ob(Act-M), si S C X tal que para todo x € Sy n € M, se
cumple que zn € S, a este tipo de subconjuntos de X se les llama multiplicativamente cerrados,
para los que puede suceder que para z € X \ S exista algin n € M tal que zn € S, notar que en
el caso de (X, ) € Ob(Act-G), se tiene que para S C X multiplicativamente cerrado se cumple
que X \ S también es multiplicativamente cerrado.

Definicion 5.3. Sea I C M, diremos que [ es un ideal derecho de M si para todo w € I y para
todo n € M, se cumple que wn € I (cf. [2, Definition 2.20]. Denotamos por Jp; a la coleccion de
ideales derechos de M.

Lema 5.4. Existe una acciéon de M sobre Jp

Demostracion. Ahora definamos una accion de M sobre Jy,. Sea m € M e I € Ty, definimos
Im = {k € M : mk € I}. Veamos que es una accion de M sobre Jp;. Primero veamos que
Im € Iy, sea k € Imy n € M, veamos que kn € I'm, para esto m(kn) = (mk)n, pero mk € I,
luego (mk)n € I, por tanto kn € I'm. Ahora, si I € Ty, entonces Ie = {k : ek € I} = I, finalmente,
sea n,m € I con I € Ty, verifiquemos que (Im)n = I(mn). Tenemos que k € (Im)n si y solo
si nk € Im siy solo si m(nk) € I siy solosi (mn)k € I siy sblosik € I(mn), por tanto
(Im)n = I(mn). O

En el camino de construir un subobjeto clasificador en Act-M, veamos el siguiente lema:
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Lema 5.5. Sean (X,v) € Ob(Act-M), y S C X un conjunto multiplicativamente cerrado, enton-
ces:

1. Para todo z € X, el conjunto (S,x) :={m e M :xm € S} € Ip.

2. La funcion ¢g : X — Jpy, definida como ¢g(x) = (S, z) es un morfismo de Act-M, donde
M actta sobre Jj; como se definié en el Lema 5.4.

Demostracion. 1. Sea n € (S,z) y m € M, por demostrar que nm € (S, z), o sea z(nm) € S,
pero z(nm) = (zn)m y como an € S entonces (xn)m € S, luego nm € (S, z).

2.Sea x € X yn € M, por demostrar que ¢g(xn) = ¢s(x)n, es decir (S, xn) = (S, x)n. Ahora
k € (S,xn) siy solo si (xn)k € S, pero (xn)k = z(nk), luego xz(nk) € S, asi que nk € (S, z), por
tanto k € (S, z)n. O

Sea f : (Y,v¥) — (X, ) un morfismo de Act-M, esta claro que Imjf es multiplicativamente
cerrado, ya que f(yn) = f(y)n . Con estos preliminares podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.6. En Act-M, existe un subobjeto clasificador.

Demostracién.

1. Definamos © = Jj; con la accion definida antes. Sea true : 1 — €, definida como true(0) =
M, true es morfismo ya que true(On) = M, pero true(0)n = Mn=4{k e M :nk € M} = M, ie.,
true(On) = true(0)n.

2. Ahora, dado f : (Y,v) — (X, ) un monomorfismo de Act-M, debemos definir un tnico
morfismo: x7 : X — Q de tal manera que

Y ———1

Ty
fl truel
Q

X — >
Xf

sea jalador.

Consideremos S = I'mf, asi que S es multiplicativamente cerrado, luego ¢g : X — € definida
en el Lema 5.5 es un morfismo de Act-M, hagamos xy = ¢g. Primero veamos que el diagrama
anterior es conmutativo. Sea y € Y, entonces x,(f(y)) = (S, f(y)) = {k € M : f(y)k € S},
es decir k € xy(f(y)) si y solo si f(y)k € Imf siy solo si f(yk) € Imf, lo cual muestra que
xs(f(y)) = M = true(0) = true(Ty (y))).

Sea,
J —— 1
Tz
al truel
X—>0
Xf

un diagrama conmutativo en Act-M. Definamos 8 : Z — Y, para esto notemos que para todo
z € Z,como true(Tz(z)) = true(0) = M, entonces xf(a(z)) = M, es decir (S, a(z)) = M, entonces
a(z)e € Imf, luego a(z) € Imf, sea y € Y, tal que a(z) = f(y), notar que como f es inyectiva
y es Unica, asi que definimos 3(z) = y, por lo que S es funcion. Veamos que 8 € Mor(Act-M).
Sea z € Z y n € M, calculemos §(zn) = yp, es decir f(yo) = a(zn) = a(z)n, si y; € Y, tal que
f(y1) = al2), entonces f(y)n = f(y1n), pero fy)n = a(=)n = a(zn), lego f(yin) = f(y0),
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luego y1n = yo, por tanto S(z)n = B(zn). Veamos que

—=1
Ty

true

=

Xf L
es conmutativo. Solo resta demostrar que f(5(z)) = a(z), pero si 5(z) =y, entonces f(y) = a(z),
luego f(B(z)) = f(y) = a(z). Veamos la unicidad de 5. Sea ' : Z — Y, tal que ff5' = a = f5,
como f es monomorfismo, concluimos que § = /’. Finalmente, veamos que X es tnica. Sea
0: X — Q tal que:

Y ————1
Ty
f truel

sea jalador en Act-M.
Sea x € X, por demostrar que 6(z) = (S, x) = x (). Observemos que:

1) zk € Imf siy sélo si k € (S,x) siy solo si (S,zk) = M.
2) k€ f(x) siy solosif(zk) =M.

En efecto, veamos 1), sea k € (S, x), entonces zk € Imf, como xs(z) = (S,z), (S,z)k =
Xr(@)k = xr(zk) = (S, zk), pero (S,x)k = {l € M : kl € (S,z)}, por tanto, para toda | € M,
se tiene que (xk)l € Imf, ya que zk € Imf, luego (S,xzk) = M. Si (S,zk) = M, entonces
(xk)e € Imf, luego xk € Imf, por tanto k € (S, z).

Veamos 2), sea k € 0(z), 0(x)k = 0(zk) = {l € M : kl € 6(z)}, pero 0(x) € Ty, luego
0(zk) = M. Inversamente, si 0(zk) = M, entonces {l € M : kl € 6(x)} = M, luego ke € 0(z), asi
que k € 0(x).

Ahora, veamos la igualdad 0(x) = (S, z) = x¢(z), k € (S,z) si y sblo si (S, zk)
si ak € Imf siy solo si existe y € Y tal que f(y) = zk, por otro lado, 0(f(y)) = 0(zk) = M siy
solo si k € 6(x). Y asi concluimos que Act-M tiene un subobjeto clasificador. O

6. Conclusiones

Resulta muy elaborada la demostracion de que las categorias Act-M y Act-G tienen un
subobjeto clasificador, pero esto nos muestra las propiedades comunes que tienen y que en esencia
las hace parecerse a la categoria Set. El camino para hallar tales analogias resulté muy largo
pero lo comin es lo suficientemente robusto como para aceptar que se encontr6 una esencia que
antes no era visible. Cabe senalar que toda categoria de pregavillas es un topos y es claro que
la, categoria Act-M es isomorfa a la categoria Set™ con M la categoria monoide. Por lo que, de
manera inmediata se tendria que Act-M es un topos. Pero creemos que es interesante exhibir un
subobjeto clasificador en esta categoria.
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