24 I. LOS NUMEROS ENTEROS

7 (12) Sean a,b,n € Z, probar que a = b(mod n) si y s6lo si a =
b(mod —n).

#(13) Probar que, si a = b(modn), entonces ac = be(rod n).

#(14) Probar que, si a = b(modn) y m es un entero no negativo.
entonces a™ = V™ (modn).

#(15) Sea n € Z, probar que nZ = (—n)Z.

#(16) Sean a.b € Z no ambos cero. Probar que

a b
med (mc:i (a,b)’ med {u,b]) =k

#(17) Sean a,b € Z no ambos cero. Probar que si med (a,8) = 1 y
a | be, entonces a | .

#(18) Probar que si a = b(rmod m), entonces al = bl(mod mi).

#(19) Probar que si a = b(mod m) y I | m, entonces a = b(rmod [).

#(20) Probar que si a = b(mod m) y d es un divisor comtin de a, b y
m, entonces § = 3(mod %).

#(21) Probar que si a = b(mod m), d es un divisor comiinde a y b y
med(m, d) = 1, entonces 2 = 4(mod m).

#(22) Probar que si ay,..,a; € Z todos distintos de cero, existen
a, 7 € N tales que:

(a) | @, a; | f paratodoi=1, ... k
(b) Sir | a; para todoi = 1,..,k, entonces & | r. Sia; | s

para todo i =1, .., k, entonces s | 3.

#(23) Probar que 10Z N 24Z = mem (10, 24)Z.

#(24) Sean n,m € Z \ {0}. Probar que nZ NmZ = (mem (m, n))Z.

#(25) Sean m,n € Z '\ {0} y suponga que mecd (n,m) = 1. Probar
que mem (n,m) = [nm)|.

#(26) Sean m,n € Z \ {0} y suponga que med (n,m) = 1. Probar
que nZ NmZ = nanZ.

#(27) Sean m,n € Z\ {0}. Entonces med (m,n) = 1 si y sélo si

nf+mié=2.

#(28) Sean m,n € Z \ {0}. Probar que nZ c mZ si y sélo si
med (n,m) = |m).

#(29) Sean m,n € Z \ {0}. Probar que nZ N mZ = nZ si y sélo si
med(m, n) = |m)|.

#(30) Sean p y ¢ niimeros primos diferentes. Probar que mcd (p, q) =
1

#(31) Sean p y ¢ niimeros primos diferentes. Probar que pZ+q7 = 7.
#(32) Probar que z = 3(mod n) si y sélosiz =3+ incont € Z.
#(33) Sibn € Z, definamos b+ nZ = {b+nt : t € Z}. Probar que

Z=3ZU(1+32Z)u(2+3Z).
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# (34) Sea n € N. Probar que
z=nzu[1+nz)u{2+nz]u...u[[n—1]+nzj_

#(35) Sean b€ Z y n € N. Probar que b +nZ = {c: ¢ = b(mod n)}.
#(36) Resolver las siguientes congruencias:
(8) 59z = 4 (mod 14) (b) 3z = (2 mod 5) (c) 2z =
6 (mod 12)
(37) i Cuales de los enteros positivos

101, 10101, 1010101, ...

s0n primos?

(Sugerencia: Sea N cualquiera de los niimeros de la lista,
en el cual el numero de 1’s es k (por ejemplosi k =4, N =
1010101). Si M es el mimero que tiene k digitos, todos iguales
a 1, entonces

T 11: N = M- (10% + 1)

Muestre que:

(a) Siﬁ:espar,MesdivisiblepurIlysikeshnpar, M
no es divisible por 11.

(b) Si £ es par 10* + 1 no es divisible por 11 pero si k es
impar, 10* 41 si es divisible por 11.

(c) Concluya que si k > 2, ya sea Impar o par, exactamente
una de dos M o 10* + 1 es divisible por 11. Por la igualdad
(7), IV es divisible por el otro factor.

(d) ;Qué pasa si k = 27)

(38) Si m y n son primos relativos ; las congruencias simultineas

z = a{mod m), z = b(mod n)

tienen siempre solucidn?

(Sugerencia: La respuesta afirmativa era conocida en China
desde hace m4s de 2000 afios. Es un caso particular de un Teo-
rema importante en Teorfa de Niimeros, que se conoce como
el Teorema Chino del Residuo y que involucra dos o més con-
gruencias. Damos sugerencias para nuestro problema:

Como 1 = med(m, n), existen u, v € Z tales que 1 = mu+
ny. Entonces: mu = 1 — nv, luego existe o € Z tal que
Yo = O(mod m) y yo = 1(mod n), por tanto by, = 0(mod m)
¥ byo = b{rod n). Por otro lado, nv = 1 — mu implica que
existe z5 € Etalquezgzﬂ{madn}yms 1(mod m), de
donde, az = a(mod m) y azy = O(mod n). Por lo tanto
azp + bys = a(mod m) y az, + by, = b(mod n).)
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