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Parte I

Resolver los ejercicios 1,2,4,5,6,7,8,9,17,18 del bloque de Ejercicios 5 de la
seccion 3.5 (paginas 143,144,145) del Capitulo 3 Niimeros Reales del libro de
texto Matematicas Elementales [1].

Parte 11

Resolver los ejercicios 1,2,3,6,12,24,25,32 del bloque de Ejercicios 6 de la
seccién 3.6 (paginas 161,162,166) del Capitulo 3 Nimeros Reales del libro de
texto Matematicas Elementales [1].

Parte III

1) Pruébese que si & € R es irracional y r # 0 es racional entonces r + £ y r¢
son irracionales.

11) Six y y son nimeros irracionales, probar que no se infiere que x + y y zy
son irracionales.

[1] J. Angoa, A. Contreras, et. al., Matematicas Elementales, Direccion de
Fomento Editorial, BUAP, Segunda Edicién, 2010.
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lo cual es falso. Por lo tanto o = ngy.

Esta prueba hace uso del axioma del supremo, pero se pueden dar
demostraciones del principio del buen orden que no dependan de este
axioma (ver ejercicio 16 de Ejercicios 5.).

En secciones posteriores apreciaremos lo trascendente de este princi-
pio. Mientras tanto, ahi les van los

Ejercicios 5.

1. Demuestre que R, (=3, c0) y todo intervalo de la forma [a, co] con
a < 1, son inductivos.

2. Si Ay B son inductivos, pruebe que ANB también lo es. ; Qué puede
decir de AU B?

3. Pruebe que A = {n € N|1—2""242.37+L _4n+l 4 57 — (0} no es
inductivo. (Sugerencia: j4 € A?)

4. Demuestre (2) del teorema B5HA4.
5. Demuestre (2), (3) y (4) del corolario del teorema B53.
6. Use el principio de induccién matematica para demostrar que
VneN: VmeN: n<m=3dreN: n+r=m.
(Sugerencia: Pruebe que es inductivo el conjunto

B={neN|VmeN: n<m=3IreN: n+r=m})

7. Demuestre que Vn, m € N: (n <m = m —n € N). (Sugerencia:
Use el ejercicio 6)

8. Pruebe el teorema BHN

9. Demuestre que todo subconjunto no vacio de N acotado superior-
mente, tiene maximo.
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Probar que Vn € N : 1+2+3+---+n:"(”T+1).

Observar que

1 =1
1-4 = —(1+2)
1—-449 =1+4+2+3
1-449-16 = —(1+2+3+4).

Conjeturar una ley general sugerida por estos ejemplos, expresarla
en una conveniente notacion matematica y probarla.

Evalte la expresion
12_’_22_’_.._'_”2
1+2+-+n

paran=1, 2, 3, 4, 5, 6.

Conjeture una férmula para este cociente.

Usando el problema (9), obtenga una férmula para 12422+ - . +n?
y pruébela. (Sugerencia: 12 + 2% + -+ - + n? = W)

Hallar el error en la siguiente “prueba por induccién” de que cua-
lesquiera n muchachas tienen ojos del mismo color.

Sea P(n) :Simy, ma, ..., m,sonn muchachas, entonces my, mo, ...

tienen ojos del mismo colos.

P(1) es obviamente cierta. Sea n € N tal que P(n) es cierta. Para

probar P(n+ 1) sean my, ma, ..., m,,1 cualesquiera n + 1 mucha-
chas. Como se vale P(n), my, ..., m, tienen el mismo color de ojos
entre si y ma, ..., m,y1 también. Por consiguiente todas tienen el

mismo color de ojos.

Asi que Vn € N: P(n) = P(n+ 1). Por consiguiente

VneN: P(n).
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14. A continuacién se “demuestra” que Vn € N: n=n+ 1.

15.

16.

17.

18.

“‘Sea A={1}U{neN|n=n+1}.

1 € A por definicién de A.

Probaremos que Vn € R: n€e A=n+1¢€ A.
Sea n € R. Entonces

neA = n=n+1y neN=n+1=n+2 y n+1eN
= n+l=Mn+1)+1 y n+l1eN=>n+1eA

Por lo tanto A es inductivo y como A C N, por el principio de
induccién matematica, se tiene A = N”. jEn dénde esta el error?

Demuestre el “principio de recursién”:

Si P(n) es una proposicion abierta en N y si:
a) P(1) es verdadera.
b) Vne N: P(1) A P(2) A ... N P(n) = P(n+1)] es
verdadera, entonces también es verdadera:

VneN: P(n).

(Sugerencia: Defina g(n) como P(1) A P(2) ... A P(n) y pruebe
por induccién matematica que Vn € N: ¢(n).)

Usando el principio de recursiéon pruebe el principio del buen orden.
(Sugerencia: pruebe por recursién que si S C Ny S # &, entonces

VneN: neS= S tiene minimo)
Demuestre que si ¢ > 0, dn € N : % < . (Sugerencia: Use la

propiedad Arquimediana.)

Pruebe que 1 = sup {"T_l ne N}.
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tentos con los estigmas causados por su ira en Hipasso de Metaponto, dos
fuertes hombres lo echaron a un estanque repleto de piranas hambrientas,
muriendo Hipasso inmediatamente . ..o antes.

Como era de esperarse, el descubrimiento de la existencia del niimero
irracional, constituyé una seria conmocién para la escuela Pitagérica y
se cree que contribuyé a su destruccién. A partir del momento en que
se descubrieron los irracionales, los griegos se apartaron de los niimeros
y dedicaron su atencién a las lineas y superficies, entre las cuales no se
suscitaban esas dificultades logicas. El resultado fué el desarrollo de una
geometria de las medidas que es tal vez la principal aportacién de los
griegos a las matematicas.

Ejercicios 6.
1. Demuestre que Va,be Z;a+beZ,a—beZya-beZ.
2. Pruebe que Vr,s € Q;r+s€Q,r-s€Q,ysis#0, - Q.
3. Probar que sia € Z y a < 0, entonces (a,a+ 1)NZ = .
4. Demuestre que si a,b € Z y a < b, existe n € N tal que a +n = b.
5. Probar que si a,b € Z 'y (a,b) NZ = &, entonces b = a + 1.

6. Demuestre que Z no esta acotado superiormente y no esta acotado
inferiormente.

7. Pruebe que si A C Z, A # @ y A estd acotado superiormente,
entonces A tiene maximo (Usar ejercicio 5.9).

8. Pruebe que si A C Z, A # @ y A esta acotado inferiormente,
entonces A tiene maximo.

9. Si z € R— {0}, definimos |2° =1] y,sin €N, 27" = :cin’

(a) Compruebe que sin € Ny z € R — {0}, an = (%)"
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(b) Demuestre las “leyes de los exponentes enteros” (puede usar el
teorema 5.5): Sean z,y € R — {0} y a,b € Z. Entonces

I) 1ot = a+b
T

1)
) (z
)
Calcule [%}7 [3%], [=35], [-3.1416], [V2], [-2'°].

Sean x,y € R. Demuestre las siguientes afirmaciones:

Do+ a] = [z] + a.

—[—x] es el elemento més pequeno no menor que x.

(d) [z] + [y] < [r +y] <[z]+ [y] + 1 (use que [z + +y] es el mayor
entero menor o igual que x +y < [z + y]).
0 sizeZ
© L+l ={ 0 302

(f) [22] — 2[z] € {0, 1} (use (d)).
(8) VaeZ: [§] - [-5] =a

Sir,s € Qyr < s, halle explicitamente un racional ¢ tal que
r < s <t (;Qué tal “el promedio” de r y s?).

Compruebe que 4| — 8, que —3| — 6, que 7|0 y que 3 /5.

Demuestre (1), (2), (3), (4), (5) y (7) del teorema 3.6.4 (checar
Enrique 2010).

Definicién 3.6.9 Sean a y b enteros que no son cero al mismo
tiempo. El Maximo Comin Divisor de a y b es el maximo de
todos los divisores comunes de a y b . Este nimero se denotard como

m.c.d.(a,b).

Sean a y b enteros que no son cero al mismo tiempo. Pruebe que:
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¢) He aqui otra prueba de que Vn € N: /n € Z o /n ¢ Q, sin
usar divisibilidad. Justifique cada paso.

Sea n € N y supongamos que y/n ¢ Z pero que y/n € Q
;»aaezybeNtalesque\/ﬁ:%yb>1.

Sea my = min A, donde

l
A:{mEN]m>1yE|l€Z:\/ﬁ:—}.
m

Sea l € Z tal que /n = mio yt= [mio], entonces

?=nmi = I*—tlmy=nmi—tlmg
= (Il —tmg) = mo(n — tl)
_ L _ n=tl
= Vn= =

Perol—tmo%lyt<mio<t+1:>mot<l<m0t+m0:>
0 <l —mgt < mg. Por lo tanto [ —mot € Ay [ —mqgt < mg lo
cual es una contradiccion.

a) Pruebe que si r € Q — {0}, V27 ¢ Q.

b) Pruebe que si z,y € Ry oz < y existe « irracional tal que
r < a<vy. (Sugerencia: © < y & \% < \% y use la densidad
de Q).

Ahora si, pruebe que /2 existe, es decir, que existe 5 € R tal que
B>0yp =2

(Sugerencia: Sea B ={rx € R| z >0 y 2? < 2}. Demuestre que
B tiene supremo. Sea 3 = sup B; pruebe que 32 = 2. Le pueden ser
ttiles muchisimas ideas de la prueba de que o = sup{x € R| z >
0y 2% < 2}, ver paginas [27 y [5R).

Evalte la validez de la demostracion del siguiente resultado.
SireR-—QyyeQ, entonces z=z—y €R—Q.

Demostracion: Supongamos que la conclusién no es cierta, es decir,
que z = x —y € Q, entonces existen a,b € Z con b # 0 tales que



