Restando a la primera la segunda obtenemos
Z ai; (T, (c) — Ti,(c))T;,(z) = 0 para todo = € K.

Como a;,, (T;,,(c) — T;,(c)) # 0, entonces tenemos un nimero en L més pequenio que m,
lo cual no es posible. Ol

Auxiliados con este resultado obtenemos:
6.1 Teorema. Sean I' < K, si [K : F| < oo, entonces |G(K, F)| < [K : F].
Demostracion. Sean aq,--- ,a, € K unabase de K, y supongamos que existen 7y, --- ,Tj,11 €

G(K, F) diferentes. formamos el siguiente sistema lineal homogeneo de n x (n + 1), el
cual es indeterminado:

Tl(al):cl + Tg(a1)$2 +--F Tn+ (a1)$n+1 =0
Ti(az)zrr + To(ag)zy +---+

Ti(an)rr + To(an)zs +---+ Thpi(an)rvn =0
Asi que existe una solucién no trivial es decir existen x1,--- , x,1 no todos cero tal que

n+1
ZTi(aj)xi =0 para todo J € {1,--- ,n}
i=1

Ahora sea a € K, entonces o = Z}Ll bja; con b; € I'. Entonces
i aiTi(e) = S () Tilbjay)) = 270 3 wibTilag) = 325, b1 @iliey) =
0.

Pero esto contradice el Lema 6.2 ]

Vamos a concentrarnos es ciertos tipos de extension.

6.1 Definicién. Sea F' < K, diremos que K es una extension normal sobre F, si

(1) [K: F] < o0

(2) Kewry = F

Veamos la siguiente proposicion técnica:
6.1 Proposicién. Sea « € Ky H = {11,---,T,} subgrupo de G(K, F), si ay =
Yim Ti(a), ae =37, Ti(a)Tj(a), ..., a, = [[;=, Ti(a), entonces

(a) o; € Kp para toda 1,

(b) p(x) =i, (z — T;(a)) € Kg|z], con tnicas raices el conjunto A.
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Demostracion. (a) Si A = {Ti(a),---,T,(a)} cada a; es la suma de los productos de j

elementos de A sin repeticién en sus indices. Notemos que {T;07;:j € {1,--- ,n} = H
para todo i, entonces T;(a;) = ag. En general, asociamos a cada [-ada (ji,---,j;), de
elementos en {1,--- ,n} sin repeticién la l-ada 6;((j1, -+ ,51)) = (r1,- -+ ,r;) donde T,., =

T; oTj,, como son automorfismo no hay repeticién, por otro lado esta relacién es funcion
y ademas es inyectiva ya que si 6;((j1,---, 7)) = 0:((m1,---,my)), con (ji,---,j) #
(mq,- -+ ,my), entonces existe jn, # Mp,, PEro 1, =T;oT;, =TioT,,  luego T; =
T, lo cual no es posible, asi que 0; es biyectiva. Asi que T;(7},(a) ... Ty (a)) = T; o
Tj,(a)...T; 0 Tj(a) y correspondera a uno y sélo un sumando de a; y de esta manera
seran todos los sumandos de oy, por tanto T;(oy) = «y. Por tanto a; € Ky.

(b) Para este caso, bastara usar las formilas de Vieta y convencerse que

n

p(z) = H(:I: —Ti(a)) =2" —agx + -+ (—=1)"ay,

i=1

Ahora veremos un teorema fundamental:

6.2 Teorema. Si K es una extensién normal sobre F'y H subgrupo de G(K, F'), en-
tonces:

(1) [K : Ku) = |]

(2) H = G(K, Ky)

(3) En particular, cuando H = G(K, F), tenemos que [K : F| = |G(K, F)|

Demostracion. Sea H < G(K,F), pero |G(K,Ky)| < [K : Kg] (ver Teorema 6.1),
como para T' € Hy z € Ky, s ecumple que T(z) = z, entonces H < G(K, Ky),
entonces |H| < |G(K,Ky)| < [K : Kg|. Demostaremos que [K : Ky| = |H| lo cual
demostrara (2) y (3) es sélo un caso particular de (2).

Como [K : F] < o0, y como F < Ky < K, tenemos que [K : Ky| < oo. Por el
Corolario 5.2, existe a € K tal que K = Ky(a), sea H = {Ty,--- ,T,}, el polinomio (ver

Proposicién 6.1 )

p(x) = [« ~ Ti(a)) € Knlx]

i=1

Pero [K : Ky| = [Kg(a) : Ky] = gr(m(x)), donde m(x) es el polinomio de grado minimo

en en Kpy[z] tal que m(a) = 0, asi que gr(m(x)) < gr(p(z)) = |H]|. O
Veamos finalmente una caracterizacién de la s extensiones normales.

6.3 Teorema es una extensién normal sobre I si y sélo si K es el campo de des-
composicién de’de un polinomio en F[x].
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Demostracion. Asumamos que K es normal sobre ', K = F(a) para algin a € K.
Denotamos G(K, F') = {T},--- ,T,}, nuevamente

n

p(z) = [[(=z = Ti(a) € K mla] = Fla].

i=1

Asi que K tiene todas las raices de p(z), las cuales son {T1(a), - - , T, (a)} pero ademas
aesraiz de p(x), si F < M < K = F(a) y en M estan todas las raices de p(z), entonces
a € M, entonces M = F(a). Por tanto K es el campo de descomposicién de p(x) € F[z].

Ahora supongamos que K es el campo de descomposicién de algin polinomio f(z) €
F[z]. Haremos induccién_sobre [K : F|. Si [K : F] = 1, es claro que K es normal
sobre F'. Ahora enton g veamos el caso en que f(z) tiene una factorizacién
en factores lineale@tiene un factor irreducible de grado mayor que 1. En el primer
caso entonces nuevamente K = F, veamos el segundo caso y sea ¢(x) € F[z] factor
irreducible. sabemos que todas sus raices se encuentran en K y ademads son diferentes.
Sean {by,-- -, b} todas raices diferentes de ¢(x). Tomamos [K : F'(by)] =r = gr(q(x)) >
1, ademas K es nuevamente campo de descomposicién de f(x) € F(by)[z], cualquier
campo F'(b;) < M < K que contenga todas las raices de f(x) debe ser K, ya que K es
campo de descomposicién de f(x) € F[z]. Ademés

[K:F(bl)]:m:2<n.

Por hipétesis inductiva tenemos que K es normal sobre F'(b). Sea z € K¢k, ), queremos
demostrar que z € F. Pero si 7 € G(K, F(b)) C G(K, F), entonces 7(z) = z, entonces
z € F(by). Asi que (ver Teorema 1.1)

r—1

z= Zcibil con ¢; € F.(x)
i=0
Como f(x) € F(by)[z] y K campo de descomposicién de f(z), sea v : F(by) — F(b;)
isomorfismo tal que y(by) = b;, entonces para todo j € {1,---,r}, existe 7}, un au-
tomorfismo de K tal que Tj(in(z)) = in o y(z) para todo z € F(by), en particular
T;(b1) = v(b1) = b; (ver Teorema 3.2 y Teorema 4.2). Ahora bien aplicando T; a (x),

obtenemos:
r—1
z = Z cl-b;-
i=0
Entonces el polinomio (x) = ¢, 12" '+ - -+cjz+ (co— 2), tiene como raices a by, - - - , b,
lo cual solo es posible si [(x) = 0, entonces ¢y — z = 0, entonces z = ¢y € F. O
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